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บทที่  1 
 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคญัของปญหา 
ควอตซคริสทัลไมโครบาลานซ( quartz crystal microbalance: QCM)  เปนทรานสดิวเซอร

ตรวจวดัมวลชนิดหนึ่ง ซ่ึงสามารถตรวจวดัมวลขนาดเลก็ไดถึงระดับนาโนกรัม ผลึกควอตซที่นยิม
ใชไดแก ผลึกชนิด  AT-cut เนื่องจากเปนผลึกที่มีสัมประสิทธิ์การเปลี่ยนแปลงตออุณหภูมิต่ําที่
อุณหภูมิหอง ในการใชงานนั้นก็มเีพียงวงจรออสซิเลเตอรและวงจรวัดกเ็พียงพอตอการทํางาน จึง
งายตอการจัดหา  และไมยุงยากเหมือนระบบการวัดแบบอื่นๆ เชน  ระบบวัดที่ใชหลักการทางไฟฟา
เคมี หรือทางแสง เปนตน 

 

 
 

รูปที่ 1.1 QCM 
 

ในปจจุบนั  แนวโนมของการใช QCM เปนไบโอเซนเซอรมีสูงมากขึ้นเรื่อยๆ เนื่องจาก
ระบบวัดมีราคาถูก จัดหาไดงาย  หลักการวัดโดยใช QCM นั้นเขาใจงายกวาระบบตรวจวดัแบบ
อ่ืนๆ กลาวคือเมื่อเกิดการจับกันระหวางสารชีวภาพที่ตองการตรวจวัด กับผิวของ QCM ก็จะทําให
เกิดการเปลีย่นแปลงของความถี่เรโซแนนซของ QCM ขึ้น  ซ่ึงสามารถตรวจวัดไดโดยใชวงจรวดั
ความถี่ดังรูปที่ 1.2  หรือสามารถวัดการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นจากเครื่องวิเคราะหอิมพแิดนซ 
(Impedance Analyzer)  การเปลี่ยนแปลงตางๆที่เกิดขึ้นนี้เปนผลมาจากการสั่นของผลึกควอตซที่
เปลี่ยนไปนัน่เอง 
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รูปที่ 1.2 ระบบวัดความถี่เรโซแนนซของ QCM 
 
 อีกเหตุผลหนึง่ที่สามารถนํา QCM มาใชเปนไบโอเซนเซอรไดก็คือ QCM มีความไวในการ
วัดสูง  คือมีการตอบสนองตอโมเลกุลเล็กๆที่มาเกาะบนพื้นผิวได  ทําใหเหมาะตอการใชงานในการ
วัดโมเลกุลขนาดเล็ก เชน DNA เปนตน 
 ในการวิเคราะหการสั่นของ QCM ในกรณีที่นําไปใชงานในรูปแบบตางๆนั้น  การใชวิธี
วิเคราะห(Analytical) หรือการหาผลเฉลยโดยตรงนัน้ทําไดยาก  และไมเห็นรูปลักษณที่ชัดเจน  
ทั้งนี้เปนเพราะตองแกสมการอนุพันธที่ซับซอน โดยเฉพาะในกรณขีองรูปทรงวัสดุที่ไมสมมาตร  
หากตองการแกสมการใหงายขึ้นก็ตองตดัตัวแปรบางตวัท้ิงไป  ซ่ึงทําใหผลเฉลยที่ไดออกมา
ผิดพลาดได 
 ในวิทยานพินธนี้จึงไดเลือกใชวิธีแกปญหาเชิงตัวเลขคือ ไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element 
Method)  มาทําการหาผลเฉลยของ QCM ในรูปแบบตางๆ  ซ่ึงวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนที่นยิมใชกัน
มากในปจจุบนั  เพราะมผูีผลิตออกมาเปนซอฟทแวรจํานวนมาก  และสามารถหาผลเฉลยของ
รูปทรงที่ซับซอนได โดยซอฟทแวรทางไฟไนตเอลิเมนตที่ไดเลือกใชในงานวิจยันี้คือโปรแกรม 
COMSOL ที่สามารถใชคํานวณวัสดุทางเพยีโซอิเล็กทริกได 
 การจําลอง QCM โดยใชไฟไนตเอลิเมนต  มีการทํามาแลวพอสมควร คือ การใชไฟไนตเอ
ลิเมนตเพื่อจําลองหารูปรางของควอตซ (รัศมี ความหนา ลักษณะอิเล็กโทรด) เพื่อใหไดคาคุณภาพ 
(Q-factor) สูงสุด[1] , การใชไฟไนตเอลิเมนตคํานวณความถี่เรโซแนนซของ QCM ในการวดั
ปริมาณกาซ ใน Gas Sensor[2] , การใชไฟไนตเอลิเมนตเพื่อดูการเคลือ่นที่ในการสัน่ของ Quartz ที่
ความถี่เรโซแนนซ[3] , การใชไฟไนตเอลิเมนตเพื่อดูผลจากการที่ใชอิเล็กโทรดคูใน QCM[4] เปน
ตน 
 อยางไรก็ตามยังมีอีกหลายประเด็นทีน่าสนใจของ QCM ที่ยังไมไดทําการจาํลอง  
วิทยานพินธนีจ้ึงไดมุงประเด็นที่ การนําผลการจําลองเพื่อไปชวยในการทดลองดานไบโอเซนเซอร 
เชนศึกษาผลของมวลที่เกาะลงบนควอตซที่ตําแหนงตางๆ วามีผลกระทบตอความถี่เรโซแนนซ การ
กระจายตัวของสนามไฟฟาบริเวณอิเล็กโทรด ความแรงของการสั่นที่สงผลกระทบตอโมเลกุลที่ผิว 
ซ่ึงสามารถนําไปชวยออกแบบและอธิบายผลการทดลองใหดีขึ้นได 
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1.2 วัตถุประสงค 
1. ใชไฟไนตเอลิเมนต จําลอง ปรากฎการณตางๆที่เกิดขึ้นบน QCM   
2. นําผลที่ไดจากการจําลองไปใชในการออกแบบ QCM เพื่อใชในการพัฒนาไบโอเซนเซอร

ใหมีประสิทธิภาพดียิ่งขึ้น 

1.3 ขอบเขตการวิจัย 

1.    ออกแบบและจําลองปรากฏการณส่ันที่เกิดขึ้นบน QCM แบบAT-cut โดยวิธีไฟไนตเอลิ
เมนต 
2. จําลองปรากฏการณส่ันที่เกดิขึ้นบน QCM เมื่อมีโมเลกุลของสารอยูบนผิวในลักษณะตางๆ 
3. จําลองปรากฏการณส่ันที่เกดิขึ้นบน QCM เมื่อมีการเปลี่ยนแรงดันไฟฟาที่ปอนใหกบั 

QCM 

1.4 การดําเนินการวิจัย 

1. ศึกษาหลักการทํางานของ  QCM และปรากฎการณทางเพียโซอิเล็กทริกของ QCM 
2. ศึกษาวิธีและโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต 
3. จําลองปรากฎการณเพียโซอิเล็กทริก และ ปรากฎการณตางๆที่เกี่ยวเนื่องกับเพียโซอิเล็กท

ริก เชน ความเคน(Stress), ความเครียด(Strain), การกระจัดทางไฟฟา(Electric 
Displacement), สนามไฟฟา(Electric Field) จากตัวอยางที่มีผลการทดลองเปรียบเทียบ 
เพื่อใหเกิดความชํานาญ ความเขาใจ และความถูกตองในการจําลอง 

4. ทดลองใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตกับโมเดลของ  QCM เปรียบเทียบกับทฤษฎี 
5. ดูผลของการเกาะของมวลที่ตําแหนงตางๆบน QCM วาสงผลตอความถี่เรโซแนนซอยาง

ไร คํานวณการกระจายตัวของสนามไฟฟาบริเวณอิเล็กโทรด  
6. จําลองการทํางานของ QCM เมื่อมีมวลมาเกาะแบบไมสม่ําเสมอ 
7. วิเคราะหและสรุปผลการจําลอง   เพื่อนําไปชวยอธิบายผลการทดลองที่เกิดขึ้นจริง และ

สามารถปรับปรุงวิธีการวัดใหดียิ่งขึ้น  

1.5 ประโยชนท่ีไดรับจากการวิจัย 

1. ชวยปรับปรุงวิธีการวัดและทดลอง QCM ใหมีประสิทธิภาพมากขึ้น 
2.    เพิ่มแนวคดิในกระบวนการวัดทาง QCM คือสามารถนําไฟไนตเอลิเมนตมาตรวจสอบผล

การทดลองใหถูกตองได 

 



บทที่  2 
 

หลักการและทฤษฎีพื้นฐาน 
 
 ในบทนี้จะกลาวถึงหลักการ และ ทฤษฎีของปรากฎการณเพยีโซอิเล็กทริกโดยกลาวถึง
สมการทางวัสดุของเพียโซอิเล็กทริกและสมการเชิงอนุพนัธของเพียโซอิเล็กทริก โดยใชวัสดุของ
ควอตซแบบ AT-cut เปนหลักเพราะเปนวัสดุที่ใชทําเปน QCM และกลาวถึงสมการที่แสดงลักษณะ
ของชั้นมวลที่มาเกาะบนผิวของควอตซแบบ AT-cut เมื่อรูสมการที่อธิบายลักษณะทั้งหมดของ 
QCM แลวก็จะทําการจําลอง QCM ลงบนโปรแกรม COMSOL แลวจึงทําการหาความถี่เรโซแนนซ
ในการสั่นของ QCM 

2.1 ปรากฎการณเพียโซอิเล็กทริก 

 ควอตซเปนวสัดุเพียโซอิเล็กทริกชนิดหนึง่ ดังนั้น การสั่นของควอตซเปนผลของ
ปรากฎการณเพียโซอิเล็กทริก ปรากฎการณเพยีโซอิเล็กทริกถูกคนพบเปนครั้งแรกในป ค.ศ.1880 
โดย Pierre Curie และ Jacques Curie ทั้ง 2 ไดทําการทดลองวัดคาศกัยไฟฟาที่เกดิขึ้นเมื่อมีแรงมา
กระทําตอผลึกควอตซ ในปตอมา Lippman ไดศึกษาในทางกลับกันคอืหาความเครยีดในเนื้อวัสดุที่
เกิดขึ้นเนื่องจากการปอนศักยไฟฟาใหแกวสัดุเพียโซอิเล็กทริก หลังจากนั้นในป ค.ศ.1894 Voight 
ไดประยุกตความรูทางดานกลศาสตรของแข็งและความรูทางดานไฟฟาสถิตย ในการสรางสมการ
ทางคณิตศาสตร เพื่อใชอธิบายพฤติกรรมของวัสดุเพียโซอิเล็กทริก  

ปรากฎการณเพียโซอิเล็กทริกอธิบายไดดังนี้ ในตอนแรกวัสดุจะอยูในสภาพสมดุล ตอมา
เมื่อเราปอนสนามไฟฟา กจ็ะทําใหเกดิการเรียงตัวใหมของโมเลกุลตางๆ ซ่ึงมีประจุบวกหรือลบ 
โดยประจุลบกจ็ะวิ่งไปหาขัว้บวก  ประจุบวกก็จะวิ่งไปหาขั้วลบ จึงทําใหเกิดการเคลื่อนที่ของ
โมเลกุล ทําใหวัสดยุืดหรือหดตัว  หรือเกดิความเคน(Stress) ความเครยีด(Strain)ขึ้นนั่นเอง  ในทาง
กลับกัน  ถาออกแรงกระทําตอวัสดุทีอ่ยูในสภาพสมดุล ก็จะทาํใหโมเลกุลภายในวัสดุเปลีย่น
ตําแหนง  ทําใหเกิดความไมสมดุลทางไฟฟาขึ้น และเกดิสนามไฟฟาขึ้นภายในวัสดุ 

ทั้งนี้ผลตอบสนองที่เกิดขึ้นจากการปอนสนามไฟฟ าหรือแรง  จะขึ้นอยูกับโครงสรางของ
วัสดุดวย  กลาวคือ  ถาวัสดุเปนแบบ Anisotropy (ควอตซก็เปนวัสดุชนิดนี)้ เมื่อมองในทิศทางตางๆ
ของวัสดุเปนมมุเอียงไมเทากนั  โครงสรางของโมเลกุลจะแตกตางกัน  ดังนั้นถาเราปอนสนามไฟฟา
ที่เทากัน แตตางทิศกัน ผลที่ไดออกมาจะเปนการยดืหดตัวที่แตกตางกนั  กลาวคือคาคงที่ของวัสดุ
(Material Constants) จึงเปนตัวแปรทีสํ่าคญัในการคํานวณปรากฎการณเพยีโซอิเล็กทริกทั้งแบบ
สมมาตรและแบบไมสมมาตร  ดังนัน้ในการใชงานวัสดุเพียโซอิเล็กทริก  จึงตองคํานึงถึงทิศทาง
และคาคงที่วัสดุที่ใชเพื่อใหไดการสั่นในรปูแบบ(Mode)ที่ตองการ  



                                                                                                                  
                                                                                                              

 
5 

ระบบสมการเพียโซอิเล็กทริก(Piezoelectric Coupled Equations)ใน 3 มิติสามารถเขียนได
เปน(รูปแบบ Stress-Charge Form) [5,6] ดังแสดงในสมการที่ (2.1) และ (2.2) 
                                                    { } [ ]{ } [ ] { }EeSCT TE −=                                                  (2.1) 
                                                      { } [ ]{ } [ ]{ }ESeD Sε+=                                                    (2.2) 
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2.1.1  คาคงที่เพียโซอิเล็กทริกของควอตซคริสตัล (Quartz Crystal) 
สําหรับกรณีของ Right-handed Quartz Crystal (SiO2) จะมีคาคงที่ของวัสดุคือ [3] 
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ซ่ึงแสดงคาในตารางที่ 2.1 
 

ตารางที่ 2.1 คาคงที่ทางวัสดเุพียโซอิเล็กทริกของควอตซคริสตัล [3,5] 
Elastic-constants [×109 N/m2]  

11c  12c  13c  14c  33c  44c  66c  
86.74 6.99 11.91 -17.91 107.2 57.94 39.875 

Piezoelectic-constants [C/m2]  

11e  14e  
0.171 -0.0406 

Dielectric-constants [×10-12 C/V.m]  

11ε  33ε  
39.21 41.03 
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2.1.2  คาคงที่เพียโซอิเล็กทริกของควอตซคริสตัลแบบ AT-cut  
  ควอตซคริสตัล AT-cut เปนแผนควอตซที่เกิดจากการตัดผลึก Quartz Crystal (SiO2) เปน
มุม +35o15’ เทียบกับระนาบ zx (หรือ y-cut นั่นเอง) ตามรูปที่  2.1 

 
รูปที่  2.1 รูปแบบการตัดผลึกควอตซใหได AT-cut [7] 

(หมายเหตุ AT-cut,BT-cut มีสัมประสิทธิ์อุณหภูมิเปน 0 ที่อุณหภูมิหอง) 
 

จะเห็นไดวา ถาเราพิจาณาแกนใหม (x’y’z’) ที่เกิดจากการหมุนแกนโดยยึดแกน x เปนแกน
หมุน ไปเปนมุม +35o15’ จะได ระนาบ z’x’  ขนานกับระนาบ AT-cut พอดี และแกน y’ ตั้งฉากกบั
ระนาบนั้นดวย ดังรูปที่ 2.2 
 

y’ 

y 

x = x’ 

z’ z 

+35o15’ 

 
 

 
 

 
 

รูปที่ 2.2 การใชระบบแกนใหม x’y’z’ เพือ่ชวยในการคาํนวณควอตซแบบ AT-cut 
 

ซ่ึงเราสามารถแปลงคาคงที่ของวัสดุใหสอดคลองกับระบบแกนใหมได  โดยคูณเมตริกซ
การแปลง(Coordinate Transformation Matrix) [ ] [ ]aM ,  เขาไปในคาคงที่เดิม ตามสูตรในสมการที ่
(2.3) [2,5] 
                       [ ] [ ][ ][ ]TEE MCMC =' , [ ] [ ][ ][ ]TMeae =' , [ ] [ ][ ][ ]TSS aa εε ='              (2.3) 

โดยในกรณนีีจ้ะเปนการหมนุโดยยึดแกน x เปนหลัก  ดงันั้น [2,5] 
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[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

θθ
θθ

θθθ
θθθ
θθθ

cossin0000
sincos0000

002cos
2
2sin

2
2sin0

002sincossin0
002sinsincos0
000001

22

22

M  

      และ [ ]a
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

θθ
θθ

cossin0
sincos0

001
θ  = +35o15’ = +35.25o

ซ่ึงเมื่อคํานวณตามสมการที่ 2.3 จะไดคาคงที่ของวัสดุที่ใชในแกนใหม X’Y’Z’  เปน[1] 

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

66'
56'55'
0044'
0034'33'
0024'23'22'
0014'13'12'11'

]][][['

c
ccMYS

c
cc
ccc
cccc

MCMC TEE  

 

[ ] TMeae ]][][[' =     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

36'35'0000
26'25'0000
0014'13'12'11'

ee
ee

eeee

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

33'
23'22'
0011'

]][][['
ε
εε

ε
ε

SYM
aea TS  

ซ่ึงแสดงคาในตารางที่ 2.2 
 

ตารางที่ 2.2 คาคงที่ทางวัสดเุพียโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ AT-cut [2,4,8] 
Elastic-constants [109 N/m2] 

11'c  12'c  13'c  14'c  22'c  23'c  24'c  
86.74 -8.25 27.15 -3.66 129.77 -7.42 5.7 

33'c  34'c  44'c  55'c  56'c  66'c  
102.83 9.92 38.61 68.81 2.54 29.01 

 

Piezoelectic-constants [C/m2] 

11'e  12'e  13'e  14'e  25'e  26'e  35'e  36'e  
0.171 -0.1523 -0.0187 0.067 0.1077 -0.0949 -0.0761 0.0671 
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Dielectric-constants  [×10-12 C/V.m] ( == 00 ,εεεε r 8.854×10-12 [C/V.m]) 

11'ε  22'ε  23'ε  33'ε  
39.21 39.8162 0.8578 40.4238 

หรือคํานวณหาคา Relative dielectric-constants [-] ไดเปน 

11'rε  22'rε  23'rε  33'rε  
4.428 4.497 0.097 4.5657 

 
ซ่ึงการนําไปใช  ตองใชแทนในสมการทีส่อดคลองกับระบบแกนใหม x’y’z’ คือสมการที่ 

(2.4) และ (2.5) 
                                                        { } [ ]{ } [ ] { }''''' EeSCT TE −=                                                (2.4) 
                                                         { } [ ]{ } [ ]{ }''''' ESeD Sε+=                                                  (2.5) 
โดย 

{ }

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

''

''

''

'

'

'

'

yx

zx

zy

z

y

x

T
T
T
T
T
T

T               { }                  { }    

  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

''

''

''

'

'

'

2
2
2

'

yx

zx

zy

z

y

x

S
S
S
S
S
S

S
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

'

'

'

'

z

y

x

D
D
D

D

{ }
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

'

'

'

'

z

y

x

E
E
E

E

ซ่ึงคาคงที่และตัวแปรเหลานีส้ามารถนําไปใชกับควอตซแบบ AT-cut ไดโดยตรงในการ
คํานวณ  

ตอไปในการคาํนวณ เราจะตัง้แกน y ใหตั้งฉากกับระนาบแบบ AT-cut และระนาบ zx เปน
ระนาบเดยีวกบั ระนาบ AT-cut ซ่ึงสามารถละทิ้งสัญลักษณ  มาใชสัญลักษณธรรมดา ',',' zyx

zyx ,,  ได เพราะเราตั้งระบบแกนตรงกับคาคงที่เพียโซอิเล็กทริกที่ใชในการคํานวณแลว 

2.2 สมการเชิงอนุพันธของวสัดุเพียโซอิเล็กทริก[9] 

 สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม(Newton’s law) ใน 3 มิติ คอืสมการที่ (2.6) 

               2

2

t
uT

∂
∂

=⋅∇ ρ                                                           (2.6) 

โดยที ่        
ρ   คือ ความหนาแนนของควอตซ มีคา 2648 [kg/m3] 
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 เมื่อคิดเปนผลตอบสนองเชิงความถี่(frequency response) จะเปลี่ยนตวัแปรทุกตวัเปนเฟส

เซอร (ตัดเทอมของเวลา )cos( tω ทิ้ง)  และเปลี่ยน 
t∂
∂  เปน ωi  ตามสมการที่ (2.7),(2.8),(2.9) 

                                                   x
xzxyx U
z

T
y

T
x
T 2ρω−=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂                                            (2.7)      

                                                   y
yzyxy U
z

T
y
T

x
T 2ρω−=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
                                           (2.8) 

                                                   z
zyzxz U

z
T

y
T

x
T 2ρω−=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂                                             (2.9) 

โดยที ่        
ω   [rad/s] คือความถี่เชิงมุม 

zyx TTT ,,  [Npeak/m2] คือเฟสเซอรของความเคนตั้งฉากในแนว x , y , z ตามลําดับ 

xzyzxy TTT ,,  [Npeak/m2] คือเฟสเซอรของความเคนเฉือนในแนว xy , yz , xz ตามลําดับ 
  [m peak] คือ เฟสเซอรของการเคลื่อนตัวในแนว x , y , z ตามลําดับ zyx UUU ,,

 สมการเชิงอนุรักษประจ(ุGuass’s law)ใน 3 มิติ เมื่อความหนาแนนประจุ ( vρ ) เปน 0 คือ
สมการที่ (2.10) 
                                                                0==⋅∇ vD ρ                                                         (2.10) 
 เมื่อกระจายแลวจะไดสมการที่ (2.11) 

                                                   0==
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

v
zyx

z
D

y
D

x
D

ρ                                              (2.11) 

โดยที ่
  [Cpeak/mzyx DDD ,, 2] คือ เฟสเซอรของการกระจดัทางไฟฟาในแนว x , y , z ตามลําดับ 
 ความสัมพันธระหวางความเครียดและการเคลื่อนตัวคือสมการที่ (2.12),(2.13) 

                                               
z

US
y

U
S

x
U

S z
z

y
y

x
x ∂

∂
=

∂

∂
=

∂
∂

= ,,                                         (2.12) 

                 )(
2
1),(

2
1),(

2
1

x
U

z
U

S
y

U
z

U
S

x
U

y
U

S zx
xz

zy
yz

yx
xy ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

+
∂

∂
=

∂

∂
+

∂
∂

=         (2.13) 

โดยที่  

zyx SSS ,,   [-] คือเฟสเซอรของความเครียดตั้งฉากในแนว x , y , z ตามลําดับ 

xzyzxy SSS ,,  [-] คือเฟสเซอรของความเครียดเฉือนในแนว xy , yz , xz ตามลําดับ 
 ความสัมพันธระหวางสนามไฟฟาและศักยไฟฟาคือสมการที่ (2.14) 

                                              
z

E
y

E
x

E zyx ∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
φφφ ,,                                        (2.14) 
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โดยที ่

zyx EEE ,,  [Vpeak/m] คือเฟสเซอรของสนามไฟฟาในแนว x , y , z ตามลําดับ 
φ  [Vpeak] คือเฟสเซอรของแรงดันไฟฟา 
เมื่อแทนสมการ (2.4),(2.5),(2.12),(2.13),(2.14) ลงในสมการที่ (2.7),(2.8),(2.9),(2.11) จะ

ไดสมการเชิงอนุพันธ 4 สมการ ในรูปของ 4 ตัวแปรเทานั้นคือ φ,,, zyx UUU  
 
2.3 แบบจําลองที่ใชในการจําลอง QCM 

จําลองตัวควอตซโดยใชโหมดเพียโซอิเล็กทริก ระนาบความเคน (piezo plane stress) จาก
ตัวคริสตัลออสซิลเลเตอรที่เปนแผนวงกลมรัศมี 4 mm และมีรัศมีอิเล็กโทรด r  ใน 3 มิติ ใหเหลือ
เปนรูปสี่เหล่ียมผืนผากวาง 8 mm หนา d และมีอิเล็กโทรดกวาง 2r ใน 2 มิติ และชั้นมวล (mass) 
จําลองโดยใชโหมดระนาบความเคน (plane stress) จากรูปทรง 3 มิติ ใหเปนหนาตดั 2 มิติ ดังแสดง
ในรปูที่ 2.3 และ 2.4  

 

Quartz แบบ AT-cut 

mass 

รูปที่ 2.3 การจําลอง QCM ใน 3 มิติใหเหลือเปน 2 มิต ิ
 

ระบบสมการทางวัสดุของเพียโซอิเล็กทริกใน 3 มิติ ของควอตซแบบ AT-cutในสมการที่ 
2.4 และ 2.5 สามารถรวมกันแลวแสดงเปนรูปแบบเมตริกซไดดังสมการที่ (2.15) 

           (2.15) 
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ซ่ึงสามารถจําลองเปน 2 มิติในรูปแบบเพียโซอิเล็กทริกระนาบความเคน (piezo plane 
stress) ไดโดยให  เปน 0 และตัดแถวกบัหลักที่ 4,5,9 ในสมการที่ 
2.15 ทิ้งไป จะไดเปนสมการที่ (2.16)  

zxzyzzxzyzz ESSDTTT ,,,,,,

                                              (2.16) 
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ε
ε

สมการ (2.16) นี้มีแถวทีจ่ําเปนตองนํามาแกสมการรวมกับสมการเชิงอนุพันธ ก็คือแถวที่ 
1,2,4,5,6 คือยกเวนแถวที่ 3 ที่ไวหาคา  เทานั้น zS

สมการเชิงอนุพันธที่ไวใชแกปญหาเพยีโซอิเล็กทริกใน 2 มิติ คือสมการที่ (2.17) ถึงสมการ
ที่ (2.21) ( ρ [kg/m3] ในซับโดเมนของควอตซคือ คาความหนาแนนของควอตซ) 

                                                         x
xyx U
y

T
x
T 2ρω−=

∂
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∂
∂                                                 (2.17) 

                                                         y
yxy U
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                                                (2.18) 
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D yx                                                        (2.19) 
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∂
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=                              (2.20) 

                                                         
y

E
x

E yx ∂
∂

−=
∂
∂

−=
φφ ,                                                  (2.21) 

 โดยสุดทายเมือ่แทนสมการที่ (2.16),(2.20),(2.21)  ลงในสมการที่ (2.17),(2.18),(2.19) จะ
เปนสมการเชงิอนุพันธ 3 สมการในรูปของตัวแปร 3 ตัวแปรคือ φ,, yx UU  เทานัน้ โดยใน
โปรแกรม COMSOL จะใหเปนตัวแปร u,v,V ตามลําดับ 
 สวนชั้นมวลจะจําลองเปนหนาตัด 2 มิติโดยใชโหมดระนาบความเคน (plane stress) ซ่ึงมี
สมการความสัมพันธทางวัสดุคือสมการที่ (2.22) [12] 
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โดยที่  
 E  [N/m2] คือคายังสโมดูลัสของชั้นมวล (Young’s modulus) 
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 ν  [-] คืออัตราสวนปวสซงของชั้นมวล (Poisson’s ratio) 
 สมการเชิงอนุพันธที่ไวใชแกปญหาของแข็งใน 2 มิติคือ สมการที่ (2.17),(2.18) และ (2.20) 
[12] โดยคา ρ  [kg/m3] ในซับโดเมนของมวล  คือคาความหนาแนนของชั้นมวล 
 สุดทายเมื่อแทนสมการที่ (2.20),(2.22) ลงในสมการที่ (2.17),(2.18) จะไดสมการเชิง
อนุพันธ 2 สมการของตัวแปร 2 ตัวแปร คอื โดยในโปรแกรม COMSOL จะใหเปนตัวแปร 
u,v ตามลําดับ 

yx UU ,

  
 2.3.1 แบบจําลองของ QCM ในโปรแกรม COMSOL 
 รูปแบบจําลอง QCM ใน 2 มิติแสดงดังรูปที่ 2.4  ตัวควอตซแบบ AT-cut เปนแผนสี่เหล่ียม
กวาง 8 mm หนา d (ซับโดเมน 1,2,4) และมีระยะอิเล็กโทรดหรือระยะการปอนแรงดันไฟฟาเทากบั 
2r (ซับโดเมน 2) และมีช้ันมวลเกาะอยูบนผิวควอตซ (ซับโดเมน 3) 

 

2r  

d 

8 mm 

x 

y 

รูปที่ 2.4 แบบจําลองของ QCM ใน 2 มิต ิ
 
 ตัวควอตซ (ซับโดเมน 1,2,4) อยูในโหมดเพียโซอิเล็กทริกระนาบความเคน(piezo plane 
stress)โดยตวัแปรอิสระในโหมดนี้คือ เฟสเซอรของการเคลื่อนตัวในแกน x,y และศักยไฟฟา คอื 
u,v,V ตามลําดับ ใสคาคงที่วัสดุทางเพยีโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ AT-cut ตามรูปที่ 2.5 และ 2.6 
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โดยคา Elastic-constants ของเมตริกซ ijc [ ]EC  แทนดวย qij ic ωη+  [9] เมื่อ qη  คือคาความหนืด
ของควอตซแบบ AT-cut มีคาเทากับ 3.05×10-4 N/m2.s โดยใสเพื่อใหแบบจําลองใกลสภาพจริงมาก
ขึ้น และความหนาทางแกน z ของแผนควอตซกําหนดใหเปน 8 mm  

 

 
รูปที่  2.5 การใสคาวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ AT-cut ในโปรแกรม COMSOL 

 

 

 

 

รูปที่  2.6  เมตริกซคาคงที่ทางวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ AT-cut                                     
โดยตัวแปร omega_pps คือคาความถี่เชิงมุม ω  
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ช้ันมวล (ซับโดเมน 3) ในโหมดระนาบความเคน(plane stress) มีตัวแปรอิสระในโหมดนี้

คือ เฟสเซอรของการเคลื่อนตัวในแกน x,y คือ u,v ตามลําดับ ใสคาคงที่วัสดุของวัสดุที่เปนลักษณะ

ของแข็งแบบ isotropic ตามรูปที่ 2.7 โดยใสคา Young’s modulus E , poisson’s ratio ν ,ความ

หนาแนน ρโดยใหคาความหนาทางแกน z ของชั้นมวลเปน 8 mm 

 

 
รูปที่  2.7 การใสคาวัสดุที่ช้ันมวล 

 
 การกําหนดเงือ่นไขขอบเขตจะใชการกําหนดหมายเลขขอบเขตตามรูปที่ 2.8 และกาํหนด
เงื่อนไขขอบเขตตามรูปที่ 2.9 

เงื่อนไขทางกล: ขอบซาย(1)และขอบขวา(15) Fixed , ขอบอื่นๆ (2,3,5,6,7,9,10,11,13,14) 
ปลอย Free , ขอบที่เชื่อมระหวางควอตซและช้ันมวล (8) เปนการตอเนือ่งของการเคลื่อนตัว u,v 

เงื่อนไขทางไฟฟา: ขอบลาง(5) ground , ขอบบน(6,8,11) V0 = 0φ  [Vpeak] , ขอบอื่นๆ 
(1,2,3,13,14,15) zerocharge/symmetry  
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x 

y 

รูปที่ 2.8 การกําหนดหมายเลขขอบเขตของ QCM 
 

 
รูปที่ 2.9 การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตของ QCM 

 
 การกําหนดตัวแปรความถี่ที่ทําการแปรคา กําหนดใหเปนตัวแปร freq ซ่ึงกําหนดใหเปนคา
เดียวกันทั้งในโหมดเพยีโซอิเล็กทริกระนาบความเคน (piezo plane stress : freq_pps) ของแผน
ควอตซแบบ AT-cut และโหมดระนาบความเคน (plane stress : freq_ps) ของชั้นมวลดังแสดงในรูป
ที่ 2.10 
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รูปที่ 2.10 การกําหนดตัวแปรความถี่ freq ใหเปนตวัเดียวกัน 

ทั้งในโหมด piezo plane stress(pps) และในโหมด plane stress(ps) 
 

 ใชเอลิเมนตทัง้หมดเปนแบบ lagrange-quadratic แลวใชการแกปญหาเปนแบบ frequency 
response (parametric solver) คือหาผลตอบสนองเชิงความถี่ในแตละตวัแปร freq ที่แปรคาไป รูปที่ 
2.11 เปนตัวอยางการใช parametric solver โดยแปรคาตัวแปรความถีจ่ํานวน 11 คา ตั้งแต freq = 
9938395 ถึง freq = 9938405 โดยแปรคาหางกันตัวละ 1 Hz 
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รูปที่ 2.11 การแกปญหาผลตอบสนองเชิงความถี่ (frequency response) โดยใช parametric solver 

หาผลตอบในแตละความถี่ freq 
 

2.4 การหาความถี่เรโซแนนซ  
หาความถี่เรโซแนนซจากความถี่แรกที่ทําใหเกดิคาขนาดของแอดมิตแตนซสูงสุด ซ่ึงแอด

มิตแตนซหาไดจากสมการที ่(2.23) 

                                                                 
)(
)()(

ω
ωω

V
IY =                                                          (2.23) 

โดยที ่
  )(ωY  [S] คือแอดมิตแตนซ 
 )(ωI  [Apeak] คือเฟสเซอรของกระแสไฟฟา 
 )(ωV  [Vpeak] คือเฟสเซอรของแรงดันไฟฟา 
 ω  [rad/s] คือความถี่เชิงมุม 

ในแบบจําลองใชขนาดของแรงดันไฟฟาคงที่เปน )(ωV = 0φ  [Vpeak] ดังนั้นแอดมิตแตนซ
มีคาตามสมการที่ (2.24) 
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0

)()(
φ
ωω IY =                                                          

(2.24) 
 ซ่ึงคาของกระแสไฟฟา )(ωI  หาไดจากการอินทิเกรตกระแสไฟฟาเชงิผิวท่ัวทั้งพืน้ผิว
อิเล็กโทรด ตามสมการที่ (2.25) 

                                                               (2.25) ∫∫ ⋅−=−=
L

n
S

n widthdlJdsJI ))(()()( ωωω

โดยที ่
  )(ωnJ  [Apeak/m2] คือเฟสเซอรของกระแสไฟฟาเชิงผิวท่ีตั้งฉากไปทางดานนอกกับผิว
อิเล็กโทรด 
  [mS 2] คือพื้นผิวอิเล็กโทรด 
 L  [m]  คือเสนแนวอิเล็กโทรด 
  [m] คือความหนาของควอตซในแนวแกน z (กําหนดใหเปน 8 mm) width

 จากทฤษฎีของ Maxwell  จะไดความสัมพันธระหวางกระแสเชิงผิวกับการกระจัดทาง
ไฟฟาเปนไปตามสมการที่ (2.26) 

                                                                    
t
DJ
∂
∂

−=                                                              (2.26) 

โดยที ่
 [A/mJ 2] คือกระแสไฟฟาเชิงผิว 
  [C/mD 2] คือการกระจัดทางไฟฟา 
 เมื่อคิดเปนผลตอบสนองเชิงความถี่จะไดความสัมพันธตามสมการที่ (2.27) 
                                                           )()( ωωω nn DiJ −=                                                     (2.27) 
โดยที ่
 )(ωnD  [Cpeak/m2] คือเฟสเซอรของการกระจดัทางไฟฟาที่ตั้งฉากไปทางดานนอกกับผิว
อิเล็กโทรด 
 
 2.4.1 การหาความถี่เรโซแนนซในโปรแกรม COMSOL 
 ทําการอินทิเกรตกระแสไฟฟาเชิงผิวท่ีตั้งฉากกับอิเล็กโทรดดานบนในทิศพุงเขา )(ωnJ−  
ตามสมการ (2.25) ที่บริเวณผิวอิเล็กโทรดดานบน ซ่ึงตวัแปร )(ωnJ  ในโปรแกรม COMSOL คือ 
nJ_pps ดังแสดงในรูปที ่ 2.12 การอินทิเกรตจะเปนผลรวมกระแสไฟฟาเชิงผิวตามเสนขอบที่
กําหนดใหเปนอิเล็กโทรด (ขอบ 6,8,11) แตเนื่องจากในแบบจําลองกําหนดใหความหนาของแผน
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ควอตซเปน 8 mm ดังนัน้การอินทิเกรตตามเสนขอบนี้เมื่อคูณดวยคา  = 0.008 m จึง
กลายเปนการอินทิเกรตเชิงพื้นที ่

width

 
I  

 
รูปที่ 2.12 การอินทิเกรตกระแสไฟฟาเชิงผิวที่บริเวณอิเล็กโทรดบนทั้งหมด 

 
เมื่ออินทิเกรตแลวคากระแสไฟฟาในแตละความถี่ )(ωI จะเก็บไวในตัวแปร I ใน

โปรแกรม COMSOL ซ่ึงจะถือวา abs(I)  คือ ขนาดของกระแสไฟฟาหรือขนาดของแอดมิตแตนซ
คูณดวย 0φ นั่นเอง  ( )()( 0 ωφω YI = ) ในแบบจําลองที่ไมไดทําการแปรคาศักยไฟฟาจะใหคา 

10 =φ  Vpeak 
จากนั้นจะทําการหาความถี่เรโซแนนซโดยการแปรคา freq  ในโปรแกรม COMSOL ที่ทํา

ใหไดคาแอดมติแตนซสูงสุดหรือ abs(I) สูงสุดนั่นเอง โดยใชความละเอียดในการแปรคาตัวแปร 
freq ถึง 1 Hz ดังแสดงในรูปที่ 2.13 และ 2.14 
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คาความถี่เรโซแนนซ 

รูปที่ 2.13 กราฟขนาดของกระแสไฟฟา abs(I) ในแตละความถี่ freq  
พรอมทั้งการหาความถี่ freq ที่ทําใหเกิดคา abs(I) สูงสุด 
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max 

รูปที่ 2.14 การหาคาความถี่ freq (9938476.0) ที่ทําใหเกิดคา abs(I) สูงสุด (5.2757263) 
 

 



 
บทที่  3 

 
กรณีศึกษาเปรียบเทียบ 

 

 หลังจากที่ไดมกีารศึกษาทฤษฎีและสมการเบื้องตนทางเพยีโซอิเล็กทริกที่เกี่ยวเนื่องกบัการ
ส่ันของควอตซไปแลว เพื่อตรวจสอบความถูกตองแมนยําของโปรแกรม COMSOL และ
แบบจําลองที่สรางขึ้น  จึงทําการวิเคราะหปญหาเปรียบเทียบกับตวัอยางที่มีการวจิัยมาในอดีต ใน
หัวขอตางๆตอไปนี ้

1. ทดสอบโปรแกรม COMSOL กับปญหาเพยีโซอิเล็กทริกทั่วไปที่มีผลเฉลยแมนตรง   
2. การวิเคราะหความถี่เรโซแนนซของแผนควอตซ AT-cut เมื่อเปล่ียนความหนาดวย

โปรแกรม COMSOL เทียบกับผลเฉลยแมนตรงของความถี่เรโซแนนซเมื่อเปลี่ยน
ความหนาใน 1 มิติ  

3. การวิเคราะหโหมดการสั่นของควอตซแบบ AT-cut ในโปรแกรม COMSOLวาเปน
แบบ thickness shear mode   

4. การวิเคราะหการสั่นของควอตซแบบ AT-cut ที่ความถี่ฮารโมนิกคี่ในโปรแกรม 
COMSOL วาเปนการสั่นแบบครึ่งคลื่น  

5. การจําลองควอตซแบบ AT-cut ในการทําหนาที่เปนเซ็นเซอรตรวจวดัมวลที่มีลักษณะ
ยูนิฟอรม หรือเรียกวา QCM ที่ใชตรวจวัดมวลแบบยนูิฟอรม วามลัีกษณะตรงตาม
สมการของ Sauerbrey หรือไม 

การคํานวณใชคอมพิวเตอร CPU 1.5 GHz หนวยความจาํ 2 GB 

3.1 ทรงกระบอกเพียโซอิเล็กทริกเซรามิกท่ีถูกกระทําโดยโหลดคงที ่

 ในหวัขอนี้จะวิเคราะหโครงสรางทรงกระบอกเพียโซอิเล็กทริกเซรามิกสมมาตรรอบแกน z 

ดังรูปที่ 3.1 ที่ถูกปอนดวยไฟฟากระแสสลับขนาด 0φ  = 1 Vpeak ที่ความถี่ 1 MHz  ในแนวแกน z 

และถูกกําหนดดวยเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวของทรงกระบอก คือ มีการเคลื่อนตัวขนาด = ±0.1 

nmpeak ที่ผิวบนและผิวลางของทรงกระบอกในทิศแกน z และ มีการเคลื่อนตัวขนาด = 0.1 

nmpeak ที่ผิวขางของทรงกระบอกในแนวรัศมี r  โดยรัศมีของทรงกระบอก = 5 mm และความ

สูงของทรงกระบอก 

0U±

0W

a

L  = 10 mm จากนัน้จะนําผลที่คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL มา
เปรียบเทียบกบัผลเฉลยแมนตรงของ D. D. Ebenzer และ R. Ramesh [13] 
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z 

x 
y 

รูปที่ 3.1 โมเดลของทรงกระบอกเพียโซอิเล็กทริกเซรามิก 

3.1.1 คาคงที่ทางวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของเซรามิกทรงกระบอก 
คาทางวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของเซรามิกนี้มีคาดังตารางที่ 3.1 ซ่ึงมีความสมมาตรรอบแกน 

z  หรือสามารถเขียนเปนเมตริกซไดตามรูปที่ 3.2 

 

ตารางที่ 3.1 คาคงที่ทางวัสดเุพียโซอิเล็กทริกของเซรามิกทรงกระบอก 

Density                              ρ  7500                                        kg/m3

Relative permittivity          022011 // εεεε SS = 730 

                                           033 / εε S 635 

elasticity                             EE cc 2211 = 13.9×1010                                N/m2

                                           EE cc 2112 = 7.78×1010                                N/m2

                                           EEEE cccc 32312313 === 7.43×1010                                N/m2

                                           Ec33 11.5×1010                                N/m2

                                           EE cc 5544 = 2.56×1010                                N/m2

                                          )(
2
1

121166
EEE ccc −=  3.06×1010                                N/m2

Coupling coefficient                                            31e  -5.2                                         C/m2

                                           33e 15.1                                        C/m2

                                           15e 12.7                                        C/m2

คาอ่ืนๆนอกจากที่กลาวมาขางตน 0 
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รูปที่ 3.2 เมตริกซคาคงที่ทางวัสดุเพยีโซอิเล็กทริกของเซรามิกทรงกระบอก 

3.1.2 ผลเฉลยแมนตรงของ D. D. Ebenezer และ R. Ramesh[13] 
ผลเฉลยแมนตรงที่จะนํามาเปรียบเทียบในที่นี้คือ การเคลื่อนตัวในแนวแกน z (U ) , การ

เคล่ือนตัวในแนวรัศมี r (W ) , ศักยไฟฟา (φ ) , การกระจัดทางไฟฟาในแนวแกน z ( ) ซ่ึงแสดง
ไวดังสมการที ่ (3.1) ถึง (3.4) โดยละเทอมของเวลาทิ้งไป (คิดเฉพาะเฟสเซอรโดยตัด 

zD

)cos( tω  
ออก) 

                                                               )sin( zKAU z=                                                          (3.1)  

                                                               )(1 rKBJW r=                                                           (3.2) 

                                                   EDzzK
e

A zS ++= )sin(
33

33

ε
φ                                              (3.3) 

                                                                                                (3.4) S
rrz DrKJKBeD 33031 )( ε−=

เมื่อ  

7.1379
104.5622/1.15105.11

7500102
/ 12210

6

33
2
3333

=
×+×

=
+

= −π
ε

ρω SEz ec
K  

 5.1459
109.13

7500102 10
6

11

=
×

== πρω Er c
K  

 100 10733.1
)2/sin(

−×==
LK

U
A

z
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 9

1

0 102214.1
)(

−×==
aKJ

W
B

r

 

 2864.46
2

0
33

330 =−= U
L

e
L

D Sε
φ  

 5.0
2
0 ==

φ
E  

3.1.3 แบบจําลองในโปรแกรม COMSOL 
ใชโหมดในการจําลองแบบเพียโซอิเล็กทริกสมมาตรรอบแกนกลาง (Piezo Axial 

Symmetry) คือตัดทรงกระบอกซึ่งเปนรูปทรง 3 มิติที่สมมาตรรอบแกน z เหลือเปนหนาตดัระนาบ
ส่ีเหล่ียมผืนผา 2 มิติที่กวางเทากับรัศมี = 5 mm และสูงเทากับทรงกระบอก a L = 10 mm ดังรูปที ่
3.3 ใชการคํานวณแบบผลตอบสนองเชิงความถี่ frequency response (parmetric solver) ที่ความถี่ 1 
MHz ซ่ึงมีเงื่อนไขขอบเขตดงัตอไปนี ้

เงื่อนไขทางกล: ขอบซาย(1) plane symmetry , ขอบลาง(2) Rz = 0U− = -0.1 nm , ขอบบน
(3) Rz =  = 0.1 nm , ขอบขวา(4) Rr =  = 0.1 nm 0U 0W

เงื่อนไขทางไฟฟา: ขอบซาย(1) axial symmetry , ขอบลาง(2) ground , ขอบบน(3) Vo 
= 0φ =1 , ขอบขวา(4) zerocharge/symmetry 

 

แกนสมมาตร 

r 

z 
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รูปที่ 3.3 ทรงกระบอกที่ถูกจําลองเปนสี่เหล่ียมผืนผาในโปรแกรม COMSOL 

 ใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา(map mesh) 
แนวนอน×แนวตั้ง = 50×100 = 5000 เอลิเมนต รูปที่ 3.2 แสดงเมตริกซคาคงที่ทางวัสดุเพยีโซอิ
เล็กทริกของเซรามิกทรงกระบอก ที่ใสไวในสับโดเมน 

3.1.4 ผลการคาํนวณที่ไดจากโปรแกรม COMSOL 

รูปที่ 3.4 ถึง 3.7 แสดงผลการคํานวณ คาการเคลื่อนตัวในแนวแกน z  , คาการเคลื่อนตัวใน
แนวรัศมี r , คาศักยไฟฟา และคาการกระจัดทางไฟฟาในแนวแกน z ตามลําดับ โดยใชโปรแกรม 
COMSOL เปรียบเทียบกับผลที่ไดจากสมการของ Ebenezer-Ramesh 

รูปที่ 3.4 ผลเฉลยแมนตรงเทยีบกับโปรแกรม COMSOL ของการเคลื่อนตัวในแนวแกน z 
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รูปที่ 3.5 ผลเฉลยแมนตรงเทยีบกับโปรแกรม COMSOL ของการเคลื่อนตัวในแนวรศัมี r 

รูปที่ 3.6 ผลเฉลยแมนตรงเทยีบกับโปรแกรม COMSOL ของศักยไฟฟา 
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รูปที่ 3.7 ผลเฉลยแมนตรงเทยีบกับโปรแกรม COMSOL ของการกระจดัทางไฟฟาในแนวแกน z 

  

 จากรูปที่ 3.4 ถึง 3.7 พบวาโปรแกรม COMSOL มีความแมนยําในการคํานวณคาทางเพีย
โซอิเล็กทริกใกลเคียงกับการวิเคราะห 

3.2 ผลของความหนาที่มีตอความถี่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut 

 ในหวัขอนี้ไดทําการหาผลเฉลยแมนตรงของความที่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut 
ซ่ึงเปนการคํานวณใน 1 มิติโดยข้ึนกับความหนาของควอตซ ( ) และคุณสมบัตทิางวัสดุของ

ควอตซ เปรียบเทียบกับผลการคํานวณความถี่เรโซแนนซที่ไดจากโปรแกรม COMSOL ซ่ึงเปนการ
คํานวณ ใน 2 มิติ 

d

3.2.1 ผลเฉลยแมนตรงของความถี่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut ใน 1 มิต ิ
เมื่อพิจารณาคาทางวัสดุของแผนควอตซแบบ AT-cut จะพบวาการเคลื่อนตัวที่เกิดจากการ

ปอนไฟฟากระแสสลับในแนวความหนาของควอตซ (แกน y) จะเปนลักษณะคลืน่เฉือน (shear 
wave) ที่เคล่ือนที่ไปในแนวแกน y แตอนภุาคจะมกีารสั่นในแนวตั้งฉากกัน (แกน x) ดังรูปที่ 3.8 
และเมื่อพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตที่ปลอยใหผิวของควอตซทั้งบนและลางเปนอิสระดวยแลว ที่
ความถี่เรโซแนนซ การเคลือ่นตัวของคลื่นจะมีคาสูงสุดที่ผิวบนและผิวลางของควอตซ ทําใหคล่ืน

เคล่ือนที่ผานตัวกลางควอตซเปนระยะครึ่งลูกคลื่นเทานัน้ ( ,...5,3,1,
2

=nnλ ) ดังนัน้ที่ความถี่เร

โซแนนซแรกของคลื่นเฉือนนี้จึงเคลื่อนที่ผานควอตซเปนระยะครึ่งลูกคลื่น (
2
λ ) 
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Txy y I Vx 

2
λ

=d  

x 
Ux(y) 

AT-Quartz V 

รูปที่ 3.8 การเคลื่อนที่แบบเฉือนในแนวความหนา (thickness shear mode) ของควอตซ AT-cut 

ดังที่กลาวไวแลววาการสั่นของควอตซจะขึน้กับคาคงที่ทางเพียโซอิเล็กทริกของควอตซแบบ 
AT-cut และทิศทางการปอนไฟฟากระแสสลับ จึงสามารถประมาณสมการทางเพียโซอิเล็กทริก
เหลือเพียง 1 มิติในแนวความหนา (แกน y) และเหลือเพยีงความเคน (stress) ความเครียด(strain)ใน
แนวเฉือน (shear) บนระนาบ xy ซ่ึงเกิดจากการเคลื่อนตัวในแนว x ( ) ที่ระยะในแนวแกน y 
ตางๆเทานั้น สมการเพียโซอิเล็กทริกที่เหลือใน 1 มิติจงึสามารถลดรูปจากสมการที ่ (2.15)ไดเปน
สมการที่ (3.5) และ (3.6) 

xu

                                                                                                           (3.5) yxy
E

xy EeScT 2666 )2( −=

                                                                                                          (3.6) y
S

xyy ESeD 2226 )2( ε+=

โดยที ่
 [N/mxyT 2 ] คือความเคนเฉือน (shear stress) ในระนาบ xy 
  [-] คือความเครียดเฉือน (shear strain) ในระนาบ xy xyS

  [C/myD 2] คือการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) ในแนว y 
  [V/m] คือสนามไฟฟา (electric field) ในแนว y yE

  = 29.01×10Ec66
9 N/m2

  = -0.0949 C/m26e 2 

  = 39.817×10S
22ε -12 F/m 

 เมื่อพิจารณาสมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม (newton’s law) ในแนวแกน x สมการที่(2.7) ถึง 
(2.9) จะลดรูปเปนสมการที่ (3.7) 

                                                                 2

2

t
u

y
T xxy

∂
∂

=
∂

∂
ρ                                                        (3.7) 

โดยที ่
  คือการเคลื่อนตัว (displacement) ในแนวแกน x xu

 ρ  คือความหนาแนนของควอตซ (density) มีคา 2648 kg/m3

 เชนเดยีวกันเมือ่พิจารณาสมการเชิงอนุรักษประจุ (guass’s law) ขณะที่ไมมีประจุอยูภายใน
ควอตซ สมการที่ (2.11) จะลดรูปเปนสมการที่ (3.8)  

 



                                                                                                                  
                                                                                                              

 
31 

                                                                       0=
∂

∂

y
Dy                                                              (3.8) 

 เมื่อนําสมการที่ (3.5) แทนลงในสมการที่ (3.7) จะไดสมการที่ (3.9) 

                                                  2

2

2666

)2(
t
u

y
E

e
y
S

c xyxyE

∂
∂

=
∂

∂
−

∂

∂
ρ                                          (3.9) 

 เมื่อนําสมการที่ (3.6) แทนลงในสมการที่ (3.8) จะไดสมการที่ (3.10) 

                                                     0
)2(

2226 =
∂

∂
+

∂

∂

y
E

y
S

e ySxy ε                                               (3.10) 

เมื่อรวมสมการที่ (3.9) และ (3.10) เขาดวยกันโดยใชเทอม 
y

Ey

∂

∂
 เปนตัวรวมจะไดสมการ

ที่ (3.11) 

                                                   2

2

22

2
26

66

)2(
)(

t
u

y
Se

c xxy
S

E

∂
∂

=
∂

∂
+ ρ
ε

                                          (3.11) 

เนื่องจากความสัมพันธระหวางความเครียดเฉือนในระนาบ xy ( ) กับการเคลื่อนตัวใน
แนว x ( ) เมื่อละทิ้งการเคลื่อนตัวในแนว y ( ) สมการที่ (2.20) จะลดรูปเปนสมการที่ (3.12) 

xyS

xu yu

                                                                  
y
u

S x
xy ∂

∂
=

2
1                                                          (3.12) 

 แทนสมการที่ (3.12) ลงในสมการที่ (3.11) จะไดสมการคลื่น (wave equation) ดังสมการที่ 
(3.13) 

                                                    2

2

2

2

22

2
26

66 )(
t
u

y
ue

c xx
S

E

∂
∂

=
∂
∂

+ ρ
ε

                                              (3.13) 

 เนื่องจากสามารถพิจารณาในรูปผลตอบสนองเชิงความถี่ไดดังนั้นสมการที่ (3.13) สามารถ
เขียนไดเปนสมการที่ (3.14) [14] 

                                               )()()( 2
2

2

22

2
26

66 yUy
dy

Ude
c x

x
S

E ρω
ε

−=+                                    (3.14) 

โดยที ่
 ω  [rad/s]  คือความถี่เชิงมุม 
  [m]  คือเฟสเซอรของการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ,  )(yU x ),( tyux

 ซ่ึงผลเฉลยของสมการที่ (3.14) นี้จะอยูในรูปแบบสมการที่ (3.15) 
                                                  )sin()cos()( kyBkyAyU x +=                                           (3.15) 
โดยที ่

 SE ec
k

22
2
2666 /ε
ρω

+
=  เปนเลขคลื่น (wave number) 

  เปนคาคงที่ BA,
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 จากสมการที่ (3.16) 

                                       
v

k ω
=  โดย (m/s)  คือความเร็ว (velocity) คล่ืน                             (3.16) v

 จะไดวาความเร็วของคลื่นในตัวกลางควอตซแบบ AT-cut คือสมการที่ (3.17) 

                                                            
ρ

ε SE ec
v 22

2
2666 /+

=                                                    (3.17) 

 ความถี่เรโซแนนซ [Hz] จึงหาไดจากสมการที่ (3.18) sf

                                    
d

ec
d

vf
SE

s
3890855.1661/

2
1 22

2
2666 =

+
==

ρ
ε

λ
                          (3.18) 

โดยที ่
 [m] เปนความหนาของควอตซแบบ AT-cut d

 สวนผลเฉลยแมนตรงของการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ( ) และคาศักยไฟฟา (xu φ ) หาได

จากความสัมพนัธ 
y

Ey ∂
∂

−=
φ  และเงื่อนไขขอบเขต 0

0
==

== dyxyyxy TT  ซ่ึงแสดงความเปน

อิสระทั้งผิวบนและผิวลางของควอตซ 0),cos(
00 ==

== ydy
t φωφφ  ซ่ึงแสดงถึงการปอนไฟฟา

กระแสสลับระหวางผิวบนและผิวลางของควอตซ จะไมขอกลาวถึงในที่นี้ 

3.2.2 แบบจําลองของควอตซแบบ AT-cut ใน COMSOL แบบ 2 มิต ิ

ใชโหมดในการจําลองแบบเพียโซอิเล็กทริก ระนาบความเคน (piezo plane stress) ดังที่
กลาวไวในหัวขอที่ 2.3.1 จําลองตัวควอตซที่เปนแผนวงกลมรัศมี 4 mm และมีรัศมีอิเล็กโทรด 2.5 
mm ใน 3 มิต ิใหเหลือเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผากวาง 8 mm หนา d และมขีนาดอิเล็กโทรดกวาง 5 mm 

ใน 2 มิติ ดังรูปที่ 3.9 แลวจะทําการแปรคาความหนา (d) 4 คาคือ 83.4,139,166.8 และ 333.6 μm 
เพื่อดูความถี่เรโซแนนซที่ไดจากโปรแกรม COMSOL แลวนําไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง
ของความถี่เรโซแนนซของแบบจําลอง 1 มิติ ในสมการที่ (3.18) 
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รูปที่ 3.9 ควอตซใน 2 มิติซ่ึงถูกจําลองเปนสี่เหล่ียมผืนผา                                                              
โดยแกน y เปนแนวความหนา d ในโปรแกรม COMSOL 

5 mm 

d 

8 mm 

x 

y 

สวนเงื่อนไขขอบเขตจะเปนดังรูปที่ 3.10 โดยยดึหมายเลขขอบตามรูปที่ 3.9 

เงื่อนไขทางกล: ขอบซาย(1)และขอบขวา(10) Fixed , ขอบอื่นๆ (2,3,5,6,8,9) ปลอย Free 

เงื่อนไขทางไฟฟา: ขอบลาง(5) ground , ขอบบน(6) V0 = 1 [Vpeak] , ขอบอื่นๆ 
(1,2,3,8,9,10) zerocharge/symmetry  

 

รูปที่ 3.10 เงื่อนไขขอบเขตของควอตซแบบ AT-cut 
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 สวนที่ซับโดเมนไดใชคาคงที่ของวัสดุควอตซแบบ AT-cut ดังที่กลาวไวในบทที ่ 2 โดยใช
เอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา(map mesh) แนวนอน×
แนวตั้ง = 240×20 = 4800 เอลิเมนต ซ่ึงไดมีการทดสอบจํานวนเอลิเมนตที่พอเหมาะในการลูเขาสู
คําตอบดังตารางที่ 3.2 , 3.3 โดยคํานวณแบบผลตอบสนองเชิงความถี่(frequency respond) เรียกวา 
parametric solver โดยมีความถี่ freq เปนตวัแปรคา 

ตารางที่ 3.2 คา total-displacement [nm] ที่จุดกึ่งกลางที่ผิวควอตซ เมื่อ d = 166.8 μm                              
ที่ความถี่ freq = 9938000 Hz เมื่อใชเอลิเมนตแบบ map mesh ตางๆ กัน 

 8 12 16 20 24 28 32 
240 11.48 14.44 15.09 15.28 15.35 15.38 15.40 
288 11.53 14.51 15.18 15.37 15.44 N.A. N.A. 
336 11.55 14.54 15.21 15.40 15.43 N.A. N.A. 
384 11.56 14.56 15.22 15.42 N.A. N.A. N.A. 
432 11.56 14.56 15.23 N.A. N.A. N.A. N.A. 
480 11.56 14.56 15.23 N.A. N.A. N.A. N.A. 
528 11.56 14.56 15.23 N.A. N.A. N.A. N.A. 

แน
แนวนอน 

วตั้ง 

หมายเหต:ุ N.A. คือ Not Available ไมสามารถคํานวณไดเนื่องจากหนวยความจําไมเพยีงพอ 
 

ตารางที่ 3.3 คา total-displacement [nm] ที่จุดกึ่งกลางที่ผิวควอตซ เมื่อ d = 166.8 μm                              
ที่ความถี่ freq = 9938000 Hz เมื่อใชเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมตางๆ กนั 

จํานวนเอลิเมนตสามเหลี่ยม คา total-displacement (nm) 
148 0.02 
592 0.27 
2368 3.11 
9472 12.28 
13312 15.13 
25106 15.08 

  

จากตารางที่ 3.2 , 3.3 จะเหน็ไดวาในทายที่สุดเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมก็มีคาลูเขาสูคา
เดียวกันกับเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม แตเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมจะมคีวามเปนระเบียบมากกวาเอลิ
เมนตแบบสามเหลี่ยม จึงเลือกใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียม และคาที่พอเหมาะเพือ่ไมใหใช
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หนวยความจํามากเกินไป คาที่เลือกมาคือ แนวนอน×แนวตั้ง = 240×20 = 4800 เอลิเมนต ซ่ึงจะเห็น

วามีคาตางจากทางขวาของตารางเพียง ( %78.0100
40.15

28.1540.15
=×

− ) และมีคาตางจากขางลาง

ของตารางเพียง ( %91.0100
42.15

28.1542.15
=×

− )  ที่ความถี่ freq อ่ืนๆ ก็มีคาใกลเคียงเหมือนกับ

คาการเคลื่อนตัวนี้ และคาตวัแปรอื่นๆที่ไมใช total-displacement ก็มีคาใกลเคียงเชนกัน 
นอกจากนี้จากตารางที่ 3.2 และ 3.3 จะเปนไดวาการใชเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมจะใชจํานวน

เอลิเมนตที่นอยกวาแบบสามเหลี่ยม 
ความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL ใน 2 มิติเปรียบเทียบกับผลเฉลย

แมนตรงของความถี่เรโซแนนซใน 1 มิติเปนดังตารางที่ 3.4  
 

ตารางที่ 3.4 ความถี่เรโซแนนซที่ไดจากโปรแกรม COMSOL ใน 2 มิติ เปรียบเทียบกับ               
ความถี่เรโซแนนซที่ไดจากสมการที่ (3.18) ใน 1 มิติ ทีค่วามหนาของควอตซ d ตางๆ 

ความหนาของควอตซ 

d [μm] 

ความถี่เรโซแนนซ 
[Hz] จากโปรแกรม 
COMSOL ใน 2 มิติ 

ความถี่เรโซแนนซ 
[Hz] จากสมการที่ 

(3.18) ใน 1 มิติ 

ความคลาดเคลื่อนจาก
โมเดล 1 มิติ 

%100
1

12
×

−
f

ff  

83.4 19864268 19920732 -0.283% 
139 11923258 11952439 -0.244% 

166.8 9938476 9960366 -0.220% 
333.6 4979190 4980183 -0.020% 
 
แมวาความคลาดเคลื่อนเมื่อคิดเปนเปอรเซ็นตจากโมเดล 1 มิติจะมีเพียงเล็กนอย แตเมื่อ

พิจารณาโดยละเอียดแลวก็ตางกันถึงหลักหมื่น Hz เลยทีเดียว ซ่ึงความแตกตางขนาดนี้ถือวาสูงมาก
ในวงจรวัด ความแตกตางระหวางโมเดล 2 มิติและ 1 มิติที่เปนสาเหตุของความแตกตางนี้คาดวา
เนื่องมาจากการกําหนดใหโมเดล 2 มิติมีคล่ืนเคลื่อนที่ทั้งในแกน x และแกน y และควอตซมีขนาด
รูปรางที่จํากัดเพียง 8 mm อีกทั้งการปอนศกัยไฟฟาเพยีงบริเวณอิเล็กโทรดซึ่งในที่นี้เปนระยะ 5 mm 
และที่ขอบทั้ง 2 ขางยังมีการยึดไวอีก ในขณะที่โมเดล 1 มิติคล่ืนจะเคลื่อนที่ไปในแกน y เพียงทศิ
เดียวและขนาดของควอตซในแกน x จะไมจํากัด อีกทั้งการปอนศักยไฟฟาจะกระจายทัว่ทั้งผิว
อิเล็กโทรด  
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3.3 การสั่นแบบเฉือนในแนวความหนา (Thickness Shear Mode)ของควอตซแบบAT-cut 
ดังที่ไดกลาวไวแลวในหัวขอที่ 3.2.1 วาจากคาคงที่ทางวัสดุของควอตซแบบ AT-cut และ

ลักษณะการปอนศักยไฟฟา จะทําใหการเคลื่อนที่ของควอตซเปนไปในลักษณะเฉือนเปนสวนใหญ  
คือการเคลื่อนที่สวนใหญจะมีมากในแนวแกน x และเปนลักษณะของคลื่นที่แพรไปในแนวแกน y  
หรือเรียกลักษณะการสั่นแบบนี้วา Thickness Shear Mode (TSM) [2,15]  

 
3.3.1 การสั่นท่ัวบริเวณแผนควอตซแบบ AT-cut 
ไดใชแบบจําลองของควอตซแบบ AT-cut ใน 2 มิติ ตามหวัขอที่ 3.2.2 เพื่อหาการเคลือ่นตัว

ทั่วทั้งแผนของควอตซ ทั้งการเคลื่อนตัวในแนวแกน x และการเคลื่อนตัวในแนวแกน y ขณะสั่นที่
ความถี่เรโซแนนซ ไดผลดังแสดงในรูปที่ 3.11 และ 3.12 ตามลําดับ เมื่อใชควอตซทีห่นา d = 166.8 

μm ซ่ึงจะเหน็ไดวาการเคลือ่นตัวในแนวแกน y  มีเพียง 8.48 nm สวนการเคลื่อนตวัในแนวแกน x  
มีคาสูงถึง 212.3 nm ซ่ึงรูปที่ 3.13 แสดงภาพการเคลื่อนตวัรวม คาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว y 
คิดเปน 4% ของคาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว x สวนที่ความหนา d คาอ่ืนอื่นๆ การเคลื่อนตัว
ในแนวแกน x  มีมากกวาการเคลื่อนตัวในแนวแกน y มากเชนเดยีวกัน   

 

x 

y 

รูปที่ 3.11 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x ของแผนควอตซแบบ AT-cut                                                 

เมื่อมีความหนา d=166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 
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x 

y 

 
รูปที่ 3.12 การเคลื่อนตัวในแนวแกน y ของแผนควอตซแบบ AT-cut                                                    

เมื่อมีความหนา d=166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 

 
รูปที่ 3.13 ทิศทางของการเคลื่อนตัวรวม ของแผนควอตซแบบ AT-cut                                                   

เมื่อมีความหนา d=166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 
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3.3.2 การสั่นท่ีผิวบนของควอตซแบบ AT-cut 
รูปที่ 3.14 แสดงการเคลื่อนตัวที่ผิวบนของควอตซในแนวแกน x และแกน y ขณะสั่นที่

ความถี่เรโซแนนซ เมื่อใชควอตซที่หนา d = 166.8 μm จากรูปจะเห็นไดวาการเคลื่อนตัวใน
แนวแกน x ที่ผิวเปนลักษณะเกาสเซียน (guassian)  คือมีการเคลื่อนตัวสูงสุดที่บริเวณกลาง
อิเล็กโทรดและมีการเคลื่อนตัวลดนอยลงที่บริเวณหางจากกึ่งกลางอิเล็กโทรดซึ่งเปนไปในทํานอง
เดียวกับการรายงานของKuntner และ Jakoby[16] จากรูปจะเห็นไดวาการเคลื่อนตัวในแนวแกน x 
นั้นสูงกวาการเคลื่อนตัวในแนวแกน y 

 

 

x-displacement 

y-displacement 

 แกน y =166.8 μm แกน x 

รูปที่ 3.14 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x และแกน y ที่ผิวบนของควอตซแบบ AT-cut                               

เมื่อความหนาของควอตซ d =  166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 
 
 3.3.3 การสั่นท่ีบริเวณก่ึงกลางของควอตซแบบ AT-cut (ตําแหนง x = 0) 

เมื่อพิจารณาเฉพาะการเคลือ่นตัวในแนวแกน x และแกน y ที่ตําแหนงกึ่งกลางของควอตซ 
(หรือที่ตําแหนง x = 0) ซ่ึงเปนคล่ืนที่แพรไปในแนวแกน y  ขณะสั่นที่ความถี่เรโซแนนซ แสดงใน

รูปที่ 3.15 เมื่อใชควอตซหนา d = 166.8 μm ซ่ึงจะเหน็ไดวาการเคลือ่นตัวในแนวแกน y  มีเพียง
เล็กนอย (มีคาสูงสุด 1.44×10-21 m) สวนการเคลื่อนตัวในแนวแกน x มีมาก คือมีคาสูงสุด 205.02 
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nm สวนที่ความหนา d คาอ่ืนๆ การเคลื่อนตัวในแนวแกน x  มีมากกวาการเคลื่อนตัวในแนวแกน y 
เชนเดยีวกัน  ผลที่ไดสอดคลองกับผลการวิเคราะหของ Martin และคณะ [17] และเปนลักษณะของ
คล่ืนเฉือนที่เคล่ือนที่ในแนวแกน x  และแพรไปในแกน y 

 

 

x-displacement 

d =   
166.8 

μm   แกน y 
y-displacement 

 แกน x = 0 m 

รูปที่ 3.15 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x และแกน y ที่ตําแหนงกึ่งกลางของควอตซแบบ AT-cut                               

เมื่อความหนาของควอตซ d =  166.8 μm  ที่ความถี่เรโซแนนซ 9938476 Hz 
 

3.4 ลักษณะของคลื่นเฉือนที่เกิดขึ้นที่ควอตซแบบ AT-cut ท่ีความถี่เรโซแนนซ 
 ที่ความถี่เรโซแนนซแรก ความถี่เรโซแนนซที่สอง และสาม จะเกดิคล่ืนเฉือนเคลื่อนที่ใน

แนวความหนาควอตซแบบ AT-cut เปนระยะ 
2

5,
2

3,
2

λλλ  ตามลําดับ โดยมีการเคลื่อนตัวสูงสุดที่

ผิว ดังที่ไดกลาวในหัวขอ 3.2.1 คาความถี่เรโซแนนซที่ 1,2,3 แสดงดงัตารางที่ 3.5 และกราฟของ
แอดมิตแตนซแสดงดังรูปที่ 3.16 จะเห็นวาความถี่เรโซแนนซที่ 2 และ 3 มีคาเปน 3 และ 5 เทาของ
ความถี่เรโซแนนซที่ 1 ตามลําดับ  
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ตารางที่ 3.5 คาความถี่เรโซแนนซที่ 1,2,3 พรอมทั้งแอดมิตแตนซที่ไดจากโปรแกรม COMSOL   

ใชควอตซหนา d = 333.6 μm   
เรโซแนนซที่ ฮารโมนิกที่ ความถี่เรโซแนนซ(Hz) แอดมิตแตนซสูงสุด (S) 

1 1 4979190 2.45 
2 3 14939432 0.30 
3 5 24906753 0.11 

 

 
รูปที่ 3.16 กราฟขนาดของแอดมิตแตนซเทียบกับความถี่ของควอตซแบบ AT-cut                                     

ที่ความหนาd=333.6 μm 
 
 คล่ืนเฉือนที่ปรากฏที่ความถี่เรโซแนนซที่ 1,2,3 (ฮารโมนิกที่ 1,3,5) จะเคลื่อนที่ผาน

ควอตซในแนวความหนา (แกน y) เปนระยะ 
2

5,
2

3,
2

λλλ  ตามที่ไดแสดงไวในรายงานของ Martin 

และคณะ [17] สามารถแสดงไดโดยโปรแกรม COMSOL โดยใชแบบจําลองของควอตซซ่ึงหนา 

d=333.6 μm แลวดูคาของการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่ตําแหนงกึ่งกลาง(แกน x = 0)ของควอตซ
แบบ AT-cut ดังแสดงในรูปที่ 3.17,3.18,3.19 ตามลําดับ 
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d =   
333.6 

μm   

แกน y 

 แกน x = 0 m 

รูปที่ 3.17 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่ตําแหนงกึ่งกลางควอตซแบบ AT-cut                                    

ที่แพรไปในแนวความหนา (แกน y) เมื่อควอตซหนา d=333.6 μm ที่ความถี่ฮารโมนิกที่ 1 
คาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว x คือ 603.05 nm 

 

d =   
333.6 

μm   

แกน y 

 แกน x = 0 m 

รูปที่ 3.18 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่ตําแหนงกึ่งกลางควอตซแบบ AT-cut                                    

ที่แพรไปในแนวความหนา (แกน y) เมื่อควอตซหนา d=333.6 μm ที่ความถี่ฮารโมนิกที่ 3 
คาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว x คือ 10.041 nm 
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d =   
333.6 

μm   

แกน y 

 แกน x = 0 m 

รูปที่ 3.19 การเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่ตําแหนงกึ่งกลางควอตซแบบ AT-cut                                    

ที่แพรไปในแนวความหนา (แกน y) เมื่อควอตซหนา d=333.6 μm ที่ความถี่ฮารโมนิกที่ 5 
คาสูงสุดของการเคลื่อนตัวในแนว x คือ 0.53065 nm  

 
3.5 การเปรียบเทียบผลของชัน้มวลท่ีติดอยูบนผิวของ QCM กับทฤษฎีของ Sauerbrey 

ในหวัขอนี้จะกลาวถึง การเปรียบเทียบระหวางความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจาก
โปรแกรม COMSOL กับความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจากสมการของ Sauerbrey เมื่อมีมวลซึ่งใน
กรณีนี้คือทองมาเคลือบที่ผิวของ QCM อยางสม่ําเสมอตลอดบริเวณอิเล็กโทรด 
 

3.5.1 สมการของ Sauerbrey 
เมื่อมีมวลมาเกาะอยางสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งผิวอิเล็กโทรดของ QCM จะสงผลตอความถี่

ในการสั่นของ QCM โดยมีความสัมพันธระหวางการเปลีย่นแปลงมวลที่มาเกาะที่ผิวของ QCM กบั 
ความถี่เรโซแนนซ ตามสมการที่ (3.19) ที่พิสูจนโดย Sauerbrey   [2]                                

                                                          
qq

s A
mf

f
μρ
Δ

−=Δ
2

02                                              (3.19) 

โดยที ่
    คือ ความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลง [Hz] sfΔ

    คือ คาความถี่เรโซแนนซตั้งตน [Hz] 0f

  คือ มวลที่มายดึเกาะผวิของ QCM [kg]                                     mΔ
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 A     คือ พื้นที่ของอิเล็กโทรด [m2] 
 qρ    คือ ความหนาแนนของ QCM (2648 kg/m3) 
 qμ    คือ คาความเฉือนของ QCM (  = 29.23618×10SE ec 22

2
2666 / ε+ 9 kg/m.s²) 

 การเคลือบมวลที่ผิว QCM ในทีน่ี้ไดเลือกใชทองเปนวสัดุโดยมีความหนา L และเคลือบ
เฉพาะบริเวณอิเล็กโทรดเทานั้น ดังแสดงในรูปที่ 3.20 
 

 

L 

8 mm 

5 mm 

Quartz AT-cut 

Gold 

รูปที่ 3.20 การเคลือบทองที่ผิวบนของ QCM หนา L เฉพาะบริเวณอิเล็กโทรด 
 
 ดังนั้นมวลของทองที่อยูบนผิวของ QCM ( mΔ ) สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.20) 
                                                              LAVm gg ρρ =Δ=Δ                                                (3.20) 
เมื่อ  
 gρ  คือ ความหนาแนนของทอง (19300 kg/m3) 
 ดังนั้นสมการที่ (3.19) สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.21) 

                   Lf
Lf

A

LAf
f

qq

g
s

2
09

2
0

2
0 0.004387

 1029.236182648

1930022
−=

××

×
−=−=Δ

μρ

ρ
        (3.21) 

 การวิเคราะหดาน QCM ตองมีความเกีย่วของกับวงจรไฟฟาดังนั้นจึงมกีารเปลี่ยนแปลงการ
ส่ันทางกลเปนวงจรทางไฟฟาโดยสามารถแสดงวงจรสมมูลทางไฟฟาไดดังรูปที ่3.21 [17] 
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Rs CsLs

Cp

Cp

CsRs Ls Lload

Mass loading 

QCM 

QCM 

Mass 

รูปที่ 3.21 วงจรสมมูลของQCM กอนและหลังมีมวลมาเกาะที่ผิวอิเล็กโทรด 
 

โดยที ่ 
Cp คือ คาความจุไฟฟาของอเิล็กโทรดที่ประกบอยูที่ทั้ง 2 ดานของ QCM 
Rs คือ คาความตานทาน แทน การสูญเสียพลังงานของ QCM ในขณะสั่น                

  Ls คือ ตัวเหนีย่วนํา Cs คือ ตวัเก็บประจ ุ 
 Lload คือ ตัวเหนี่ยวนําทีเ่กิดจากมวลมาเกาะที่ผิวของ QCM 
 จะเห็นวาการใสมวลมาเกาะที่ผิวของ QCM ผลกระทบก็คือการเพิ่มตวัเหนี่ยวนํา Lload เขา
มาในวงจรดังนั้นกราฟของแอดมิตแตนซจะมีลักษณะและขนาดเทาเดมิ เพียงแตมกีารเลื่อน
ความถี่เรโซแนนซไปทางดานซาย (ลดความถี่เรโซแนนซลงดังแสดงในสมการที่ (3.22) ) ซ่ึงการ
เปลี่ยนลักษณะของกราฟแอดมิตแตนซของ QCM แสดงในรูปที่ 3.22 

                                   
ss

s
ss

s CLloadL
f

CL
f

)(2
1

2
1

+
≈⇒≈

ππ
                             (3.22) 
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Mass loading 

รูปที่ 3.22 กราฟแอดมิตแตนซของ QCM ที่มีการเปลี่ยนแปลงหลังจากม ีmass loading 
 

3.5.2 แบบจําลองของชั้นมวลในโปรแกรม COMSOL 
 สรางแบบจําลองตามรูปที่ 3.23 โดยแปรคาความหนา L แลวดูคาความถี่เรโซแนนซที่
คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL  

กําหนดซับโดเมน 1,2,4 ใหเปนควอตซแบบ AT-cut  ใชเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผากวาง 8 mm 

หนา 166.8 μm ใชโหมดการคํานวณแบบ piezo plane stress และมีความหนาทางแกน z คือ 8 mm 
กําหนดซับโดเมน 3 ใหเปนชั้นทอง เปนรูปสี่เหล่ียมผืนผากวางเทาอิเล็กโทรดคือ 5 mm 

หนา L ใชโหมดการคํานวณแบบ plane stress ใสคาคงที่วัสดุทองดังรูปที่ 3.24 คือใสคาวัสดุ 3 คา
ดังนี้ Young’s modulus ( ) = 78×10gE 9 N/m2 , Poisson’s ratio ( gν ) =0.44 , Density ( gρ ) = 
19300 kg/m3 และมีความหนาทางแกน z คือ 8 mm 
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5 mm 
L 166.8 μm 

8 mm 

x 

y 

รูปที่ 3.23 แบบจําลองของ QCM ที่มีช้ันทองหนา L เคลือบอยูที่ผิวอิเล็กโทรด 
 

 
รูปที่ 3.24 คาวัสดุของทองที่ใสในโปรแกรม COMSOL 
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 การกําหนดเงือ่นไขทําในทํานองเดียวกับแบบจําลองของควอตซแบบ AT-cut ธรรมดา คือ
เปนดังรูปที่ 3.10 โดยมีการเชื่อมตอเงื่อนไขขอบเขตคือการเคลื่อนตัวในแนวแกน x และแกน y (ตัว
แปร u และ v) กับชั้นทองทีผิ่วสัมผัสระหวางควอตซกับทองเพิ่มขึ้นมา 
 การคํานวณใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic ในทกุซับโดเมน แบงเอลิเมนตเปนรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผา (map mesh) ที่ตัวควอตซใชเปนแบบเดิมคือ แนวนอน×แนวตั้ง = 240×20 = 4800 เอ
ลิเมนต และทีช้ั่นทองเปน แนวนอน×แนวตั้ง = 150×1 = 150 เอลิเมนต (ซ่ึงใชเพยีงแนวตั้ง 1 ช้ันที่
ช้ันทอง คําตอบก็มีการลูเขา เพราะชั้นทองมีความหนานอยมากเมื่อเทยีบกับควอตซ)  รวมเอลิเมนต
แบบสี่เหล่ียมผืนผาทั้งหมดเปน 4950 เอลิเมนต  
 ความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL พรอมทั้งขนาดของแอดมิตแตนซ
ที่ความถี่เรโซแนนซ เมื่อแปรคาความหนาของทอง L แสดงดังตาราง 3.6 
 

ตาราง 3.6 คาความถี่เรโซแนนซ พรอมทั้งคาแอดมิตแตนซ ที่ความหนาทอง L คาตางๆ 
ความหนาของทอง    

L [Ao] 
ความถี่เรโซแนนซ  

fs [Hz] 
แอดมิตแตนซสูงสุด 

|Y|max [S] 
Δfs = fs - f0 [Hz] 

0 9938476 5.28 0 
417 9921219 5.32 -17257 
834 9903839 5.31 -34637 
1251 9886396 5.32 -52080 
1668 9868927 5.34 -69549 
4170 9764530 5.28 -173946 
8340 9594829 5.29 -343647 
12510 9432030 5.28 -506446 
16680 9276507 5.28 -661969 

  
 เมื่อนําการเปลีย่นแปลงความถี่เรโซแนนซ Δfs ที่คํานวณไดจากโปรแกรม COMSOL มา
เปรียบเทียบกบั Δfs ที่คํานวณไดจากสมการที่ 3.21 ซ่ึงเปนผลที่ไดมาจากสมการของ Sauerbrey จะ
ไดผลดังตารางที่ 3.7 และเปรียบเทียบเปนกราฟไดดังรูปที่ 3.25 
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ตารางที่ 3.7 Δfs ที่ไดจากโปรแกรม COMSOL เทียบกบัที่ไดจากสมการของ Sauerbrey  
ที่ความหนาของทอง L ตางๆกัน 

ความหนาของทอง    L [Ao] Δfs  [Hz] COMSOL Δfs  [Hz] สมการที่ 3.21 
0 0 0 

417 -17257 -18069 
834 -34637 -36139 
1251 -52080 -54208 
1668 -69549 -72277 
4170 -173946 -180694 
8340 -343647 -361388 
12510 -506446 -542082 
16680 -661969 -722776 

                                                   

 
รูปที่ 3.25 กราฟ Δfs ที่ไดจากโปรแกรม COMSOL เทียบกับที่ไดจากสมการของ Sauerbrey  

ที่ความหนาของทอง L ตางๆกัน 
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จะเห็นไดวาทีค่วามหนาทอง L นอยๆ (มวลของทอง Δm นอยๆ) ความถี่เรโซแนนซที่
เปลี่ยนแปลง Δfs ที่ไดจากโปรแกรม COMSOL จะมีคาใกลเคียงกับคาที่ไดจากสมการของ 
Sauerbrey 

สวนที่ความหนาทอง L มากๆ (มวลของทอง Δm มากๆ) ความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลง 
Δfs  ที่ไดจากโปรแกรม COMSOL จะแตกตางจากสมการของ Sauerbrey มาก ทั้งนี้เนื่องจากวา
สมการของ Sauerbrey นั้นมขีอจํากัด [18]  คือสามารถคํานวณไดเฉพาะที่การเปลี่ยนแปลงมวล Δm 
นอยๆ เทานั้น 
 การหากราฟแอดมิตแตนซตองใชการสแกนความถี่ที่หางกันละเอยีดถึง 1 Hz  จึงจะได
ขนาดของแอดมิตแตนซสูงสุดใกลเคียงกันที่ความหนาทอง L ตางๆ กันตามตารางที่ 3.6 เนื่องจาก
หากสแกนดวยความถี่ที่หางกันละเอยีดเพยีง 10 Hz จะไดขนาดของแอดมิตแตนซที่สูงสุดไมถึงคาที่
ทําใหเกดิความถี่เรโซแนนซ( 5.3 S) คือ ที่ความหนาทอง L ตางๆ กันจะไดคาขนาดของแอดมิต
แตนซสูงสุดไมใกลเคียงกัน เพราะความละเอียดในการสแกนไมเพยีงพอดังแสดงในตารางที่ 3.8 

≈

 
ตารางที่ 3.8 คาความถี่ที่ทําใหเกิดคาขนาดของแอดมิตแตนซสูงสุด พรอมทั้งคาแอดมิตแตนซนั้น                   

ที่ความหนาทอง L ตางๆ เมื่อสแกนดวยความละเอยีดเพยีง 10 Hz 
ความหนาของทอง  

L  [Ao] 
ความถี่ [Hz] ที่ทําให 
แอดมิตแตนซสูงสุด 

ขนาดแอดมิตแตนซสูงสุด 
[S] 

0 9938480                 3.50 
417 9921220                5.09 
834 9903840              5.21 
1251 9886400                 3.49 
1668 9868930               3.89 

 
 กราฟของขนาดแอดมิตแตนซที่สแกนละเอียดพอจะมีลักษณะที่เหมือนกัน เมื่อความหนา
ทอง L ตางๆกนั ส่ิงที่แตกตางกันคือการเลือ่นตําแหนงของความถี่เรโซแนนซไปในทิศทางที่ต่ําลง
เมื่อความหนามากขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 3.26 
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L=16680Ao L=12510Ao L=8340Ao L=4170Ao L=0Ao 

  
รูปที่ 3.26 กราฟขนาดของแอดมิตแตนซเมื่อเกิด mass loading ของชั้นทองที่ความหนา L ตางๆกนั 

เมื่อสแกนละเอียดถึง 1 Hz 
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3.5.3 แบบจําลองของชั้นมวล 2 ฝงในโปรแกรม COMSOL 
หัวขอนี้เปนการเปรียบเทียบความถี่เรโซแนนซของ QCM ระหวางการมีมวลที่เคลือบฝง

เดียว กับการมีมวลที่เคลือบทั้ง 2 ฝง ดังแสดงในรูปที่ 3.27 
 

 

รูปที่ 3.27 รูปแบบการเคลือบมวลยูนิฟอรม 2 ฝงแบบตางๆ 

 จากการคํานวณดวยโปรแกรม COMSOL พบวา ไมวาเราจะทําการเคลือบมวลที่ผิวของ 
QCM เปนแบบฝงเดียวหรือ 2 ฝง ถาความหนาของมวลที่เคลือบมีคาเทากันแลว ความถี่เรโซแนนซ
ที่ไดก็จะมีคาเทากันหรือใกลเคียงกัน ดังแสดงในตารางที่ 3.9 ซ่ึงเปนการแสดงวาผลกระทบของ
มวลที่มาเคลือบที่ผิวของ QCM มีผลตอคล่ืนเฉือนที่แพรไปในแนวความหนาของ QCM ทั้ง 2 ฝง 
และทฤษฎีของ Sauerbrey กส็ามารถใชไดกับการเปลี่ยนแปลงมวลทั้ง 2 ฝงของ QCM 
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ตารางที่ 3.9 คาความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดจาก COMSOL ที่ความหนาของทองฝงเดียว         

และ 2 ฝงที่ควอตซหนา d = 166.8 μm 
 

ความหนา [Ao] ความถี่เรโซแนนซfs(Hz) แอดมิตแตนซสูงสุด (mho) 
L=0 9938476 5.28 

L=417 9921219 5.32 

A=208.5 , B=208.5 9921219 5.31 
C=417 9920367 5.29 

D=208.5 , E=208.5 9920366                 5.30 
L=834 9903839 5.31 

A=417 , B=417 9903837 5.28 
L=1251 9886396 5.32 

A=834 ,  B=417  9886391                 5.28 
 

 

 



บทที่  4 
 

การคํานวณเพื่อนํา QCM ไปประยุกตใชงานดานไบโอเซนเซอร 
 
ในบทนี้จะกลาวถึงการใชโปรแกรม COMSOL ในการวิเคราะห QCM เพื่อนําไป

ประยุกตใชงานดานไบโอเซนเซอร โดยจะกลาวถึง 
1.   ผลของรัศมีอิเล็กโทรดที่มีตอความถี่เรโซแนนซ   
2.   ผลของตําแหนงตางๆในการวางมวลลงบน QCM ที่มีตอความถี่เรโซแนนซ   
3.   ผลของการเปลี่ยนขนาดแรงดันไฟฟาที่มีตอการสั่นของ QCM   
4.   ผลของการที่มีมวลมาเกาะแบบไมสม่ําเสมอบน QCM ที่มีตอความถี่เรโซแนนซ 

4.1 ผลของขนาดรัศมีอิเล็กโทรดตอความถี่เรโซแนนซ 

 ไดสรางแบบจาํลองของควอตซแบบ AT-cut ใน 2 มิต ิตามหัวขอที่ 3.2.2 โดยคงคาความ

หนาของควอตซไวที่ 166.8 μm และผลึกควอตซมีเสนผานศูนยกลาง 8 mm แตแปรคาของรัศมี
อิเล็กโทรด r ที่เปนระยะการปอนแรงดันไฟฟา โดยละเลยความหนาของอิเล็กโทรด เพื่อดูความถี่เร
โซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไป  แบบจําลองแสดงดังรูปที่ 4.1  
 ใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา (map mesh) 
แนวนอน×แนวตั้ง=240×20=4800 เอลิเมนต เหมือนแบบจําลองของควอตซแบบ AT-cut หัวขอที่ 
3.2.2 
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2r  mm 

166.8 μm 

8 mm 

x 

y 

รูปที่ 4.1 ควอตซใน 2 มิติซ่ึงถูกจําลองเปนสี่เหล่ียมผืนผา                                                              
โดยแปรคารัศมีอิเล็กโทรด  r ในโปรแกรม COMSOL 

 
ผลการคํานวณแสดงดังตารางที่ 4.1 และรปูที่ 4.2 
 
ตารางที่ 4.1 ความถี่เรโซแนนซ และแอดมติแตนซสูงสุด ของควอตซแบบ AT-cut  

เมื่อมีรัศมีอิเล็กโทรดตางๆกนั 
รัศมีอิเล็กโทรด r [mm] ความถี่เรโซแนนซ fs [Hz] แอดมิตแตนซสูงสุด [S] 

0.5 9958158 0.42 
1 9950028 1.51 

1.5 9944385 2.79 
2 9940751 4.04 

2.5 9938476 5.28 
3 9937168 6.32 

3.5 9936603 7.18 
4 9936502 7.50 
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รูปที่ 4.2 กราฟความถี่เรโซแนนซเมื่อแปรคารัศมีอิเล็กโทรด r 

 จะเห็นไดวาเมือ่รัศมีอิเล็กโทรดหรือระยะการปอนแรงดันไฟฟาเพิ่มขึน้ความถี่เรโซแนนซ
จะมีคาลดลง ทั้งนี้เนื่องมาจากความจํากัดของเสนผานศูนยกลางของผลึกควอตซ ดังนั้นถารัศมี
อิเล็กโทรดหรือระยะการปอนแรงดันไฟฟานอยผลึกควอตซจะไดรับแรงดันไฟฟาอยางเต็มที่และมี
การสั่นที่เปนอิสระมากเนื่องจากไกลจากขอบที่ถูกยึดไว 

ดังนั้นในการออกแบบผลึกควอตซที่จะนํามาใชเปน QCM จึงควรออกแบบใหมีรัศมี
อิเล็กโทรดที่นอย เพื่อจะไดทําใหควอตซที่ไดมีความถี่เรโซแนนซที่สูงขึ้น เมื่อนํามาวัดมวลก็จะได
คาการเปลี่ยนแปลงความถี่เรโซแนนซ sfΔ  ที่สูงขึ้นตามไปดวย ซ่ึงสามารถแสดงไดจากสมการของ 
Sauerbrey (สมการที่ (3.19)) ที่มีคาแปรผันโดยตรงกับ   2

0f

4.2 ผลของการเปลี่ยนบริเวณการเกาะของมวลตอความถี่เรโซแนนซของ QCM 

 ไดสรางแบบจาํลองวางทองขนาดกวาง 0.5 mm (1 ใน 10 สวนของเสนผานศูนยกลาง

อิเล็กโทรด) หนา 417 Ao ที่ตําแหนง 1 ถึง 9 บน QCM ซ่ึงหนา 166.8  μm เสนผานศูนยกลาง 8 mm 

และมีรัศมีอิเล็กโทรด 5 mm ตามรูปที่ 4.3 และลองใสทองที่มีขนาดเทากันคือกวาง 5 mm (เทาเสน
ผานศูนยกลางอิเล็กโทรด) หนา 41.7 Am ตามรูปที่ 4.4  ความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงจะขึ้นกบั
ตําแหนงอยางไร  
 คาวัสดุของทองมีดังนี้ Young’s modulus ( ) = 78×10gE 9 N/m2 , Poisson’s ratio ( gν ) 
=0.44 , Density ( gρ ) = 19300 kg/m3 และมีความหนาทางแกน z คือ 8 mm 
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5 mm 
0.5 mm  หนา 417 Ao 

Quartz  AT-cut 

Gold 
166.8 μm 

 
8 mm 

 

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 7’ 6’ 5’ 4’ 3’ 2’ 1’ 8’ 

 

 

9 

รูปที่ 4.3 ตําแหนงการใสทองบนผิวของ QCM 
 
 
 

 

Gold 
5 mm 

หนา 41.7 Ao 

166.8 μm 
Quartz  AT-cut 

 
 

8 mm 

รูปที่ 4.4 การวางทองแบบยนูิฟอรมขนาดเทาเสนผานศูนยกลางอิเล็กโทรด และหนา 41.7 Ao

 
 การคํานวณใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic โดยแบงเอลิเมนตเปนแบบสี่เหล่ียม (map 
mesh) ที่ตัวควอตซเปน แนวนอน×แนวตัง้ = 240×20 = 4800 เอลิเมนต สวนทองที่ตําแหนงตางๆ
เปน แนวนอน×แนวตั้ง = 15×1 = 15 เอลิเมนต รวมเอลิเมนตทั้งหมดเปน 4815 เอลิเมนต 
 สวนแบบจําลองที่เปนแบบชั้นทองยูนิฟอรมทั่วอิเล็กโทรด ใชเอลิเมนตที่ช้ันทองเปน 
แนวนอน×แนวตั้ง = 150×1 = 150 เอลิเมนต รวมเอลิเมนตทั้งหมดเปน 4950 เอลิเมนต 
 ผลของความถี่เรโซแนนซเมือ่ทําการเปลี่ยนบริเวณการเกาะของทองแสดงในตารางที่ 4.2 
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ตารางที่ 4.2 ความถี่เรโซแนนซพรอมทั้งคาแอดมิตแตนซสูงสุด 
เมื่อใสทองที่ตําแหนงตางๆ บน QCM 

ตําแหนง ความถี่เรโซแนนซ 
 fs [Hz] 

แอดมิตแตนซสูงสุด 
|Y|max[S] 

Δfs[Hz] 

nolayer 9938476 5.28 0 
1 หรือ 1’ 9938457 5.29 -19 
2 หรือ 2’ 9938349 5.29 -127 
3 หรือ 3’ 9938087 5.28 -389 
4 หรือ 4’ 9937603 5.26 -873 
5 หรือ 5’ 9937013 5.27 -1463 
6 หรือ 6’ 9936472 5.28 -2004 
7 หรือ 7’ 9936084 5.21 -2392 
8 หรือ 8’ 9935895 5.24 -2581 

9(ตรงกลาง) 9935872 5.20 -2604 

ยูนิฟอรมท่ัวท้ัง
อิเล็กโทรด กวาง 5 
mm หนา 41.7 Am 

9936759 5.25 -1717 

 
 จากผลที่ไดจะพบวาถามวลมาเกาะใกลบริเวณตรงกลางควอตซ ความถีเ่รโซแนนซจะมีการ
เปลี่ยนแปลงมากกวากรณีเมือ่มวลเกาะหางจากกึ่งกลางควอตซ นอกจากนีจ้ะพบวาการที่มวลมา
รวมกันอยูเฉพาะตรงกลางอิเล็กโทรด จะใหผลของการเปลี่ยนแปลงความถี่เรโซแนนซมากกวาการ
เปลี่ยนแปลงความถี่เรโซแนนซเมื่อมวลมีการกระจายอยางยูนฟิอรมทั่วทั้งผิวอิเล็กโทรด  
  ดังนั้นในการนํา QCM มาใชเปนไบโอเซนเซอร ในการจะวดัอะไรก็ตาม การตรึงมวลที่ผิว
ของ QCM ควรจะตรึงที่ตรงกลางผิวของอิเล็กโทรด เพื่อจะไดทําใหการเปลีย่นแปลงความถี่เร
โซแนนซที่วัดไดมีคามากที่สุดเทาที่เปนไปได หรือมีความไวในการวดัที่สูง 
 สวนในกรณกีารทดลองจริง ที่มีการหยดสารปริมาณเทากันแตการเปลี่ยนแปลงความถี่เร
โซแนนซที่ไดไมเทากัน กอ็าจจะเปนเพราะเหตุผลนี้นัน่เอง เพราะในการทดลองจริงเราอาจหยด
สารปริมาณเทากันแตไมตรงตําแหนงเดียวกัน หรือมีการเอนเอียงจากบริเวณกึ่งกลางของ QCM ไป
บาง หรือสารที่เราหยดไปรวมตัวอยูทีส่วนใดสวนหนึ่ง ก็จะเปนผลใหความถี่เรโซแนนซที่วัด
ออกมามีคาไมเทากัน 
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 4.2.1 ความไวในการวัดความถี่เรโซแนนซ เม่ือมีมวลมาเกาะที่ตําแหนงตางๆบน QCM 
 ไดจําลองรูปแบบที่เปลี่ยนความหนาของทองเปน 2 เทา และ 3 เทา (834Ao และ 1251Ao) 
ของความหนาทองเดิม (417Ao) ที่เกาะอยูบนตําแหนงตางๆ 1 ถึง 9 ศกึษาการเปลี่ยนแปลงความถี่เร
โซแนนซ และความไวในการวัด ณ ตําแหนงตางๆ บน QCM ผลที่ไดแสดงดังตารางที่ 4.3 
 

ตารางที่ 4.3 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไป เมื่อเปล่ียนความหนาของทอง 
ที่มาเกาะบนตาํแหนงตางๆทีผิ่วของ QCM 

ตําแหนง หนา 417Ao 

Δfs[Hz] 
หนา 834Ao 

 Δfs[Hz] 
หนา 1251Ao

 Δfs[Hz] 
1 หรือ 1’ -19 -39 -61 
2 หรือ 2’ -127 -277 -455 
3 หรือ 3’ -389 -873 -1485 
4 หรือ 4’ -873 -1989 -3374 
5 หรือ 5’ -1463 -3290 -5843 
6 หรือ 6’ -2004 -4412 -7262 
7 หรือ 7’ -2392 -5212 -8289 
8 หรือ 8’ -2581 -5611 -8799 

9(ตรงกลาง) -2604 -5661 -8863 
ยูนิฟอรมท่ัว 
ท้ังอิเล็กโทรด 

หนา 41.7Am 
-1717 

หนา 83.4Am 
-3437 

หนา 125.1Am 
-5160 

 
 กราฟแสดงความไวเมื่อมีมวลอยูที่ตําแหนงตางๆบน QCM แสดงในรปูที่ 4.5 และรปูที่ 4.6 
จากรูปจะเห็นไดวาความไวในการวัดหรือการเปลี่ยนแปลงคาความถี่เรโซแนนซจะไดคาสูงสุดเมื่อ
มีมวลมาเกาะที่บริเวณตรงกลางของ QCM 
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1 
2 

3 ตําแหนง 1 ถึง 9 

รูปที่ 4.5 กราฟความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเทยีบกับปริมาตรของทอง 
เมื่อเปลี่ยนตําแหนงและรูปแบบการเกาะ 

 

 
รูปที่ 4.6 กราฟความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไป เทยีบกับตําแหนงตางๆบน QCM 

 เมื่อเปลี่ยนความหนาของทอง 
  

ยูนิฟอรมทัว่ทัง้อิเล็กโทรด 
4 

5 

6 

7 8 9 

ปริมาตรของทอง (m3) 

o 
o 

o 
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4.3 การเคล่ือนตัวท่ีเกิดขึ้นบน QCM เม่ือมีการเปล่ียนแรงดันไฟฟาท่ีปอนใหกับ QCM 
 ไดสรางแบบจาํลองของควอตซแบบ AT-cut ใน 2 มิต ิตามหัวขอที่ 3.2.2 โดยคงคาความ

หนาของควอตซไวที่ 166.8 μm และผลึกควอตซมีเสนผานศูนยกลาง 8 mm ขนาดอิเล็กโทรดหรือ
ระยะการปอนแรงดันไฟฟามีเสนผานศูนยกลาง 5 mm ทําการแปรคาแรงดันไฟฟาที่ปอนใหกบั
อิเล็กโทรด 0φ  [Vpeak] เปน 5 คา คือ 1,2,3,4,5 Vpeak ดังรูปที่ 4.7 จากนั้นคํานวณหาการเคลื่อนตัว
ที่เปลี่ยนแปลงไปที่จุดกึ่งกลางผิวบนของควอตซ 
 การคํานวณใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผา (map 
mesh) แนวนอน×แนวตั้ง=240×20=4800 เอลิเมนต เชนเดียวกับแบบจาํลองของควอตซแบบ AT-
cut หัวขอที่ 3.2.2 
 

 

ดูการเคลื่อนตวัที่ตําแหนงนี ้
5  mm 

8 mm 

5,4,3,2,10 == φφ  Vpeak 

166.8 μm 

0=φ  Vpeak 

x 

y 

รูปที่ 4.7 ควอตซใน 2 มิติซ่ึงถูกจําลองเปนสี่เหล่ียมผืนผา                                                              
โดยแปรคาแรงดันไฟฟาที่ปอนใหกับอิเล็กโทรด 0φ  ในโปรแกรม COMSOL 

 
 ผลที่ไดแสดงดังตารางที่ 4.4 และรูปที่ 4.8 
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ตารางที่ 4.4 ความถี่เรโซแนนซ และการเคลื่อนตัว ณ ตําแหนงกึ่งกลางของผิวบนของควอตซ       
แบบ AT-cut เมื่อเปลี่ยนคาแรงดันไฟฟาทีป่อนใหกับอิเล็กโทรด 

แรงดันไฟฟาที่ปอนใหกับ
อิเล็กโทรด  

0φ  [Vpeak] 

ความถี่เรโซแนนซ 
fs [Hz] 

การเคลื่อนตัวรวมที่ตําแหนง
กึ่งกลางบนผิวควอตซ  

[μm peak] 
1 9938476 0.2049 
2 9938476 2*0.2049 
3 9938476 3*0.2049 
4 9938476 4*0.2049 
5 9938476 5*0.2049 

 

 
รูปที่ 4.8 กราฟการเคลื่อนตวัรวมที่ตําแหนงกึ่งกลางของผิวบนของควอตซ                                     

เทียบกับแรงดนัไฟฟาที่ปอนใหกับอิเล็กโทรด 
 
 จากผลที่ไดในตารางที่ 4.4 พบวาขนาดของแรงดันไฟฟาที่ปอนใหกับ QCM  ไมมีผลทําให
ความถี่เรโซแนนซในการสั่นของ QCM เปลี่ยนแปลงไป อยางไรก็ตามจากรูปที่ 4.8 พบวาขนาด
ของแรงดันไฟฟาที่ปอนจะสงผลกระทบตอคาการเคลื่อนตัวที่ปรากฎบนผิวของ QCM เปนลักษณะ
เชิงเสน คือมีคาการเคลื่อนตัวที่เพิ่มขึ้นตามแรงดันไฟฟาที่เพิ่มขึ้น 
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 ดังนั้นในการประยุกตใช QCM เปนไบโอเซนเซอรจึงไมควรปอนแรงดันไฟฟาใหกับ 
QCM มากเกนิไปเพราะจะทําให QCM ส่ันดวยการเคลื่อนตัวที่สูง ซ่ึงอาจสงผลกระทบทําให
โมเลกุลของสารที่ติดอยูบนผิวของ QCM หลุดออกไปได หากแรงกระทํานี้สูงกวาพันธะในการยดึ
โมเลกุลของสาร 

4.4 ผลของการเกาะของมวลที่ไมสม่ําเสมอตอความถี่เรโซแนนซของ QCM  

เนื่องจากในการใชงาน QCM ในการตดิตามจํานวนเซลล เซลลที่เกาะบน QCM อาจจะเกาะ
อยางไมสม่ําเสมอกลาวคือ อาจมีการเกาะในบริเวณช้ันแรกเพยีงเล็กนอย จากนัน้เซลลที่ลงมาเกาะ
ตอในชั้นที่สองอาจจะขยายไปดานขางเรื่อยๆดังรูปที่ 4.9 เพื่อจําลองการเกาะของเซลลที่ไม
สม่ําเสมอในรูปแบบที่ไมซับซอน ในหัวขอนี้ไดสรางรูปแบบจําลองการเกาะของเซลลที่เปนรูปตวั 

T  ที่ตําแหนงกึ่งกลางที่ผิวบนของ QCM ซ่ึงหนา 166.8  μm เสนผานศูนยกลาง 8 mm และมีรัศมี

อิเล็กโทรด 5 mm  ตามรูปที่ 4.10 แลวศึกษาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไป  

 
รูปที่ 4.9 โมเดลการเกาะของเซลลเปนรูปตัว T ที่ขยายออกไปทางดานขางเรื่อยๆ 

 

5  mm 

166.8 μm 

8 mm 

x 

y 

รูปที่ 4.10 การใสมวลเปนรูปตัว T บน QCMใน 2 มิติ ในโปรแกรม COMSOL 
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 มวลรูปตัว T ที่ใชจะแบงเปน 2 ช้ันคือช้ันฐาน กับชั้นบน แตละชั้นมคีวามหนา 834 Ao โดย
ช้ันฐานมีความกวาง 2/30 mm (ซ่ึงมีความกวางเปน 2 block ของ mesh ที่ใชพอด ี, mesh ที่ใชมีขนาด
กวาง 1/30 mm) สวนชั้นบนมีการแปรขนาดกวางตั้งแต A = 0 mm ถึง A = 1.4 mm ซ่ึงตัวอยางของ
มวลรูปตัว T แสดงดังรูปที่ 4.11  

 

ช้ันบน ช้ันฐาน 

รูปที่ 4.11 มวลรูปตัว T  ที่นํามาเกาะบนผิวของ QCM 
 

การคํานวณใชเอลิเมนตแบบ lagrange-quadratic แบงเอลิเมนตเปนแบบสี่เหล่ียม (map 
mesh) ที่ตัวควอตซเปน แนวนอน×แนวตั้ง = 240×20 = 4800 เอลิเมนต สวนที่มวลรูปตัว T ที่ช้ัน
ฐานเปน แนวนอน×แนวตั้ง = 2×1 = 2 เอลิเมนต และที่ช้ันบน Aใชแนวตัง้ 1 ช้ัน แตแนวนอน
แลวแตความกวางของชั้นบน ซ่ึงแตละ mesh จะใชความกวางที่แนวนอน 1/30 mm 

มวลรูปตัว T ที่ใช เลือกใชวสัดุ 2 อยางเพือ่เปรียบเทียบกัน คือ ทอง กบัโพลีสไตรีน 
ทองมีคาคงที่วัสดุดังนี้ Young’s modulus ( ) = 78×10gE 9 N/m2 , Poisson’s ratio ( gν ) 

=0.44 , Density ( gρ ) = 19300 kg/m3 และมีความหนาทางแกน z  คือ 8  mm 

โพลีสไตรีนมีคาคงที่วัสดุดังนี้ Young’s modulus ( ) = 3.17×10pE 9 N/m2 , Poisson’s ratio 
( pν ) =0.35 , Density ( pρ ) = 1050 kg/m3 และมีความหนาทางแกน z คือ 8 mm 

ตารางที่ 4.5 และรูปที่ 4.12 แสดงคาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองเปน
วัสดุมวลรูปตวั T ขนาดตางๆกัน สวนตารางที่ 4.6 และรูปที่ 4.13 แสดงคาความถี่เรโซแนนซที่
เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชโพลีสไตรีนเปนวัสดมุวลรูปตัว T ขนาดตางๆกัน 

ในกรณีที่มวลมีคาคงที่ทางวัสดุคลายทองจากความถี่เรโซแนนซที่ไดในรูปที่ 4.12 ตอน
แรกที่มวลเริ่มเกาะความถี่เรโซแนนซจะลดลง จนเมื่อขณะมวลเริ่มเกาะออกมาดานขางเปนรูปตัว T  

คาความถี่ที่ไดจะมีลักษณะไมคงที่ อยางไรก็ตามหากพจิารณาในแตละชวงกลุมก็จะพบแนวโนมที่
คาความถี่เรโซแนนซจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อมวลในชั้นที่ 2 เพิม่ขึ้น 

สวนกรณีที่มวลมีคาวัสดุคลายโพลีสไตรีน จากความถี่ที่ไดในรูปที่ 4.13 ความถี่เรโซแนนซ
จะลดลงเมื่อมวลเกาะมากขึน้ ถาการเกาะของมวลยังมีระยะอยูภายใน 1.4 mm ซ่ึงเปนระยะของชัน้
บนของตัว T ที่มากที่สุดที่ใชในการคํานวณ 
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ตารางที่ 4.5 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองเปนวัสดมุวลรูปตัว T  
ที่ความกวางของชั้นบน A ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 

ความกวางของแผนชั้นบน 
A [mm] 

จํานวน blocks ของ mesh Δfs[Hz] 

0 0 -596 
2/30(ความกวางเทาชั้นฐาน) 2 -1072 

4/30 4 -1583 
0.2 6 -109 

8/30 8 -1056 
10/30 10 -1552 

0.4 12 4 
14/30 14 -1040 
16/30 16 -1524 

0.6 18 141 
20/30 20 -1024 
22/30 22 -1496 

0.8 24 306 
26/30 26 -1008 
28/30 28 -1471 

1 30 510 
32/30 32 -991 
34/30 34 -1447 

1.2 36 767 
38/30 38 -974 
40/30 40 -1424 

1.4 42 1098 
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ตารางที่ 4.6 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใช โพลีสไตรีน เปนวัสดุมวลรูปตัว T  
ที่ความกวางของชั้นบน A ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 

 
ความกวางของแผนชั้นบน    

A [mm] 
จํานวน blocks ของ mesh Δfs[Hz] 

0 0 -35 
2/30(ความกวางเทาชั้นฐาน) 2 -68 

4/30 4 -102 
0.2 6 -136 

8/30 8 -170 
10/30 10 -203 

0.4 12 -236 
14/30 14 -269 
16/30 16 -302 

0.6 18 -334 
20/30 20 -366 
22/30 22 -398 

0.8 24 -429 
26/30 26 -460 
28/30 28 -491 

1 30 -521 
32/30 32 -551 
34/30 34 -580 

1.2 36 -609 
38/30 38 -638 
40/30 40 -667 

1.4 42 -695 
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รูปที่ 4.12 กราฟความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองเปนวัสดุมวลรูปตัว T  

ที่ความกวางของชั้นบน A ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 
 

 
รูปที่ 4.13 กราฟความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใช โพลีสไตรนีเปนวัสดุมวลรูปตัว T  

ที่ความกวางของชั้นบน A ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 
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รูปที่ 4.14 กราฟแสดงคาการเคลื่อนตัวทางแกน x ที่ช้ันบนของทองรูปตัว T เทียบกับแกน x 
ที่ความถี่เรโซแนนซ  เมื่อความกวางของชัน้บนของตัว T ,A = 1.4 mm(42 blocks) 

 

 
 

รูปที่ 4.15 กราฟแสดงคาการเคลื่อนตัวทางแกน x ที่ช้ันบนของโพลีสไตรีน รูปตัว T เทียบกับแกน x 
ที่ความถี่เรโซแนนซ  เมื่อความกวางของชัน้บนของตัว T ,A = 1.4 mm(42 blocks) 

 



 68 

 เมื่อพิจารณาการเคลื่อนตัวในแนว แกน x ที่ช้ันบนของรูปตัว T ที่ความถี่เรโซแนนซซ่ึง
แสดงในรูปที่ 4.14 และ 4.15 จากรูปจะเหน็วาถามวลเปนทองจะมกีารสายเปนรูปคลื่นซายน สวน
กรณีของมวลเปนโพลีสไตรีนจะไมมีการสายเปนรูปคลื่นซายน (หรือส่ันเปนรูปคลื่นซายนไมถึง 1 
ลูก) นอกจากนี้จะเห็นไดวาทองมีการเคลื่อนตัวที่สูงกวาโพลีสไตรีนราว 4 เทา คาดวาเนื่องจากทอง
มีความหนาแนนและคายังสโมดูลัสที่สูงกวาโพลีสไตรีน 
 
 
 
 
 
 

 



บทที่  5 
 

สรุปผลและขอเสนอแนะ 
 

5.1 สรุปผลการวิจัย 
ในงานวิจยันี้ไดนําเสนอแบบจําลองของ QCM ใน 2 มติิโดยใชโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต 

COMSOL โดยในขัน้แรกไดทําการเปรียบเทียบกับทฤษฎีเบื้องตนและงานวจิัยที่มีมาในอดตีซ่ึง
ไดผลสอดคลองกันคือ 

1. ความถี่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut แปรผกผันกับความหนาของควอตซ 
2. ที่ความถี่เรโซแนนซควอตซแบบ AT-cut จะสั่นแบบ thickness shear mode  
3. การสั่นเปนแบบครึ่งคลื่นที่ความถี่ฮารโมนิกคี่ของควอตซแบบ AT-cut  
4. การเปลี่ยนแปลงของคาความถี่เรโซแนนซเปนไปตามสมการของ Sauerbrey คอื

ความถี่เรโซแนนซจะลดลงแบบเชิงเสนเมือ่มีมวลมาเกาะอยางยูนิฟอรมที่อิเล็กโทรด  
 นอกจากนี้ไดสรางรูปแบบจําลองเพื่ออธิบายตัวแปรตางๆซึ่งไดผลดังตอไปนี ้
 1.  เมื่อทําการเพิ่มรัศมีอิเล็กโทรดพบวาความถี่เรโซแนนซของควอตซแบบ AT-cut จะมีคา

ลดลง ทั้งนี้เนื่องมาจากความจํากดัของเสนผานศูนยของควอตซทําใหการสั่นของควอตซไมเปน
อิสระเมื่อมีระยะการปอนแรงดันไฟฟาที่มากขึ้น  ดังนัน้ในการออกแบบควอตซแบบ AT-cut ที่จะ
นํามาทําเปน QCM จึงควรออกแบบใหมรัีศมีอิเล็กโทรดที่นอย เพื่อใหมีการเปลี่ยนแปลงความถี่เร
โซแนนซที่มาก เพื่อจะไดความไวในการวดัมวลที่สูงตามสมการของ Sauerbrey  

2.   เมื่อทําการเปลี่ยนบริเวณการเกาะของมวล พบวาความถี่เรโซแนนซจะมีคาเปลี่ยนแปลง
มากเมื่อตําแหนงของการเกาะเปนบริเวณตรงกลางอิเล็กโทรด และความถี่เรโซแนนซมีคา
เปลี่ยนแปลงนอยเมื่อมวลเกาะที่ตําแหนงหางจากกึ่งกลางอิเล็กโทรด นอกจากนีพ้บวาการเคลอืบ
มวลปริมาณที่เทากันแบบยูนฟิอรมทั่วทั้งผิวอิเล็กโทรด จะทําใหความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลง
ไปมีคานอยกวาการทําใหมวลรวมตัวกันอยูบริเวณกลางอิเล็กโทรด ดังนั้นในการนํา QCM ไปทํา
การวัดดานไบโอเซนเซอรจึงควรพยายามหยดมวลที่ตรงกลางอิเล็กโทรดใหมากที่สุด เพื่อใหได
ความไวในการวัดที่สูง และควรทําการควบคุมบริเวณการหยดของมวลใหอยูบริเวณตรงกลาง 
เนื่องจากบริเวณการหยดมวลที่ตางกันขณะที่มวลที่หยดเทากัน จะทําใหความถี่เรโซแนนซที่
เปลี่ยนแปลงไปตางกันดวย จึงควรควบคุมการหยดมวลใหเปนบริเวณเดยีวกันเพื่อควบคุมคุณภาพ
ในการวัด 

3.  เมื่อทําการเปลี่ยนแรงดนัไฟฟาที่ปอนใหกับ QCM พบวาถาแรงดันไฟฟามีคาเพิ่มขึ้น
เปนเชิงเสน คาการเคลื่อนตัวที่ผิวของ QCM ที่ความถี่เดียวกันจะมากขึ้นเปนเชงิเสนดวยเชนกัน 
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อยางไรก็ตามขนาดของแรงดันไฟฟาจะไมมีผลตอการเปลี่ยนแปลงคาความถี่เรโซแนนซ  ดังนั้น
การนํา QCM มาใชงานดานไบโอเซนเซอรจึงไมควรปอนแรงดันไฟฟาที่มากเกินไป เนื่องจากจะทาํ
ใหเกดิการเคลือ่นตัวที่ผิวของ QCM มีคาต่ํา ทําใหโมเลกุลที่เกาะที่ผิวของ QCM ไมเกิดการหลุด
ออกจากผิว 

4.   กรณีที่มวลมาเกาะที่ผิวของ QCM ช้ันแรกมีเพียงเล็กนอย แลวช้ันตอมามีการเกาะมาก
ออกไปทางดานขางหรือเปนลักษณะรูปตัว T  ถามวลมคีาทางวัสดุใกลเคียงกับทองความถี่ที่วัดได
ในตอนแรกจะมีคาลดลงกอนจากนัน้จะมแีนวโนมที่สูงขึ้น สวนกรณทีี่มวลมีคาวัสดุคลายโพลีสไต
รีนความถี่จะมคีาลดลงตามมวลที่เกาะ (ในระยะ 1.4 mm ที่ทําการคํานวณ) ดังนั้นจึงอาจกลาวไดวา
ถาวัสดุที่มาเกาะบน QCM เปนวัสดุที่ตางชนิดกัน ความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปจะมีลักษณะ
ตางกันดวย และความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปกข็ึ้นอยูกับลักษณะการเกาะของวัสดุนั้น  

5.2 ปญหาและขอเสนอแนะ 
  ปญหาที่เกิดขึน้ในงานวิจยัแบงเปนหวัขอตางๆ ดังนี้ 

1.  แบบจําลองที่ทําไดเปนเพียง 2 มิติ เนื่องจากการทําเปนรูปทรง 3 มติิ จะใชหนวยความจํา
มากเกินไปจนไมสามารถทําการคํานวณได  สําหรับหนวยความจําที่มอียูจะแบง mesh 3 มิติไดไม
ละเอียดพอ ทําใหคําตอบที่คํานวณไดไมดีพอ ดังนัน้อาจตองเพิ่มหนวยความจําหรือ CPU ของ
คอมพวิเตอร หรือตองหาวิธีทางไฟไนตเอลิเมนตและวิธีการแกสมการที่สามารถจําลองรูปทรง 3 
มิติ ไดโดยใชหนวยความจํานอยลง 

2. แบบจําลองที่ช้ันมวลเปนของเหลว ตองใชสมการ Navier-Stokes ในการจําลองชั้น
ของเหลว ซ่ึงในโปรแกรม COMSOL ไมมีโหมดของ Navier-Stokes ที่เปน frequency response จึง
ทําการเชื่อมตอระหวางควอตซกับชั้นของเหลวไมได ดังนั้นที่ช้ันของเหลวไดทําการสรางระบบ
สมการ PDE ที่เปนสมการ Navier-Stokes ในรูปแบบของ frequency response ขึ้นมาแทน แตถึงแม
จะไดกราฟขนาดของแอดมิตแตนซเล่ือนไปทางซายและมีขนาดลดลง แตความถี่ทีล่ดลงยังไมตรง
ตามสมการของ Kanazawa และ Gordon  ซ่ึงตองมีการปรับปรุงพัฒนาในสวนนี้ตอไป  

3. ในการทดลองจริงของ QCM เชนในบางการทดลองพบวาการวัดเซลลมีความถี่เร
โซแนนซที่เพิม่ขึ้นไปในทางเดียว ซ่ึงยังไมสามารถหาแบบจําลองในโปรแกรม COMSOL ที่
สามารถอธิบายความถี่เรโซแนนซเพิ่มขึน้ไปในทางเดียวได ซ่ึงตองมกีารวิจยัและพฒันาตอไป 
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ภาคผนวก  ก 
 

โปรแรม COMSOL 

 
โปรแกรมที่ใชเปนโปรแกรม COMSOL 3.3 ซึ่งเปนโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตสําเร็จรูป มี

ความสามารถในการคํานวณแบบ Multiphysics คือสามารถคํานวณปญหาที่เกิดจากหลักการทางฟสิกสท่ี
แตกตางกันหลายๆหลักการไปในขณะเดียวกัน จึงสามารถประยุกตใชงานไดหลากหลาย เชนการคํานวณ
ในโหมดเพียโซอิเล็กทริกระนาบความเคน ไปพรอมๆกับการคํานวณในโหมดระนาบความเคน  การ
คํานวณทางดานไฟฟาไปพรอมๆกับการคํานวณความรอนที่เกิดขึ้น เปนตน 
 คอมพิวเตอรท่ีใชในงานวิจัยนี้มี CPU 1.5 GHz  RAM 2 GB 

 



 

ภาคผนวก ข  
 

การตรวจสอบการสั่นของความถี่เรโซแนนซที่คํานวณได 
เมื่อใชทองเปนวัสดุมวลรปูตัว T 

 
 ความถี่เรโซแนนซที่คํานวณไดเมื่อใชทองเปนวัสดุมวลรูปตัว T  มีลักษณะสั่นอยางไม
สม่ําเสมอเมื่อมีมวลมาเกาะออกไปทางดานขางมากขึ้นเรื่อยๆ ซ่ึงแสดงดังตารางที่ 4.5 และกราฟใน
รูปที่ 4.12 ในขณะทีเ่มื่อใชโพลีสไตรีนเปนวัสดุของมวลรูปตัว T จะไมเกิดการสั่นของความถี่เร
โซแนนซขึ้นดงัแสดงในตารางที่ 4.6 และกราฟในรูปที่ 4.13  
 การสั่นของความถี่เรโซแนนซเมื่อใชทองเปนวัสดุรูปตวั T อาจเกิดจากความผิดพลาดใน
การคํานวณจากโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงสาเหตุของการสั่นของความถี่เรโซแนนซอาจเกดิจาก 
2 สาเหตุ คือ 
 1. เกิดจากคาวัสดุของทองที่มากเกินไป คือ คายังสโมดูลัส (E) ของทอง (78e9 N/m2) ที่

มากกวาของโพลีสไตรีน (3.17e9 N/m2) ถึง 25 เทา และคาความหนาแนน (ρ) ของทอง (19300 
kg/m3) ที่มากกวาโพลีสไตรนี (1050 kg/m3) ถึง 18 เทา 
 2. คาอัตราสวนของแนวนอนตอแนวตั้งของเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียมของทองที่มากถึง 

0

1/ 30
834

mm
A

≈  400 เทา 

 จึงไดทําการตรวจสอบคําตอบของความถี่เรโซแนนซที่มีการสั่นอยางไมสม่ําเสมอโดย 
 1. สลับเปลี่ยนคาวัสดุยังสโมดูลัส (E) ของทองกับโพลีสไตรีน  หรือ สลับเปลี่ยนคาวัสดุ

ความหนาแนน (ρ) ของทองกับโพลีสไตรีน เกิดเปนคาวัสดุตัวใหม เพื่อศึกษาวาความถี่เรโซแนนซ
มีการสั่นอยางไมสม่ําเสมอนั้นเปนผลของคายังสโมดูลัสหรือคาความหนาแนนที่สูงของทอง
หรือไม 
 2. ทําการลดคาอัตราสวนของแนวนอนตอแนวตั้งของเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียมของทองลง

เหลือ 
0

1/ 30
8340

mm
A

≈  40 เทา 

จากตารางที่ ข1 และกราฟในรูปที่ ข1 และ ข2 จะเห็นไดวาถาวัสดุรูปตัว T มีคาวัสดขุอง
ทองตัวใดตัวหนึ่งอยู ถึงแมคาวัสดุที่เหลือจะเปนของโพลีสไตรีน ก็ยังจะทําใหเกดิการสั่นของ
ความถี่เรโซแนนซที่เชนเดิม ทําใหไมสามารถสรุปไดวาคายังสโมดูลัส (E) หรือคาความหนาแนน 

(ρ) ที่ทําใหเกดิการสั่นของความถี่เรโซแนนซ 
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ตารางที่ ข1 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชคาวัสดุตางๆเปนวัสดุมวลรูปตัว T 

ที่ความกวางชัน้บน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน มาเกาะตรงกลาง QCM 
ความกวางของ
แผนชั้นบน 

A[mm] 

ทอง 
E=78e9 
ν=0.44 

ρ=19300 

โพลีสไตรีน 
E=3.17e9 

ν=0.35 

ρ=1050 

 
E=78e9 

ν=0.44 

ρ=1050 

 
E=3.17e9 

ν=0.44 

ρ=19300 

0 -596 -35 -35 -596 
2/30 -1072 -68 -69 -1072 
4/30 -1583 -102 -105 -1221 
0.2 -109 -136 -144 -1021 

8/30 -1056 -170 -195 -1097 
10/30 -1552 -203 -273 -1662 

0.4 4 -236 -431 -1049 
14/30 -1040 -269 -1054 -1120 
16/30 -1524 -302 1245 -846 

0.6 141 -334 327 -1068 
20/30 -1024 -366 145 -1156 
22/30 -1496 -398 61 -989 

0.8 306 -429 7 -1085 
26/30 -1008 -460 -33 -1253 
28/30 -1471 -491 -69 -1032 

1 510 -521 -104 -1104 
32/30 -991 -551 -144 728 
34/30 -1447 -580 -194 -1056 

1.2 767 -609 -272 -1129 
38/30 -974 -638 -428 -921 
40/30 -1424 -667 -1039 -1074 

1.4 1098 -695 1265 -1175 
หมายเหตุ : คาความถี่เรโซแนนซของ QCM เมื่อไมมีมวลมาเกาะมีคา 9938476 Hz 
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รูปที่ ข1 กราฟความถี่เรโซแนนซท่ีเปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชวัสดุท่ีมีคา E=78e9 N/m2,ν=0.44 

,ρ=1050 kg/m3 มาเปนวัสดุมวลรูปตัว T ที่ความกวางชัน้บน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน 
 

 
รูปที่ ข2  กราฟความถี่เรโซแนนซท่ีเปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชวัสดุท่ีมีคา E=3.17e9 N/m2,ν=0.44 

,ρ=19300 kg/m3 มาเปนวัสดุมวลรูปตัว T ที่ความกวางชัน้บน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน 
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ตารางที่ ข2 คาความถี่เรโซแนนซที่เปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองเปนวัสดมุวลรูปตัว T เมื่อแตละชั้น
ของทองหนา 834 A0 และ 8340 A0  ที่ความกวางชั้นบน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน 

ความกวางของแผนชั้นบน
A[mm] 

แตละชั้นของทองหนา 834A0 แตละชั้นของทองหนา 8340A0

0 -596 -2131 
2/30 -1072 -2278 
4/30 -1583 -2367 
0.2 -109 -1393 

8/30 -1056 -2274 
10/30 -1552 -2364 

0.4 4 -949 
14/30 -1040 -2271 
16/30 -1524 -2360 

0.6 141 -108 
20/30 -1024 -2266 
22/30 -1496 -2356 

0.8 306 1094 
26/30 -1008 -2264 
28/30 -1471 -2352 

1 510 2710 
32/30 -991 -2257 
34/30 -1447 -2349 

1.2 767 4380 
38/30 -974 -2248 
40/30 -1424 -2345 

1.4 1098 6343 
หมายเหตุ : คาความถี่เรโซแนนซของ QCM เมื่อไมมีมวลมาเกาะมีคา 9938476 Hz 
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รูปที่ ข3 กราฟความถี่เรโซแนนซท่ีเปลี่ยนแปลงไปเมื่อใชทองที่แตละช้ันหนา 8340 A0

เปนวัสดุมวลรปูตัว T ที่ความกวางชั้นบน A (รูปที่ 4.11) ตางๆกัน 
 

 จากตารางที ่ข2 และกราฟรูปที่ ข3 จะเห็นไดวาเมื่อทําการลดคาอัตราสวนของแนวนอนตอ

แนวตั้งของเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียมของทองลงเหลือ 
0

1/ 30
8340

mm
A

≈  40 เทา ยังคงมีการสั่นของความถี่เร

โซแนนซเชนเดิม จึงไมสามารถสรุปไดวาการสั่นที่ไมสม่ําเสมอของความถี่เรโซแนนซเกิดจากคา
อัตราสวนของแนวนอนตอแนวตั้งของเอลิเมนตรูปส่ีเหล่ียมของทอง 
 การสั่นของคาความถี่เรโซแนนซที่เกิดขึน้นี้เปนผลของ 

1. คายังสโมดูลัส หรือคาความหนาแนนที่สูงของทอง 
2. คาวัสดุที่สูงนีส้งผลในกระบวนการคํานวณทําใหเกดิความผิดพลาดขึ้น 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

นายณัฐจกัษ  สิริบันลือวุฒิ  เกดิเมื่อวนัที่  18  มิถุนายน  พ.ศ. 2525  ที่จงัหวัด
กรุงเทพมหานคร  สําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต  ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา  คณะ
วิศวกรรมศาสตร  จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั  ในปการศกึษา 2546 และเขาศึกษาตอในระดับปริญญา
มหาบัณฑติ  หลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา  คณะ
วิศวกรรมศาสตร  จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั เมื่อปการศึกษา 2547 
 

 

 


	ปกภาษาไทย
	ปกภาษาอังกฤษ
	หน้าอนุมัติ
	บทคัดย่อภาษาไทย
	บทคัดย่อภาษาอังกฤษ
	กิตติกรรมประกาศ
	สารบัญ
	บทที่ 1 บทนำ
	1.1 ความเป็นมาและความสำคัญของปัญหา
	1.2 วัตถุประสงค์
	1.3 ขอบเขตการวิจัย
	1.4 การดำเนินการวิจัย
	1.5 ประโยชน์ที่ได้รับจากการวิจัย

	บทที่ 2 หลักการและทฤษฎีพื้นฐาน
	2.1 ปรากฎการณ์เพียโซอิเล็กทริก
	2.2 สมการเชิงอนุพันธ์ของวัสดุเพียโซอิเล็กทริก[9]
	2.3 แบบจำลองที่ใช้ในการจำลอง QCM
	2.4 การหาความถี่เรโซแนนซ์

	บทที่ 3 กรณีศึกษาเปรียบเทียบ
	3.1 ทรงกระบอกเพียโซอิเล็กทริกเซรามิกที่ถูกกระทำโดยโหลดคงที่
	3.2 ผลของความหนาที่มีต่อความถี่เรโซแนนซ์ของควอตซ์แบบ AT-cut
	3.3 การสั่นแบบเฉือนในแนวความหนา (Thickness Shear Mode)ของควอตซ์แบบAT-cut
	3.4 ลักษณะของคลื่นเฉือนที่เกิดขึ้นที่ควอตซ์แบบ AT-cut ที่ความถี่เรโซแนนซ์
	3.5 การเปรียบเทียบผลของชั้นมวลที่ติดอยู่บนผิวของ QCM กับทฤษฎีของ Sauerbrey

	บทที่ 4 การคำนวณเพื่อนำ QCM ไปประยุกต์ใช้งานด้านไบโอเซนเซอร์
	4.1 ผลของขนาดรัศมีอิเล็กโทรดต่อความถี่เรโซแนนซ์
	4.2 ผลของการเปลี่ยนบริเวณการเกาะของมวลต่อความถี่เรโซแนนซ์ของ QCM
	4.3 การเคลื่อนตัวที่เกิดขึ้นบน QCM เมื่อมีการเปลี่ยนแรงดันไฟฟ้าที่ป้อนให้กับ QCM
	4.4 ผลของการเกาะของมวลที่ไม่สม่ำเสมอต่อความถี่เรโซแนนซ์ของ QCM

	บทที่ 5 สรุปผลและข้อเสนอแนะ
	5.1 สรุปผลการวิจัย
	5.2 ปัญหาและข้อเสนอแนะ

	รายการอ้างอิง
	ภาคผนวก
	ประวัติผู้เขียน

	Button1: 


