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บทท่ี 2 
ทฤษฎี 

 

2.1 สมการท่ีเก่ียวของ 
 การอธิบายพฤติกรรมการไหลของของไหลนั้น โดยปกติแลวจะอธิบายดวยทฤษฎีทาง
ฟสิกสท่ีสําคัญในการอธิบายกลศาสตรของของไหล ซ่ึงสมการเหลานี้จะรวมอยูในชุดสมการ 
Governing Equations ซ่ึงตอยอดมาจากสมการพ้ืนฐาน กฎของเกาส กฎของนิวตัน และสมการ
พลังงาน ซ่ึงท้ังหมดนี้ จะบรรยายถึงการอนุรักษมวล อัตราการเปล่ียนแปลงความหนาแนน ฟลักซ
ของมวล โมเมนตัมและพลังงาน แตถึงแมวาสมการเหลานี้ จะสามารถอธิบายพฤติกรรมการไหลได
เกือบครบถวน แตกระนั้นกต็าม การแกสมการที่มีคําตอบสอดคลองกับเง่ือนไขการไหลในรูปแบบ
ตางๆ ยังเปนการยากท่ีจะหาคําตอบท่ีแทจริงได การอธิบายระบบของไหล มักจะอธิบายดวยสมการ
อนุพันธ เนือ่งจากการวัดการเปล่ียนปริมาณตางๆทําไดงาย โดยสวนใหญแลวปริมาณตางๆท่ีเรา
สามารถวัดไดจะเปนคาอนุพนัธสัมบูรณ 
    ดังนั้นเพื่อความเขาใจในความหมายทางกายภาพของแตละพจน ในสมการเชิงอนุพันธ
รวมท้ังท่ีมาของพจนเหลานี ้ ในบทนี้จะแสดงความหมายของคาอนพุันธสัมบูรณและข้ันตอนการ
สรางสมการท่ีเกี่ยวกับของไหล ดังตอไปนี ้ 

2.1.1 คาอนุพนัธสัมบูรณ  
เพื่ออธิบายความหมายของคานี้ พิจารณารูปท่ี 2.1 แสดงเสนทางของกอนอนุภาคของไหล 

จากตําแหนงท่ี 1 ท่ีเวลา  1t  ไปยังตําแหนงท่ี 2 ท่ีเวลา 2t  ท่ีไมหางกันมากบนปริภูมิ 3 มิต ิ

รูปท่ี 2.1 แสดงการเคล่ือนท่ีเฉพาะสวนยอยของกอนอนภุาคของไหลเคล่ือนท่ีจากตําแหนง ท่ี 1 เวลา   

1t ดวยความเร็ว ),,( 1111 wvuV


 ซ่ึงเปนฟงกชันท่ีมีคาข้ึนกับ ความเร็วในแกน zyx ,,  ไปยัง 
ตําแหนงท่ี 2 ท่ีเวลา 2t โดยท่ีมีความเร็วสุดทายเปน     ),,( 2222 wvuV


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โดย                                             zwyvxuwvuV iiiiiii ˆˆˆ),,( 


                                               
(2.1) 
เม่ือ  i =1, 2 เปนตัวบงบอกตําแหนงของกอนอนุภาคของไหล 
และนิยามฟงกชันความเร็วใหข้ึนกับตําแหนงและเวลาดังนี้ 
                       ),,,( tzyxuu ii   , ),,,( tzyxvv ii  , ),,,( tzyxww ii                                (2.2)    
ในท่ีนี้ vu,  และ w  เปนความเร็วในพิกัดใดๆ                                                                    

ขณะท่ีกอนอนุภาคของไหลนี้เคล่ือนท่ีไปนั้น คุณสมบัติตางๆ จะเปล่ียนแปลงไปกบั
ตําแหนงและเวลาดวย เชนความหนาแนน ซ่ึงเปนฟงกชันของตําแหนง zyx ,,  เชนเดยีวกับ
ความเร็ว ความหนาแนน ของกอนของไหลที่ตําแหนงท่ี i นี้ จะเขียนไดวา                                                               

                                           ),,,( iiiii tzyx                                                          (2.3) 
เม่ือระบบมีการเปล่ียนแปลงอยางตอเนื่อง จะสามารถกระจายอนุกรมเทยเลอร ของจุดหนึ่งในรูป
ของอีกจุดหนึง่ได (ในกรณนีี้จะกระจายจดุท่ี 2 จากจดุท่ี 1) ตามวิธีการของ ปราโมทย (2554) 
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โดย TOH .. คือผลรวมพจนท่ีมีอนพุันธอันดับสูงกวา 1 หรือ high order term 
เม่ือยาย 1  มายังดานซายของสมการแลวหารตลอดดวย t จะไดวา 
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เม่ือ 0t  มากๆ ซ่ึงเปรียบไดกับการเล่ือนของตําแหนงท่ี 2 เขามาใกล ตําแหนงท่ี 1 มากๆ ทําให
คิดไดวา                            
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 0lim                                                (2.6) 

w
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t
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
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 0lim   

และพจน TOH ..  ซ่ึงประกอบดวย  zyx  ,,  ตางลูเขาสูศูนย ดังนัน้ (2.5) จึงเขียนไดวา 
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 ซ่ึงพจนทางซายมือคือ อนุพนัธรวมของความหนาแนนนัน่เอง สวนความหมายทางกายภาพ
ของ (2.7) คือ อัตราการเปล่ียนแปลงความหนาแนนท้ังหมดของกอนของเหลวบริเวณท่ี 1 และ
บริเวณรอบๆตอเวลา จะเทากับ ผลรวมการพากอนของไหลออกไปจากบริเวณท่ี 1 ในทิศทางตางๆ 
(ทิศตามแกน zyx ,, ) กับ การเปล่ียนแปลงความหนาแนนของกอนของไหลในบริเวณท่ี 1 ตอเวลา
จาก (2.7) อนุพันธสามารถเขียนใหอยูในรูปท่ัวไป ไดดังนี้ 

                                                           


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
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
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t
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                                         (2.9)  

(ในท่ีนี้  


 เขียนใน Cartesian coordinates โดย มีรูปท่ัวไปคือ 
i

n

i

i

x
e



  1
ˆ


 โดย i เปนตัวบงช้ี

ทิศทางของพิกัดในปริภูมิสามมิติ) ซ่ึงอนุพันธรวมนี้จะใชอธิบายการเปล่ียนแปลงของปริมาณทาง
ฟสิกสอยางอ่ืนไดเชนอุณหภูมิ ความเคนในเน้ือวัสด ุศักยไฟฟา ฯลฯ 

2.1.2 การประมาณความตอเนื่อง  
 ของไหลมีระยะหางระหวางโมเลกุลมากกวาของแข็ง ทําใหมีสมบัติบางประการ เชน 
ความเร็วและความหนาแนนไมเทากนัในเน้ือสารในระดับขนาดของโมเลกุล ซ่ึงในระดับเล็กมากๆ
จะมีขนาดหรือปริมาณท่ีไมตอเนื่อง แตอยางไรก็ตามเราสามารถคิดใหของเหลวมีความตอเนื่องได 
ถาปริมาตรเล็กนั้นถูกพจิารณาแลววามีจํานวนของโมเลกุลเพียงพอ เชน น้ําปริมาตร 1 พิโคลิตร 
 (1 picoliter = 10-12 ลิตร เทียบเทากับปริมาตรลูกบาศกกวาง 10 μm) จะประกอบดวยโมเลกุลของน้ํา
ประมาณ 13103  โมเลกุล ทําใหเราสามารถเฉล่ียสมบัติของ ของไหลปริมาตรนี้และประมาณได
วาเปนของไหลท่ีมีความตอเนื่องได ซ่ึงสมบัติความตอเนื่องยังคงใชได เม่ือระดับความยาวของของ
ไหลส้ันกวาขนาดเสนผานศูนยกลางของโมเลกุล แตอยางไรก็ตามหากความยาวท่ีเกี่ยวของมีขนาด
เล็กถึงระดับโมเลกุลหรืออยูระดับนาโนสเกลแลว จําเปนตองพัฒนาวธีิการในการอธิบายพฤติกรรม
ของไหลท่ีตางไป (Bruss, 2008) แตกย็ังคงอยูบนรากฐานของ govering principle ท่ีใชกับของไหล
ในระดบั microscale และ macroscale ไดเปนอยางด ี
 สําหรับปริมาตรของของไหลที่ใชงานวิจยันี้จะอยูในระดบัไมโครลิตรซ่ึงประมาณไดวา
เปนของไหลท่ีมีความตอเนือ่งในเนื้อของไหล 

2.1.3 สมการเชิงอนุรักษมวล  
 สมการตางๆ ในระบบสมการของไหลควรแสดงถึงความเปนจริงทางกายภาพและเขาใจได
งาย สมการแรกในระบบสมการเชิงอนุพนัธยอยของการไหลนี้ คือสมการอนุรักษมวล ซ่ึงแสดงวา
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มวลในระบบที่พิจารณาไมมีการสูญหายไป  เม่ือพิจารณาการไหลผานปริมาตรเล็กๆ ขนาดกวางdx  
ยาว dy สูง dz อยูท่ีตําแหนงหนึ่งในเนื้อสารดังรูปท่ี 2.2  

 
รูปท่ี 2.2  แสดงปริมาณฟลักซของมวลท่ีไหลเขาและออกจากปริมาตร dxdydz  

 
ตลอดพื้นท่ีดานซายลูกบาศก ฟลักซของมวลท่ีไหลเขากรอบทางดานซายมีคาเทากับ  

dxdzv][  เนื่องจากท้ังความหนาแนนและความเร็วในทิศ x  และ z  เปล่ียนแปลงไปตลอด  โดย
กําหนดเปนฟงกชันของระยะทางตามแนวแกน y ซ่ึงสามารถเขียนฟลักซของมวลไดในรูปของ
อนุพันธแสดงในรูปท่ี 2.2 ดังนั้นปริมาณ ฟลักซของมวลท่ีไหลออกทางดานขวา ของกรอบคือ 
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  ปริมาณมวลท่ีเพิ่มข้ึนในทิศแกน x  ผานพื้นท่ี dydz  ในการไหลน้ี 

เขียนไดตามสมการ (2.10 ก) ทํานองเดยีวกันกับมวลท่ีไหลผานกรอบในระนาบ y และ z ไปทาง
แกน x ท่ีมีฟลักซไหลเขาและออกในทิศแกน y และ z จะเขียนไดในรูปแบบเชนเดียวกัน  
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จากรูปท่ี 2.2 ในทิศทางตามแนวแกนหน่ึงๆ จะมีอัตราการเปล่ียนแปลงของมวลท่ีลดลงไป

หรือปริมาณ ฟลักซของมวลท่ีลดลงไปคือ  dxdydz
t
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
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dydzdx
x

u
u ]

)(
[





  

dxdzv][  

dxdzdy
y

v
v ]

)(
[





  

dxdyw][  

dxdydz
z

w
w ]

)(
[





  

dx  

dy  

dz  
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ระบบดังนั้นปริมาณฟลักซท่ีเขาและออกจากปริมาตร dxdydz  จะตองเทากันเสมอ ซ่ึงสามารถ
พิสูจนไดโดยใช divergence theorem ดังนัน้จะไดวา 

                          dxdydz
t

dzdxdy
z

w
dydzdx

y

v
dxdydz

x

u
















  )()()(        (2.11) 

หารสมการน้ีตลอดดวย dxdydz  จะได    

                                                   0
)()()(

























tz

w

y

v

x

u                              (2.12) 

หรือเขียนในรูปเวกเตอรไดดงันี้ 

                                                            0)( 




t

V



                                                   (2.13) 

 ซ่ึงเปนสมการอนุรักษมวลท่ีเปนสมการพ้ืนฐานของความเปนจริงสมการแรกในระบบ
สมการเชิงอนุพันธยอยของการไหล โดยบงบอกวามวลนั้นไมมีการสูญหายไป ซ่ึงจะประกอบดวย
ตัวไมรูคา 4 ตวั คือ wvu ,,,  ตางเปล่ียนแปลงไปไดตลอดการไหล สมการเชิงอนุรักษมวลสมการ
เดียวจึงไมสามารถใชแกปญหา และ อธิบายการไหลไดครบถวนจึง จําเปนตองมีสมการของ
พฤติกรรมทางฟสิกสอ่ืนเขามาเกี่ยวของอีก 

2.1.4 สมการอนุรักษโมเมนตมั  
 จากกฎขอท่ีสองของนิวตันท่ีวา แรงเทากับมวลคูณอัตราเรงดังนั้น เม่ือเราพิจารณาแรงท่ี
กระทํากับกอนของไหลปริมาตร dxdydz  จะพบวาแรงท้ังหมดท่ีกระทํากบักอนของไหล จะ
ประกอบไปดวยแรงเคนตั้งฉาก แรงเคนเฉือน และแรงอ่ืนๆท่ีกระทํากับปริมาตรกอนของไหล ดัง
รูปท่ี 2.3 สําหรับความเคนเฉือน ij คือ สมาชิกของ Tensor ความเคนเฉือน ซ่ึงสรางจาก
องคประกอบของพื้นท่ีท่ีแรงเคนกระทํา โดย j  คือทิศทางของแรงเคน และ i คือทิศทางซ่ึงต้ังฉาก
กับทิศท่ีถูกแรงเคนกระทํา  

                     
รูปท่ี 2.3 แรงกระทําท่ีผิว ( surfaceFd


) และแรงท่ีกระทํากับกอนของไหลปริมาตร dxdydz ท้ังกอน  

dydzdx
x

x
x 









  

dx  

dy  dydzx  

dzdxdy
y
yx

yx 













  

dzdxxy  

dxdyzx  

dz  
other

bodyFd


  ),,( zyx  dxdydz
z
zx

zx 









  
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( other
bodyFd


)   เฉพาะแนวแกน x  

 เม่ือพิจารณาท่ีตําแหนง ),,( zyx มีแรงกระทําผิวท่ีแกน x  ดังตอไปนี้ 
บนระนาบ zy  แรงกระทําสุทธิเนื่องจากความเคนต้ังฉากในทิศ x  

                        dxdydz
x

dydzdydzdx
x

x
x

x
x 












                           (2.14) 

บนระนาบ xz  แรงกระทําสุทธิเนื่องจากความเคนต้ังฉากในทิศ x  

                        dydzdx
y

dzdxdzdxdy
y

yx
yx

yx
yx 




















                         (2.15) 

บนระนาบ xy  แรงกระทําสุทธิเนื่องจากความเคนต้ังฉากในทิศ x  

                        dzdxdy
z

dxdydxdydz
z

zx
zx

zx
zx 












                         (2.16) 

แรงอ่ืนๆท่ีกระทํากับกอนของเหลวท่ีจดุศูนยกลางมวลในปริมาตร dxdydz  คือ other
bodyFd


 
จาก  (2.1) kwjviuV ˆˆˆ 


  

t

V

z

V
w

y

V
v

x

V
u

t

t

t

V

t

z

z

V

t

y

y

V

t

x

x

V

dt

tzyxVd















































),,,(  (2.17) 

ดังนั้น ความเรงตามแนวทิศท้ังสาม ท่ีเขียนในรูปสมการเชิงสเกลารจะเขียนไดดังนี ้

                                              
t

u

z

u
w

y

u
v

x

u
uax 















                                           (2.18 ก) 

                                              
t

v

z

v
w

y

v
v

x

v
uay 















                                            (2.18 ข) 

                                              
t

w

z

w
w

y

w
v

x

w
uaz 















                                         (2.18 ค) 

จากกฎของนวิตัน  เม่ือรวมแรงในทิศ x  

                                    xxxsurfacexsurface dxdydzV
dt

d
dpdFdF                              (2.19) 

                           
( ) ( ) ( ) ( )

yx otherx zx
body xdxdydz dydzdx dzdxdy dF

x y z

u u u u
dxdydz u v w

x y z t

 

   

 
  

  

    
        

             (2.20)               

     
( ) ( ) ( ) ( )yx otherx zx

body x

u u u u
f u v w

x y z x y z t

            
              

    

                                                                                                                                               (2.21 ก)               
เม่ือ other

bodyf


คือแรงอ่ืนๆท่ีกระทําตอกอนปริมาตรของไหล 
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ทํานองเดียวกนั       
( ) ( ) ( ) ( )y xy zy other

body y

v v v v
f u v w

y x z x y z t

             
              

                     

                                                                                                                                               (2.21 ข) 
( ) ( ) ( ) ( )yz otherxzz

body z

w w w w
f u v w

z x y x y z t

          
             

                              

                                                                                                                                               (2.21 ค) 
 สมการ(2.21) แสดงถึงอัตราการเปล่ียนแปลงโมเมนตัมตอปริมาตรของไหล ท่ีจะใชไดเม่ือ
ทราบรายละเอียดของความเคนท่ีเกิดข้ึนในของไหล ดังนั้นจึงสามารถจําแนกปญหาตามการไหล
เปนสองประเภท คือ การไหลท่ีไมมีผลของความหนดื (inviscid flow) ซ่ึงเปนการไหลแบบอุดมคติ
ไมมีการหมุนวน (irrotational) สวนการไหลท่ีมีผลของความหนดื (viscous flow) ซ่ึงเปนผลจากการ
เฉือนหนดื (viscous shearing)   

2.1.4.1 การไหลท่ีไมมีผลของความหนดื  
ในของไหลบางชนิด เชน น้ํา และอากาศในระบบท่ีมีปริมาตรขนาดใหญ  ของไหลเหลานี้มี

ความหนดืนอยมากเมื่อเทียบกับปริมาตรของไหล จงึสามารถประมาณหรือสมมติไดวาของไหล
ดังกลาวไมมีผลของความหนืด (inviscid, nonviscous หรือ frictionless) จึงสมมติวาความเคนเฉือน
ในของไหลเปนศนูย ความเคนต้ังฉากในของไหลไมข้ึนกับทิศทาง และขนาดความเคนนี้คือความ
เคนกดหรือความดันนั่นเอง (มนตรี, 2553) กลาวคือ 

pzyx    
0 yzzyzxxzyxxy   

  
( ) ( ) ( ) ( )other

body x

p u u u u
f u v w

x x y z t

        
           

                  (2.22 ก) 

  
( ) ( ) ( ) ( )other

body y

p v v v v
f u v w

y x y z t

        
           

 (2.22 ข) 

 
( ) ( ) ( ) ( )other

body z

p w w w w
f u v w

z x y z t

        
           

                (2.22 ค) 

 สมการ (2.22) เรียกวา สมการการเคล่ือนท่ีของออยเลอร เขียนในรูปของเวกเตอรไดดงันี้ 

                                  
( )

( )other
body

V
p f V V

t


 

       


   

                              (2.22 ง) 
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2.1.4.2 การไหลท่ีมีผลของความหนืด 
 ในท่ีนี้จะกลาวถึงการไหลในทอขนาดเล็กเทานั้น ซ่ึงมีเลขเรยโนลด (Reynolds number) ต่ํา
กวา 2100 ซ่ึงความหมายของเลขเรยโนลดดูท่ีหัวขอ 2.3.1  เม่ือเลขเรยโนลดต่ํากวา 2100 แรงหนดื
จะสงผลใหของไหล เกิดการหมุนวน (voracity) หรือ 0 V


 โดยการไหลชนดินี้มักเกดิข้ึนกบั

การไหลในทอไมโครฟลูอิดิกส เสมอ และเม่ือประมาณให เปนของไหลนิวโทเนียน ท่ี ความเคน
เฉือนในของไหลมีความสัมพันธเชิงเสนกบัอัตราการเปล่ียนแปลงรูปรางเชิงมุม และความเคนตั้ง
ฉากจะข้ึนกับความดัน ไดเวอรเจนท และเกรเดียนท ของความเร็ว ดังนั้นตัวความเคนเฉือนเละความ
เคนต้ังฉากจะนิยามไดดังนี้ (มนตรี, 2553)  

                                            
i

i
i x

V
Vp




  2
3

2 
                                (2.23) 

                                                         



















j

i

i

j
jiij x

V

x

V
                                 (2.24) 

เม่ือในท่ีนี้ ji,  คือดัชนีกํากับของแกน zyx ,,  และ wVVvVVuVV zyx  321 ,,  
 และ   คือความหนืด (viscosity)     
เม่ือแทนความเคนดังกลาวในสมการ (2.23) และ (2.24) ตามแนวแกน x  จะไดวา  

2
2

3

( ) ( ) ( ) ( )other
body x

p u u v u w
V

x x x y y x z z x

u u u u
f u v w

x y z t

   

   

                                            
    

         

 

                                

จัดรูปและทําเชนเดียวกนักับแกน y และ z สมการสําหรับของไหลที่มีความหนืดจะเขียนไดดัง 
สมการ (2.26) 

2 2 2

2 2 2

2
( )

3

( ) ( ) ( ) ( )other
body x

p u u u u v w
V

x x x y z x x y z

u u u u
f u v w

x y z t

  

   

                                      
    

         

 

             

                                                                                                                            (2.26 ก)    
2 2 2

2 2 2

2
( )

3

( ) ( ) ( ) ( )other
body y

p v v v u v w
V

y y x y z y x y z

v v v v
f u v w

x y z t

  

   

            
                          

    
         

 

     

              (2.25) 

   (2.26 ข)
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








































































 










t

w

x

w
u

x

w
u

x

w
uf

z

w

y

v

x

u

zz

w

y

w

x

w
V

zz

p

z
other

body

)()()()(

)(
3

2
2

2

2

2

2

2






                                               

                     (2.26 ค) 
ซ่ึงสมการ 2.26 นี้เรียกวา สมการของนาเวยีร-สโตกสในรูปแบบอนุรักษ 

ในระบบไมโครฟลูอิดิกสซ่ึงประกอบดวยของไหลท่ีไหลใน ทอขนาดไมครอน(micro 
channel) ของไหลท่ีใช นัน้มีความเร็วนอยกวาเสียง แตยังคงมีอิทธิพลของความหนืด ดังนั้นจึง
สามารถประมาณไดวาของไหลที่ใชในระบบ เปนของไหลที่บีบอัดไมไดหรือยุบตัวไมได เม่ือ
พิจารณาสมการอนุรักษมวลโดย ใหความหนาแนนของของไหลมีคาคงท่ี จะไดวา 0V


 ซ่ึงจะ

ทําใหทางซายของสมการ (2.26) พจนท่ี 2 และ 4 มีคาเทากับศูนย จะไดวา 
2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )other
body x

p u u u u u u u
f u v w

x x y z x y z t

   
          

                    
                                                                                                                                                (2.27ก)                             

       2 2 2

2 2 2
other

body y

v v v vp v v v
f u v w

y x y z x y z t

   


        
                    
                                                                                                                                                (2.27ข)         

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )other
body z

p w w w w w w w
f u v w

z x y z x y z t

   
          

                    
                                                                                                                                               (2.27ค)          
หรือเขียนในรูปเวกเตอรไดวา 

                                 2 other
body

V
p V f V V

t

 
 

        


    

                            (2.28) 

 
 
2.1.5 สมการเชิงอนุรักษพลังงาน  

เม่ือพิจารณาวาระบบของไหลเปนระบบอนุรักษ จะสามารถสรางสมการท่ีมีเง่ือนไข 
สอดคลอง กับสมการของ นาเวียร-สโตกส เพื่อชวยหาคําตอบของสมการ และอธิบายระบบ การ
ไหลของของไหลไดอีกสมการหน่ึง ซ่ึงอยูบนพื้นฐานความจริงท่ีวาฟลักซของพลังงาน หรือกําลัง ท่ี
ผานเขาและออกจากปริมาตรของไหลจะมีคาเทากันเสมอ  
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สมการพลังงานจะชวยใหการคํานวณความเร็วหรืออัตราการไหลเฉล่ียของของไหลท่ี
เกิดข้ึนโดยความดัน ทําไดงายข้ึน เม่ือพจิารณาวาของไหลไหลอยางราบเรียบ ไมหนดื และบีบอัด
ไมได หรือเปนของไหลแบบอุดมคตินั่นเอง สมการดังกลาวเปนท่ีรูจกักันดี คือสมการ แบรนูลี 
(Bernoulli equation) แตสําหรับระบบของไหลที่ใกลเคียงกับการไหลในอุปกรณไมโครฟลูอิดิกส
นั้นยังคงมีผลของความหนดืในของไหลมาเกี่ยวของ และบางคร้ังยังมีการนําความรอน เขาและออก
จากระบบ เชน ระบบนําความรอนขนาดจิว๋ (micro heater) (Wu et. al. ,2009) ซ่ึงการอธิบายระบบ
ไมโครฟลูอิดิกสเชนนี้จะตองใชสมการท่ีรวมผลตางๆไวอยางครบถวนในการอธิบายระบบ ซ่ึง
สมการนี้จะเปนสมการเดียวท่ีเช่ือมโยงความรอนเขากับ การไหลของของไหล สมการดังกลาวได
สรางข้ึนโดยใชกฎขอท่ีหนึ่งของเทอรโมไดนามิกส วิธีการสรางสมการไดแสดงไวดงัตอไปนี้ โดย
เร่ิมจากการพจิารณาฟลักซของพลังงานในรูปท่ี 2.4 

 
รูปท่ี 2.4 แสดงฟลักซของพลังงานในทิศแกน x  ท่ีไหลผานกอนมวลซ่ึงเคล่ือนท่ีไปกับการไหล 

    ณ เวลาหน่ึง 
 

 สมการเชิงอนุรักษพลังงานท่ีเกี่ยวของกับการไหลในระบบไมโครฟลูอิดิกสจะสรางข้ึนโดย
อาศัย กฎขอท่ี หนึ่งของเทอรโมไดนามิกส ซ่ึงกลาววาอัตราการเปล่ียนแปลงของพลังงานในกอน
มวลจะเทากับปริมาณฟลักซความรอนท่ีใหแกกอนมวลรวมกับอัตราของงานท้ังหมดท่ีเกิดข้ึน
เนื่องจากแรงตางๆบนกอนมวลนั้น 

                                                        dH dQ dW

dt dt dt
                                                          (2.29)      

dydzdx
x

u
u x

x 









)( 

  

dx  

dy  

dzdxdy
y

u
u yx

yx 












)( 
  

dzdxu yx  

dxdyu zx  

dz  
other

bodydt

dW
 

),,( zyx  

dydzu x  

qdzdy   dzdydx
x

q
q x

x 









)(

 

dxdydz
z

u
u zx

zx 









)(

)(



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โดย Q เปนปริมาณความรอนท่ีไหลเขาและออกจากระบบ (สําหรับเคร่ืองหมายของdW ท่ีใชเปน 
บวกเพราะพิจราณาปริมาณงานท่ีทําใหกับกอนของไหล ซ่ึงในบางตําราจะพิจารณางานท่ีไดจาก
ของไหลโดยที่ปริมาณงานในระบบจะมีเคร่ืองหมายเปนลบ) 

เม่ือพิจารณา 
dt

dWFbody  ซ่ึงแทนอัตราของงานหรือกาํลังท่ีเกิดข้ึนจากแรงตางๆ ท่ีกระทําบนกอนมวล

นี้ เชนแรงโนมถวงหรือแรงจากสนามไฟฟาท่ีกระทํากบัประจุไฟฟาท่ีอยูในของไหล ดังนั้น 

                                                      ( )FbodydW
dxdydz a V

dt
 

                                           (2.30)  

เม่ือ a
  คือความเรงเนื่องจากผลของแรงท้ังหมดท่ีกระทํากับกอนของไหล     

จากรูปท่ี 2.4 อัตราของงานท่ีเกิดจากความเคนต้ังฉาก x ท่ีกระทําบนพ้ืนท่ีหนาตัด dydz  ในทิศ x 
คือ 

                       dxdydz
x

u
dxdydzudydzdx

x

u
u x

x
x

x 












)()(    (2.31)      

อัตราของงานท่ีเกิดจากความเคนเฉือน yx ท่ีกระทําบนดาน dzdx ในทิศ x คือ 

                      dydzdx
y

u
dzdxudzdxdy

y

u
u yx

yx
yx

yx 
















)()( 



       (2.32)      

และอัตราของงานท่ีเกิดจากความเคนเฉือน zx  ท่ีกระทําบนพ้ืนท่ีหนาตัด dxdy  ในทิศ x  คือ 

                      dzdxdy
z

u
dxdyudxdydz

z

u
u zx

zx
zx

zx 












)()(         (2.33)      

ในทํานองเดียวกัน อัตราของงานท่ีเกิดข้ึนจากแรงตางๆในทิศ y  และ z กอใหเกิดอัตราของงาน
ท้ังหมดท่ีเกิดข้ึนจากแรงตางๆในกอนมวลขนาด dxdydz  นี ้

                         

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )( )

( )

yxx zx

y xy zy

yzxzz

uu udW
dxdydz dydzdx dzdxdy

dt x y z

v v v
dxdydz dxdydz dzdxdy

y x z

www
dzdxdy dxdydz dydzdx

z x y

dxdydz a V

 

  





 
  

  
  

  
  


  

  

 


                (2.34) 

 สําหรับพจน 
dt

Qd ซ่ึงแทนปริมาณฟลักซความรอนท่ีใหกับกอนมวลนั้นจะประกอบดวย 2 

สวนคือปริมาณความรอนท่ีเกิดข้ึนบนปริมาตรของกอนมวลเชนปริมาณฟลักซความรอนท่ีผลิตข้ึน
เองไดในกอนมวลนั้น เม่ือกําหนดให Q แทนปริมาณฟลักซความรอนท่ีเกิดข้ึนตอมวลหน่ึงหนวย
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ดังนั้นปริมาณฟลักซท่ีเกิดขึน้บนกอนมวลกอนนี้คือ )(dxdydzQ  จากรูปท่ี (2.4) ปริมาณความ
รอนสุทธิท่ีผานเขาออกในแตละทิศคือ 

                                  dxdydz
x

Q
dydzdxQQQ x

xxx 


                                       (2.35 ก) 

                               dydzdx
y

Q
dzdxdy

y

Q
QQ yy

yy 

























                               (2.35 ข) 

                               dzdxdy
z

Q
dxdydz

z

Q
QQ zz

zz 





















                                (2.35 ค) 

 จากกฎการนําความรอนของฟูริเยร (Fourier law) ปริมาณฟลักซความรอน xQ , yQ และ zQ

ข้ึนอยูกับเกรเดียนตของอุณหภูมิดังนี ้

                                         
x

T
kQx 


  , 
y

T
kQy 


  และ 
z

T
kQz 


                     (2.36) 

โดย k แทนสัมประสิทธ์ิการนําความรอน (thermal conductivity) ของของไหล ดังนั้นพจนของ 

dt

dQ  จึงกลายเปน 

                dxdydz
z

T
k

zy

T
k

yx

T
k

x
Q

dt

dQ


















































                       (2.37) 

สวนอัตราการเปล่ียนแปลงพลังงานในกอนของไหลน้ันจะประกอบดวยพลังงานภายใน 
(internal energy) ซ่ึงเกิดจากการเคล่ือนไหวของโมเลกลุในปริมาตรของเหลวน้ัน และพลังงานจลน 
(kinetic energy) ซ่ึงเกิดข้ึนเนื่องจากของไหลนั้นเกิดการไหล สวนพลังงานศักยโนมถวงในท่ีนีจ้ะ
ไมนํามาพิจารณา เพราะพลังงานศักยนีส้ามรถพิจารณาพลังงานใหเทากับศูนยท่ีจดุอางอิงใดๆได 
และมีผลนอยเมื่อเทียบกับศักยชนดิอ่ืนในการไหลของของไหลในทอ  ยกเวนวาเปนการไหลของ
ของไหลท่ีไหลขนานกับทิศของแรงโนมถวง หาก U แทนพลังงานภายในตอมวลของของไหล 

และ 2

2

1
V  คือพลังงานจลนตอมวลของไหล แลวพลังงานรวม H  คือ ( 2

2

1
VU  ) ดังนั้นจะไดวา 

                                          dxdydzVU
dt

d

dt

dH






  2

2

1                                             (2.38) 

เม่ือแทนพจนตางๆ ลงในสมการ (2.38) จะไดวา 
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21

2

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( )( )

yxx zx

y xy zy

yzxzz

d T T T
U V Q k k k

dt x x y y z z

uu u

x y z

v v v
dxdydz a V

y x z

www

z x y

 

 

  




                                   
  

     
   

      
   

    
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 พจนทางซายของสมการ(2.39)นี้ อยูในรูปอนุพันธรวม ซ่ึงไมสามารถแยกพิจารณา 
องคประกอบแตละความเร็ว และฟลักซของพลังงานในทิศทางตางๆได เพื่อประโยชนในการแก
สมการหรือหาคําตอบจึงจําเปนตองเขียนสมการนี้ใหอยูในรูปคาอนุพันธยอย  

จาก 2

2

1
VUH   ดังนั้น ),,,( tzyxH จะสามารถเขียน 

dt

tzyxdH ),,,( ซ่ึงเปน total 

derivative และสามารถกระจายใหอยูในรูปอนุพันธยอยและอนุพนัธธรรมดาในแกนตางๆดังนี ้
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H
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H
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      (2.40)                                    

ดังนั้น จะไดวา 
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                 (2.41)  

 2.1.6 ระบบสมการนาเวียร-สโตกส  
 จากสมการอนรัุกษท้ังสามสมการคือ(2.13) (2.28) และ (2.41) กอใหเกดิระบบสมการเชิง
อนุพันยอยซ่ึงสามารถสรุปไดดังตอไปนี ้
สมการเชิงอนุรักษมวล 
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 สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม  
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สมการเชิงอนุรักษพลังงาน 
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 รูปแบบของสมการทั้งสามจะมีลักษณะคลายคลึงกัน เม่ือจับตาดูปริมาตรของไหลท่ีมีขนาด 
dxdydz ซ่ึงตรึงอยูกับท่ีในบริเวณใดๆในของไหล หากพิจารณาสมการเชิงอนุพันธยอยท้ังสาม
สมการนี้ จะพบวาแตละสมการมีพจนท่ีเกีย่วกับไดเวอรเจนทของปริมาณฟลักซ [กลาวคือ 



(ปริมาณฟลักซ)] อยูเสมอ 
 สมการเชิงอนุรักษมวล                       V


                               แสดงถึงฟลักซของมวล 

สมการเชิงอนุรักษโมเมนตัม                uV


, vV


, wV


     แสดงถึงฟลักซของโมเมนตัม      

สมการเชิงอนุรักษพลังงาน                  21

2
U V V      


     แสดงถึงฟลักซของพลังงาน          

นอกจากนี้ สมการท้ังสามสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบเดียวกัน กลาวคือ 

                                                          A B C D
E

t x y z

   
   

   
                            (2.42) 

โดยท่ี 
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 ซ่ึง other

bodyf คือแรงท้ังหมดท่ีกระทํากับปริมาตรของเหลวขนาด dxdydz  
ในท่ีนี้ pxx  '  เพื่อแสดงใหเห็นถึงพจนความดันท่ีซอนอยูใน x  ซ่ึงเปนความเคนต้ังฉาก 
 การเขียนอยูในรูปเมทริกซนี้จะมีประโยชนสําหรับใชคํานวณดวยระเบียบวิธีทางตัวเลข
ตอไปซ่ึงจะทําใหการประดิษฐสมการตางๆงายยิ่งข้ึน และสามารถตรวจสอบความถูกตอง
สอดคลองของคําตอบจากปญหาการไหล ซ่ึงตองสอดคลองกับท้ังสามสมการหลักนี้ (ปราโมทย, 
2545) 
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2.2 ของไหลในสมดุลกล  
 กอนท่ีจะพิจารณาการเคล่ือนท่ีของของไหล ควรพิจารณาถึงธรรมชาติโดยปกติของของ
ไหลเปนเบ้ืองตนกอน โดยธรรมชาติแลวของไหลที่ไมมีแรงภายนอกมากระทําและอยูในภาชนะจะ
อยูในสมดุลกล โดยของไหลที่อยูในสมดลุจะอยูนิ่งเทียบกับผนังภาชนะท่ีใสของไหลนั้น เพราะ
ของไหลจะสูญเสียพลังงานจลนออกไปจากระบบอยางตอเนื่อง ในรูปความรอนจากความเสียดทาน
ภายในซ่ึงเกดิจาก แรงหนืดท่ีเปนสมบัติของของไหลภายในปริมาตรของเหลวน้ัน ดงันั้นท่ีสถานะ
สมดุลนี้ สนามความเร็ว ณ จุดใดๆในของไหลจะมีคา เปนศูนย ( 0),( trV


) ท้ังหมด (แตสําหรับ

กรณีท่ีของไหลไหลในสภาวะสมดุลการไหลอัตราการเปล่ียนแปลงสนามความเร็วในของไหลจะ

เปนศูนย กลาวคือ 0
V

t








) หาก other
bodyf


คือแรงโนมถวงมีทิศทาง ẑ  และ ( , , ) 0V x y z 


 ดังนั้น

สมการนาเวยีร-สโตกส ของระบบนี้คือ 
                                                       ˆ 0p gz  


                                                       (2.42) 

เม่ืออินทิเกรต (2.42)   จะไดวา           ( ) *p z p gz                                                 (2.43)    
เม่ือกําหนดให *p เปนความดนัใดๆท่ีระดับความสูง 0z   แลวจะสามารถกําหนดความดันซ่ึง
ข้ึนกับคาความสูง z เปน ความดันสถิตของของไหล (hydrostatic pressure) 
 ประโยชนของความดันท่ีข้ึนกับความสูงนีส้ามารถนําไปประยุกตใชเปนระบบจายของไหล
โดยผลตางความดัน และระบบวัด ซ่ึงใชในงานวจิัยนี ้

2.3 การไหลของของไหลในทอไมโครฟลูอิดิกส  
 สมการนาเวยีร-สโตกส นัน้มีความยากลําบากในการแกเพื่อไดผลเฉลยท่ีแทจริง เนื่อง
เพราะสมการนี้เปน สมการอนุพันธไมเชิงเสน (non-linear differential equation) แตอยางไรก็ตาม
ในบางสถานการณก็สามารถแกสมการนี้ท่ีบางเง่ือนไขไดเชน ของไหลเปนของไหลบบีอัดไมได 
เชนน้ํา หรือสารละลาย หรือของไหลที่ไหลโดยมีความเร็วนอยกวาเสียงมากๆ และพิจารณาการ
ไหลเพียงที่ระบบอยูในสภาวะสมดุล (steady state) ผนังทอไมมีการเคล่ือนท่ี ของไหลบริเวณผนัง
หรือขอบเขตการไหลมีความเร็วเปนศูนย และไมมีการไถลไปกับผนังทอ (non-slip flow) ซ่ึงตน
กําเนิดของเง่ือนไขนี้มาจากขอสมมติท่ีวา โมเลกุลของไหลดานนอกสุดมีการถายเทโมเมนตัมใหกบั
ผนังไดท้ังหมด ซ่ึงการถายเทโมเมนตัมของของไหลท่ีมีความหนาแนนสูงเชนของเหลวนี้อยูใน
ระดับคาเฉล่ียระยะอิสระของโมเลกุล (mean free path) ซ่ึงประมาณ 0.3 นาโนเมตร (Bruss, 2008) 
ในบทนีจ้ะแสดงวิธีการประมาณและการแกสมการนาเวยีร-สโตกส ท่ี สภาวะคงตัว ซ่ึงไมมีการ

เปล่ียนแปลงสนามความเร็วภายในของไหล หรือ ท่ีสถานะ 0



t

V     
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2.3.1 การไหลแบบราบเรียบ และเลขเรยโนลด  
 การไหลในระบบของไหลในทอไมโครฟลูอิดิกสโดยสวนใหญจะเปนการไหลแบบ
ราบเรียบ (laminar flow) ซ่ึงมีเสนกระแสขนานกัน (parallel streamline) และมีเลขเรยโนลด (Re) ท่ี
มีคา 2100Re   โดยเลขเรยโนลดจะเปนปริมาณท่ีไรหนวย (dimensionless) ซ่ึงใชในการหา
ขอบเขตการไหลหรือแยกระหวางการไหลแบบปนปวน (turbulent flow) ซ่ึงมี 3000Re  สวนชวง
ระหวางขอบเขตท้ังสองจะเปนชวงท่ีมีการไหลท้ังสองแบบผสมกันหรือชวงเปล่ียนรูปแบบการไหล 
(transition region) ท่ีมาของตัวเลขนี้นัน้มาจากการทดลอง แตสามารถพิจารณาเง่ือนไขดังกลาวได
จากการพจิารณาการทําสมการนาเวยีร-สโตกสใหเปนสมการไรหนวย 
 เม่ือพิจารณาถึงสมการนาเวียร-สโตกส ปรากฏการณการไหลท่ีสวยงามและนาประหลาด
ใจ มักมาจากพจนไมเชิงเสน )( VV


  เกือบท้ังส้ิน ซ่ึงกอใหเกดิความซับซอนทางคณิตศาสตรท่ี

ใชแกสมการ นาเวยีร-สโตกสตามมาดวย แตกระนั้นก็ตามในเง่ือนไขของการไหลความเร็วต่ําเชน
ในระบบไมโครฟลูอิดิกส พจนไมเชิงเสนนี้จะสามารถละท้ิงไปได โดยการวิเคราะหวาจะสามารถ
ละพจนนี้ออกไปไดหรือไมนั้นจะกระทําโดยการทําใหสมการนาเวยีร-สโตกส เปนสมการไรหนวย 
การละพจนไมเชิงเสนนี้เอง ทําใหคําตอบที่แทจริงของสมการสามารถหาได  
 กําหนดให ตัวแปรทางกายรูปท่ีเชน ความยาว 0L  ความเร็ว 0V  มีหนวยใดๆ โดย r~ และV

~

เปนตัวแปรไรหนวย เชนตัวเลขธรรมดา และ r
 กับV


เปนตัวแปรท่ีใชอธิบายระบบ 

                                                                  rLr ~
0                                                     (2.44 ก) 

                                                                 VVV
~

0


                                                    (2.44 ข) 
 เม่ือความยาวและความเร็วไดถูกกําหนดใหมีหนวยใดหนวยหน่ึงท่ีสอดคลองกัน จากกฎของการ
สเกล (scaling law) จะไดวา                       

                                                                  tTt
V

L
t ~~

0
0

0                                            (2.44 ค) 

                                                                pVp
L

V
p

A

F
p ~~~ 2

0
0

0

0

0                        (2.44 ง) 

                                                                     
tTt ~

1

0 




                                             (2.44 จ) 

xLx ~
1

0 




                                             (2.44 ฉ) 

ซ่ึงจะเหน็ไดวาตัวแปรหนึ่งๆ เชน  p  สามารถเขียนไดในรูปแบบของหนวยตัวแปรอ่ืนๆได หลาย
รูปแบบ  ดังนัน้แทน (2.44) ในสมการนาเวียร-สโตกส ของของไหลบีบอัดไมได ท่ีไมพิจารณาแรง
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จากภายนอก 0other
bodyf


                                     

    V
L

V
p

L

P
VV

L

V

t

V

T

V
VpVV

t

V ~~~~~~~
~

~
2

2
0

0

0

0

0

2
0

0

02 























 




     

                                                                                                                                       (2.45)       

                                       Vp
L

V
VV

t

V

T

L ~~~~~~~
~

~
2

2
0

0
2

0

0 










                        (2.46) 

                                        VpVV
t

VLV ~~~~~~~
~

~
200 














                            (2.47) 

จาก (2.47) จึงนิยาม                      

                                                          


 00Re
LV

                                                        (2.48) 

จาก (2.47) จะไดวาเม่ือ  1Re   สมการทางฝงซายซ่ึงเปนพจนท่ีเกี่ยวกับแรงเฉื่อย (inertia term) 
จะมีคานอยจนตัดออกได เม่ือเทียบกับสมการทางฝงขวาซ่ึง เปนพจนท่ีเกี่ยวกับแรงหนืด (viscous 
term) หรือเม่ือพิจารณาหนวยของ Re  กลาวไดวา Re  เปนอัตราสวนระหวางแรงเฉ่ือยตอแรงหนืด 
โดย 0V  คือความเร็วเฉล่ียของของไหล 0L หรือ hD คือเสนผานศูนยกลางไฮดรอลิก (hydraulic 
diameter) 

โดย                                                    
P

A
L

4
0                                                               (2.49) 

เม่ือ A  คือพ้ืนท่ีหนาตัดท่ีของไหลไหลผานและ P คือเสนรอบรูปท่ีเปยกของไหล (wet perimeter) 

เม่ือพิจารณาระบบ ท่ี สภาวะคงตัว  0
V

t








สมการนาเวยีร-สโตกส จะลดรูปเปนสมการท่ีเปนเชิง

เสน ซ่ึงคือ สมการของสโตกส (Stokes equation) 
                                                Vp


20                                              (2.50) 

แตหาก เง่ือนไขขอบเขตท่ีหอหุมปริมาตรของไหลมีการเปล่ียนแปลงไปกับเวลา เชนการไหลของ

ของไหลในปมของเหลว หรือกระบอกฉีด เทอม  
t

V





 จะไมสามารถละท้ิงไดโดยจะไดวา 

                                                        Vp
t

V 


2

                                           (2.51) 

เนื่องจากรูปแบบท่ีเฉพาะ ของ สมการของสโตกส  ทําใหสามารถแกสมการนี้หาคาความดันท่ี
ตําแหนงใดๆได  โดยการนิยามการหมุนของเวกเตอรความเร็วในเนื้อของไหล (vortex) 
                                                                   V

                                                  (2.52). 
เม่ือใช เง่ือนไขท่ีวา 0


 โดย กระทํา 


ท้ังสองขางของสมการ (2.50) ไดวา 

                                                                 

 


2




t
                                            (2.53) 
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และนํา 


 กระทํากับ (2.50) เม่ือท้ังสองขางของสมการตองเปนคาคงท่ีจะไดวา 
                                                                     02  p


                                                 (2.54)   

ซ่ึงเปนสมการลาปลาซ (Laplace equation) ใชคํานวณหาความดันท่ีจุดใดๆในระบบไดจากเง่ือนไข
ขอบเขต 

เนื่องจากการไหลในไมโครฟลูอิดิกสสวนใหญเปนการไหลแบบราบเรียบดังกลาวแลว 
และยังเปน Poiseuille flow ซ่ึงเกิดข้ึนเม่ือ Newtonian fluid ในระบบไหลคงท่ีหรือในสภาวะสมดุล 
(steady) โดยความดันจากภายนอก (pressure driven flow) ซ่ึงมีสมบัติของแบบความเร็ว (velocity 
profile) เปน parabolic โดยมีความเร็วสูงสุดท่ีจุดกึง่กลางสุดของทอ หรือหลอดการไหลโดย
ลักษณะของ สนามความเร็วจะข้ึนกับรูปรางของขอบเขตทอแตละแบบ 

2.3.2 การไหลในทอตรงท่ีมีพื้นที่หนาตดัใดๆ  
 เม่ือพิจารณาการไหลที่สภาวะคงตัว (steady state flow) หรือการไหลแบบ Poiseuille flow 
ในทอท่ีมีพื้นที่หนาตัดใดๆ ดังรูปท่ี 2.5  

 
รูปท่ี 2.5 การไหลแบบ Poiseuille flow ของของไหลบีบอัดไมไดในทอตรงตามแนวแกน x  ซ่ึงมี 

พื้นที่หนาตัดใดๆเปน  C  (บริเวณแรงเงา) และมีขอบเขตคือ C  ความยาว L ซ่ึงทางปลาย
ซายของทอมีความดันมากกวาปลายดานขวาดวยความแตกตาง p  

 
 จากรูปท่ี 2.5 p  เปนความดนัท่ีตัดผลจากความดันสถิตยออกแลว เนื่องจากไมมีความเรง
อ่ืนใดจากภายนอกมาเก่ียวของกับการเคล่ือนท่ีไปตามแนวแกน x  เหลือเพียงแรงดันกบัแรงเคนท่ี
หักลางกัน ทําใหความเรงของของไหลตามแนวแกน x  เปนศูนย นั่นคือความเร็วในแนวแกน x  จะ
ไมเปล่ียนแปลงไปกับตําแหนงของ x  (translation invariant) แตไมเปนศูนย หรือความเร็วของของ
ไหลจะเปนอิสระกับ x  และสนามความเร็วในระนาบ zy,  ถูกบังคับดวยขอบเขตของทอจึงตองมี
ขนาดเปนศูนย ดังนั้นรูปแบบความเร็วของของไหลท่ีเปนไปไดคือ xzyurV ˆ),()(  ซ่ึงรูปแบบ
การไหลท่ีไมมีการเปลี่ยนแปลงความเร็วเชนนี้จะเกดิข้ึน กับของไหลที่มีความเร็วต่าํๆ เทานั้น เม่ือ
ของไหลมีความเร็วเพิ่มข้ึนอยางทันทีทันใดหรือท่ีมีความเร็วสูงๆจะเกดิสูญเสียสมมาตรของการ

*)( pLp   
ppp  *)0(  

x  

y

z  

C  

C  

Flow direction
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เคล่ือนท่ีนี้ไป  (broken symmetry  of translation invariant) เนื่องจาก xzyurV ˆ),()(   เปน
ฟงกชันของ y  และ z ทําใหสมการนาเวยีร-สโตกส เหลือเพียง 
                                                        pxzyu 


ˆ),(0 2                                              (2.55) 

เม่ือ สนามความเร็วในแนวแกน y และ z เปนศูนย การเปล่ียนแปลงความดนัในแนวแกน y และ z  
จึงถูกบังคับใหเปนศูนย ดังนั้นจึงเหลือเพียงสมการนาเวยีร-สโตกส ในแนวแกน x  เทานั้น 

                                                     
x

xp
zyu

zy 


















)(

),(2

2

2

2
2                               (2.56) 

จาก (2.56) รูปแบบที่เปนไปไดของสมการนี้คือท้ังสองขางของสมการตองเปนคาคงท่ีเทานั้น 
เม่ือ เกรเดยีนทของความดนัเปนคาคงท่ี แสดงวา ความดันจะเปนฟงกชันเชิงเสนของ x และใช
เง่ือนไขขอบเขต จะไดวา 

                                                        *)()( pxL
L

p
rp 


                                           (2.57) 

จากเงื่อนไขขอบเขตท่ีตองสอดคลองกับสมการอนุพันธยอยอันดับสอง xzyurV ˆ),()(   จะตอง
เปนไปไดสําหรับทุกคาในโดเมน C  ผนวกกับเงื่อนไขท่ีของไหลจะไมมีการล่ืนไถลที่ผนังทอหรือ
ขอบเขต  C  ซ่ึงจะไดวา   

                                          
2 2

2
2 2

( , ) , ( , )
p

u y z for y z C
y z L

   
       

                   (2.58)  

                                                                       Czyforzyu  ),(,0),(                        (2.59) 
เม่ือใชเง่ือนไขดังกลาวจะสามารถหาคําตอบของระบบสมการได และจากนั้น จะสามารถหาอัตรา
การไหลของปริมาตรQ และอัตราการไหลของมวล massQ ของของไหลไดตามลําดับโดยการ
อินทิเกรตบนพ้ืนท่ีหนาตัด C       
                                            C

dydzzyuQ ),(                                                                  (2.60) 

                                      Cmass dydzzyuQ ),(            (2.61) 

จากสมการ (2.58) ซ่ึงเปนสมการปวซองซ่ึงสามารถใชการกระจายไอเกนฟงกชันใหอยูในรูป
ผลรวมของฟงกชันฐานได โดยกระจายความเร็ว (Bruss, 2008) 

                                            
1

( , )n n
n

u a y z




             (2.62) 

และพจนทางดานขวาคือ  
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แทนใน (2.58) พจนทางซายซ่ึงเปน Laplacian operator มี eigenvalue  2
nk  
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   2 2 2
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(2.63) แทนใน (2.64) แลวดําเนินการดวย m                                                       
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จาก (2.60)  
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    (2.69)       

เม่ือนิยาม ),(11),( zyzyA mmm   คือพ้ืนท่ียังผล (effective area) แลวนิยาม hydrodynamic 
radius DR โดยให   คือเสนรอบรูปพื้นท่ีหนาตัด ซ่ึงตัวแปรท้ังสามตัวนี้จะข้ึนอยูกับรูปรางของ
ปญหา และเมือ่พิจารณาสเกลความยาวของท้ังสอง  กับพื้นท่ีหนาตัด A  แลว จะนยิามวา 
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
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2                                                             (2.70) 

จาก (2.58) หรือ (2.64) เม่ือ 2
nk   มิติคือสวนกลับของความยาวยกกําลังสอง เพื่อปรับใหผลรวมเทอม

สุดทายไมมีหนวยเพื่อหาคาประมาณผลรวมในสมการ (2.69) ทางดานขวา จะไดวา 
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                                                                     2

3
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L

p
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


                                                  (2.72) 

ดังนั้นเม่ือการไหลที่เปนแบบ Poiseuille flow ในทอท่ีมีพื้นที่หนาตัดใดๆ เม่ือพารามิเตอรตางๆคงท่ี 
จะนยิามคาความนําการไหล (hydrodynamic conductance: Ghyd) และความตานทานการไหล
(hydrodynamic resistance: Rhyd) ไดดงันี้                                                         

                                                           
hyd

hyd R

p
pGQ


                                                (2.73) 

พารามิเตอรท้ังสองนี้ มีประโยชนในการคํานวณ อัตราการไหลในทอ เม่ือความดันคงท่ี หรือ
คํานวณ ความดันท่ีลดลงจากปลายหน่ึงของทอไปยังอีกปลายหนึ่งของทอ (pressure drop) จาก
แหลงจายความดัน หรือผลตางความดันระหวางทอ ท่ีจะเกดิข้ึนในการควบคุมปริมาตร บนไมโคร
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ฟลูอิดิกชิป เชนการควบคุมปริมาณการผสมสารโดยใชวาลวลม (pneumatic valves) ดังการใชงานท่ี
ปรากฏในงานตีพิมพทบทวนเอกสารของ Melin and Quake (2007) นอกจากนี้ยังใชในการคํานวณ
การไหลในระยะการเปล่ียนแปลงเร่ิมตนสําหรับการประยุกตใช ไมโครฟลูอิดิกสในการจายยา
สําหรับผูปวยเพื่อใหไดปริมาตรท่ีแมนยํา (Vedel, 2009) การควบคุมปริมาตรและความดันของไหล
ในหยดของไหลขนาดเล็ก (droplet) เพื่อใชเปนหลอดทดลองขอนาดเล็ก (micro reactor) เชนการ
ประยุกตใช droplet เปนหลอดทดลองขนาดเล็กในงานของ Günther et. al. (2004) ฯลฯ  

2.3.3 การไหลในทอตรงท่ีมีพื้นที่หนาตดัส่ีเหล่ียม  
 ไมโครฟลูอิดิกชิปท่ีสรางดวยเทคนิค EWBT (Etched Wiring Board Technique) มีลักษณะ
พื้นที่หนาตัดใกลเคียงกับรูปส่ีเหล่ียม ดังรูปท่ี 2.6 

 

        รูปท่ี 2.6 ลักษณะภาคตัดขวางส่ีเหล่ียมของไมโครฟลูอิดิกชิปท่ีสรางดวยเทคนิค EWBT 
         ถายโดยใชกลองจุลทรรศนกําลังขยาย 65 เทา 

 
 แมวาจะไมสามารถหาคําตอบท่ีแทจริงของการไหลในทอชนิดนี้ได แตสามารถใช การ
กระจายอนุกรมฟูเรียร เพื่อหาคําตอบโดยประมาณไดกับปญหาดังกลาว จากการจําลองปญหาดังรูป 
ท่ี 2.7    

 

รูปท่ี 2.7 แผนภาพการไหลในทอพื้นท่ีหนาตัดส่ีเหล่ียม กวาง   สูง h  ยาว L ซ่ึงมีผลตางความดัน      

               ระหวางปลายทอท้ังสอง p    
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 ดวยการพิจาณาปญหาเชนเดยีวกับการไหลในทอตรงซ่ึงมีพื้นท่ีหนาตัดใดๆ ซ่ึงจะเขียน
สมการนาเวยีร-สโตกส ไดดงัในรูปแบบเดยีวกันคือ 
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ดวยเง่ือนไขบังคับในโดเมน C และขอบเขต C      
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จากเม่ือกระจาย ),( zyu ดวย อนกุรมฟูเรียร แลวใชเง่ือนไข (2.75) กับ (2.76) จะได 
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อินทิเกรตหาอัตราการไหลจะได 
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2.3.4 การไหลในทอโคงท่ีมีพื้นที่หนาตดัส่ีเหล่ียม  
  เนื่องจากของไหลถูกบังคับใหเบีย่งเบนไปตามขอบเขตของทอ ซ่ึงจะเปนสาเหตุใหเกิดการ
ไหล ทุติยภูมิ (secondary flow) ซ่ึงสามารถอธิบายไดจากการเกิด การหมุนวน (vortex) เชนคลายกนั
กับการเคล่ือนท่ีของอนุภาคท่ีอยูในกรอบหมุน ซ่ึงจะกอใหเกิดแรงหนีศูนยกลาง (centrifugal force) 
และแรงโคลิโอริส (colioris force) ซ่ึงเปนแรงไมอนุรักษ  กรณีการไหลในทอของของไหลท่ีบีบอัด
ไมได สมการ นาเวยีร-สโตกส จะเขียนไดดงันี้   

                                              bodyfVpVV
t

V
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 
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21
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
                     (2.81) 

โดย  V


2 คือพจนของแรงหนืดตอหนวยมวล bodyf คือแรงท่ีกระทํากับกอนของไหล ตอหนวย

มวล และนิยาม ความหนดืจลน (kinematic viscosity) 

   คืออัตราสวนของความหนดื  ตอ

ความหนาแนน  เม่ือใชคุณสมบัติของเวกเตอร (vector identity) กับพจนท่ีสองทางดานซาย  
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                  (2.82) 

ดังนั้น (2.81) จะเขียนโดยใชนิยาม (2.61) ไดเปน  
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 กระทํากับ (2.83) จะไดวา  
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จากเงื่อนไขของของไหลที่บีบอัดไมได 

                   bodyfVpV
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 จาก (2.85) พจนแรกแสดงใหเห็นวาทิศของการหมุน จะเคล่ือนท่ีไปกับของไหล 
สวนพจนท่ีสองนั้นจะหมายถึงทิศทางของการหมุนจะต้ังฉากกับทิศทางของความดันท่ีลดลง 
พจนท่ีสาม เปนพจนของแรงบิดซ่ึงเกิดจากผลของความหนืดและพจนสุดทายจะเปนพจนของแรง
อ่ืนท่ีกระทํากบักอนของเหลว ซ่ึงอาจเปน แรงไมอนุรักษเชนแรงหนีศูนยกลาง แรงโคลิโอลิส 
ท่ีกระทํากับกอนของไหลท่ีกําลังหมุนวนอยู (Greitzer et. al., 2004)   
 สําหรับ ปรากฏการณซ่ึงเกิดการหมุนวนในของไหลที่สามารถเกิดข้ึนในทอโคงซ่ึงมีรัศมี
ความโคงมากๆ พื้นท่ีหนาตัดนอยๆ ในระบบการไหลไมโครฟลูอิดิกส คือปรากฏการณการไหล
แบบดีน (Dean flow) ซ่ึงผลของแรงหนีศูนยกลางจะกอใหเกิด การไหลแบบทุติยภูมิ ข้ึนสามารถ
แสดงใหเห็นถึงการหมุนวนในระนาบของไหล ไดดังรูปท่ี 2.8 ดังนี้  
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รูปท่ี 2.8 ลักษณะภาคตัดขวางและการหมุนวนในทอส่ีเหล่ียมโคงในพกิัด ทรงกระบอก 

ท่ีมีรัศมีความโคงวัดจากก่ึงกลางทอมีความยาว R โดยในท่ีนี้กําหนด
วา  zr vvvV ,, 


 และ  tzrV ,,,


 
 

 การอธิบายระบบดังกลาวจะอางถึงงานของDean (1959) ซ่ึงสมการนาเวียร-สโตกส ของ
ของไหลหนืดบีบอัดไมได เม่ือไมคิดผลของแรงโนมถวง และไมมีแรงอ่ืนมาเกี่ยวของ สมการความ
ตอเนื่อง และสมการนาเวยีร-สโตกสจะเขียนไดดังนี้  
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เม่ือพิจารณาการไหลที่ สภาวะคงตัว ( 0
V

t








) สมมติใหของไหลบีบอัดไมได และไหลแบบ

ราบเรียบ (มี parallel stream line) ท่ีไมข้ึนกับ มุม   ดังนัน้จะได rv  และ zv  ไมเปนฟงกชันของมุม 
  ดังนั้น พจนท่ีมีอนุพันธเทียบกับ   จะเปนศูนย สมการ (2.86) จะลดรูปเปน 
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                                                                                                                                      (2.87 ง) 
        พจนท่ีสองทางซายของสมการ (2.87 ข) คือพจนของแรงหนีศูนยกลางซ่ึงเปนตนเหตุท่ีทําให
เกิดการหมุนวนของของไหล ในขอบเขตของทอ เม่ือทําการประมาณใหอัตราสวนของเสนผาน
ศูนยกลางไฮดรอลิกaของทอส่ีเหล่ียมตอรัศมีความโคง r  มีคามากๆ แลวจะประมาณไดวา 

0
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 rra
  และ 0

1
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2/
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 เปนผลให 
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                                                (2.88)            

จากรูปท่ี 2.8 rRr
        เม่ือ       ar  max

                            
                                                             RrR

r


 
 0

lim                                                (2.89) 

ดวยเง่ือนไขจาก (2.88) และ (2.89) จะไดวา  
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จาก (2.87 ค) สมการนี้จะเปนจริงเม่ือสมมติใหพจนท้ังสามเปนคาคงท่ี เม่ืออินทิเกรต (2.87 ค) จะได
รูปแบบของความดันเปน ),(),( zrgzrfp    เม่ือ ),( zrf เปนฟงกชันใดๆ และ ),( zrg เปน
ฟงกชันใดๆ จากน้ันใชเง่ือนไขเดียวกนัหาฟงกชันของความดัน p โดยใช (2.90 ข) และ(2.90 ง)  
จะไดวา                                             ),(' zrgRCp                                                 (2.92) 
เม่ือ 'C ในท่ีนีเ้ปนคาคงท่ี ),( zrf  และ ),( zrg เปนฟงกชันใดๆ จากเง่ือนไขสมการความตอเนื่อง 
(2.90 ก) จะไดวา  

                                                             
z

v

r

v zr






                                                        (2.93) 

จึงกําหนดฟงกชันกระแสทตุิยภูมิ (secondary stream line)ในระนาบ r  และ z ซ่ึงมีทิศทาง
ของความเร็วของของไหล ตามแนวเสนกระแส โดยฟงกชันกระแสท่ีสภาวะคงตัว ),( zr เปน
ฟงกชันของ r และ z ซ่ึงตอเนื่องและหาอนพุันธได เม่ือทราบฟงกชันกระแสจะสามารถวาดเสน
กระแสที่ ),( zr คาคงตัวหนึ่งๆได เสนกระแสท่ีเขียนไดจะทําใหทราบรูปแบบการไหล (flow 
pattern) จากเงือ่นไขในสภาวะสมดุลเสนกระแสหน่ึงๆจะมีคาคงท่ี ดังนั้น  

                                    0),(),(),( 





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 dzzr
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drzr
r

zrd                            (2.94) 

เนื่องจาก rv และ zv มีทิศทางสัมผัสกับเสนกระแส และการกําหนดองคประกอบความเร็วในหนาตัด
ท่ี   คงท่ีโดยใชเง่ือนไข 0 sdVs


เม่ือ sV


เปนความเร็วของของไหลในระนาบ r  และ z ท่ี   

คงท่ีคาหนึ่ง และ zdzrdrsd ˆˆ  ซ่ึงเปนเวกเตอรขนาดเล็กๆ ท่ีขนานกันกับเสนกระแสเสนหนึ่ง 
ดวยเง่ือนไขนีจ้ะไดวา  
                                                               0 drvdzv zr                                                 (2.95) 
เทียบ (2.95) กับ (2.94) จะไดวา  

                                             ( , )
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 


 และ ( , )
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r z
v
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
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                              (2.96) 

แทน (2.96) และ(2.92) ใน (2.90) นํา (2.90 ข) ท่ีแทนดวย (2.96) และ(2.92) ลบดวย(2.90 ง) 
เนื่องจากสมการความตอเนือ่งนั้นเปนศูนยไป จะเหลือชุดสมการใหมสองสมการดังนี ้

                                
2 2

2 2

v v v vC

r z z r r z
     


                   

                                    (2.97) 

                    
2 2 2 2

2 2 2 2

2v v

r z z r r z R z r z
      

                               
                     (2.98) 

เม่ือ v คือความหนืดจลน(dynamic viscosity) โดยท่ี v  
จากการประมาณสมการ (2.97) และ (2.98) เนื่องจาก r  และ z  ปรากฏในรูปของดิฟเฟอร

เรนเช่ียลเทานัน้ จึงสามารถเล่ือนหรือเปล่ียน พิกัดของสมการ (2.97) และ (2.98) ใหม เปน ),( yx

เพื่อความสะดวก ในการพจิารณาเสนกระแสการไหลในระนาบ โดย ทิศของ x  สอดคลองกับ
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ทิศทางของ r   ทิศของ y  สอดคลองกับทิศทางของ z และปรับให(2.97) เปนสมการไรหนวย
เพื่อใหการวิเคราะหอัตราสวนระหวางปริมาณตางๆ เปนไปโดยงายและส่ือความหมาย โดยใชสเกล
ตาม Dean (1959) ดังนี้  
                             ~v , xax ~ , yay ~ ,   ~

0V 0
2 4 VCa                              (2.99) 

สําหรับเลข 4 ในพจนสุดทาย นั้นกําหนดข้ึนใหสอดคลองกับนิยามของเสนผานศูนยกลางไฮดรอลิก 
(2.49) ซ่ึงสามารถใชการประมาณนี้กับทอท่ีมีพื้นที่หนาตัดอ่ืนๆได ดวยการทําใหสมการไรหนวย 
(2.97) คลายกบั (2.44) จะได  
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พิจารณาพจนสุดทายทางขวา ท่ีเปนพจนของเคิลหรือการหมุนวน โดยนิยามตาม (2.52) ซ่ึง
การหมุนวนจะไมเกดิบนระนาบ yx ~,~   เม่ือพจนนี้เปนศูนย ดงันั้นจะไดวา 
                                                                   4~2

*  v                                                       (2.101) 
ซ่ึงจะได สมการท่ีอยูในรูปแบบคลาย (2.50) อันเปนการไหลในทอท่ีสภาวะคงตัว โดยมีเกรเดียนตข
องความดันลดลงเปนเชิงเสน และมีผลเฉลยของลักษณะความเร็วอยูในรูปพาราโบลา (parabolic 
flow)  
 จากนั้นเม่ือใชเง่ือนไข (2.99) ทําให (2.98) เปนสมการไรหนวย จะไดวา   
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โดย                                                           
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R

a
K                                                 (2.103)  

จากการสังเกตจากการทดลอง Dean จึงสมมติใหของไหลในระนาบ yx ~,~ บริเวณกึ่งกลาง
ทอพุงออกตามแนวแกน x~ ดวยความเร็วคงท่ี ท่ีสภาวะคงตวัเพื่อทําใหสมการ (2.100) สามารถหา
คําตอบโดยประมาณได โดยเขียนฟงกชันกระแสท่ีใชเง่ือนไข (2.96) โดยใหความเร็วลัพทในทิศ x~  
มีคาคงท่ีและ ความเร็วลัพทในทิศ y~ มีคาเปนศูนย ในท่ีสุดแลวฟงกชันกระแสทุตยิภมิูคือ 
                                                                 yk~2~                                                            (2.104)                                
 ซ่ึงไมข้ึนกับเงื่อนไขขอบเขตของทอ จากนั้นแทน (2.104) ใน (2.100) จะได 
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 พิจารณาการไหลแบบหนดืและบีบอัดไมไดในทอโคงซ่ึงมีพื้นท่ีหนาตัดส่ีเหล่ียมมุมฉาก มี
ความกวาง a2   ยาว ab 22  จากเงื่อนไขดังกลาว จะไดเง่ือนไขขอบเขตของ )~,~(~ yxv  ดังนี ้
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                       0),~(~,0)~,1(~   xvyv ; 1~1,~  xy                       (2.106)    
โดย    เปนอัตราสวนความกวางตอความยาวของหนาตัดทอส่ีเหล่ียม     

เม่ือหาคําตอบดวยการกระจายอนุกรม(2.105)เชนเดียวกบัการแกปญหาการไหลในทอตรง 
โดยคําตอบสมการจะอยูในรูป (2.107)     

                    ymylBxlAeyv n
n

nnnn
xk ~cos)~sinh~cosh()~(2~

0

~22 




                  (2.107)     

เม่ือ kmlBA nnnn ,,,,  เปนคาคงที่  ,...,3,2,1,0n  
จากนั้นใช เง่ือนไขขอบเขตจะไดวา 

                                                 222,)
2

1
( nn mklnm                                            (2.108)   

จัดรูปแลวรวมพจนตางๆ  
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จาก (2.109) สามารถหาอัตราการไหลที่ไหลผานทอโดยประมาณ โดยอินทิเกรตรอบพื้นท่ีหนาตัด                               
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ถาหาก 0k ซ่ึงเปนการไหลที่ฟงกชันกระแสทตุิยภูมิมีคาเปนศูนย 
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เม่ือ เขียนกราฟระหวางสัดสวนของอัตราการไหลที่ k > 0 ตออัตราการไหลที่ 0k  กับคา k  จะ
พบวา อัตราการไหลของการไหลปฐมภูมิลดลงมีลักษณะ ดังรูปท่ี 2.9 

 
 
รูปท่ี 2.9 ลักษณะกราฟระหวางสัดสวนของอัตราการไหลที่ k > 0 ตออัตราการไหลที่ 0k  กับ 

   คา k   (Dean,1959) 
 

k

1.0 

10 
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สําหรับรูปแบบของความเร็วในทอของไหลบนระนาบ ของ v
~  กับ x~ ท่ี k ตางกัน จะแสดง

ไดดังรูปท่ี 2.10 เม่ือ k มีคามากข้ึนของไหลจะถูกเหวี่ยงออกตามแนวรัศมีหรือแกน x~ มากข้ึน
เนื่องจากมีความเร็วในทิศออกจากแนวรัศมีสวนโคงหรือ xv~  ซ่ึงแปรกับคา k  
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.10 รูปแบบของความเร็วในทอของไหลบนระนาบ ของ v~  กับ x~ ท่ี k ตางกัน  
   (Dean, 1959) 

 
 สําหรับการพิจารณาถึงคุณสมบัติทางกายภาพของปริมาณไรหนวยท่ี Dean ไดแสดงวิธีการ
พิจารณาโดยประมาณนัน้ White (1929) ไดทดลองหาความสัมพันธระหวาง k และ C ในทอโคง
พื้นที่หนาตัดวงกลม โดยเปล่ียนการสเกลความเร็วในทิศตางๆใหม จนไดอัตราสวนระหวาง
ความเร็วการไหลทุติยภูมิ (secondary flow) กับความเร็วการไหลปฐมภมิู (primary flow) ดังนี ้
                                                         

                                                       
R

a

v

Ca
C




4
*

3

  

                                                         
R

a

v

avm2
                                                     (2.112)       

                                                         
mva

Ca

C 2

4

8
* 













                                           (2.113)       
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                                                     (2.114) 

เม่ือ *C  คือเกรเดยีนตของความดันของการไหลผานทอตรงซ่ึงมีพื้นท่ีหนาตัดเทากับทอโคง  
       a  คือรัศมีทอโคง  
       mv คือความเร็วเฉล่ียของการไหลในทอตามแนวโคงของทอ 
       v   คือความหนืดจลน 
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 ดวยหลักเชนเดียวกัน ในทางการทดลองจงึนิยามตวัเลขซ่ึงบอกถึงอัตราสวนระหวาง การ
ไหลตามขวาง(transverse flow)ตอการไหลตามยาว(longitudinal flow) ดวย Dean number  ซ่ึงนิยาม
ดังนี ้

                                                               
R

D

v

VD
D hh

e 2
                                            (2.115) 

  
เม่ือ  V  คืออัตราเร็วเฉล่ียของของไหล 
        v   คือความหนืดจลน ,  /v เม่ือ คือความหนืด  คือความหนาแนน 
       hD  คือเสนผานศูนยกลางไฮดรอลิกนิยามตาม (2.49) 
        R  คือรัศมีความโคงของทอ 
 การศึกษาการไหลแบบดนีและการไหลในทอโคงมีผูศึกษาไวหลากหลายท้ังการสราง
แบบจําลองทางคอมพิวเตอร และการทดลอง เชนการศึกษาของ Ligrani (1994) ท่ีศึกษา Dean flow 
ของอากาศในทอโคง พื้นท่ีหนาตัดส่ีเหล่ียมท่ีมีอัตราสวนกวางตอยาว 1:40 เทา ท่ี Dean number 
มากท่ีสุดประมาณ 430 โดยใชเคร่ืองกําเนดิควันและตัวตรวจวดัความเร็วแบบ hotwire ท่ีมีขนาดใน
ระดับไมครอน เพื่อวดัความเร็วของอากาศในทอ และกลองวิดีโอเพ่ือสังเกตการเกดิปรากฏการณ  
พบวาท่ี Dean number <40-60 การไหลของอากาศจะเปนการไหลแบบราบเรียบ  และขณะท่ี Dean 
number อยูระหวาง 40-60 และ 64-75  การไหลจะอยูในสภาวะไมสมดุลและพบวาเกิด secondary 
flow ปริมาณนอย และในชวง Dean number  > (64-75) จะเกิดคู 
Vortex มากกวา 2 คูโดยตําแหนงศูนยกลางการหมุนดังกลาวจะข้ึนกบั Dean number เม่ือ Dean 
number มีคาประมาณ 75-200 คูของ Vortex จะเกดิการบิดเกลียว แยกออกและรวมตัวกันสลับไปมา 
ซ่ึงทําควบคูไปกับแบบจําลองทางคอมพิวเตอรซ่ึงใหผลสอดคลองกัน 
 สําหรับการศึกษาทางทฤษฎีซ่ึงพยายามหาผลเฉลยดวยการประมาณจากปรากฏการณ

ดงักลาวโดยใชวิธีทางตัวเลข (numerical methode) perturbation method ,Garlerkin method และวธีิ

ผลตางสืบเนื่อง (finite different) โดยผลการคํานวณมีลักษณะใกลเคียงผลการทดลองซ่ึงช้ีใหเหน็วา

สามารถใชคอมพิวเตอรชวยในการคํานวณปญหาดังกลาวไดเปนอยางดี  เชนการศึกษาของ 

Zhiming และ Yulu (1997) สวนการแกปญหาทางทฤษฎีโดยวเิคราะหสมบัติทางคณิตศาสตรของจุด

เอกฐาน (singularity) ของระบบสมการนาเวียร-สโตกส เชนงานของ Khan (2006) ก็ใหผลที่

สอดคลองกัน  สําหรับการทดลองท่ีศึกษา Dean flow ในของเหลวท้ังการทดลองและการคํานวณ

สามารถดูเพิ่มเติมไดจากงานของ Kim et. al. (2006) 
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2.3.5 การไหลในทอโคงงอ 90 องศาท่ีมีพื้นท่ีหนาตัดส่ีเหล่ียม  
สําหรับการไหลในทอโคงงอ 90 องศา ซ่ึงมีพื้นท่ีหนาตัดเปนรูปส่ีเหล่ียม ในระบบนัน้ตัว

ทฤษฎียังมีความคลายคลึงกับการไหลหนดืในทอโคง ซ่ึงมักเหน่ียวนําให เกิดการไหลที่หมุนวนท่ี มี

จุดหมุนเพิ่มข้ึนดังรูปท่ี 2.11 และ 2.12 ท่ีแสดงเสนกระแสการไหลทุติยภูมิในพ้ืนท่ีหนาตัดบริเวณที่

ของไหลผานออกมาจากรัศมีความโคง ของทอส่ีเหล่ียม ขนาดกวางและยาว  5 μm ถูกงอใหมีมุม 90 

องศา และเปนผลทําใหเกิดการสูญเสียความดันจากแหลงจายความดัน เชนปมท่ีใชหลักการจาก 

กลไก แรงโนมถวง และสนามไฟฟาเปนตน  ซ่ึงในทอทุกแบบตางมีการสูญเสียแรงดัน (pressure 

loss หรือ pressure drop) จากแหลงจายเสมอ (Som and Biswas, 2008) 

 

รูปท่ี 2.11  เสนกระแสปฐมภูมิจากการคํานวณจาก velocity vector ท่ีไดจากการทดลองถายถาพ 
   โดยใช particle image velocimetry  (PIV) method  ของการไหลผานทอโคง 90  
    องศาของ Xiong และ Chung (2008) 
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รูปท่ี 2.12 เสนกระแสทุตยิภมิูหลังผานทอหนาตัดส่ีเหล่ียมขนาด 5×5 μm ยาว 400+400 μm  มุมงอ  

90 องศา จากการคํานวณแบบตาราง(computer grid) ท่ี เลขเรยโนลด     
0.056, 0.56, 5.6, 56, 280 และ 560 ตามลําดับ (Taniselass  et. al.,2011) 
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2.3.6 รูปแบบการไหลในทอท่ีมีความซับซอนบนพื้นผิว 
 ความซับซอนบนพื้นผิวนี้หมายถึงพื้นผิวไมราบเรียบ หรือ พื้นท่ีหนาตัดไมราบเรียบ มี
ความขรุขระ ซ่ึงตางจากกรณี 2.3.4 ท่ีเปนทออุดมคติ เนือ่งจากแมแบบท่ีนํามาทํา ไมโครแชนแนล 
ถูกกัดดวยกรดจากทางดานขาง เม่ือทําการสรางแมแบบของปญหาโดยประมาณ จะไดลักษณะของ
ปญหาดังรูปท่ี 2.13 เม่ือใช perturbation theory ในการประมาณปญหา ดังกลาวในระบบสมการนา
เวียร-สโตกส  ท่ีไรหนวย ลักษณะของไมโครแชนแนลจะเปนดังรูปท่ี 2.13 โดยสาเหตุท่ีมีพื้นผิว
ขรุขระเพียงดานเดียวนัน้เนื่องมาจากประมาณวาปญหามีความสมมาตร 
 
 
    
 
 
 
 
รูปท่ี 2.13 (ก) ไมโครแชนแนลที่มองจากดานบน ซ่ึงมีความขรุขระดานขางมีความกวางw และมี 

            ความยาว L โดยกําหนดใหไมโครแชนแนลมี การเปล่ียนแปลงความกวางบริเวณ 
            พื้นผิว  (shape-perturbed) และถูกผลักดันดวยความดัน p  ท่ี 0z   
      (ข) ความยาวไรหนวยa~ , b~ และ c~ ซ่ึงนิยามข้ึนใหเปนตัวแปรไรหนวย ในขอบเขตท่ีมี  
            ความกวางและยาว 1 หนวย 
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เปนฟงกชันของพ้ืนผิวซ่ึงข้ึนกับตําแหนง x  และ z โดยท่ี 0w คือความสูงเฉล่ียแทจริงของครึ่งหนึ่ง

ของความกวางทอจริง   เปนพารามิเตอรไรหนวยซ่ึง 1  และ 
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, เปนฟงกชันของ

ความซับซอนขรุขระบนพ้ืนผิว ซ่ึงจะนยิาม 
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L

z
c ~                                                                                                                                (2.117 ค) 

และใหคาเฉล่ียของ 
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โดยการทดลองท่ีจะสอดคลองกับเง่ือนไขนี้ จะตองสามารถวัดคาเฉล่ีย ของความกวางของ
ไมโครแชนแนลไดอยางแมนยําโดยมีคาความแปรปรวนนอยท่ีสุด  

นิยามอัตราสวน 
L

w0  และ
L

H
  เพื่อความสะดวก 

สเกลความเร็ว และความดันในแตละแนวแกน ใหเปนความเร็วไรหนวยดงันี้  
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      เม่ือ 0V เปนความเร็วของของไหล และ 0P คือความดันท่ีใชขับดันของไหลในระบบ 
เนื่องจากสมการนาเวยีร-สโตกสประกอบดวย โอเปอรเรเตอร ~  และ 2~  ซ่ึงหาไดโดยใช  
Jacobian matrix ซ่ึงเปนอนุพนัธอันดับท่ีหนึ่งของ a~ , b~ และ c~ โดย 
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จากกฎลูกโซ 
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                                                                                                                                               (2.123) 
เม่ือ 1  หรือพิจารณาแต first order approximation พจน 02  จะไดวา 
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เนื่องจากของไหลที่ไหลในไมโครแชนแนลเชนน้ํา เปนของไหลบีบอัดไมได จากสมการความ
ตอเนื่องจะไดวา 0

~~  v
   

   0~
~),(

~
~

),(
1

~
~),(

~

~
~
~1

~

~1








































b

v
b

z

ca
L

b

v
ca

b

v
b

x

caH

c

v

b

v

a

v zyxzyx 








 

      (2.125) 

จากสมการนาเวียร-สโตกส ท่ีไรหนวย (2.47) ท่ีระบบอยูในสมดุล 0~

~





t

V  

                                                   VpVV
~~~~~~~

Re 2  
เม่ือเขียนองคประกอบในแตละแนวแกน x , y  และ z ตามลําดับโดยใชโอเปอเรเตอรท้ังสองจาก 
(2.119) และ (2.121) จะไดวา 
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                                                                                                                                       (2.126 ค) 
 โดย perturbation theory แตละองคประกอบของความเร็วท่ีจะแทนใน (1.126) จะเขียนเรียง
ตามลําดับการประมาณ (ตัวยก)ไดวา 
                                                               10 ~~~

xxx vvv                                                 (2.127 ก) 
                                                               10 ~~~

yyy vvv                                                 (2.127 ข)    
                                                               10 ~~~

zzz vvv                                                 (2.127 ค) 
                                                               10 ~~~ ppp                                                 (2.127 ง)       
นํา (2.125) แทนใน (2.124) และหาคําตอบโดยแทนเง่ือนไขขอบเขตท่ีวาของไหลไมมีการล่ืนไถล
ไปกับผนังทอจึงมีความเร็วบริเวณผนังทอไมโครแชนแนลเปนศูนย ตามรูปท่ี 2.11 (ข) 

จากการทดลองในข้ันตน การไหลของน้ําในทอท่ีมีอัตราเร็วประมาณ 0.01- 0.1 m/s ท่ีมี
หนาตัดในระดับไมโครเมตรและมีความยาวในระดับเซนติเมตรRe  จะมีคานอยกวา 10  ซ่ึงอาจตัด
พจนไมเชิงเสนนี้ออกไมได และหากพื้นผิวมีความซับซอนดวยแลวการตัดพจนไมเชิงเสนออกโดย
กําหนดใหมีความเร็วในทิศทางเดียวจะทําใหผลเฉลยคลาดเคล่ือนไปได  จะเห็นวาปญหามีความ
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ซับซอนและไมเปนเชิงเสนจงึไมสามารถแกปญหาเพื่อหาคําตอบท่ีแทจริงได แตหากเม่ือประมาณ
ให Re มีคานอยมากและกําหนดใหความเร็วมีทิศทางตามแนวของทอ จะสามารถตัดพจนไมเชิง
เสนท้ิงได  

เพื่อท่ีจะพิจารณาผลของความซับซอนของพื้นผิว กับความดันและอัตราการไหล จึงลด
ความซับซอนและพิจารณาปญหาเปน 2 มิติโดยมีผนังดานหนึ่งเรียบและขรุขระและมีความลึก
อนันตดังเชนตัวอยางดังรูปท่ี 2.14 (Bruus, 2008)  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
รูปท่ี 2.14  (ก)ไมโครแชนแนล 2 มิติ ท่ีมองจากดานบน ซ่ึงมีความเรียบดานหนึ่งและมีความขรุขระ 

         ดานหน่ึง มีความกวางw และมีความยาว L โดยกําหนดใหไมโครแชนแนลมี การ 
         เปล่ียนแปลงความกวางบริเวณพื้นผิว (shape-perturbed) และถูกผลักดันดวยความ     
        ดัน p  ท่ี 0z   
     (ข) ความยาวไรหนวย a~ และ c~ ซ่ึงนิยามข้ึนใหเปนตัวแปรไรหนวย ในขอบเขตท่ีมี  
         ความกวางและยาว 1 หนวย 

 
เม่ือทํากระบวนการเชนเดิม จะไดสมการความตอเนื่องเปน 
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เม่ือตัดเทอมไมเชิงเสนออกโดยประมาณวา 1Re   และแทน (2.125) ในสมการนาเวยีร-สโตกส 
(2.47) และเขียนแยกองคประกอบความเร็วแตละแนวแกนตามลําดับไดดังนี ้
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เม่ือใชเง่ือนไขท่ีวา องคประกอบของความเร็วในแนวแกน x และเกรเดียนตของความดนัตาม
แนวแกน x มีคาเปนศูนย แลวแทน (1.125) ใน (2.126) และ (2.127) จะเขียนพจนการประมาณ
ลําดับท่ีศูนย ในสมการความตอเนื่องและสมการนาเวียร-สโตกสตามลําดับไดดังนี ้
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โดยใชเง่ือนไขขอบเขต ตามรูปท่ี 2.12 จะไดคําตอบดังนี้  
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สําหรับการประมาณในลําดบัท่ีหนึ่ง เม่ือแทน (2.131) สมการความตอเนื่องและสมการนาเวียร-
สโตกสจะเขียนไดดังนี ้
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โดยใชเง่ือนไขขอบเขต ท่ีของไหลไมล่ืนไถลบริเวณขอบเขตของทอจะไดคําตอบของสมการดังนี ้
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เม่ือรวมผลของสมการท้ังสอง แทน (2.133) และ (2.131) ลงใน (2.125) และเปล่ียนตัวแปรกลับจาก
สมการไรหนวยใหเปนสมการท่ีมีหนวยจะไดวา  
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นั่นคือ หากคา 1  จะเกิดพจนความดันตานทานการไหลเพ่ิมข้ึนอีก phQR จากการไหลในทอ
แบบอุดมคติท่ีมีเพียงพจน QRh  นั่นคือตองการความดันในการผลักดันของไหลมากกวาในกรณีท่ี
เปนทอราบเรียบ ในปริมาณหนึ่ง  แตเม่ือ 12   ซ่ึงสอดคลองกับ perturbation theory พจนของ
ความซับซอนซ่ึงอยูในรูปของ พจนการประมาณ จะมีคานอยมากจนตัดท้ิงได แลวเขียน(1.139)ใหม
ตามนิยาม (2.118) จะไดวา  
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ซ่ึงทายท่ีสุดแลวสมการน้ียังคงเปนไปตามสมการความตอเนื่อง และมีรูปแบบของ ความ
ตานทานการไหล เชนเดิมและไมเปล่ียนแปลงไป จากกรณีการไหลแบบอุดมคติ หากสามารถหา
คาเฉล่ียความกวางยกกําลังสามของ 3w ซ่ึงเปนตัวแทนท่ีแทจริงของระบบได    

แตอยางไรก็ตามไดมีผูศึกษา ผลของความดันท่ีลดลงกับอัตราการไหลในไมโครแชนแนล
ท่ีขรุขระซ่ึงไดผลตางจากตัวทฤษฎีอยางมีนัยสําคัญ เชนรายงานของ Mala และ Li (1990) ท่ีทําการ
ทดลองวัดคาความดันสูญเสียและอัตราการไหลของน้ําในทอตรง พื้นท่ีหนาตัดวงกลมในระดับ50- 
254 μm ท่ีทําจากโลหะสเตนเลสและแกว (fuse silica) เทียบกับทฤษฎีของไหลแบบฉบับ พบวาท่ี
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เลขเรยโนลดต่าํๆสามารถประมาณไดวาผลการทดลองสอดคลองกับการไหลตาม Poiseuille flow 
theory แตเม่ือเลขเรยโนลดสูงข้ึน การไหลในทอขนาดเล็กจะเกิดการสูญเสียความดันไปมากกวา
ทฤษฎี ซ่ึงเปนผลใหตัวประกอบความเสียดทาน (friction factor ซ่ึงจะกลาวถึงในหัวขอ 2.3) มีคา
เพิ่มข้ึนกวาคาทางทฤษฎีของไหลแบบฉบับ อยางมีนัยสําคัญ และข้ึนกบัเลขเรยโนลด แตกไ็ดให
คําอธิบายวาอาจเปนผลของความขรุขระบนพ้ืนผิวไมโครแชนแนลไดเชนกัน   

เพื่อทดสอบผลของสภาพการมีข้ัวและผลของความหนดืตอการไหลในระดับไมโครเมตร 
Judy et.al. (2002) ไดทําการทดลองเชนเดยีวกันกับทอตรงที่มีพื้นที่หนาตัดท้ังวงกลมและส่ีเหล่ียม
ในชวงเสนผานศูนยกลาง 15 ถึง 150 μm   แตเพิ่มชนดิของของไหล เปนน้ํา methanol และ 
isopropanal แตกลับพบวาไมพบความแตกตางไปจากทฤษฎีของสโตกสอยางมีนยัสําคัญซ่ึงให
เหตุผลวาอาจเปนไปไดวาถูกจํากดัไวดวยความคลาดเคล่ือนในการทดลอง  

สําหรับผลของความขรุขระท่ีมีตอการไหล Kandlikar et. al. (2005) ไดทําการทดลองหาผล
ของความขรุขระบนพ้ืนผิวของไมโครแชนแนลตรงพ้ืนท่ีหนาตัดส่ีเหล่ียม ท่ีเสนผานศูนยกลางไฮ
ดรอลิก 300-750 μm โดยสรางความขรุขระบนผนังเปนรูปฟนเล่ือย แลวทดลองหาคาสัมประสิทธ์ิ
ความตานทานการไหล พบวาเม่ือใชเสนผานศูนยกลางไฮดรอลิกยังผลที่ปรับแกจาก Darcy factor 
โดยการเพิ่มผลของความขรุขระเขาไปจะทําใหคาท่ีไดสอดคลองกับการทดลองเพิ่มข้ึนอีก 5 %  
และ Taylor et. al. (2006) ยังตีพิมพผลงานท่ีใหขอมูลการสนับการทดลองนี้อีกคร้ังหนึ่ง 
เชนเดยีวกับ Cao et. al.(2006) ท่ีศึกษาผลของความขรุขระตอการไหลของแกสอารกอนในไมโคร
แชนแนลในเง่ือนไขของการไหลที่มีการล่ืนไถลในทอแพลททินัมก็พบวาความขรุขระก็มีผลตอการ
ไหลอยางมีนยัสําคัญเชนเดียวกัน โดยสัมประสิทธ์ิความตานทานการไหลของไมโครแชนแนลที่มี
คาความขรุขระจะมีคามากกวาสัมประสิทธ์ิความตานทานการไหลไมโครแชนแนลท่ีราบเรียบ  

สวนการศึกษาทางดานทฤษฎีดวยแบบจําลองทางคอมพิวเตอรของ Rawool et. al. (2006) 
ซ่ึงแกปญหาของการไหลท่ีไหลผานไมโครแชนแนลที่สรางใหมีผิวขรขุระท่ียื่นเขาไปในไมโคร
แชนแนลเปนรูปส่ีเหล่ียม สามเหล่ียม และส่ีเหล่ียมคางหมูหันดานคูขนานท่ีส้ันเขาไปในไมโคร
แชนแนล พบวาสัมประสิทธ์ิความตานทานการไหลจะเพ่ิมข้ึนอยางไมเปนเชิงเสนกับความสูงของ
รูปแบบความขรุขระ และสัมประสิทธ์ิความเสียดทานดงักลาวจะมีคาลดลงเม่ือเปล่ียนรูปรางความ
ขรุขระเปนรูปส่ีเหล่ียมคางหมู (Chen et. al., 2009) 
2.4 การไหลของของไหลที่ขึ้นกับเวลา  

 เม่ือการไหลเปลี่ยนแปลงไปตามเวลา สมการนาเวยีร-สโตกส ตองรวมพจน    
t

V





 เขาไว

ดวย ดังนี้ bodyfVpVV
t

V
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21
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
ซ่ึงมีผลทําใหสมการ มีความซับซอนมากข้ึน 
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จึงมีการอธิบายระบบของไหลอีกแบบหนึ่ง ซ่ึงลดความซับซอนของการไหลลง โดยอาศัยการ
ประมาณลําดบัท่ี 1 แบบ Lump ซ่ึงอธิบายการไหลของของไหล ผานตัวแปร ความดนัและอัตราการ
ไหล และคุณลักษณะของทอ โดยจะกลาวตอไปใน Equivalent Circuit theory (EC theory) (Vdel, 
2006) 

 ในบางกรณีการไหลท่ีข้ึนกบัเวลาสามารถหาคําตอบไดซ่ึงจะแสดงดังตอไปนี้คือ การ
เร่ิมตนการไหลไปสูการไหลแบบ Poiseuille และหยุดไหลจากการไหลแบบ Poiseuille ซ่ึงเกี่ยวของ
กับการไหลในไมโครแชนแนลมากท่ีสุด   

สําหรับการเร่ิมและหยุดไหลจะแบงเปน 2 กรณี ดังนี ้
กรณีท่ี 1 การหยุดไหลของของไหลในทอจากการไหลแบบ Poiseuille  
เม่ือ 0t  ท่ีปลายทอดานขาเขาบริเวณ 0x  ความดนับริเวณทางเขา *)0( ppp   และ
ปลายทอดานขาออกบริเวณ Lx  มีความดัน *)( pLp    
แตเม่ือ 0t  ความดัน p จะถูกนําออกจากระบบไปทันที จนความดันบริเวณปลายทอท้ังสองดาน 
มีคาเทากันซ่ึงจะไดวา *)()0( pLpp   เม่ือใหทอมีพื้นที่หนาตัดเปนรูปส่ีเหล่ียม และผนังทอมี
ความราบเรียบตามรูปท่ี 2.7 สมการนาเวยีร-สโตกสจะลดรูปเปน  
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    เม่ือ xtzyurV ˆ),,()(   เปนอิสระกับ x  และ พจน ไมเชิงเสน  VV
~~~   ถูกตัดออกดวย

สมมาตรของรูปรางทอท่ีบังคับใหของไหลมีความเร็วในแนวแกนเดียว   
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เง่ือนไขขอบเขต และ เง่ือนไขเร่ิมตนของระบบ จะเปนดังนี ้
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0),,( zyu                                                                                                                   (2.143 ค) 
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โดยท่ี ),()0,,( zyuzyu  ซ่ึงเปนคําตอบของการไหลท่ีสภาวะคงตัวของการไหลแบบ 
Poiseuille เนื่องจาก สมการ (2.141) เปนสมการอนุพันธเชิงเสนแบบ homogeneous ซ่ึงสามารถใช
การกระจาย ไอเกนฟงกชันเพื่อหาคําตอบสมการไดดังนี ้
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เม่ือ nC
~   เปนสัมประสิทธ์ิการกระจายท่ีไรหนวย                            

                                     )()()(),(~)(),,( zZyYtTzyutTtzxu nmnmnmnmnmnm                  (2.145) 
เม่ือแทน (2.145) ใน (2.142) และหารตลอดดวย ),(~)( zyutT nn จะไดวา 
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ซ่ึงสามารถแยกตัวแปรได โดยกําหนด ให   
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โดยใชเง่ือนไขวาของไหลไมมีการล่ืนไถลบริเวณขอบทอ และเง่ือนไขท่ีวาคําตอบของสมการตองมี
ความตอเนื่องและมีความเร็วมากท่ีสุดบริเวณกึ่งกลางทอ ตาม (2.143 ก) (2.143 ค) และ (2.143 ง)  
จะไดวา 
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จาก (2.143 ข) 
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 หาคา klC  โดยคูณ (2.151) ดวย 
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เม่ือแทนคา lk,  ท่ีเปนค่ีจะไดวา 
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แทน klC  ใน (2.150) 
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กรณีท่ี 2 การเร่ิมไหลของของไหลในทอไปเปนการไหลแบบ Poiseuille  
       ในทางกลับกันเม่ือของไหลเร่ิมไหล จนเปนการไหลแบบ Poiseuille เม่ือใช เง่ือนไขขอบเขต   
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          0)0,,( zyu                                                                                                       (2.156 ข)             
จะไดความเร็วในขณะเร่ิมไหลท่ีเวลา t ใดๆ   
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     (2.157)                                   

เม่ือนํา (2.157) มาเขียนกราฟท่ีเวลาตางๆ ท่ีเง่ือนไขตางๆ ท่ีสมมติใหมีลักษณะส่ีเหล่ียมจัตุรัส
ใกลเคียงกับขนาดความสูงของทอท่ีใชทดลอง กลาวคือกําหนดให ดังนี้  
- ความดนัท่ีใชขับดันการไหล 50 mmHg 
- ความสูง×ความกวาง×ความยาว   30 μm ×30 μm ×26 mm (ทิศความเร็วตามแนวความยาว)  
- ความหนืด 0.85 mPas 
-ความหนาแนนของของไหลคือน้ํา 1 kg/m3 

จะไดลักษณะของความเร็วในทิศทางการไหลเปน เมตร/วินาที ณ ตําแหนงตางๆบนระนาบ
ภาคตัดขวางของทอ ท่ีเวลาตางกัน ดังรูปท่ี 2.15 
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                              t = 40 ns                                                                  t ~ 1 μs                                      

รูปท่ี 2.15 ลักษณะพ้ืนผิวซ่ึงแสดงขนาดความเร็วในทิศทางการไหลเปนเมตรตอวินาทีบน 
                  พื้นท่ีหนาตัดของไมโครแชนแนลขนาด ความสูง×ความกวาง 30 μm ×30 μm 

 
 จากรูปท่ี 2.15 แสดงใหเห็นวาการเปล่ียนแปลงความเร็วจากศูนย ไปเปนการไหลแบบ 
Poiseuille นั้นใชเวลาเพียงนอยนิด นั่นคือระบบจะเขาสูสมดุลไดรวดเร็วมากจนสามารถประมาณ
ไดวาการไหลใน ไมโครแชนแนลมีอัตราไหลคงท่ีตลอดชวงเวลาท่ีมีความดันกระทําได ซ่ึงหาก
ระบบเปนทอตรงแข็งเกร็งไมมีการกักเก็บของไหลไวภายในแลว จะไดวาความดันในระบบจะแปร
ผันตรงกับอัตราการไหลเสมอ ตาม Poiseuille law      
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2.5 แรงตงึผิวของของไหลและหยดของไหล 
 ความแตกตางตางระหวางฟสิกสของการเคล่ือนท่ีของของไหลในระบบขนาดใหญ (macro 
scale) และระบบขนาดจ๋ิว (micro scale)  อีกอยางท่ีนอกเหนือไปจากการไหลแบบราบเรียบท่ีมัก
เกิดข้ึนในระบบขนาดจ๋ิวเสมอ คือผลของความตึงผิว (surface tension) เหตุท่ีทําใหเกิดปรากฏการณ
เชนนี้ข้ึนเพราะระบบขนาดจิ๋ว โดยมากมีพื้นที่ผิวตอปริมาตรมากกวาระบบขนาดใหญ ผลของความ
ตึงผิวนี้เอง ทําใหปรากฏการณหลอดรูเล็ก หรือ capillary effect ซ่ึงนําไปประยุกตใชเปน แคพพิลลา
รีปม(capillary pump) ซ่ึงใชปมของไหลในงานท่ีไมตองอาศัยแรงผลักดันจากภายนอก เชนระบบ
ตรวจวเิคราะหสารตางๆ เชน ตรวจวนิิฉัยสารเคมีในปสสาวะ เปนตน (Klasner et. al., 2010)  
           ผลจากความตึงผิวสามารถอธิบายโดยใชพลังงานเสรีของ Gibbs (Gibbs free energy) เม่ือ
ระบบอยูใน สถานะก่ึงสมดลุ (quasi-equilibrim) หรือมีการเปล่ียนแปลงของตัวแปรระบบเปนไป
อยางเช่ืองชา พลังงานเสรีนี้จะมีคานอยท่ีสุด ตามนิยามท่ีสภาวะสมดลุ  
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เม่ือ G  คือพลังงานเสรีของ Gibbs,   คือตัวแปรในระบบ เชน ตําแหนง พืน้ผิวใดๆ หรือปริมาตร
ในระบบ  
 หลักสําหรับการอธิบายเกี่ยวกับแรงบนพ้ืนผิวคือความตึงผิว ซ่ึงความตึงผิวนี้ข้ึนกับสภาพ
พื้นผิวของวัสดุท่ีสัมผัสกับของไหลนั้น ณ อุณหภูมิ T  และความดัน p คงท่ี ความตึงผิวบนพื้นผิว 
A จะนยิามไดดังนี้  
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โดยความตึงผิวจะสามารถแปรความวาเปนแรงตอหนวยความยาว  ไดเม่ือพิจารณา พื้นผิวรูป
ส่ีเหล่ียมบางกวาง w  ยาว L ถายืดผิวนี้ออก เปนความยาว L  จาก L  ไปเปน LL   แรง
ภายนอกท่ีทําใหเกิดงานคือ LFG   และทําใหพื้นผิวมีขนาดเพ่ิมข้ึนอีก Lw ดังนั้นจะไดวา 

                                                        
Lw

LF

A

G








                                                  (2.160) 

ผลของความตึงผิวมีผลทําใหระบบมีความดันเพิ่มข้ึน เม่ือพื้นท่ีผิวตอปริมาตรมีคาเพิ่มมาก
ข้ึน ซ่ึงแสดงใหเห็นเม่ือพิจารณาผลของแรงตึงผิวกับความดันภายในของไหลดังรูปท่ี 2.16  



  51

 
 
รูปท่ี 2.16 (ก) แสดงความดนัภายในท่ีเกิดจากแรงตึงผิวท่ีดึงพื้นผิว dxdy  ของหยดของไหล ซ่ึง 

ตอตานการขยายออกของพ้ืนผิวท่ียดืออกเปนระยะ dz ทําใหพื้นที่ผิวของของไหล     
เปล่ียนเปน )/1)(/1( 21 RdzRdz    

                (ข)ภาพมองจากดานบนแสดงระยะdx ของผิวโคงตามแนว 1R ท่ีขยายเพิ่มข้ึนตามทิศ  
                เปน  dxRdz )/1( 1  
  
จากรูปท่ี 2.16 (ก) และ 2.16 (ข) พื้นผิวท่ีเพิม่ข้ึน 

                                       dA
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                                 (2.161)       

เม่ือไมพิจารณาถึงผลของแรงโนมถวง ซ่ึงระบบมีเพียงการเปล่ียนแปลงพลังงานอิสระใน
รูปของ ความดันที่ทํากับปริมาตรของไหล pVG  และ แรงตึงผิวบริเวณขอบเขต   surfG ดังรูปท่ี 2.16 
เนื่องจากพื้นท่ีเพิ่มข้ึนพลังงานอิสระบนพ้ืนผิว  surfG  จึงพิ่มข้ึน เม่ือระบบตองการพลังงานรวมนอย
ท่ีสุด พลังงานอิสระท่ีเกิดจากความดนัในปริมาตร (pressure-volume energy) จะตองมีคาลดลง และ
เม่ือระบบอยูในสมดุลพื้นผิวไมมีการเคล่ือนท่ี อัตราการเปล่ียนแปลงพลังงานเสรีในท่ีนี้ตองเปน
ศูนย ดังนั้นจะไดวา 
                                        0 surfpVsurf pAdzdAdGdGdG                        (2.162) 
จาก (1.162) จะไดสมการ Young-Laplace equation  
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 สําหรับการไหลดวยความเร็วตํ่าดวยอัตราการไหลคงท่ีเชนหยดน้ําท่ีไหลออกจากภาชนะ
ขนาดเล็กท่ีร่ัวสูอากาศ เชนการคอยๆดันกระบอกฉีดยาบรรจุน้ําท่ีตอกบัเข็มฉีดยาปลายเล็ก
จนกระท่ังหยดน้ําหลุดออก ความตึงผิวจะมีผลทําใหความดันในระบบเปล่ียนแปลงโดยมีลักษณะ
เปล่ียนแปลงไปดังรูปท่ี 2.17 คาความดันในระบบจะมีคามากท่ีสุดเมื่อรัศมีความโคงพื้นผิวของ
ของเหลวมีคาเทากับรัศมีของทอซ่ึงเปนคารัศมีความโคงท่ีนอยท่ีสุดท่ีเกิดข้ึนไดกับระบบ (กรณีท่ี
ทอมีระนาบหนาตัดต้ังฉากกบัความยาว) หลักการนี้ยังถูกนําไปใช กบัการวัดแรงตึงผิวของของไหล
วิธีหนึ่งซ่ึงเรียกวา Maximum bubble pressure tensiometry (Fainerman et. al., 2004) ซ่ึงระบบจะมี
ความดันมากท่ีสุดเม่ือรัศมีความโคงของหยดของไหล เทากับรัศมีของทอ 

 
รูปท่ี 2.17 แสดงรูปแบบของคาความดันในแตละขณะทีเ่กิดหยดของเหลวบริเวณปลายทอท่ีเวลา 

      ตางๆ  (ลูกศรในรูปท่ีแสดงวาหยดของเหลวไดหลุดออกจากทอไป)  
      (Fainerman et. al., 2004) 

 
สําหรับการพิจารณาการละท้ิงผลของแรงตึงผิวในการไหลในทอจะพิจารณาจาก ตวัแปรไร

หนวยคือเลขแคพพิลลารี (capillary number ) ซ่ึงบงถึงสัดสวนของแรงหนืดท่ีกระทํากับของไหล 
ตอ แรงตึงผิว (suface tension forces)  โดยนิยามดังนี ้

             

 0V

Ca       (2.164) 

บทบาทของแรงตึงผิวในสมการ นาเวยีร-สโตกส สําหรับการวิเคราะหการไหลของ ของ
ไหลบริเวณรอยตอของของไหลสองชนิด สมการ Young-Laplace จะถูกใชกําหนด เง่ือนไขขอบเขต 
บริเวณรอยตอของของไหลท้ังสองชนิด ในทิศทางท่ีตั้งฉากกับพื้นผิว n̂ ซ่ึงในกรณนีี้ความดันใน 
(2.163) จะถูกแทนดวย ผลตางความดันจากภายนอก )( )2()1( pp  และผลตางความเคนท่ีเกิดจาก



  53

แรงเคนในเน้ือของของไหลท้ังสองชนิด )2()1(
ikik    ตามลําดับ เม่ือพิจารณาทิศทางใน

องคประกอบใดองคประกอบหน่ึงตามทิศทางต้ังฉากกับพื้นผิวท่ีองคประกอบ in หนึ่งๆ จะไดวา   
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แตทวารัศมีความโคงสําหรับแตละปญหามีลักษณะแตกตางกันไป และยังมีความสําคัญกับ
ทฤษฎีความตึงผิวเปนอยางมาก จึงนยิามผิวโคงเฉล่ีย  

                                        
)(

1

)(

1
)()()(

21
21 rRrR

rrr 
                                     (2.166) 

เม่ือ )(),( 21 rr
   เปนรัศมีความโคงท่ีมาทับและตัดกันเปนมุมฉากท่ีจดุ r

  สวน )(1 rR
  

และ )(2 rR
 เปนรัศมีความโคงบนพ้ืนผิว เม่ือเสนโคงบนผิว )(sr

 ซ่ึงตําแหนง r เปนฟงกชันที่
ข้ึนกับตัวแปร s ใดๆ เชนพกิัด zyx ,, หรือ เวลา t  รัศมีความโคงเฉล่ียเขียนใหอยูในรูปการ
เปล่ียนแปลงของ s  ไดดังนี ้
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หรืออีกรูปแบบหน่ึง  
                                                       ns s ˆ)( 


                                                               (2.168) 

โดย s


 คือเกรเดียนตโอเปอรเรเตอรตามผิวโคงท่ีอยูบนพิกดั s  
จากธรรมชาติของความตึงผิวท่ีระบบพยายามปรับพื้นผิวใหมีพลังงานอิสระนอยท่ีสุด 

สําหรับระบบขนาดจิว๋การทําใหของไหลเปนหยดดวยแรงเฉือน นั้นทําไดงายโดยพิจารณาจาก  
ระบบขนาดจ๋ิว ซ่ึงสวนใหญจะมีตวัเลขแคพพิลลาร่ีท่ีมีคานอยกวา 1 ซ่ึงตัวอยางหน่ึงในการประยุกต 
ใชระบบนี้คือ การสรางหยดสารเคมี (droplet) ท่ีอาจประกอบดวยสารเคมีมากกวา 1 ชนิด ท่ีไมผสม
กับของเหลวอีกชนิดหนึ่งซ่ึงทําหนาท่ีเปนตัวพา(carrier) ซ่ึง droplet นี้เองถือเปนภาชนะใสสาร
ทดลองทางเคมี หรือท่ีเรียกกันวา micro reactor เม่ือท้ังหมดนี้เกิดข้ึนในระบบขนาดเล็กท่ีสามารถ
ควบคุมอัตราการไหลไดอยางแมนยํา จึงสงผลใหผลการทดลองที่ไดมีความถูกตองแมนยํา และ
สามารถทําการทดลองซํ้าไดงายโดยใชปริมาณสารในการทดลองนอย เชนการประยกุตใชในการ
สังเคราะหอนภุาคระดับนาโน ของแคดเมียมซัลไฟด (CdS) (Hung et. al., 2006) ซ่ึงเปน
สวนประกอบที่พัฒนาขึ้นมาใชในเซลลแสงอาทิตยบางชนิด 
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การสราง droplets ในระบบไมโครฟลูอิดิกสท่ีนิยมใช งานกัน คือการสราง droplets แบบ
จุดตอรูปตัว T (T-junction method)

  
รูปท่ี 2.18  แผนภาพการเกิด droplet ในระบบไมโครฟลูอิดิกส ของไหลตางชนิดซ่ึงไมผสมกันจะ 

     ถูกผลักดัน ดวยความดนั cp  และ dp  มีอัตราการไหล cQ และ dQ ตามลําดับไปยัง  
      บริเวณท่ีมีความดันตํ่ากวา คือ op  และมีอัตราการไหล oQ  

 
 จากรูปท่ี 2.18 เขียนสมการความดันท่ีจุด  p  โดยอาศัย EC theory ท่ีจะกลาวในหัวขอ
ตอไป ไดดังน้ี 
                                                    dddd RQpp          
                                                    cccc RQpp                                                     (2.169) 
                                                    oooo RQpp   
จากนั้นหาร (2.168) ดวย ความตานทานการไหลของไมโครแชนแนลในแตละสวน คือ dR , cR  
และ oR  ตามลําดับ แลวนําท้ังสามสมการมารวมกันจะไดวา 
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จากนั้นใชสมการ อนุรักษมวล  
                                                                 cd QQQ 0                                                  (2.171) 
จะไดวา  
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เม่ือพิจารณาสมการ (2.171)พจนแรกทางซายมือ จะพบวาพจนนี้เปนตัวแทนของอัตราการ
ไหลรวมในระบบท่ีจุด p ซ่ึงเกิดจาก ผลรวมการไหลจจากสวนท้ังสามของไมโครแชนแนล และ



  55

สวนท่ีเกดิจาก แรงตึงผิว  แตกระน้ันก็ตาม การวัด การอธิบายการเกดิ droplet และการเคล่ือนท่ีของ
ผิวโคงเฉล่ียท้ังสามคือ d c และ o   นั้นเปนการยาก และจากความซับซอนของพื้นผิว ทําให
อธิบายการเกดิข้ึนของ droplet ดวยการแกหาคําตอบของปญหาท่ีไดจากสมการนาเวยีร-สโตกส ทํา
ไดโดยใชการจําลองทางคอมพิวเตอรเชน (Harada et. al.,2006) ซ่ึงใช Moving Particle Semi-
implicit (MPS) method   (Schönfeld and Rensink,2003) ฯลฯ การแกสมการนาเวยีร-สโตกส 
โดยประมาณเง่ือนไข ใหระบบมีความสมมาตรของรูปราง เชนการหยดออกของของไหลจากทอ
กลมทางทฤษฎีสามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจาก (Eggers,1994)  สวนการศกึษาโดยการทดลอง ของ 
(Garstecki et. al. , 2006) โดยใชรากฐานจากกฎการเทียบสัดสวน(scaling law) ซ่ึงอธิบายวาเม่ือเลข
แคพพิลลารีของระบบมีคานอย แรงระหวางผิวจะมีคามากกวา  แรงจากความเคน ดังนั้นการเฉือน
ของเหลวใหเปน droplet บริเวณจุดเช่ือมตอรูปตัว T จะเปนผลสวนใหญจากความดันท่ีลดลงของ 
droplet  เนื่องจาก droplet มีขนาดใหญข้ึนขณะท่ีมันกําลังเกิดเปน droplet  และจากผลการทดลองยัง
ไดสรุปวา การหาขนาดของ droplet ท่ีสรางจากไมโครแชนแนลรูป ตัว T ซ่ึงสวนใหญใชในงานไม
โครฟลูอิดิกสนั้น อาจไมจําเปนตองหาจาก Laplace pressure และ shear stress แตสามารถหาจาก
วิธีการเทียบสัดสวนซ่ึงสอดคลองกับ สมการอนุรักษมวลแทน โดยมีการประมาณดังรูปท่ี 2.18 เม่ือ

กําหนดให ความเร็วในการเฉือน droplet ออกในไมโครแชนแนลสูง h  คือ 
hW

Q
u c

s     และใน

ขณะเดียวกนัขนาด droplet จะยืดออกตามยาวไปทาง op ดวยความเร็ว
hW

Q
u d

g   เม่ือพิจารณา

ผลรวมเวลาในการเกดิ droplet ซ่ึงจะแบงไดเปน 2 ชวง คือชวงท่ี droplet ขยายตวัออก และชวงเวลา
ท่ี droplet ถูกตัด  โดยระยะเวลาท่ี droplet ขยายตวัออกจะประมาณวาของไหลไหลจากไมโคร
แชนแนล ท่ีตอกับความดนั dp ไปเปนระยะทางเกือบเต็มทอหรือประมาณดวยระยะทาง W ดังนั้น
ระยะเวลาท่ีของไหลขยายตัวออกสูไมโครแชนแนลที่มีของไหลอีกชนดิไหลอยู คือ / gW u ใน
ขณะเดียวกนันั้น ของไหลกจ็ะถูกผลักไปตามแนว oc pp  ดวยความเร็ว su สวนระยะเวลาอีกสวน
หนึ่งท่ีใชตดัของเหลวใหเปน droplet จะหาไดจาก / sd u ซ่ึง d จะข้ึนกับลักษณะหรือขนาดของไม
โครแชนแนลและมีความยาวแปรผกผันกบัเวลา ดังนัน้ถา droplet มีความยาวท้ังหมด L  จะไดวา  

                                                                      
sgg u

d

u

W

u

L
                                                (2.173)  

เม่ือเทียบสัดสวนกับอัตราการไหลจะไดวา 

                                                             1 1g d

s c

du QL

W Wu Q
                                         (2.174) 

โดย Wd / เปนคาคงท่ีของแตละระบบ 
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ซ่ึง (2.174) ใชหาขนาดของ droplet ซ่ึงขนาด ของ droplet สามารถหาไดโดยสัดสวนของอัตราการ
ไหล ไดในชวง ตัวเลขแคพพิลลาร่ีท่ีใชในระบบไมโครฟลูอิดิกสโดยทั่วไป ซ่ึงนอยกวา 0.01 โดย
ขนาดความยาวของ droplet ข้ึนกับลักษณะของทอและอัตราสวนอัตราการไหลของของไหลท้ังสอง
ชนิด ซ่ึงไมข้ึนกับความตึงผิว แตการเพิ่มข้ึนของความดันยังข้ึนกับความตึงผิว ดังสมการ (2.172)  
2.6 ทฤษฎีวงจรสมมูลของไหล  
 สมการทางฟสิกสหลายสาขา มักประกอบดวยระบบสมการท่ีแสดงถึงลักษณะของสนาม
เวกเตอร เชนระบบสมการนาเวียร-สโตกส ระบบสมการการสงถายความรอน ระบบสมการของ
แม็กซเวลล (Maxwell equations) ซ่ึงการพัฒนาระบบคอมพิวเตอรเพือ่การคํานวณประสิทธิภาพสูง
สามารถแกปญหาเพื่อหาคําตอบโดยประมาณของปญหาเหลานี้ไดอยางละเอียดใกลเคียงความเปน
จริง แตในบางคร้ัง การคํานวณดวยระบบดงักลาวซ่ึงใชทรัพยากรณประกอบมาก ก็ไมจําเปน จึงมี
การคิดคนวิธีการประมาณหลายแบบ ซ่ึงใหความถูกตองตามอันดับการประมาณของแตละวิธี                                
การประมาณโดยใช พารามิเตอรแบบลัมป (Lump-parameter) เปนอีกวธีิการหนึ่งท่ีสามารถใชกับ
ระบบ วงจรไฟฟา และของไหลโดยทีแ่ตละสวนประกอบในระบบถูกแทนท่ีดวย คุณสมบัติเพียง
อยางเดยีว เชนความตานทาน ความจุ ความเหนี่ยวนํา ในลักษณะท่ีเหมือนกัน และทําใหระบบ
สมการทางคณิตศาสตรมีความงายข้ึน และสามารถใชประโยชนในการประมาณไดเปนอยางดี โดย
การประมาณสําหรับงานในระบบไมโครฟลูอิดิกส จะใชไดดีในชวงท่ี เลขเรยโนลด มีคานอยกวา
หนึ่ง ตัวอยางหน่ึงของการนาํวิธีการนี้ไปใชในการศึกษาระบบไมโครฟลูอิดิกสสามารถศึกษา
เพิ่มเติมไดจาก Nakata et. al. (2008) 

2.6.1 แหลงจายของไหล  
      แหลงจายความดันของไหล 
 สําหรับแหลงจายความดันใหกับของไหล ในระบบไมโครฟลูอิดิกส สามารถเลือกใชได
หลากหลายรูปแบบซ่ึงมีรูปแบบท่ีนิยมใชในระบบไมโครฟลูอิดิกสมีดังนี้  
แหลงจายความดันจากแรงโนมถวง เปนวธีิการท่ีงายที่สุดโดยใชภาชนะใสของไหลแลวตอทอความ
ดันจากกนภาชนะหรือหลักการ กาลักน้ํา (siphon) ซ่ึงความดันในระดับท่ีตองการจะปรับไดจาก
ระดับความสูง แตมีขอเสียคือไมสามารถทําใหระบบมีความดันคงท่ีตลอดเวลาไดเพราะระดับ
ของเหลวในแหลงจายจะลดลง ตลอดเวลา และหากตองการใหความดันมีคาคงท่ีตองใชของไหลใน
ปริมาณท่ีมาก ภาชนะหนากวาง และขนาดของทอตองมีขนาดเล็กเพื่อท่ีจะประมาณไดวาความดันท่ี
จายออกมามีคาคงท่ี  
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แหลงจายความดันจากปรากฏการณหลอดรูล็ก เปนแหลงจายความดันท่ีอาศัยแรงตึงผิวในการดึง
ของไหลใหเคล่ือนท่ีไปตามแนวของทอ ซ่ึงคาความดันแสดงไวใน Bruss (2008) ซ่ึงอัตราเร็วการ
ไหล   tQ /1    ซ่ึงปมชนิดนี้จะใชงานไดเม่ือมุมสัมผัสของของไหลกับผิวทอในบรรยากาศมีคา
นอยกวา 90 องศา หรือมีแรงดึงดูดระหวางโมเลกุลของไหลกับผนังทอหรือของไหลตองเปยกบน
วัสดุท่ีเปนทอเชนน้ํากับทอแคพพิลลาร่ี หากของไหลไมเปยกทอกจ็ะไมเกิดการไหลเขามาในทอ
เชนปรอทท่ีไมยอมไหลเขาไปในทอแคพพิลลารีโดยงาย  

แหลงจายกระแสของไหล (fluid current source) 
 แหลงจายกระแสของไหลอาจเปนแหลงจายมวลหรือเปนแหลงจายปริมาตร ท่ีมีอัตราคงท่ี
หรือไมก็ได ซ่ึงเปรียบไดกับ (current source) ในวงจรไฟฟา ตัวอยางแหลงจายกระแสของของไหล
ท่ีนิยมใชในระบบไมโครฟลูอิดิกส เพื่อผลักกอนมวลเชน 
แหลงจายกระแสโดยการผลักดันกระบอกสูบ การจายของไหลเขาสูระบบน้ีเปนระบบท่ีสามารถ
ควบคุมอัตราการไหลของของไหลไดอยางเปนเชิงเสนกับอัตราเร็วของการเคล่ือนท่ีของกระบอก
สูบ เปนผลทําใหวิธีการนี้นยิมใชในระบบที่ตองการใหของไหลมีอัตราการไหลที่คงท่ี เชน syringe 
pump  
แหลงจายกระแสจากปรากฏการณ electro osmosis   ระบบนี้เปนลักษณะการจายกระแสของไหล
โดยท่ีตองมีของไหลอยูในระบบเครือขาย ไมโครแชนแนลอยูกอนแลว โดยใชแรงจากสนามไฟฟา
ภายนอกทําใหของไหลมีประจุชนดิหนึ่ง เคล่ือนท่ีสัมพัทธกับพื้นผิวทอขนาดจ๋ิวหรือไมโคร
แชนแนลท่ีมีประจุตางชนดิกนั สําหรับผลการศึกษาเพิ่มเติมหาไดจาก Yao et. al. (2003)  

2.6.2 ความตานทานการไหล (hydraulic resistance) 
 เชนเดยีวกับวงจรไฟฟาท่ีมีการสูญเสียพลังงานจากการไหลในรูปแบบของความรอน Joule 
heating ระบบของไหลก็เชนเดียวกันเม่ือมีความหนดืซ่ึงเกิดจากความเสียดทานภายในของไหล
พลังงานกลในการเคล่ือนท่ี จะถูกเปล่ียนเปนพลังงานความรอน และหยดุเคล่ือนท่ีในท่ีสุดเม่ือนํา
แรงผลักดันออกจากระบบ ดังท่ีกลาวมาแลวในหัวขอ 2.4 สําหรับการไหลที่สภาวะคงตัว ของของ
ไหลนิวโทเนียน บีบอัดไมได แบบลามินาหรือไหลแบบราบเรียบ จะสอดคลองกับ Poiseuille law    
ซ่ึงเปนไปตามสมการและนยิามความตานทานการไหลดังนี้ 
                                                               QpRh /                                                      (2.175) 
เม่ือ hR  คือความตานทานการไหล มีหนวยคือ 3/ msPa   
ซ่ึงสมมูลกับวงจรไฟฟา คลายความสัมพันธ ตามกฎของโอหม โดย elecelecelec IVR /  
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สําหรับทฤษฎีของไหลแบบฉบับสําหรับระบบขนาดใหญการสูญเสียความดันหรือความ
ตานทานการไหลจะพิจารณาจากสมการพลังงาน ซ่ึงนิยามผานเฮด (head) คือระยะทางหรือความสูง
ท่ีของไหลจะเคล่ือนท่ีไปไดตามแนวด่ิง ซ่ึงจะแสดงดังตอไปนี ้
    สมการอนุรักษพลังงานกับเฮดสูญเสียจากความตานทานการไหล 

เม่ือพิจารณาสมการอนุรักษพลังงาน (2.41)  เม่ือระบบอยูในสภาวะสมดุลท่ีจุด 2 จุด ใน1 
มิติเม่ือรวมผลของแรงโนมถวง สําหรับการไหลที่สภาวะคงตัว ท่ีรวมผลจากการสูญเสียพลังงานใน
กระบวนการผันกลับไมได จะไดสมการอัตราการสงถายพลังงานท่ีไหลผานพื้นที่หนาตัดในทอ 2 
จุดใดๆ โดยกําหนดใหเปนจดุท่ี 1 และ 2 ในปริมาตรท่ีพิจารณา ดังนี ้(Fox, et al., 2010) 
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    (2.176) 

เม่ือ Q  แทนปริมาณความรอนท่ีไหลเขาหรือออกจากระบบ  
       W  แทนผลรวมงานท่ีเกิดจากการไหลและความเคนเฉือน 
       U   คือพลังงานภายในของไหลของแตละจุด  
       p  คือความดันท่ีจุดแตละจุด 
       V  คือความเร็วในการไหลท่ีจุดแตละจุด 
        z  คือระดับความสูงของแตละจุด 
        g  คือความเรงจากแรงโนมถวง 
เม่ือไมมีการเปล่ียนแปลงพลังงานภายใน ไมคํานึงถึงผลของความหนดื ของไหลบีบอัดไมได ของ
ไหลมีความเร็วสมํ่าเสมอตลอดพ้ืนท่ีหนาตัดการไหล และพิจารณาปริมาตรไปตามแนวเสนกระแส
การไหล สมการนี้จะกลายเปน สมการแบรนูลี(Bernoulli equation) นั่นเอง  
 แตสําหรับของไหลยุบตัวไมได โดยเม่ือคํานึงถึงความเสียดทานในของไหลในสภาวะคงตัว 
จะไดวา                                                   012  lossEQUU                                   (2.177) 
โดยท่ี lossE  คือพลังงานสูญเสียตอหนึ่งหนวยมวลของไหล  
ดังนั้นจากสมการพลังงานของระบบจะไดวา  
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แตเม่ือความเร็วบนพ้ืนท่ีหนาตัดมีความเร็วไมสมํ่าเสมอ เชนการไหลแบบ Poiseuille ท่ีมีลักษณะ
การกระจายความเร็วเปนรูปพาราโบลา พจนของพลังงานจลนจะพิจารณาในรูป 

                                            
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V                            (2.179) 

เม่ือ   เปนสัมประสิทธ์ิพลังงานจลน ตรงทางเขาหรือออก 1 และ 2  
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และ V  เปนความเร็วเฉล่ียตลอดการไหล 
นิยาม เฮดสูญเสีย ( lossh ) คือระยะความสูงท่ีสูญเสียไปในการสงของไหลผานทอ gEloss /  

เปนเฮดสูญเสียท้ังหมดในทอสงของไหล มีหนวยเปนเมตรเชนเดยีวกนั เม่ือระบบถูกขับดันดวยปม
ซ่ึงทํางาน pE  ตอหนวยมวล เฮดของปม gEh pp /  จะไดสมการดังนี ้

              2,11
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                     (2.180) 

สําหรับเฮดสูญเสียในการไหลดวยผลตางความดันไมมีปมสําหรับขับดัน 0ph  ท่ีระดับ 21 zz   
และท่ีสภาวะสมดุลลักษณะของความเร็วในทอไมเปล่ียนแปลงไป จะไดวา 21    และใชนิยาม
ของความเคนเฉือนของของไหลแบบนวิโทเนียน พิจารณาลักษณะความเร็วในทอของไหล จะได
เปนสมการของ Darcy-Weisbach ใชคํานวณเฮดสูญเสียสําหรับการไหลแบบยุบตัวไมไดและมีการ
ไหลเต็มทอท่ีสภาวะคงตวั 
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2,1                                                     (2.181) 

เม่ือ L    คือความยาวของทอ hD  คือ hydrodynamic diameter ตามนิยาม (2.70) และ f  คือ ตัว
ประกอบความเสียดทาน (friction factor)   
 สําหรับการไหลในทอแบบลามินานั้นทฤษฎีของไหลแบบฉบับพบวาตัวประกอบความ
เสียดทานไมข้ึนกับความขรุขระ โดย     
                                                                Re/64f                                                       (2.182) 
ดังท่ีกลาวมาแลวในหัวขอ 2.3.5 พบวา ความขรุขระของทอขนาดเล็กหรือไมโครแชนแนลมีผลกับ
ตัวประกอบความเสียดทานอยางมีนัยสําคัญ แตอยางไรก็ตามผลการทดลองดังกลาวก็ไมไดมีคา
แตกตางจาทฤษฏีแบบฉบับไปมากนัก ดังนัน้จึงไดยึดถือทฤษฎีแบบแบบฉบับในการเปรียบเทียบผล
การทดลอง เนือ่งจากมีขอมูลการทดลองท่ีเปนมาตรฐานมายาวนานและระบบของไหลในไมโคร
ฟลูอิดิกส ก็ควรสอดคลองกับกฎอัตราสวน 

เฮดสูญเสียในระบบทอ 
การไหลผานระบบทอซ่ึงประกอบดวยทอตรง ทอตอขนาดไมเทากนั ทองอ และวาลว การ

สูญเสียความดนัหรือเฮดสูญเสียความดันหรือเฮดสูญเสียเนื่องจากความเสียดทานภายในทอท่ี
กระทําตอของไหลขณะไหลเต็มทอ จะกําหนดใหเปน การสูญเสียหลัก (major loss : flossh ,  ) สวน
การสูญเสียจากการไหลผานทอตอขนาดไมเทากัน ทองอ และวาวล นัน้กําหนดใหเปนเฮดสูญเสีย
รอง (minor loss : mlossh , )  และเฮดสูญเสียรวม (total head loss : tlossh , ) คือ 
                                               mlossflosstloss hhh ,,,                                                    (2.183 ก) 
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เม่ือ                                  
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และ                                 
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เม่ือ K  นิยามวาเปนสัมประสิทธ์ิการสูญเสีย (loss coefficient) ซ่ึงจะพิจารณาเฮดสูญเสียให
เทียบเทา กับการไหลในทอตรง โดย กําหนด ความยาวสมมูล (equivalent length ) 

                                               
f

KD
L h

e                                                          (2.184) 

อยางไรก็ตามเม่ือ Re  มีคาสูงพบวาความดันลดหรือเฮดสูญเสียจะมีความสัมพันธกับความดันพล
วัตรโดยตรง( 2/2V ) ไมข้ึนกับRe  ซ่ึงจะพิจารณาไดวา K = f (รูปทรงเรขาคณิตของอุปกรณใน
ระบบทอ) แตระบบไมโครฟลูอิดิกส Re  โดยสวนใหญมีคานอยจึงสามารถใช (2.182) ได  

สําหรับความยาวสมมูลในการคํานวณเฮดสูญเสีย ของทอกลมโคงเละหกัมุม จะสามารถ
เทียบไดจากกราฟ ในรูปท่ี 2.19 และสําหรับทอรูปรางอ่ืนสามารถคํานวณไดจาก hD ในสมการ 
(2.49) 

 

 
 
รูปท่ี 2.19 (ก) ความยาวสมมูลของทอโคงรัศมีกับอัตราสวน r /D  
                 (ข) ขวาความยาวสมมูลของทองอหักมุม กับองศา (Robert et. al., 2010) 

 
นอกจากนี้ยังมีการสูญเสียบริเวณปากทางเขาของทอและปลายทอทางออกของทอ ซ่ึง

ข้ึนกับลักษณะทางเขาและออก ตามเอกสารอางอิงของ มนตรี (2553)  
 

(ก) (ข) 
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ความสัมพันธระหวางตัวประกอบความเสียดทานกับความตานทานการไหล (flow 
resistance)  

เม่ือพิจารณาการไหลผานทอกลม ท่ีความดนัทางเขาและออกตางกัน p  การไหลอยูใน
ระดับความสูงเดียวกัน มีสภาวะสมดุลจาก (2.175) และ (2.180) จะไดวา 

                                         
g

V

D

L
f

g

QR

g

p

h

hyd

2

2





                                               (2.185)                       

แทนคา                                              
hVD

f


64
Re/64            

                               
442

2 81284

2

64

R

L

D

L

VD

V

D

L

DV
R

hhhh
hyd 











                                   (2.186)  

ดังนั้นสําหรับกรณีของทอโคง หรือทองอหักมุม เม่ือเทียบความยาวสมมูลกับรูปท่ี 2.17 จะสามารถ
หาความตานทานการไหล ไดจาก (2.186)     

2.6.3 ความจุการไหล (hydraulic compliance/capacitance) 

 จากการประมาณโดยใช Lump parameter ในระบบทอการไหล ความจกุารไหลหรือความ
ยินยอมใหไหลผานได จะใชในการอธิบาย ระบบท่ีแตกตางไปจากการไหลของของไหลที่บีบอัด
ไมไดเชน การบีบอัดไดของของไหลซ่ึงพิจารณาในรูปของโมดุลลัสความยดืหยุน (Bulk modulus) 
การติดของฟองอากาศในทอ ซ่ึงกีดขวางการไหล ทําใหความดันดานทางเขาของระบบมีคาเพิ่มข้ึน 
(H. Bruss, 2008)  ความจุของไหลในระบบของไหล นิยามวาเปนอัตราสวนการลดลงของ
ปริมาตร fdV ซ่ึงกอใหเกิดการเปล่ียนแปลงความดัน dp ดังนี้ 

                                                               
dp

dV
C f

hyd                                                        (2.187) 

เชนเดยีวกับความจุของตัวเก็บประจุในวงจรไฟฟา elecelecelec VQC  /  

2.6.4 ความเหนี่ยวนําการไหล (hydraulic inductance/ hydraulic inertia) 
 ความตานทานการไหลเกดิจากความเสียดทานภายในเน้ือของไหลหรือ ความหนดื ซ่ึง
เปล่ียนพลังงานกลไปเปนพลังงานความรอน เชนเดยีวกบัความตานทานตามกฎของโอหม ซ่ึง
พิจารณาท่ีระบบในสภาวะสมดุล ไมสามารถอธิบายผลของแรงเฉ่ือยได  คาท่ีสามารถบงบอกถึงผล
นี้ไดคือ ความเหนี่ยวนําการไหล  
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 เม่ือพิจารณาปริมาตรของไหล fV ซ่ึงมีความหนาแนน  อยูในทอพื้นท่ีหนาตัดสมํ่าเสมอ 
A  ความยาว l และมีความดนักระทําบนพ้ืนท่ีหนาตัดนั้น p  โดยไมคิดผลของความตานทานการ
ไหล เนื่องจากผลตางความดันรวมสามารถ นํามารวมกันได (superposition) ในภายหลัง จากกฎขอ
ท่ีสองของนิวตัน (Newton’s second law) 
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                                         (2.188)   

ซ่ึง (2.188) ยังคงสมมูลกับวงจรไฟฟาท่ี  
dt

dI
LV elec

elecelec   

2.6.5 การสรางวงจรสมมูลของไหล (equivalent circuit modeling)   
 โครงขายไมโครแชนแนลแตละสวนสามารถเขียน อุปกรณสมมูลไดเชนเดยีวกับ
วงจรไฟฟา สามารถใชกฎของเคิรชชอฟฟ  (Kirchhoff law) หรือแมแตพิจารณาความตานทานรวม
ของระบบ (impedance) ซ่ึงข้ึนกับความถี่ ไดดังรายงานของ Vedel (2009) นอกจากนั้นสามารถนํา
ทฤษฎีนี้ไปออกแบบวงจรขยายสําหรับของไหล ซ่ึงมีรายละเอียดใน Kirshner (1966) หรือการ
นําไปใช ในการออกแบบระบบการไหลในไมโครแชนแนล ของ Noort และ Mccaskill (2004)  

 

 

 

 

 

 

 


