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การศึกษาและพัฒนาแบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน 
สําหรับการไหลที่ซับซอนแบบหมุนวน 

 
Study and Development of Non-Linear Turbulence Models 

for Complex Secondary Flows 
 

คํานํา 
 

ความเปนมาและความสําคญัของปญหา 
 

ในอุตสาหกรรมการบินนั้นมอุีปกรณที่สําคัญอยางหนึ่งนัน่ก็คือ เครื่องยนตกังหนักาซ 
ปจจุบันไดมีการพัฒนาเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพแตก็ถูกจํากดัดวยอุณหภูมทิี่ออกมาจากหองเผาไหม 
เพราะใบพัดของตัวกังหันจะทนอุณหภูมิทีสู่งมากไมได จึงจําเปนตองมีใชระบบหลอเย็นใบพัด 
(cooling turbine blade) มาชวยในการลดอุณหภูมิที่สูงขึ้น โดยปรากฏการณการไหลในระบบหลอ
เย็นใบพัดนีม้ลัีกษณะที่นาสนใจ 2 ส่ิงรวมกันนั่นคือเกดิการไหลวน (secondary flows) และผลจาก
การหมุนของตัวใบพดั (rotating) ในระบบหลอเย็นใบพดันี้มีลักษณะเปนรางสี่เหล่ียมเมื่อรวมกับผล
จากการหมนุของตัวใบพดัจึงกลายเปนกรณศีึกษาที่เรียกวา ทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมทีม่ีการหมุน 
 
 สําหรับการไหลวนนั้นเกิดมาจากกลไกอยางใดอยางหนึ่งใน 2 ส่ิงนี้ไดแก แรงคอริออลิส 
(coriolis force) และ turbulence anisotropy (Prandtl 1952) สําหรับทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมนั้นการ
ไหลวนเกิดมาจาก turbulence anisotropy โดยเกิดการหมนุวน 2 วงการหมนุตอ 1 มุมของทอดังภาพ
ที่ 1 Speziale (1982) ไดทาํการศึกษาพบวาการไหลวนในทอตรงนี้เกดิจากผลตางของความเคนเรย
โนลดตั้งฉากในระนาบที่ตั้งฉากกับการไหล นอกจากนี้ยังไดพบอีกวาการไหลวนนี้มีปริมาณนอย
มากประมาณ 2 ถึง 3 เปอรเซ็นตเมื่อเทียบกบัการไหลหลกั (primary flows) 
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ภาพที่ 1 แสดงการไหลวนทีมุ่มของทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัสจําลองการไหล 

         โดยการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง  
                      ที่มา : Gavrilakis (1992) 
 
 สําหรับทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมที่มีการหมนุนั้น โครงสรางของการไหลวนไดถูกรบกวน
จากแรงคอริออลิสที่เกิดจากการหมุนสงผลใหจํานวนวงการหมุนของการไหลวนเปลี่ยนไปเหลือ 4 
วง การหมุนดังภาพที่ 2 โดยประกอบดวยวงการหมุนขนาดเล็ก และวงการหมุนขนาดใหญ 
Martensson et al. (2005) ไดพบวาเมื่อความเร็วเชิงมุม เพิ่มมากขึ้นวงการหมุนขนาดใหญจะโตขึน้
เร่ือยๆเปนความสัมพันธเชิงเสนตอกัน 
 

 
ภาพที่ 2 แสดงการไหลวนภายในทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัสที่เกิดการหมุนรอบ 

        แกน z  จําลองการไหลโดย การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง  
       ที่มา : Belhoucine et al. (2004) 
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 ในการจําลองการไหลในปจจุบันพบวา large eddy simulation (LES) ไดรับความนยิมใน
การจําลองการไหลมากกวา วิธีเฉลี่ยของเรยโนลด (Reynolds averaged Navier-Stokes, RANS) ที่ใช
รวมกับแบบจาํลองความปนปวน (turbulence model) แตในงานออกแบบทางวิศวกรรมนั้น RANS 
มีความเหมาะสมมากกวาเนือ่งจากใชเวลาคํานวณนอยกวา และไมกนิกําลังของเครื่องคอมพิวเตอร
มากเกินไป สําหรับประเภทของ RANS นั้นมี 2 ประเภทนั่นคือแบบจําลองความปนปวนชนดิความ
หนืดหมุนวนเชิงเสน (linear eddy viscosity turbulence models)  ซ่ึงแบบจําลองความปนปวนเชิง
เสนนี้ไมสามารถจําลองการเกิดการไหลวนในทอตรงได และแบบจําลองความปนปวนชนิดความ
หนืดหมุนวนไมเชิงเสน (non linear eddy viscosity turbulence models) ที่มีความถูกตองสูงกวาแบบ
เชิงเสน ซ่ึงมีความเหมาะสมกวาในการจําลองลักษณะและปริมาณของการไหลวน  
 
 สําหรับคาความคลาดเคลื่อนหลักในแบบจาํลองความปนปวนชนดิความหนืดหมุนวนไม
เชิงเสนมีมาจาก 3 ปจจยันัน่คือ ความคลาดเคลื่อนเนือ่งจากสมการความเคนเรยโนลด ความคลาด
เคลื่อนเนื่องจากแบบจําลองความปนปวน และความคลาดเคลื่อนเนื่องจากคาคงที่ตางในสมการ เพื่อ
เปนการกําจัดความคลาดเคลื่อนเนื่องจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลขโดยเหลือเพียงความสามารถของตัว
สมการความเคนเรยโนลดเอง งานวจิัยนีใ้ชวิธี อะไพรเออรร่ี ( )a priori  เพื่อหาสมการความเคน
เรยโนลดที่ดีทีสุ่ดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไมเชิงเสน 
 

จากนั้นไดทําการหาแบบจําลองความปนปวนชนดิเชิงเสนที่ดีที่สุด แตเนื่องจากแบบจําลอง
ความปนปวนชนิดเชิงเสนในซอฟตแวรสําเร็จรูปทางพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ (computational 
fluid dynamic, CFD) ทั่วไปมีหลายแบบจําลอง งานวิจยันี้จงึไดทําการศึกษาเปรียบเพื่อหา
แบบจําลองความปนปวนชนดิเชิงเสนที่ดีทีสุ่ดในการจําลองการไหลวนกอนที่จะนําไปปรับปรุง
เปนแบบไมเชงิเสน โดยการจําลองการไหลผานทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมที่มีการหมนุแลวดูผลของ
แบบจําลองทีด่ีที่สุดกอนที่จะเลือกไปพัฒนาตอไป ซ่ึงการจําลองการไหลกับกรณีศกึษาตางๆนี้
เรียกวาวิธี อะโพสเทอรริเออรร่ี ( )a posteriori  

 
สุดทายเมื่อไดสมการความเคนเรยโนลด และแบบจําลองความปนปวนชนิดเชิงเสนที่

เหมาะสมกับการไหลวนแลว จึงนําสมการความเคนเรยโนลดที่หาไดติดตั้งในแบบจําลองความ
ปนปวนชนิดเชิงเสนเพื่อแปลงเปนแบบจําลองความปนปวนชนดิไมเชิงเสนโดยการใชฟงกชันยูดี
เอฟ (user defined function, UDF) ในซอฟตแวร Fluent ซ่ึงเปนซอฟตแวรสําเร็จรูปทางพลศาสตร
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ของไหลเชิงคํานวณ จากนั้นจึงทําการจาํลองการไหลผานทอตรงที่มีการหมุนเพื่อดูผลของ
แบบจําลองชนิดไมเชิงเสน ซ่ึงผลที่ไดจากงานวิจยันี้สามารถชวยในการพัฒนาและออกแบบการ
ไหลภายในระบบหลอเย็นใบพัดไดอยางมปีระสิทธิภาพมากขึ้น 
 

วัตถุประสงค 
 

1.  เพื่อพัฒนาแบบจําลองความปนปวนชนดิไมเชิงเสนสาํหรับการไหลในทอตรงที่มกีาร
หมุนไดถูกตองมากขึ้น 

2.  เพื่อที่จะหาสมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดที่เหมาะสมที่สุดสําหรับ
จําลองการไหลที่เกิดการไหลวน 

3.  เพื่อที่หาแบบจําลองความปนปวนชนดิเชิงเสนที่เหมาะสมที่สุดสําหรับจําลองการไหล
ผานทอตรงที่มีการหมุน 

4.  เพื่อที่จะวิเคราะหและเปรียบเทียบเพื่อหาแบบจําลองใกลพื้นผิวทีด่ทีี่สุดสําหรับ
แบบจําลองความปนปวนชนดิไมเชิงเสน 

5.  เพื่อทีจ่ะวิเคราะหและเปรียบเทียบวิธี อะไพรเออรร่ี และวิธี อะโพสเทอรริเออรร่ี ในการ
พัฒนาแบบจําลองความปนปวน 
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การตรวจเอกสาร 
 

ระบบหลอเย็นใบพัดภายในเครื่องยนตกังหันกาซ 
 
ในเครื่องบินนัน้อุปกรณที่สําคัญที่สุดชิ้นหนึ่งนั่นคือเครื่องยนตกังหันกาซภาพที่ 3 สําหรับ

สวนประกอบของเครื่องยนตกังหันกาซดงัประกอบดวย 3 สวนใหญคือ คอมเพรซเซอร หองเผา
ไหม และเทอรไบน โดยช้ินสวนใบพัดในเทอรไบนนีจ้ะมีการตดิตั้งระบบหลอเยน็ใบพัดเนื่องจาก
ผลจากการพัฒนาเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพเครือ่งยนตกังหันกาซทําใหความรอนของแกสรอนที่ออกมา
จากหองเผาไหมมีอุณหภูมสูิงเกนิกวาที่ใบพัดจะทนได สงผลใหใบพัดเกดิการเสียหาย ระบบหลอ
เย็นใบพัดนีจ้ะถูกติดตั้งภายในใบพัดของกงัหันกาซชุดแรกที่ออกมาจากหองเผาไหม (high pressure 
turbine) เพื่อลดอุณหภูมิที่ใบพัดไมใหเกดิการเสียหาย สวนประกอบที่ตดิตั้งในระบบหลอเย็นใบพดั
มีหลายสวนไดแก rib turbulators pin fins และ internal passage เปนตนดังภาพที่ 4 เปนตนใน
งานวิจยันี้สนใจสวน internal passage สวนนี้เปนชองที่อยูภายในตวัของใบพัดสําหรับ internal 
passage นี้มีลักษณะเปนชองสี่เหล่ียม ซ่ึงอากาศเย็นสําหรับระบายความรอนในตัวใบพดัจะถูก
สงผานอยูภายในชองตัว การไหลของอากาศและการเปลี่ยนแปลงของความรอนภายใน internal 
passage นี้ขึ้นอยูกับปจจัยหลายอยางเชน การหมุนของตัวใบพดั การเปลี่ยนแปลงบริเวณหนาตัด
ของ internal passage เปนตน โดยงานวิจยันี้จะสนใจลักษณะการไหลภายใน internal passage ที่เกดิ
การหมุนของตัวใบพดัรวมดวยเปนกรณีศกึษาที่เรียกวา การไหลผานทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมที่มีการ
หมุน 
 

 
ภาพที่ 3 แสดงภาพเครื่องยนตกังหันกาซ  

   ที่มา : http://www.yourdictionary.com/images/ahd/jpg/A4gastrb.jpg (2005) 
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ภาพที่ 4 แสดงสวนประกอบตางๆในระบบหลอเย็นใบพดั 

            ที่มา : Iacovides (2004) 
 

ลักษณะทางกายภาพของการไหลภายในทอตรงที่ไมมีการหมุน 
 

การไหลภายในทอเปนการไหลที่พบไดทัว่ไปในงานทางวิศวกรรมเชน การไหลของอากาศ
ในทอลมระบบปรับอากาศ การไหลของอากาศผานทอดดูอากาศของเครื่องบินขับไล การไหลของ
ของไหลในเครื่องแลกเปลี่ยนความรอนชนิดตางๆ  โดยการไหลภายในทอสามารถแบงชนิดตาม
การวางตวัของทอ คือ ทอวางตัวตามยาวไมมีการโคงงอ และ ทอวางตัวโคงงอ ดานปรากฏการณ
การไหลของของไหลภายในทอตรง มี  2 รูปแบบคือ การไหลของของไหลไปในทศิที่ตองการโดย
ไมเกิดการหมนุวน หรือการไหลในทิศทางหลัก และการไหลวนที่มุมทั้งสี่ของทอหนาตัดทรง
ส่ีเหล่ียมดังภาพที่  1  สําหรับการไหลในทิศทางหลักนัน้พบไดในการไหลภายในทอทั้งทอวางตัว
ตามยาวไมมีการโคงงอ และ ทอวางตัวโคงงอ สวนการไหลวนนัน้พบไดในทอวางตวัโคงงอและทอ
วางตัวตามยาวไมมีการโคงงอที่หนาตัดของทอตองไมเปนทอหนาตดัทรงกลม ลักษณะทางกายภาพ
ของการไหลวนคือจะมีการหมุนวนในทิศทางตั้งฉากกับการไหลในทิศทางหลักดังภาพที่ 1 โดยการ
หมุนที่มุมทั้ง  4 นั้นเกดิ  2 วงการหมุนตอ  1 มุม (Speziale 1982) โดยที่ Speziale  (1982) ไดแสดงให
เห็นวาการไหลวนมีปริมาณที่นอยมากประมาณ  2-3 เปอรเซ็นต เมื่อเปรียบเทียบกบัปริมาณการไหล
หลัก กลไกของการเกิดการไหลวนที่มุมของทอนี้นั้นถูกสรางโดยกลไกอยางใดอยางหนึ่งใน  2 อยาง
นี้ไดแก แรงคอริออลิส และ turbulence anisotrpy (Prandtl 1952) ในทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัสนี้ 
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Speziale (1982) พบวาการไหลวนทีมุ่มของทอเกิดจากผลตางของความเคนเรยโนลดตั้งฉากใน
ระนาบที่ตั้งฉากกับการไหลหรือ turbulence anisotropy นั่นเอง ลักษณะการไหลวนนี้จะถายโอน
โมเมนตัมของของไหลจากแกนกลางของทอไปสูมุมของทอตามแนวเสนทแยงมุมของหนาตัดทอ 
 

ลักษณะทางกายภาพของการไหลภายในทอตรงที่มีการหมุน 
 

สําหรับทอตรงภายใตสภาวะการหมนุปรากฏการณการไหลที่เกิดภายในทอนั้นมีลักษณะ
คลายคลึงกับการไหลผานทอตรงปกตินั่นคอื เกิดทั้งการไหลหลัก และการไหลวนทีมุ่มทั้งสี่ของทอ
หนาตัดทรงสี่เหล่ียม ซ่ึงโครงสรางของการไหลวนทีมุ่มของทอตรงที่เกิดการหมนุนี้จะถูกรบกวน
จากแรงคอริออลิสทําใหโครงสรางเปลี่ยนไปโดยที่ วงการหมุนการไหลวนทั้ง  8 วง จะเหลือเพียง  4 
วงการหมนุ โดยที่ขนาดของการไหลวนทัง้  4 วงนั้นจะมขีนาดใหญ  2 วง และเลก็  2 วง และเมื่อทอ
หมุนดวยความเร็วเชิงมุมทีสู่งขึ้นวงที่มีขนาดใหญนั้นจะมีขนาดใหญขึ้นเปนเชิงเสนกับคาความเร็ว
เชิงมุมที่เพิ่มขึน้ (Martensson et al. 2005) สวนตําแหนงวงการหมนุทั้งขนาดเล็กและขนาดใหญนั้น
จะขึ้นอยูกับการตั้งแกนทีใ่ชหมุนดังภาพที ่2 
 

แบบจําลองความปนปวน 
 
การจําลองการไหลในปจจุบนันั้นมีมหีลายวิธี เร่ิมจากวธีิที่มีความถูกตองมากที่สุดคือการ

จําลองเชิงตัวเลขโดยตรง วิธีนี้คาทีไ่ดจะถือวามีความถูกตองสูงในระดบัเดยีวกับคาที่ไดจากการ
ทดลองแตวิธีนี้ก็มีขอเสียคือตองใชเวลาในการคํานวณนาน ส้ินเปลืองกําลังของเครื่องคอมพิวเตอร
มากและสามารถใชไดกับรูปรางที่ไมซับซอนเทานั้น วิธีตอมาคือวิธี large eddy simulation (LES) 
วิธีนี้จะมีความถูกตองต่ํากวาการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง แตก็มีขอเสียเหมือนการจาํลองเชิงตัวเลข
โดยตรง คือตองใชเวลาในการคํานวณและสิ้นเปลืองกําลังของเครื่องคอมพิวเตอรมาก ถัดมาเปนวิธี
ที่ใช Reynolds stress model (RSM) วิธีนี้ใหความถูกตองรองลงมาจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
และ LES แตสมการในการจําลองการไหลของ RSM มีความซับซอนคอนขางสูง และใชเวลาในการ
คํานวณมากเชนเดียวกนั โดยในงานวจิัยนีจ้ะนําผลการจาํลองการไหลจากทั้ง การจาํลองเชิงตัวเลข
โดยตรง และ LES มาเปนคาอางอิงในการเปรียบเทียบผลอีกดวย 

 
วิธีที่งานวจิัยนีใ้ชทําการศึกษาและพัฒนาคอื วิธีการเฉลี่ยของเรยโนลด  ซ่ึงวิธีการเฉลี่ยของ

เรยโนลด (RANS) มีขอไดเปรียบกวาวิธีการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง และ LES คือสามารถจําลอง
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การไหลผานคอมพิวเตอรเพยีงเครื่องเดียว ไมส้ินเปลืองกําลังของเครื่องคอมพิวเตอรมากเกินไป 
สามารถจําลองรูปแบบการไหลที่ซับซอนได และเหมาะสมกับการออกแบบเพื่อใหไดประโยชนที่
สูงสุด แตขอเสียของ วิธีการเฉลี่ยของเรยโนลด คือความถูกตองยังนอยกวาการจาํลองเชิงตัวเลข
โดยตรง และ LES  วิธีการเฉลี่ยของเรยโนลดนี้จะทําการแปลงสมการการเคลื่อนที่ของของไหลจาก
คา ณ ขณะเวลาใดเวลาหนึ่ง ใหอยูในรูปคาเฉลี่ย เนื่องจากการไหลในงานวิศวกรรมสวนใหญเปน
การไหลแบบปนปวน (turbulent flow) หลังจากทําการเฉลี่ยแลวไดเกิดพจนพิเศษเนื่องจากความ
ปนปวนเกิดขึน้ในพจนการพา (convection term) ของสมการโมเมนตัม โดยพจนนี้เรียกวาสมการ
ความเคนเรยโนลด นอกจากนี้การไหลแบบปนปวนนีไ้ดมีการใชแบบจําลองความปนปวน 
(Turbulence Models) ในการแกปญหารวมดวย แบบจําลองความปนปวนที่นยิมใชอยูในปจจุบันนั้น
คือ แบบจําลองความปนปวนชนดิความหนืดหมุนวน (eddy viscosity turbulence models) 
แบบจําลองชนิดนี้จะจําลองการไหลผานพจนความหนืดหมุนวน (eddy viscosity, tμ ) ซ่ึง
แบบจําลองความปนปวนชนดิความหนืดหมุนวนนี้ยังมแีบบยอยๆอีกหลายแบบ เชน แบบจําลอง
ชนิด k − ε  แบบจาํลองชนิด k SST−ω  เปนตน แบบจําลองที่นิยมใชในซอฟตแวรดาน
พลศาสตรของไหลเชิงคํานวณทั่วไปนั้นเปนแบบจําลองความปนปวนชนิดเชิงเสน ซ่ึงแบบจําลอง
ชนิดเชิงเสนนีส้มการความเคนเรยโนลด มีความสัมพันธแบบเชิงเสนกับอัตราการเปลี่ยนแปลง
ความเครียด แบบจําลองชนิดนี้เสนอโดย Boussinesq (1877) ตอมานักวจิัยไดทําการพฒันา
แบบจําลองใหมีความถูกตองมากขึ้นโดยพฒันาพจนความเคนเรยโนลดใหมีความสมัพันธแบบไม
เชิงเสนกับอัตราการเปลี่ยนแปลงความเครียด ผลที่ไดจากการใชแบบจําลองแบบไมเชิงเสนนี้ใหผล
เปนที่นาพอใจ 

 
ในงานวิจยันี้ตองการใชแบบจําลองเพื่อใชในการทํานายการเกิดการไหลวนใน internal 

passage เนื่องจากการไหลวนเกิดจากผลตางของคาความเคนเรยโนลดตั้งฉาก แตแบบจําลองชนิด
เชิงเสนของ Boussinesq (1877) ใหผลของคาความเคนเรยโนลดตั้งฉากที่เทากันใน  3 แกน สงผลให
แบบจําลองเชงิเสนไมสามารถจําลองการเกิดการไหลวนได แบบจาํลองความปนปวนชนดิไมเชิง
เสนจึงเปนทางเลือกในการใชจําลองการไหลวนในกรณศีึกษาตางๆ จากการตรวจเอกสารพบวา 
Belhoucine et al. (2004) ไดใชแบบจําลองความปนปวนชนดิไมเชิงเสนชนิด explicit algebraic 
Reynolds stress model (EARSM) ในการจําลองการไหลภายใน internal passage พบวาผล
การศึกษายังไมดีเทาที่ควร เนื่องจากคาความเร็วเฉลี่ย คาความเคนเรยโนลดตั้งฉาก และคาความเคน
เรยโนลดเฉือนที่ไดกย็ังหางจากคาอางอิงอยู ดวยเหตุนี้งานวจิัยนี้จงึทําการหาแบบจําลองความ
ปนปวนทีเ่หมาะสมที่สุดสําหรับการไหลที่เกิดการไหลวน และเกิดสภาวะการหมนุภายใน internal 
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passage จากการตรวจเอกสารพบวาแบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสนถูกเสนอครั้งแรกโดย 
Pope (1975) สําหรับการไหลในสองมิติ หลังจากนั้นไดมีกลุมวิจยัอ่ืนไดพฒันาและเสนอ
แบบจําลองชนิดไมเชิงเสนอีกหลายกลุมวิจัย โดยมีกลุมวิจยัที่เสนอดงันี้ Nisizima and Yoshizawa 
(1987), Myong and Kasagi (1990), Rubinstein and Barton (1990), Shih et al. (1993), Craft et al. 
(1996), Lien et al. (1996), Apsley and Leschziner (1998) และ Abe et al. (2003) ในงานวิจยันี้ไดทํา
การเปรียบเทยีบแบบจําลองชนิดไมเชิงเสนโดยวิธี อะไพรเออรร่ี ( )a priori  ของกลุมวิจยัขางตน
นี้ รวมถึงแบบจําลองชนิดเชิงเสนของ Boussinesq (1877) สําหรับการไหลผานระนาบคูขนานใน
หนึ่งมิติ และทอตรงหนาตดัสี่เหล่ียมจัตุรัส ตอมาไดทาํการศึกษาเปรยีบเทียบแบบจาํลองชนิดเชิง
เสนผานทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีการหมุน สุดทายจึงนําแบบจําลองและสมการความเคน
เรยโนลดมาตดิตั้งใน ซอฟตแวร Fluent ที่หาไดมาทําการทดสอบผานทอตรงหนาตดัสี่เหล่ียมจัตุรัส
ที่มีการหมุน 
 

ทฤษฏีและหลักการ 
 

สมการควบคุมการไหลโดยทั่วไป 
 
สมการควบคุมการไหล (governing equation) สําหรับการไหลแบบราบเรียบอัดตัวไมได

ในระบบพกิัดฉากที่สภาวะคงตัว ไมเกดิการหมุน ที่ทําการเฉลี่ยโดยวธีิของเรยโนลยแลวมีสมการ
ดังนี ้
สมการความตอเนื่อง (continuity equation) 

 

( )ρ 0i
i

u
x
∂

=
∂

       (1) 

       
สมการโมเมนตัม (momentun equation) 

 

( )ρ μ ρji i
i j i j

j i j j i j

up u ' 'u u - u u
x x x x x x

⎛ ⎞∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
   (2) 

 
โดยคา ρ  คือความหนาแนน , iu  คือคาความเร็วเฉลี่ยแตละแกน  , P  คือคาความดัน และ
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ix  คือคาพิกัดแกน และ ρ j j
' '- u u  คือ คาพจนความเคนเรยโนลด สามารถเขียนในรูปสมการความ

เคนเรยโนลดไดตามสมมุติฐานของ Boussinesq (1877) ไดดังนี ้
 

( )2ρ μ ρ δ
3

i i
i i t ij

j j

u u' '- u u - k
x x

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

    (3) 

 
โดย μt  คือ คาความหนดืหมนุวน, δij  คือคา Kronecker’s delta, และ k  คือคาพลังงานจลนความ
ปนปวน  ซ่ึง Boussinesq (1877) ใชหลักความสัมพันธระหวางความเคนเรยโนลด กับอัตราของ
ความเครียดในรูปเชิงเสน สมการของ Boussinesq (1877) นีน้ิยมใชในซอฟตแวรทางพลศาสตรของ
ไหลเชิงคํานวณทั่วไป เนื่องจากไมมีความซับซอนของสมการ สามารถเขียนโปรแกรมติดตั้งไดงาย 
และใหผลการศึกษาที่ดนีาพอใจในปญหาการไหลที่ไมซับซอนเชน การไหลผานระนาบคูขนาน 
เปนตน สวนการไหลที่ซับซอนเชน การไหลภายใตสภาวะการหมุน การไหลที่มีอนภุาค เปนตน 
นั้นสมการของ Boussinesq (1877) ใหผลการศึกษาทีย่ังไมดีเทาที่ควร  

 
สมการควบคุมการไหลเมื่อมีการหมุน 

 
เมื่อระบบเกดิการหมุน การแกสมการสามารถคํานวณไดทั้งจากความเร็วสัมบูรณ ( )v  และ

ความเร็วสัมพทัธ ( )rv  โดยคาความเร็วทั้งสองตัวมีความสัมพันธดังนี ้
จากสมการโมเมนตัม  

 
Ωrv v - r= ×        (4) 

 
โดยที่ Ω  คือ ความเร็วเชิงมุม , r  คือ position vector in the rotating frame 
สําหรับสมการโมเมนตัมพจนทางซายมือสามารถเขียนไดเปน 

 
( )ρvv∇⋅        (5) 

 
เมื่อระบบเกดิการหมุน พจนนี้สามารถแทนคาความเร็วสัมบูรณไดดังนี้ 

 
( )ρ Ωv v vr∇⋅ + ×       (6) 
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จากนั้นสามารถเปลี่ยนใหอยูในรูปความเรว็สัมพัทธไดดงันี้ 

 

( ) Ωρ 2ρΩ ρΩ Ω ρr r rv v v r r
t

∂
∇ ⋅ + × + × × + ×

∂
   (7) 

 

โดยที ่  2Ω rv×  คือ แรงคอริออลิส ,Ω Ω r× ×  คือ Centrifugal force สวน Ωρ r
t

∂
×

∂
 ในงานวิจยันี้

ถือวามีคานอยมากจนไมนํามาคิดในสมการ สําหรับสมการความตอเนื่องสามารถเขียนอยูในรปู
ความเร็วสัมพทัธไดดังนี ้

 

( )ρ 0
i

vrx
∂

=
∂

       (8) 

 
สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน 

 
  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดที่นํามาศึกษาเปรียบเทียบในงานวจิยันี้มี
ดังนี ้

1.  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไม
เชิงเสนของ Craft et al. (1996) 
 

2
3

' '
i j ij

ij

u u k
a

k

− δ
≡       (9) 

 
2
3

' '
i j ij iju u ka k= + δ       (10) 

 
โดยคา ija  (Reynolds stress anisotropy tensor) สามารถเขียนไดดังนี ้
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( )

( )

1

2

3

4 2

5 2

6 72 2

1
3

1
3

2
3

ν
=

ν ⎛ ⎞+ δ⎜ ⎟ε ⎝ ⎠
ν

+ Ω +Ω
ε
ν ⎛ ⎞+ Ω Ω − Ω Ω δ⎜ ⎟ε ⎝ ⎠
ν

+ Ω + Ω
ε
ν ⎛ ⎞+ Ω Ω + Ω Ω Ω Ω δ⎜ ⎟ε ⎝ ⎠
ν ν

+ + Ω Ω
ε ε

t
ij ij

t
ik jk kl kl ij

t
ik jk jk ik

t
ik jk kl kl ij

t
ki lj kj li kl

t
il lm mj il lm mj lm mn nl ij

t t
ij kl kl ij kl kl

a - S
k

c S S - S S

c S S

c

kc S S S

kc S S - S

k kc S S S c S

 (11) 

 
โดยคาความหนืดหมนุวน ( )tν  เขียนไดดังนี ้
 

2

t
kc fμ μν =
ε

       (12) 

 
คา μc  และคา damping function ( )fμ  ของ Craft et al. (1996) สามารถเขียนไดดังนี ้   

 

( )( )

( )( )

1 5
0 3

1 0 35

0 361
0 75

.
.C

. max S ,

- .- exp
exp - . max S ,

μ =
+ Ω

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟×⎜ ⎟⎜ ⎟Ω⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

   (13) 

 

( ) ( )1 2 21 90 400μ
⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦

/
t tf exp Re / Re /    (14) 

 
โดยคา tRe  คือคา turbulent Reynolds number 
 

2

t
kRe =
νε

       (15) 
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1 2
ε ij ij
kS / S S≡       (16) 

 

Ω 1 2Ω Ω
ε ij ij
k /≡       (17) 

 

ji
ij

j i

UUS
x x

⎛ ⎞∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

      (18) 

 

Ω ε Ωji
ij ijk k

j i

UU
x x

⎛ ⎞∂∂
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

     (19) 

 
โดยที่คา Ωk   คือ rotation rate of the coordinate system และ εijk   คือคา alternating tensor 
คาคงที่ตางๆในสมการเขียนไดดังนี ้
 

2 0 1c . , =  3 0 26c . , =  2
4 μ10c - C , =  5 0c , =  2

6 μ5c - C  =  และ 2
7 μ5c C= . 

 
คา damping function ของ Gibson and Dafa’Alla (1994) ที่นํามาใชในงานวจิัยนี ้ 

 
2

6 1 1 3
50 10μ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

t tRe Ref exp / exp   (20) 

 
 

2.  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไม
เชิงเสนของPope (1975) 
 

2
3

' '
i j ij

ij

u u k
a

k

− δ
≡       (21) 
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2
3

' '
i j ij iju u k ka= δ +       (22) 

 
โดยคา ija  สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

0 2ija G T ;λ λ

λ
= ≤ λ ≤∑      (23) 

 
โดย  
 

0
3 2

1 1
3 2

T I I= −       (24) 
 

1T S=         (25) 
 

2T SW W S= −       (26) 
 

( )3
3

1
0ij
,i j

I
,i j
=⎧

= δ = ⎨ ≠⎩
      (27) 

 
( )2

2
1 3

0 3ij
,i j

I
,i j : i j

= ≠⎧
= δ = ⎨ ≠ = =⎩

     (28) 

 

ik kjSW S W=        (29) 
 

ik kjW S W S=        (30) 
 

{ }20
24G C gb Sμ=       (31) 

 
1 2G Cμ= −        (32) 

 
2

32G C gbμ= −        (33) 



 

15 

 

{ } { }
1

2 2 2 2 2 2
1 3 2

1 21 2
2 3

C b g W b g b g S
−

μ
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (34) 

 

( ) 11 1g C p / −= + ε −       (35) 
 

โดยคา p  คือคา production rate of turbulence kinetic energy, 1 1 5C .=  และ 2 0 4C .=  
 

1 0 533b .=        (36) 
 

( )2 2
1 5 9
11

b C= −       (37) 

 

( )3 2
1 1 7
11

b C= +       (38) 

 

{ }2 ik kjS S S=        (39) 

 

{ }2 ik kjW W W=        (40) 

 

( )1
2ij i , j j ,i

kS U U⎛ ⎞= +⎜ ⎟ε⎝ ⎠
     (41) 

 

( )1
2ij i , j j ,i

kW U U⎛ ⎞= −⎜ ⎟ε⎝ ⎠
     (42) 

 
3.  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไม

เชิงเสนของ Nisizima and Yoshizawa (1996) 
 

( )3
1

2
3

1
3

' '
e

'
m m maa

v vv v R k
x x

S R

α β
α β αβ αβ

β α

= αβ αβ

⎛ ⎞∂ ∂
= = − δ + ν +⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠

+ τ δ +∑

   (43) 
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โดยคา 

2

e
kCνν =
ε

       (44) 
 

3

2m m
kCττ =
ε

       (45) 
 

1
a a

v vS
x x
α β

αβ
∂ ∂

= +
∂ ∂

      (46) 
 

2 0 5 a a

a a

v v v vS .
x x x x
α β

αβ
β α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
    (47) 

 

3
a av vS

x xαβ
α α

∂ ∂
= +
∂ ∂

      (48) 
 

( )3
1

'
m m mR S=αβ αβ= − τ∑      (49) 

 
คาคงที่ตางๆในสมการเขียนไดดังนี ้
 

τ1 τ2C =0.07,C =-0.167  และ τ3C =-0.067   
 

4.  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไม
เชิงเสนของ Myong and Kasagi (1998) 
 

( )

3

1

2

2
3

1
3

2
3

j' ' i
i j ij t

j i

t ij ij

t ij
n

UUu u k
x x

k C S S

k kW n,m
x

β β βαα
β=

⎛ ⎞∂∂
= δ + ν +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞+ ν − δ∑ ⎜ ⎟ε ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
+ ν ⎜ ⎟⎜ ⎟ε ∂⎝ ⎠

    (50) 
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โดย 

1
ji

ij
UUS

x xγ γ

∂∂
= +
∂ ∂

      (51) 

 

2 0 5 j i
ij

i j

UU U US .
x x x x
γ γ

γ γ

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

    (52) 

 

3ij
i i

U U
S

x x
γ γ∂ ∂

= +
∂ ∂

      (53) 

 
2

t
kC fμ μν =
ε

       (54) 

 

3 451 1
70t

. yf exp
Re

+

μ

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞−
= + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

    (55) 

 
สําหรับคาคงที่ตางๆในสมการเขียนไดดังนี ้
 

1 20 09 0 8 0 45C . ,C . ,C .μ = = =  และ 3 0 15C .= −  
 

5.  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไม
เชิงเสนของ Rubenstein and Barton (1990) 
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2
3

0 4

1 24

0 16

j' ' i
i j ij t

j i

ji
t

ji
t t

j i

t
i j

UUu u k
x x

UU.
x x

UU UUk .
x x x x

U U
.

x x

μ μ

μ μ

μ μ

μ μ

⎛ ⎞∂∂
− = − δ + ν +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂
ν⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠

⎢ ⎥
⎛ ⎞∂∂ ∂∂⎢ ⎥

− + ν + ν⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ε ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥− ν⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

  (56) 

 
โดย 

 
2

0 0845t
k.ν =
ε

      (57) 

 
6.  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไม

เชิงเสนของ Shih et al. (1993) 
 

2

2

3

4 2

3

6 2

3

7 2

2 22
3 3

22
3

12
3

12
3

' '
i j ij i , j j ,i ij i ,i

i ,k k , j j ,k k ,i ij

~

i ,k j ,k ij

~

k ,i k , j ij

ku u k a U U U

ka U U U U

ka U U

ka U U

⎛ ⎞= δ + + − δ⎜ ⎟ε ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ − Πδ⎜ ⎟ε ⎝ ⎠

⎛ ⎞− Πδ⎜ ⎟ε ⎝ ⎠

⎛ ⎞− Πδ⎜ ⎟ε ⎝ ⎠

   (58) 

 
โดย 

i , j j ,iU UΠ =        (59) 
 

~

i , j i , jU UΠ =        (60) 
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โดย 
 

2
1

2 32 /a
A

= −
+η+αζ

      (61) 

 

( )
1

42
Ca
f

τ=
η

       (62) 

 

( )
2

62
Ca
f

τ=
η

       (63) 

 

( )
3

72
Ca
f

τ=
η

       (64) 

 
โดย 

( ) 3
2f Aη = +η       (65) 

 
kS

η =
ε

       (66) 

 

( )0 52
.

ij ijS S S=       (67) 

 

( )0 52
.

ij ij ijS S S=       (68) 

 
สําหรับ ζ  คือ effect of mean rotation rate 
 

kΩ
ζ =

ε
       (69) 

 

( )0 52
.* *

ij ijΩ = Ω Ω       (70) 

 

( )0 5 4*
ij i , j j ,i mij m.Ω = Ω +Ω + ε ω     (71) 
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โดยคา mω  คือ rotation of the frame 
สําหรับคาคงที่ตางๆในสมการเขียนไดดังนี ้
 

1 1 25A .= , 2 1000A = , 1 4Cτ = − , 2 13Cτ = , 3 2Cτ = − และ 0 9.α =  
 

7.  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไม
เชิงเสนของ Lien et al. (1996) 
 

1

2

3

2 1
3 3

1
3

' '
i j t t

ij ij ik kj ij kl kl

t
ik kj jk ki

t
ik kj ij kl kl

u u
S C S S S S

k k

C S S

C

ν ν ⎡ ⎤= δ − + − δ⎢ ⎥ε ⎣ ⎦
ν ⎡ ⎤Ω −Ω⎣ ⎦ε
ν ⎡ ⎤Ω Ω − δ Ω Ω⎢ ⎥ε ⎣ ⎦

  (72) 

 
โดยคาความหนืดหมนุวน ( )tν  เขียนไดดังนี ้
 

2

t
kc fμ μν =
ε

       (73) 

 
คา μc  และคา damping function ( )fμ  ของ Craft et al. (1996) สามารถเขียนไดดังนี ้   

 

1

0 667
0 9

.C
A S .μ = + + Ω

      (74) 

 

1 1 25A .=        (75) 
 

0 5 ij ij
kS . S S=
ε

      (76) 

 

0 5 ij ij
k .Ω = Ω Ω
ε

      (77) 
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ji
ij

j i

UUS
x x

⎛ ⎞∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

      (78) 

 

Ω ji
ij

j i

UU
x x

⎛ ⎞∂∂
= −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

      (79) 

 

( ) 5 291 0 0198 1*
*

.f exp . y
yμ

⎛ ⎞⎡ ⎤= − − +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
   (80) 

 

* y ky =
ν

       (81) 

 
สําหรับคา 1C , 2C  และ 3C  เขียนไดดังนี้ 

 

( )1 3

3 4
100

/C
S

=
+

      (82) 

 

( )2 3

15 4
100

/C
S

=
+

      (83) 

 

( )13 3

19 4
100

/C
S

=
+

      (84) 

 
 

8.  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไม
เชิงเสนของ Apsley and Leschiner (1998) 
 

2
3

' '
i j ij

ij

u u k
a

k

− δ
≡       (85) 
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2
3

' '
i j ij iju u k ka= δ +       (86) 

 
โดยคา ija  สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

( )

{ }

( )

2
2

2
2

2 22 2
2 2

2 2

12
3
2
3

22 3
3

2

ija S S S I

W S SW S S

W S W S S W W S W SW I

W S S W

⎛ ⎞= −α + αβ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ αγ − − αβ

⎛ ⎞− αγ − αγ − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− αβγ −

 (87) 

 
โดย  

2
2 2S S /=        (88) 

 
2

2 2W W /= −        (89) 
 

2 ij ijS S S=        (90) 
 

2 ij ijW W W=        (91) 

 

1
2 ε

ji
ij

j i

UUkS
x x

⎛ ⎞∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

     (92) 

 

1
2 ε

ji
ij

j i

UUkW
x x

⎛ ⎞∂∂
= −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

     (93) 

 
{ } ij ij ijW SW W S W=       (94) 

 
01

1

4 3
1

/ C
C p /

−
α =

+ ε −
      (95) 
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11

1

1
1

C
C p /

−
β =

+ ε −
      (96) 

 
12

1

1
1

C
C p /

−
γ =

+ ε −
      (97) 

 

ijI = δ         (98) 
 

ijS S=         (99) 
 

2
ik kjS S S=        (100) 

 

ik kjW S W S=        (101) 
 

ik kjSW S W=        (102) 
 

2
ik kl ljW S W W S=       (103) 

 
2

ik kl ljSW S W W=       (104) 
 

2
ik kl ljW S W S S=       (105) 

 
2

ik kl ljS W S S W=       (106) 
 

โดยคาคงที่ตางๆเขียนไดดังนี้ 
 

1 011 8 0 8C . ,C .= =  และ 11 12 0 6C C .= =  
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9.  สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิไม
เชิงเสนของ Abe et al. (2003) 
 

2 3

' '
i j ij

ij
u u

b
k

δ
≡ −       (107) 

 
22
3

' '
i j ij iju u kb k= + δ       (108) 

 

2 2
3

*
ij' '

i j ij
D

b
u u k k

C

⎛ ⎞
= δ + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (109) 

 
โดยคา *

ijb  สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

( ){ }{ }1 21 26* * * s * w *
ij ij w ij ij ijb b f b b b= + − + +    (110) 

 
โดย  
 

1 * *
ij B ijb C S= −        (111) 

 

( ) 22 2 2
3
ij* * * * * * * *

ij B ik kj ik kj ik kjb C S S S S S
⎧ ⎫δ⎛ ⎞⎪ ⎪= − Ω −Ω + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 (112) 

 
2

1 22
3
ijs * * * * *

ij s ij B s ik kjb Cf S C f S S S
δ⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (113) 

 
( )26w * w

ij D w ijb C f b=       (114) 
 

โดย 
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( )

( )2 2

2

2

2
1

1 1
2 3

1

31

ijw
ij w i j k k r

** ** ** **w w
ik kj ik kj** **

w

ij** ** **w w
ik kj**

w

b d d d d f

C S S
C S

C S S S
C S

δ⎛ ⎞
= −α − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
β⎧ ⎫Ω −Ω⎪ ⎪

+ Ω⎪ ⎪×⎨ ⎬
δ⎛ ⎞γ⎪ ⎪+ −⎜ ⎟⎪ ⎪+ ⎝ ⎠⎩ ⎭

  (115) 

 
โดย 
 

0 8DC .=        (116) 
 

( )
2

26
26

*

w
nf exp

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= −⎜ ⎟⎨ ⎬
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

     (117) 

 
* U nn ε=

ν
       (118) 

 

โดยที่ Uε  คือ Kolmogorov velocity scale ( )( )1 4/νε  และ n  คือระยะจากผิวที่ใกลที่สุด 

 

( )2 2 2

1
22 21
3 3

B
* * *

B

C
S f

=
+ Ω + Ω −

    (119) 

 

( )1 * *
Bf C Sη= + Ω −       (120) 

 
โดย 
 

100Cη =        (121) 
 

( )2 2

1 1 2 1
* *

s r r sf f f C S= Ω −      (122) 
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( ){ }2 1 2 11 * *
s r r sf f f C S= − + Ω −     (123) 

 
2 2

1 2 2r
Sf
S

Ω −
=
Ω +

       (124) 

 
2

2 2 2r
Sf

S
=
Ω +

      (125) 

 

1 0 15sC . Cη=        (126) 
 

2 0 07sC . Cη=        (127) 
 

i
i

k k

Nd
N N

=        (128) 

 
d

i
i

lN
x
∂

=
∂

       (129) 

 

dl n=         (130) 
 

โดยที่ n  เปนระยะหางจากผวิ 
คาคงที่ตางๆในสมการเขียนไดดังนี ้
 

0 1 4 1 5w w w, / , .α = β = γ =  และ 0 5wC .=  
 
โดย 
 

*
ij D ijS C S= τ        (131) 

 
t

k
ν

τ =         (132) 
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2

t
kC fμ μν =
ε

       (133) 

 
0 12C .μ =        (134) 

 

( ){ }
3 4

3 4
351 1 26

30

/
t

w/
t

Rf exp f
Rμ

⎡ ⎤⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥= + − −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

  (135) 

 
2

t
kR =
νε

       (136) 

 

1
2

ji
ij

j i

UUS
x x

⎛ ⎞∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

      (137) 

 
*
ij D ijCΩ = τΩ        (138) 

 

1Ω
2

ji
ij

j i

UU
x x

⎛ ⎞∂∂
= −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

      (139) 

 
2* * *

mn mnS S S=        (140) 
 

2** ** **
mn mnS S S=        (141) 

 
τ*

ij d ijS S=        (142) 
 

( ){ } ( ) ντ 1 15 15
ε εd w w
kf f= − +     (143) 

 

( )
2

15
15

*

w
nf exp

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= −⎜ ⎟⎨ ⎬
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

     (144) 
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2

Ω Ω Ω** ** **
mn mn=       (145) 

 
Ω τ Ω*

ij d ij=        (146) 
 

2

Ω Ω Ω* * *
mn mn=       (147) 

 
2

Ω Ω* *=        (148) 
 

2* *S S=        (149) 
 

2Ω Ω Ωmn mn=        (150) 
 

2
mn mnS S S=        (151) 

 
แบบจําลองความปนปวน 

 
แบบจําลองความปนปวน ในงานวิจยันี้มแีบบจําลองที่ใชดงันี้ 
1.  แบบจําลองความปนปวนชนิดเชิงเสน ωk SST−  (Shear Stress Transport) (Menter 

1994) แบบจาํลองความปนปวนชนดิ ωk SST−  นีไ้มไดใชทั้ง wall function และ damping 
functiom ในการแกปญหาที่บริเวณใกลผิว แบบจําลองที่เกิดจากการรวมกันระหวางแบบจําลอง
ความปนปวนชนิด εk −  ที่อยูในรูปคาอัตราการลดลงของพลังงานจลนของความปนปวนจําเพาะ 
และแบบจําลองความปนปวนชนิด ωk −  ของ (Wilcox 1998) โดยแบบจําลองความปนปวนชนิด 

ωk SST−  นี้ประกอบดวย  2 สมการคือ สมการพลังงานจลนของความปนปวน และสมการอัตรา
การลดลงของพลังงานจลนของความปนปวนจําเพาะ  
 
 
 
สมการสมการพลังงานจลนของความปนปวน ( )k   
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( ) ( ) μρ ρ μ
σ

t
i k k

i j k i

kk ku G -Y
t x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

   (152) 

   
และสมการอัตราการลดลงของพลังงานจลนของความปนปวนจําเพาะ ( )ω  

 

( ) ( ) ω ω ω
ω

μ ωρω ρω μ
σ

t
i

i j
u G -Y D

t x x x j

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥+ = + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
  (152) 

   
ในสมการทั้งสองประกอบดวยพจนที่สําคัญดังนี้ kG  คือคาพจนการผลิตของพลังงานจลน

ของความปนปวน, ωG คือคาพจนการผลิตของอัตราการลดลงของพลังงานจลนความปนปวน
จําเพาะ, kY  และ ωY   คือพจนการสลายตัวของ พลังงานจลนความปนปวน และอัตราการลดลงของ
พลังงานจลนความปนปวนจําเพาะตามลําดับ, ωD  คือพจน cross-diffusion โดยคา kσ  และ ωσ  คือ
คา turbulent Prandtl number ของ พลังงานจลนความปนปวน และอัตราการลดลงของพลังงานจลน
ความปนปวนจําเพาะ 
คาความหนดืหมุนวนสามารถเขียนไดดังนี้ 

 

2

1

1μ ρ
ω 1 Ω

ωα

t
k

Fmax ,* a

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

     (153) 

       

โดยคาตางๆหาไดจากสมการตอไปนี้ 
 

α 1 0* .=        (154) 
 

Ω Ω Ωij ij=        (155) 

 

1Ω
2

ji
ij

j i

uu
x x

⎛ ⎞∂∂
= −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

      (156) 

 

( )1 1 1 2

1σ
σ 1 σk

k , k ,F / F /
=

+ +
     (157) 
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( )ω
1 ω 1 1 ω 2

1σ
σ 1 σ, ,F / F /

=
+ +

     (158) 

      
โดยคา  Ωij  คือคา mean rate of rotation tensor เนื่องจากแบบจําลองชนิด ωk SST−  นัน้ 

เกิดจากการรวมกันระหวางแบบจําลองชนิด ωk −  และ εk −   ผลจากการรวมกนันั้นไดเกิดพจน
พิเศษขึ้นมาคือ  blending function 1F  และ 2F   ซ่ึงงานวิจยันีใ้ชคา 1F  และ 2F  ของMenter (1994)
     
โดยคาคงที่ภายในแบบจําลองมีดังนี ้

 

1 ω 1 2σ 1 176 σ 2 0 σ 1 0k , , k ,. , . , .= = =  และ ω 2σ 1 168, .=  
 

2.  แบบจําลองความปนปวนชนิดเชิงเสน εk −  แบบ high Reynolds number (Launder 
and Spalding 1972) แบบจําลองความปนปวนชนิด εk −  นี้ประกอบดวย  2 สมการคือ สมการ
พลังงานจลนของความปนปวน ( )k  และสมการอัตราการลดลงของพลังงานจลนของความปนปวน
( )ε   
สมการพลังงานจลนของความปนปวน  

 

( ) ( ) μρ ρ μ ρε
σ

t
i k

i j k i

kk ku G -
t x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

   (159) 

   
และสมการอัตราการลดลงของพลังงานจลนของความปนปวน  

 

( ) ( ) t
i 1ε k 2ε

i j ε j

2μ ε ε ερε ρεu μ C G -C ρ
t x x σ x k k

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (160) 

 
โดยที่คา k  คือ พลังงานจลนของความปนปวน, ε  คือ อัตราการลดลงของพลังงานจลนของความ
ปนปวน, kG  คือ คาพจนการผลิตของพลังงานจลนของความปนปวน 
โดยคาพจนการผลิตของพลังงานจลนของความปนปวนสามารถเขียนไดดังนี ้
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ρ j
k i j

i

u' 'G - u u
x

∂
=

∂
      (161) 

 

ซ่ึง i j
' 'u u  คือคาความเคนเรยโนลดในแบบจําลองเชิงเสนนี้จะใชคาความสัมพันธที่เปนเชิงเสนของ 

Boussinesq (1877)  และ คาความหนดืหมนุวน (eddy viscosity) สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

2
μ ρ μ εt

kC=        (162) 

 
คาคงที่ตางๆภายในสมการมคีาดังนี ้

 

1ε 2ε0 09 1 44 1 92 σ 1μ kC . ,C . ,C . ,= = = =  และ εσ 1 3.=  

 
ในการคํานวณแบบ high Reynolds number การคํานวณแบบนี้จะใชสมการ wall function ในการ
แกปญหาในชวงบริเวณใกลผิวของการไหล ที่บริเวณใกลผิวนั้นใชจํานวณกริดนอยกวาแบบ low 
Reynolds number สําหรับสมการ wall function  สําหรับแบบจําลองความปนปวนชนดิ εk −  แบบ 
high Reynolds number มีในงานวิจยันี้เลือกใช 3 สมการจากซอฟตแวร Fluent ดังนี ้
 

สมการ standard wall function  (Launder and Spalding 1974) สมการ standard wall 
function นี้ใชสมการของ Launder and Spalding (1974)  สมการนี้จะใชหลักของ law of the wall ใน
การทํานายคาความเร็วที่ชวง y+  อยูระหวาง  30 ถึง  60 ซ่ึงคา τρ μy u y /+ =  โดยที่ τu   คือ คา
ความเร็วเสยีดทาน และ μ  คือ คาความหนืด สวนชวงที ่ y+  นอยกวา  30 ลงไปถึงผนังนั้น จะใช
ความสัมพันธของความเร็วและตําแหนงที่เปนเชิงเสนกนั 

 
สมการ non-equilibrium wall function (Kim and Choudhury 1995) สมการนี้จะใชสมการ

ของ law of the wall ของ Launder and Spalding (1974)  ที่เพิ่มผลกระทบของ pressure gradients 
เขาในสมการดวย นอกจากนี้ยังใชแนวคดิของ two layer based เขามาใชเพื่อคํานวณหาคาของ
พลังงานจลนของความปนปวนอีกดวย 

 
สมการ enhanced wall function (Kader 1993) สมการนี้จะทําการหาคาความเร็วโดยการ

แบงชั้นของการไหลเปน  2 สวนคือสวน laminar และสวน turbulent ความสัมพนัธของสมการ
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ความเร็วในในสวน laminar นั้น จะใชความสัมพันธที่เปนเชิงเสน ในสวน turbulent นั้นจะใช
ความสัมพันธที่เปน logarithmic จากนัน้จะนําสมการความเร็วของทั้งสองสวนมารวมกัน แลวทํา
การใสคา blending function ลงในคาสมการความเร็วที่เกิดจากการรวมนี้ กลายเปน สมการ 
enhanced wall function 
 

3.  แบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน εk −  แบบ high Reynolds number สําหรับ
สมการนี้จะแตกตางจากแบบจําลองความปนปวนชนิดเชงิเสน εk −  ของ Launder and Spalding 
(1972) คือ ในคาพจนการผลิตของพลังงานจลนของความปนปวนนั้นคาสมการความเคนเรยโนลด
จะอยูในรูปไมเชิงเสน สวนการคํานวณบริเวณใกลผิวนัน้จะใช wall function เหมือนเดิม 
 

4.  แบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน εk −  แบบ low Reynolds number (Launder 
and Sharma 1974) สําหรับการคํานวณแบบ low Reynolds number นั้นจะใชคา damping function 
ในการแกปญหาในชวงบริเวณใกลผิวของการไหล ซ่ึงคา damping function นี้อยูในสวนของคา
ความหนดืหมนุวน  สําหรับแบบจําลองชนิดนี้มีลักษณะคลายกับของ Launder and Spalding (1972) 
ในสวนสมการพลังงานจลนของความปนปวนจะใชสมการที่ (160) แตในสวนของสมการอัตราการ
ลดลงของพลังงานจลนของความปนปวนมกีารเปลี่ยนใหอยูในรูปดังตอไปนี ้

 

( ) ( )
ε

ε1 1ε ε2 2ε

μ ερε ρε μ
σ

2ε ερ

t
i

i j j

k

u
t x x x

f C G - f C
k k

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

+

  (163) 

 

โดยคา ε1 1f =  และ ( )2ε2 1 0 3 tf . exp Re= − −  ซ่ึงคา tRe  สามารถเขียนไดเปน 
2

νε
k  นอกจากนี้

ในสวนของคาความหนดืหมนุวนมกีารปรับปรุงโดยมีการเพิ่มคา damping function เขาไป ซ่ึงคา
ความหนดืหมนุวนมีคาดังนี ้

 

μ

2
μ ρ μ εt

kf C=        (162) 

 
โดยคา μf  คือคา damping function ซ่ึงคานี้จะขึ้นอยูกับแบบจําลองทีต่องการในงานวิจยันีใ้ชของ 
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Craft et al. (1996) ดังสมการที่ (14) และ Gibson and Dafa’Alla (1994) ดังสมการที่ (20) เนื่องจาก
ในซอฟตแวร Fluent ไมมีการการคํานวณแบบ low Reynolds number จงึจําเปนตองสรางฟงกชันยูดี
เอฟ (user defined function, UDF) ของ  ε1f  และ ε2f  ขึ้นมาแลวจึงนําไปติดตั้งเพิ่มในสมการอัตรา
การลดลงของพลังงานจลนของความปนปวน 
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อุปกรณและวิธีการศึกษา 

 
อุปกรณท่ีใชในการศึกษา 

 
1. เครื่องคอมพิวเตอรคลัสเตอรช่ือ Helios บนระบบปฎิบัติการ LINUX ของ

หองปฏิบัติการ Asia Pacific Science & Techonology Facility (APSTF lab.) ภาควิชาวิศวกรรม
คอมพิวเตอร คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตรประกอบดวย เครื่องคอมพิวเตอรรุน 
Sun Fire W 2100  จํานวน  1 เครื่อง ประกอบดวย หนวยประมวลผลกลาง (CPU) AMD Opteron 
processor 250 ความเร็ว 2393 MHz จํานวน 2  processors หนวยความจํา (RAM) 2 GB 
หนวยความจําสํารอง (hard disk)  SCSI 74 GB จํานวน  2 ตัว และเครือ่งคอมพิวเตอรรุน Sun Fire 
V 20  จํานวน 4 เครื่อง แตละเครื่องประกอบดวย หนวยประมวลผลกลาง (CPU) AMD Opteron 
processor 250 ความเร็ว 1793 MHz จํานวน 2 processors หนวยความจํา (RAM) 2 GB 
หนวยความจําสํารอง (hard disk) สกัสซี่ (SCSI) 74 GB จํานวน  2 ตัวกิกะบิตอีเทอรเน็ตสวิตช  
(Gigabit Ethernet switch) จํานวน 16 พอรต (port) 

2. เครื่องคอมพิวเตอรคลัสเตอรช่ือ Passion บนระบบปฎิบัตกิาร Windows ของหอง
วิจัยและปฏิบตัิการ Microsoft HPC & Grid computing ภาควิชาวิศวกรรมคอมพิวเตอร คณะ
วิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตรประกอบดวย เครื่องคอมพิวเตอรจํานวน  1 เครือ่ง
ประกอบดวย หนวยประมวลผลกลาง (CPU) AMD opteron processor 64 บิต ความเร็ว 1800 MHz 
จํานวน 2  processors หนวยความจํา (RAM) 2 GB หนวยความจาํสาํรอง (hard disk)  80 GB จาํนวน 
 2 ตัว เครื่องคอมพิวเตอรจํานวน 4 เครื่อง แตละเครื่องประกอบดวย หนวยประมวลผลกลาง (CPU) 
Athlon 64 บิต ความเร็ว 2000 MHz  หนวยความจํา (RAM) 1 GB หนวยความจําสํารอง (hard disk) 
40 GB  

3. ซอฟตแวร Gambit และ Fluent สําหรับระบบปฏิบัติการ Windows และ LINUX 
4. ซอฟตแวรภาษา Microsoft visual C++ สําหรับระบบปฏิบัติการ Windows 
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ขั้นตอนการศึกษาโดยรวม 

 

1. ศึกษาและรวบรวมทฤษฎี ขอมูล เอกสารตางๆ ที่เกี่ยวของกับแบบจาํลองของการ
ไหลชนิดไมเชงิเสน และลักษณะของการไหลแบบวนในทอหนาตดัสี่เหล่ียมภายใตสภาวะปกต ิ
และที่มีการหมุน 

2.  ทําการศึกษาเปรียบเทียบหาสมการความเคนเรยโนลดของนักวจิัยกลุมตางๆใน
แบบจําลองความปนปวนแบบไมเชิงเสนโดยใชวิธี อะไพรเออรร่ี จากนั้นทาํการปรับปรุงคา 
damping function และทดสอบโดยวิธี อะไพรเออรร่ี  กับกรณีศึกษาทีเ่กิดการไหลวน จนไดผลทีด่ี
ที่สุด 

3. ในการศึกษาขัน้ตอมาไดทําการประเมินแบบจําลองความปนปวนชนิดเชิงเสน
สําหรับการไหลผานทอตรงที่มีการหมุน จากแบบจําลองปนปวนชนดิเชิงเสนที่นิยมใชอยูใน
ปจจุบัน  

4. การศึกษาขั้นสดุทายทําการนาํแบบจําลองความปนปวนและสมการความเคนเรย
โนลดที่ดีที่สุดแลวมาสรางเปนแบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน  แลวทําการติดตั้งใน
ซอฟตแวร Fluent และใชฟงกชันยดูีเอฟในการสรางสมการความเคนเรยโนลยแบบไมเชิงเสน แลว
ประเมินผานกรณีศึกษาตางๆ 

5. จัดทําบทความเพื่อนําเสนอใหตีพิมพในวารสารวิชาการระดับนานาชาติอยางนอย 
1 ฉบับและนําเสนอในที่ประชุมวิชาการระดับประเทศอยางนอย  2 คร้ัง 

6. สรุปผลการดําเนินงานโครงการวิจยัและจดัทํารายงานฉบับสมบูรณ 
 

วิธี  อะไพรเออรร่ี  สําหรับการหาสมการความเคนเรยโนลด 
ในแบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน 

 
ในงานวิจยัสวนนี้จะทําการหาสมการความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวนชนดิ

ไมเชิงเสนโดยใชวิธี อะไพรเออรร่ี ( )a priori   เร่ิมตนจะตองลดรูปของสมการความเคนเรยโนลด
ทั้งหมดใหอยูในรูปการไหลผานระนาบคูขนาน และทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส จากนั้นจะแทน
คาความเร็วเฉลี่ย คาพลังงานจลนความปนปวน และคาอัตราการลดลงของพลังงานจลนความ
ปนปวนลงไป ซ่ึงวิธีแทนคาในสวนนี้จะทําโดยการเขยีนโปรแกรมในรูปภาษา C++ ของสมการ
ความเคนเรยโนลดที่แปลงอยูในรูป finite diferrence แลวจึงนําคาของการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
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ลงในสมการความเคนเรยโนลดที่อยูในรูปภาษา C++ หลังจากนัน้นําคาความเคนเรยโนลดและ
ความเร็วที่ไดมาเปรียบเทียบกับคาจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง โดยคาจากการจําลองเชิงตัวเลข
โดยตรงที่จะนาํมาแทนนัน้ ในกรณีของการไหลผานระนาบคูขนานจะใชคาของ Kim et al. (1987) 
ซ่ึงมีขอบเขตและพิกัดดังภาพที่ 5 ที่ Reτ  เทากับ 180  และ 395  โดยที่ Re  u /τ τ= δ ν , uτ  คือ 
ความเร็วเสยีดทาน wu /τ = τ ρ , ν  คือ ความหนืดของของไหล, wτ  คือความเคนเฉือนที่ผิว และ 
δ  คือความสูงครึ่งหนึ่งระหวางแผนระนาบ ในสวนของการไหลผานทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส
ใชคาของ Gavrilakis (1992) ซ่ึงมีขอบเขตและพิกดัดงัภาพที ่ 6 ที่ bRe  เทากับ 4410   โดย 

0bRe Du /= ν  , D  คือ ความสูงของหนาตัดทอ และ 0u  คือ ความเร็วกอนเขาทอ เพื่อหาสมการที่
ใหคาความเคนเรยโนลดที่ใกลเคียงกับการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงที่สุด สําหรับสมการที่นํามา
เปรียบเทียบนัน้มีดังนี ้Pope (1975), Nisizima and Yoshizawa (1987), Myong and Kasagi (1990), 
Rubinstein and Barton (1990), Shih et al. (1993), Craft et al. (1996), Lien et al. (1996), Apsley 
and Leschziner (1998) และ Abe et al. (2003)  

 

  
ภาพที่ 5  แสดงกรณีศึกษาการไหลผานแผนระนาบคูขนาน 

            ที่มา : Kim et al. (1987) 
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ภาพที่ 6 แสดงกรณีศึกษาการไหลผานทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส 

     ที่มา : Gavrilakis (1992) 
 

วิธีการหาแบบจําลองความปนปวนชนดิเชงิเสน 
สําหรับการไหลผานทอตรงที่มีการหมุน 

 
ในซอฟตแวรสําเร็จรูปทางพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณทั่วไปนั้นแบบจําลองความ

ปนปวนชนิดเชิงเสนมีอยูหลายแบบ แตแบบจําลองที่นิยมใชไดแก แบบจําลองความปนปวนชนดิ
เชิงเสน  εk −  (Launder and Spalding 1972) แบบ high Reynolds number และ แบบจําลองความ
ปนปวนชนิดเชิงเสน ωk SST−  (Menter 1994) แบบจําลองทั้งสองแบบนี้ใหผลการศึกษาที่ดใีน
กรณีศึกษาตางๆกัน ในบทนี้จึงมุงที่ทาํการจําลองการไหลเปรียบเทียบเพื่อหาแบบจําลองความ
ปนปวนชนิดเชิงเสนที่ใหประสิทธิภาพ และเหมาะสมกบัลักษณะการไหลผานทอตรงที่มีการหมนุ
ที่สุด สําหรับแบบจําลองชนิดเชิงเสน εk −  นั้นจะนํา wall function จํานวน  3 ตัวมาใชใน
การศึกษาดวยไดแก standard wall function ของ Launder and Spalding (1974), non-equilibrium 
wall function  (NEWF) ของ Kim and Choudhury (1995) และ enhanced wall function (EWF) ของ 
Kader (1993) ในการทาํการศึกษาเปรยีบเทียบในสวนนี้ทําการศึกษาโดยการสรางกรณีศึกษาใน
ซอฟตแวรสําเร็จรูปดานพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ โดยเริ่มตนทําการสรางขอบเขตการคํานวณ 
แบงกริด รวมถึงการกําหนดคาขอบโดยใชซอฟตแวร Gambit ซ่ึงเปนซอฟตแวรสําเร็จรูปดานการ
แบงกริด และกําหนดคาขอบเขต หลังจากนั้นจะทําการสงผานขอมูลไปทําการแทนคาขอบเขต และ
ทําการคํานวณ ยังซอฟตแวร Fluent ซ่ึงเปนซอฟตแวรสําเร็จรูปดานพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ
แตเนื่องจากขอบเขตของปญหามีจํานวณกริดยอยเปนจาํนวนมาก ในการคํานวณตามลําดบัแบบ
ปกติจึงใชเวลาในการคํานวณมาก จึงไดมกีารใชการคํานวณแบบขนานเขามาชวย ซ่ึงการคํานวณ
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แบบขนานนี้สามารถชวยลดเวลาในการคํานวณไดมากถึง  40 เปอรเซ็นต โดยวิธีการใช ซอฟตแวร 
Gambit Fluent และการใชการคํานวณแบบขนานอยูในภาคผนวกดวนหลัง 

 
ดานกรณีศึกษานั้นจะใชการไหลผานทอตรงที่มีการหมนุของ Pallares and Davidson (2000) 

ดังภาพที่ 7 ที ่ bRe  เทากับ 48000  โดยที่ 2 νb bRe hU /= , h  คือความสูงของหนาตัดทอ และ

bU  คือความเร็วกอนเขาทอ ในรูปแบบการหมุนที่นํามาเปรยีบเทียบนี้ทําการหมุนทอรอบแกน z ที่
คา rotating number ( )bR o h / U= Ω  จํานวน  3 คา ไดแก 0 0133 0 0266. , .  และ0 12.  ซ่ึงคา 
Ω  คือคาความเร็วเชิงมุม โดยกาํหนดใหดาน 0y / h =  เปนดาน suction side สวนดาน 1y / h =

เปนดาน pressure side ในสวนนี้นัน้จะทาํการเปลี่ยนสมการควบคุมใหสมการไมตอเนื่องโดยใชวิธี
ไฟไนตวอลุม (finite volume method) ใชกริดในการแบงขอบเขตยอยเปนชนดิทีม่ีโครงสรางเปน
ระเบียบ ดานระเบียบวิธีเชิงตวัเลขนั้นใช QUICK scheme ของ Leonard and Mokhtari (1990) สวน
คาการลูเขาของสมการนั้นใชคา 410−  สําหรับทุกกรณีศกึษา และคาตําแหนงแรกของ y+  นั้นอยู
ในชวงกําหนดของแบบจําลองแลว สวนสุดทายการพจิารณากริดอินดิเพนเดนท (grid independent) 
กริดอินดิเพนเดนทหมายถึงคารูปแบบของความเร็วนั้นตองไมมีการเปลี่ยนเมื่อกริดละเอียดเพิ่มขึน้ 
งานวิจยันี้ไดทาํการตรวจสอบแลวพบวาปริมาณกริดที่ใชในการคํานวณนั้นอนิดิเพนเดนทแลว 

 

 
ภาพที่ 7 แสดงกรณีศึกษาการไหลผานทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีการหมุน 

        ที่มา : Pallares and Davidson (2000) 
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วิธีการพัฒนาแบบจําลองความปนปวนชนดิไมเชงิเสน 
สําหรับการไหลผานทอตรงที่มีการหมุน 

 
การศึกษาในสวนนีจ้ะนําสมการความเคนเรยโนลดที่ดีทีสุ่ดจากวิธี อะไพรเออรร่ี มาทําการ

ติดตั้ง ลงในแบบจําลองความปนปวนชนดิเชิงเสนที่ดีทีสุ่ดโดยการใชฟงกชันยูดีเอฟในซอฟตแวร 
Fluent ซ่ึงวิธีการใชฟงกชันยูดีเอฟในซอฟตแวร และตัวฟงกชันยดูีเอฟของสมการความเคนเรย
โนลดอยูในภาคผนวกดานหลัง สําหรับกรณีศึกษาทีใ่ชในการทดสอบแบบจําลองไดแก ไหลผาน
ระนาบคูขนานของ Kim et al. (1987) การไหลผานทอตรงของ Gavrilakis (1992) และการไหลผาน
ทอตรงที่มีการหมุนของ Martensson et al. (2005) ที่ 4400bRe =  โดย b bRe hU /= ν , h  คือ
ความสูงของหนาตัดทอ และ bU  คือความเร็วกอนเขาทอ สําหรับการหมนุที่นํามาเปรียบเทียบนี้ทํา
การหมุนทอรอบแกน z  ที่คา rotating number ( )bR o h / U= Ω  จํานวน 2 คา ไดแก 0 055.  
และ 0 11.  ในสวนของรูปรางนั้นใชรูปราง และพิกดัแกนแบบเดียวกับ Pallares and Davidson 
(2000) ดังภาพที่ 7 สําหรับระเบียบวิธีเชิงตวัเลขที่ใชนั้นใช second order upwind scheme ของ Barth 
and Jespersen (1989) การพิจารณากริดอินดิเพนเดนทนั้นงานวิจยัในสวนนี้ยังไมสามารถ
ตรวจสอบกรดิอินดิเพนเดนทไดเนื่องจากขีดจํากัดของเครื่องคอมพิวเตอรทําใหไมสามารถแบงกริด
ไดจํานวนมากกวานี้ ซ่ึงผลที่นํามาแสดงในสวนนี้เปนจํานวนกริดที่มากที่สุดที่เครื่องจะแบงได 
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ผลการศึกษาและวิจารณ 
 

ผลการใชวิธี อะไพรเออรร่ี สําหรับการหาสมการความเคนเรยโนลดใน 
แบบจําลองความปนปวนชนดิไมเชงิเสน 

 
จากการศึกษาโดยวิธี อะไพรเออรร่ี ( )a priori  เพื่อเปรียบเทียบสมการความสัมพันธที่ใช

จําลองสมการความเคนเรยโนลดในแบบจาํลองความปนปวนของการไหลชนิดไมเชิงเสนที่นําเสนอ
โดยกลุมวจิัยตางๆ สําหรับการไหลระหวางแผนระนาบที่คูขนานกันดงัภาพที่ 5  ของ Kim et al. 
(1987) ที่ Reτ  เทากับ 180  และ 395   จากภาพที่ 8 ถึง 11 และภาพที ่12 ถึง 15 แสดงคาความเคน
เรยโนลดที่ 180Re  τ =  และ 395  โดยคาแกน x  คือความสูงไรมิติของระนาบ ( )Y +  และ คา

แกน y คือความเคนเรยโนลดในแนวตั้งฉาก และความเคนเรยโนลดเฉือนไรมิต ิ โดยที่ 
Y ,+ UU ,+ VV ,+ WW +  และ UV +  มีคาเทากับ 2 2 2yu / ,uu / u ,vv / u ,ww / uτ τ τ τν  และ 2uv / uτ  
ตามลําดับ ซ่ึง y  คือ ความสงูของระนาบคูขนานตั้งแตผิวดานลาง และ uτ  คือคาความเร็วเสียด
ทาน จากภาพของความเคนเรยโนลดตั้งฉากไรมิตินั้นทั้งที่ 180Re  τ =  และ 395  ที่เห็นไดวาที่
บริเวณใกลผิวของระนาบ ( )0Y + =  สมการความเคนของ Craft et al. (1996) มีคาใกลเคียงกบัคา

อางอิงมากที่สุด สวนในบริเวณที่พนจากผิวของระนาบออกมานั้น Craft et al. (1996), Myong and 
Kasagi (1990) และ Pope (1975) มีคาคอนขางใกลเคียงกนั เมื่อพิจารณาสมการโมนเมนตัมที่ถูกลด
รูปสําหรับการไหลผานระนาบคูขนานพบวาคาที่มีผลกระทบตอคาความเร็วที่คํานวณไดนั่นคือคา
ความเคนเรยโนลดเฉือน จากภาพที ่ 11 และ 15 เห็นไดวาที่บริเวณใกลผิวของระนาบนั้นคาความ
เคนเรยโนลดเฉือนไรมิติของ Craft et al. (1996) มีคาใกลเคียงกับคาอางอิงมากที่สุดรวมถึงบริเวณที่
พนจากผวิของระนาบมาแลวดวย  

 

ตอมาจากภาพที่ 16 ถึง 17 แสดงรูปแบบความเร็วเฉลีย่ไรมิติตามแกน x  ที่ 180Reτ =  
และ 395Reτ = ตามลําดับ คาแกน x  คือความเร็วเฉลี่ยไรมิติตามแกน x  ( )U +  โดย 

U U / u+
τ=  คา U  คือความเร็วเฉลี่ยตามแกน x  จากผลของคาความเคนเรยโนลดเฉอืนไรมิตทิี่

แสดงดังภาพที่ 11 และ 15 นั้นไดสงผลถึงรูปแบบของความเร็วภายในระนาบคูขนานดังภาพที ่ 16 
ถึง 17 เห็นไดวาที่บริเวณใกลผิว ( )1log Y + =  ซ่ึงคาของ Craft et al. (1996) มีคาความเคนเรย

โนลดเฉือนที่ใกลเคียงกับคาอางอิงมากกวาอื่นนั้น ไดมีรูปแบบความเร็วที่ดีกวารูปแบบความเรว็
ของสมการตัวอ่ืนทั้งที่ 180Reτ =  และ 395Reτ =  
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หลังจากทําการศึกษาเปรียบเทียบโดยใชกรณีศึกษาเปนระนาบคูขนานแลว พบวาสมการ
ของ Craft et al. (1996) ใหผลการศึกษาที่ดกีวาสมการของกลุมวิจยัอ่ืนทั้งผลจากความเคนเรยโนลด 
และรูปแบบความเร็ว จึงเลือกสมการของ Craft et al. (1996) มาทําการศึกษาตอในปญหาการไหล
ผานทอตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส นอกจากนี้ในการตรวจเอกสารพบวาคา damping function ( )fμ  

ของ Gibson and Dafa’Alla (1994) ใหผลการศึกษาที่ดใีนบริเวณใกลผิวจึงนําคา damping function 
ของ Gibson and Dafa’Alla (1994) มารวมกับสมการของ Craft et al. (1996)  อีกดวย 
 

 สําหรับผลการหาสมการความเคนเรยโนลยโดยวิธี อะไพรเออรร่ี สําหรับการไหลผานทอ
ตรงหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัสทีน่ั้นจะใชคา Reynolds number ( )bRe   เทากับ 4410 และใชโดยนํา
ขอมูลจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงของ Gavrilakis (1992) มาเปนคาอางอิง จากภาพที่ 18 ถึง  2 9 
 แสดงคาความเคนเรยโนลด ณ ตําแหนง z / h  เทากับ 0 1.  และ 0 5.  ที่ 4800bRe =  คาแกน x  
คือ คาความสูงของทอ ( )z / h  โดยท่ี h  คือความสูงของทอ และ z  คือคาความกวางของทอ  
สําหรับคาแกน y  คือ ความเคนเรยโนลดตัง้ฉากและความเคนเรยโนลดเฉือนไรมิติ ณ ตําแหนง 

0 1y / h .=  เปนตําแหนงที่อยูใกลผิวทีสุ่ดและเปนบริเวณทีไ่ดรับผลกระทบจากการไหลวน และ
ตําแหนงที่ 0 5y / h .=  เปนตําแหนงบริเวณทีห่างออกมาจากผวิ และไดรับผลกระทบจากการ
ไหลวนเชนเดยีวกับที่ตําแหนง 0 1z / h .=  โดยคาความเคนเรยโนลดตั้งฉากไรมติิตามแกน x, y

และ z  คือ UU ,VV+ +  และ WW +  ตามลําดับซึ่งเทากับ  2 2uu / u ,vv / uτ τ  และ 2ww / uτ  อีกดวย 
สวนคาความเคนเรยโนลดตัง้เฉือนตามระนาบ xy,xz  และ yz  คือ UV ,UW+ +  และ VW +

ตามลําดับซึ่งเทากับ  2 2uv / u ,uw / uτ τ  และ 2vw / uτ  อีกดวย จากภาพที่ 18 ถึง 23  นั้นเห็นไดวาคา
ความเคนเรยโนลดตั้งฉาก ของ Craft et al. (1996) และ Craft et al. (1996) รวมกับ damping 
function ของ Gibson and Dafa’Alla (1994) นั้นมีรูปแบบที่มีลักษณะที่คลายคลงึกันทั้งสองแบบ
สวนปริมาณของสมการทั้งสองมีคาตางกันเล็กนอย ในบริเวณใกลผิวดานลางของทอ ( )0z / h =  
คาความเคนเรยโนลดของสมการทั้งสองตัวยังมีคาคอนขางหางจากคาอางอิงอยู และบริเวณทีพ่น
จากผิวขึ้นมาแลวก็ยังมีคาหางจากคาอางอิง ซ่ึงในสวนนีส้มการทั้งสองมีรูปแบบใกลเคียงกันและมี
คาตางกันเล็กนอย และคอนขางหางจากคาอางอิง   

 
ตอมาในภาพที่ 30 ถึง 33 แสดงรูปแบบความเร็วเฉลีย่ไรมิติตามแกน x  และแกน y  ที่
4410bRe =  คาแกน x  คือความเร็วเฉลีย่ไรมิติตามแกน x  ( )0u / u  และ แกน  y  ( )0v / u  โดย 

u  คือความเร็วเฉลี่ยตามแกน x  และ v  คือความเร็วเฉลี่ยตามแกน y     จากภาพที่ 30 ถึง  31 เห็น
ไดวารูปแบบความเร็วเฉลี่ยไรมิติตามแกน x จากสมการทั้งสองนั้นมีลักษณะและปริมาณที่
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เหมือนกนั แตมีคาหางจากคาอางอิงพอสมควรเนื่องจากผลกระทบจากความเคนเรยโนลดตั้งฉาก
และความเคนเรยโนลดเฉือนที่หางจากคาอางอิงเชนกัน จากภาพที ่32 ถึง 33 แสดงความเร็วเฉลี่ยไร
มิติตามแกน y  ซ่ึงความเร็วเฉลี่ยไรมิติตามแกน y  นี้เปนความเร็วของการไหลวนทีเ่กิดขึน้ที่มุม
ของทอ โดยรูปแบบของความเร็วจากสมการทั้งสองมีลักษณะคลายคลึงกัน ภาพที่ 32 บริเวณใกลผิว
ที่ตําแหนง 0 1z / h .=  นัน้คาของ Craft et al. (1996) รวมกับ damping function ของ Gibson and 
Dafa’Alla (1994) มีคาใกลเคยีงกับคาอางองิมากกวา Craft et al. (1996) แตในภาพที่ 3 3 ทั้งสองมีทั้ง
รูปแบบและปริมาณที่เหมือนกัน จึงเห็นไดวาในบริเวณใกลผิวที่เกดิการไหลวนนั้นของ Craft et al. 
(1996) รวมกบั damping function ของ Gibson and Dafa’Alla (1994) ใหผลการจําลองการไหลวนที่
ดีกวา ของ Craft et al. (1996) 

 
หลังจากที่ทําการศึกษาโดยวธีิ อะไพรเออรร่ี ไดพิสูจนประสิทธิภาพใหเห็นความสามารถ

ในการทํานายการไหลของสมการความเคนเรยโนลดแลว วาสมการของ Craft et al. (1996) รวมกบั 
damping function ของ Gibson and Dafa’Alla (1994) มีความสามารถในการทํานายทั้งคาความเคน
เรยโนลด และความเร็วในการไหลผานระนาบคูขนาน สวนในกรณีการไหลผานทอตรงหนาตัด
ส่ีเหล่ียมจัตุรัสสมการนี้ สามารถทํานายไดใกลกวาคาจากสมการของ Craft et al. (1996) ที่ยังไมได
ปรับปรุง ทั้งนี้เปนเพราะคา damping function ที่เหมาะสมที่ใชในการทํานายในชวงใกลผิวนั่นเอง 
 
 


