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บทคัดยอ 

ให 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ≥ 3 กระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) เปนกระดานหมากรุกขนาด 

𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีสวนตรงกลางขนาด 1 × 1 ขาดหายไป บทความฉบับน้ีศึกษาเง่ือนไขที่รับประกันการมีอยู

ของการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) 

เมื่อ 𝑚𝑚 เปนจํานวนคี่ที่ 𝑚𝑚 ≥ 11 และ 𝑘𝑘 ≥ 1 และหากมีการเดินแบบปดของมาแลวจะนําเสนอ

ขั้นตอนวิธีในการเดินดวย 

คําสําคญั:  การเดินแบบปดของมา กระดานวงแหวน  

ABSTRACT 

 Let 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 be odd integers such that 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ≥ 3, the ring board (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) is an 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 

chessboard with the middle part of size 1 × 1 is missing.  This article studies the 
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conditions to guarantee the existence of a closed knight’ s tour on the ring board 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) and the ring board (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) for odd integers 𝑚𝑚 such that 𝑚𝑚 ≥ 11 and 

𝑘𝑘 ≥ 1 and if it exists, then an algorithm for finding a closed knight’s tour on that board 

is given.  

Keywords:  Closed knight’s tour, ring boards  

1. บทนํา 

การเดินของมาบนกระดานหมากรุกเปนเรื่องที่นาสนใจในทางคณิตศาสตร โดยมาจะเดินไปใน

แนวนอนหรือแนวต้ังจํานวนสองชองแลวหมุนในระนาบเดียวกัน 90 องศากับแนวเดิมและเดินตอไป

อีกหน่ึงชอง ดังรูป 

 

รูปที่ 1.1 การเดินของมาจากจุดที่กําหนดบนกระดานหมากรุกขนาด 4 × 4 

โดยทั่วไปกระดานหมากรุกขนาดมาตรฐานจะเปนกระดานหมากรุกขนาด 8 × 8 ซึ่งประกอบดวยชอง

รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงตอกัน 8 แถว แถวละ 8 รูป ตอมานักคณิตศาสตรไดขยายการเดินของมาบน

กระดานหมากรุกขนาด 8 × 8 ไปสูการเดินของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ซึ่งประกอบดวย

ชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงตอกัน 𝑚𝑚 แถว แถวละ 𝑛𝑛 รูป และทาแตละชองดวยสีขาวและสีดําสลับกัน

ไป 

สําหรับกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ถากําหนดใหแตละชองมีตําแหนงเปน (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ในลักษณะ

เดียวกับการกําหนดตําแหนงสมาชิกของเมทริกซขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 แลวจะไดวามาที่อยูในตําแหนง (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 

จะสามารถเลือกเดินไปได 1 ชองจากอยางมาก 8 ชอง โดยอาจไปอยูในตําแหนง (𝑖𝑖 ± 1, 𝑗𝑗 ± 2) หรือ 

(𝑖𝑖 ± 2, 𝑗𝑗 ± 1) สังเกตวาการเดินของมาในแตละครั้ง จะเดินจากชองสีขาวไปยังชองสีดํา หรือชองสีดํา

ไปยังชองสีขาวเทาน้ัน  

การเดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 คือ การเดินของมาโดยที่มาเดินไปทุก

ชองของกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 เพียงหน่ึงครั้ง แลวกลับมาที่จุดเริ่มตน ดังน้ันจากขอสังเกต
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เก่ียวกับการเดินของมาทําใหไดวา ถาจํานวนชองสีขาวและชองสีดําบนกระดานหมากรุกที่พิจารณามี

จํานวนไมเทากัน แลวจะไมสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกดังกลาวได 

ในป ค.ศ. 1991 Schwenk [2] ไดเผยแพรเง่ือนไขที่จําเปนและเพียงพอสําหรับการมีอยูของการ

เดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.1 [2] บนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 โดยที่ 𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛 จะมีการเดินแบบปดของมาได 

ยกเวนถาเง่ือนไขขอใดขอหน่ึงตอไปน้ีเปนจริง  

 a) 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคี่ทั้งคู หรือ 

 b) 𝑚𝑚 = 1 หรือ 2 หรือ 4 หรือ 

 c) 𝑚𝑚 = 3 และ 𝑛𝑛 = 4 หรือ 6 หรือ 8 

นอกจากน้ี Schwenk [2] ยังพิสูจนวา ถาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 มีการเดินแบบปด

ของมาแลวจะไดวาสามารถหาการเดินแบบปดของมาที่ผานระหวางตําแหนงสองตําแหนงบนกระดาน

ดังกลาวทั้งหมด 10 คู ที่เราสามารถระบุตําแหนงคูเหลาน้ันไดเสมอ 

ทฤษฎีบท 1.2 [2] สําหรับกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีการเดินแบบปดของมา เราสามารถหา

การเดินแบบปดของมาที่ผานชองบนกระดานหมากรุกน้ัน 10 คู คือ  

(1,𝑛𝑛 − 1) - (3,𝑛𝑛), (𝑚𝑚 − 2,𝑛𝑛 − 1) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛), (𝑚𝑚 − 1,1) - (𝑚𝑚, 3), (𝑚𝑚 − 1,𝑛𝑛 − 2) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛), 

(4,𝑛𝑛 − 1) - (2,𝑛𝑛), (1,𝑛𝑛) - (3,𝑛𝑛 − 1), (𝑚𝑚 − 2,𝑛𝑛) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 1), (𝑚𝑚, 1) - (𝑚𝑚 − 1, 3), 

(𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 2) - (𝑚𝑚 − 1,𝑛𝑛) และ (𝑚𝑚, 2) - (𝑚𝑚 − 1, 4) 

ไดเสมอ 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 1.2 ตําแหนงสองตําแหนงทั้งหมด 10 คู ตามทฤษฎีบท 1.2  

บนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีการเดินแบบปดของมา 
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ตอมานักวิจัยบางทานไดหันไปใหความสนใจกับการเดินของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 

ที่รูตรงกลางขนาด 𝑟𝑟 × 𝑟𝑟  โดยที่ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑟𝑟 เปนจํานวนเต็มที่ 𝑟𝑟 ≥ 1 และ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 > 2𝑟𝑟 ซึ่งเรียกกระดาน

แบบน้ีวา กระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟)  

 

รูปที่ 1.3 ตัวอยางกระดานวงแหวน (5,5,1) 

สําหรับกรณีเฉพาะที่ 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 จะเห็นวาเหนือรูขนาด 𝑟𝑟 × 𝑟𝑟 จะมีชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสอยูจํานวน 
𝑛𝑛−𝑟𝑟
2

 แถว ซึ่งเราเรียกวาความหนาของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) เชน ในรูป 1.3 จะเห็นวากระดานวง

แหวน (5, 5,1) มีความหนาเปน 2  

ในป ค.ศ. 1996 Wiitala [3] ไดศึกษาเก่ียวกับการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่มีความหนาเปน 2 ซึ่งไดผลการศึกษาดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.3 [3] ไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่มีความหนาเปน 2 

เมื่อ 𝑛𝑛 ≥ 5   

บทความฉบับน้ีจะศึกษาเง่ือนไขเกี่ยวกับการมีอยูของการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่บางจํานวน โดยการแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ออกเปนสวน ๆ 

แลวพิจารณาการเดินของมาในสวนเหลาน้ันและพยายามหาทางเช่ือมตอกันจนเปนการเดินแบบปด

ของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ที่สมบูรณ 

2. การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝒏𝒏,𝒏𝒏,𝟏𝟏) เม่ือ 𝒏𝒏 เปนจํานวนเต็มคี ่

 ในหัวขอน้ีเราจะศึกษาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวน

เต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 
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กรณี 1 เมื่อ 𝑛𝑛 = 3 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (3, 3, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.1 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

 

 

 

รูปที่ 2.1 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (3, 3, 1) 

กรณี 2 เมื่อ 𝑛𝑛 = 5 จากรูป 1.3 กระดานวงแหวน (5, 5, 1) มีความหนาเปน 2 ดังน้ัน โดยทฤษฎีบท 

1.3 จะไดวาไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

กรณี 3 เมื่อ 𝑛𝑛 = 7 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (7, 7, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.2 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

 

 

 

 

รูปที่ 2.2 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (7, 7, 1) 

กรณี 4 เมื่อ 𝑛𝑛 = 9 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (9, 9, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.3 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

กรณี 5 เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่บวกที่ 𝑛𝑛 ≥ 11 เราแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ออกเปนกระดาน

หมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 เทา ๆ กันจํานวน 2 กระดาน และกระดานหมากรุกยอยขนาด 
𝑛𝑛+1
2

× 𝑛𝑛−1
2

 เทา ๆ กันจํานวน 2 กระดาน ตามแนวเสนขอบของรูขนาด 1 × 1 ของกระดานวงแหวน 
(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1)  
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รูปที่ 2.3 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (9, 9, 1) 

ดังตัวอยางการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) ออกเปน 4 กระดานในรูป 2.4 โดยจะเรียกกระดาน

หมากรุกยอยตําแหนงซายบนวากระดาน 𝐴𝐴 และเรียกกระดานยอยกระดานอ่ืน ๆ ตามทิศทางตามเข็ม

นาฬิกาวากระดาน 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 และ 𝐷𝐷 ตามลําดับ 

 

 

 

 

รูปที่ 2.4 แนวการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) ออกเปน 4 กระดาน 

เน่ืองจาก 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≥ 11 ดังน้ัน 𝑛𝑛−1
2

  และ 𝑛𝑛+1
2

  เปนจํานวนเต็มที่อยูติดกัน ทําให 
𝑛𝑛−1
2

 และ 𝑛𝑛+1
2

 เปนจํานวนเต็มคี่ทั้งคูไมได น่ันคือ กระดานหมากรุกขนาด 𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 ไมสอดคลองกับ

เง่ือนไข a) ของทฤษฎีบท 1.1 ย่ิงไปกวาน้ันเรายังไดวา 𝑛𝑛−1
2

 ≥ 5 น่ันคือ กระดานหมากรุกขนาด 
𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 ไมสอดคลองกับเง่ือนไข b) และ c) ของทฤษฎีบท 1.1 
จึงสรุปไดวา กระดานหมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛−1

2
× 𝑛𝑛+1

2
 และกระดานหมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛+1

2
× 𝑛𝑛−1

2
 

เหลาน้ี มีการเดินแบบปดของมาเสมอ 

ตอไป เพ่ือใหงายตอการขยายแนวคิดในภายหลัง สําหรับกรณีน้ี เราจะใชสัญลักษณ 𝑛𝑛 แทน 

จํานวนแถวของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และ 𝑛𝑛� แทนจํานวนหลักของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) 
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ดังน้ัน จากทฤษฎีบท 1.2 จะไดวา มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 โดยเดินมา 1 ครั้งจาก

ตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึงเปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี  

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 - �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 และ �𝑛𝑛−1

2
, 2�

𝐴𝐴
 - �𝑛𝑛−3

2
, 4�

𝐴𝐴
 

มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึง

เปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

(2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2)𝐵𝐵 และ �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
 - �𝑛𝑛+1

2
, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
  

 มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึง

เปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 - �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶
 และ �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 - �𝑛𝑛−1

2
, 2�

𝐶𝐶
 

 และมีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนง

หน่ึงเปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

(1, 3)𝐷𝐷 - (2, 1)𝐷𝐷 และ �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 - �𝑛𝑛−5

2
, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 

 ทั้งน้ีในความเปนจริงแลวหากหมุนกระดาน 𝐵𝐵 และกระดาน 𝐷𝐷 ไป 90 องศาในทิศทางตามเข็ม

นาฬิกา จะไดวาตําแหนงทั้ง 2 คู บนกระดานทั้งสอง คือ ตําแหนงเดียวกันกับตําแหนงทั้ง 2 คูบน

กระดาน 𝐴𝐴 และกระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ ดังรูป 2.5 

 

  

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.5 การเดินของมาที่ผานตําแหนง 2 คู ของกระดาน 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 และ 𝐷𝐷 
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จะเห็นวามาสามารถเดินขามกระดานยอยทั้งสี่ที่แบงออกมาไดโดย  

เดินขามระหวางกระดาน 𝐴𝐴 ไปกระดาน 𝐵𝐵 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คือ 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
- (2, 1)𝐵𝐵 และ (4, 2)𝐵𝐵- �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 

เดินมาขามระหวางกระดาน 𝐵𝐵 ไปกระดาน 𝐶𝐶 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คือ 

�𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
-  �1, 𝑛𝑛�−1

2
�
𝐶𝐶
 และ �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶

- �𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
 

และเดินมาขามระหวางกระดาน 𝐶𝐶 ไปกระดาน 𝐷𝐷 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คอื 

�𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 - �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 และ �𝑛𝑛−5

2
, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
- �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 

ดังน้ันจะไดวาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ทําไดโดย ยกเลิกการเดินผาน

ตําแหนงทั้ง 2 คูดังกลาว บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 และ ยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
- �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 - 

�𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 บนกระดาน 𝐷𝐷  

ตอมาเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2,1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

�𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง  �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 

ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 แลวเดินมาขามไป

กระดาน 𝐷𝐷 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมา

บนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 แลว

จึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 

𝐴𝐴 ที่ตําแหนง �3, 𝑛𝑛�+1
2
�
𝐴𝐴
 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบน

กระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน  

รูป 2.6 ดานลางน้ีแสดงการยกเลิกการเดินบนกระดานตาง ๆ ตามการอธิบายขางตนดวยเสนประ 

และแสดงเสนทางการเดินเช่ือมระหวางกระดานยอย ๆ ทั้งสี่ดวยเสนทึบ  
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รูปที่ 2.6 การเดินของมาที่ยกเลิกไปและการเดินของมาเช่ือมระหวางกระดาน 

ตัวอยาง 2.1 พิจารณากระดานวงแหวน (11, 11, 1) เริ่มจากการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

ออกเปนกระดานยอย ๆ ขนาด 5 × 6 และ 6 × 5 อยางละ 2 กระดาน ซึ่งจะสามารถหาเสนทางเดิน

แบบปดของมาในแตละกระดานยอย 4 กระดานไดดังรูป 2.7 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการ

เดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ  

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.7 การเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยทั้งสี่ 

ตอมายกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู คือ (2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2 )𝐵𝐵, (5, 5)𝐵𝐵 - (6, 3)𝐵𝐵, (1, 5)𝐶𝐶 - 

(2, 3)𝐶𝐶 และ (3, 1)𝐶𝐶 - (5, 2)𝐶𝐶 บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ และ ยกเลิกการเดินผาน

ตําแหนง 1 คู คือ (1, 5)𝐴𝐴 - (3, 6)𝐴𝐴 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ  

(5, 5)𝐷𝐷 – (3, 4)𝐷𝐷 บนกระดาน 𝐷𝐷 
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แลวเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง (1, 5)𝐴𝐴 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

(6, 3)𝐵𝐵 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (2, 3)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง (5, 2)𝐶𝐶 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่

ตําแหนง (5, 5)𝐷𝐷  

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง (3, 4)𝐷𝐷 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (3, 1)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบน

กระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง  (1, 5)𝐶𝐶 แลวจึงเดิน

มาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (5, 5)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐴𝐴 ที่ตําแหนง 
(3, 6)𝐴𝐴  

สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมา

ตําแหนงเริ่มตน ดังรูป 2.8 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.8 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดานยอย  

เมื่อเรานํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานใหมจะไดดังรูป 2.9 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึง

ลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

นอกจากน้ี เมื่อเรายกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู บนกระดาน 𝐵𝐵 และกระดาน 𝐶𝐶 และ 

ยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู บนกระดาน 𝐴𝐴 และกระดาน 𝐷𝐷 ตามที่ไดกลาวมาขางตนแลว เรา

อาจหาเสนทางการเดินแบบปดของมาอีกเสนทางหน่ึง โดยเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึง

บนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 แลว 
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รูปที่ 2.9 การเดินของมาบนกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

เดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง 

 �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
  

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมา

บนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �2, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐶𝐶
 แลว

จึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 

𝐴𝐴 ที่ตําแหนง �3, 𝑛𝑛�+1
2
�
𝐴𝐴
 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบน

กระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน  

ตัวอยางตอไปน้ีแสดงเสนทางเดินแบบปดของมาอีกเสนทางหน่ึงที่ไดนําเสนอ 

ตัวอยาง 2.2 พิจารณากระดานวงแหวน (13, 13, 1) ในทํานองเดียวกับตัวอยาง 2.1 จะไดวา 

เสนประที่แสดงในรูป คือ เสนทางที่มาจะเดินขามระหวางกระดานยอยทั้งสี่ และตัวเลขที่กํากับ

หมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 
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รูปที่ 2.10 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดานยอย 

ซึ่งจะนํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานไดดังรูป 2.11 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดิน

ของมาบนกระดานวงแหวน (13, 13, 1) 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.11 การเดินของมาบนกระดานวงแหวน (13, 13, 1) 

3. สรุปและอภิปรายผล  

ในกรณีที่ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคูที่ 𝑛𝑛 ≥ 4 จะไดวากระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) มี 𝑛𝑛2 − 1 ชอง ซึ่ง

เปนจํานวนคี่ ทําใหชองสีขาวและชองสีดํามีจํานวนไมเทากัน จากขอสังเกตในหัวขอที่ 1 ทําใหไดวา 

ไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคู ดังน้ันจากการ

วิเคราะหในหัวขอ 2 ทําใหสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทไดดังตอไปน้ี 
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ทฤษฎีบท 3.1 สําหรับจํานวนนับ 𝑛𝑛 ที่ 𝑛𝑛 ≥ 2 จะมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ก็ตอเมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≠ 5 

จากหัวขอที่ 2 แมวาจะมีตําแหนงที่แนนอนในการแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และตําแหนงที่

แนนอนในการเดินขามระหวางกระดานยอยที่แบงแลว แตสิ่งที่ยังคงยุงยาก คือ การหาการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดานยอย ๆ เหลาน้ัน อยางไรก็ดีหากสังเกตจากตัวอยาง 2.1 และ 2.2 จะเห็นวา 

หากไดทางเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยกระดานหน่ึงแลว สามารถนํามาหมุนหรือพลิกเพ่ือ

สรางเปนทางเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยที่เหลือได  

ย่ิงไปกวาน้ันหากขยายแนวคิดไปสูกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) เมื่อ 𝑚𝑚 ≥ 11 และ 𝑘𝑘 ≥ 0 

จะสามารถแบงกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) ออกเปนสี่สวน แลวเปลี่ยนตัวแปร 𝑛𝑛 และ 𝑛𝑛� ใน

กรณี 5 ของหัวขอที่ 2 เปน 𝑚𝑚 และ 𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘 ตามลําดับ ก็จะไดทฤษฎีบทดังตอไปน้ี ซึ่งถือเปน

ภาคขยายสวนหน่ึงของทฤษฎีบท 3.1  

ทฤษฎีบท 3.2 สําหรับจํานวนเต็มคี่ 𝑚𝑚 ที่ 𝑚𝑚 ≥ 11 และจํานวนเต็ม 𝑘𝑘 ที่ 𝑘𝑘 ≥ 0 จะมีการเดินแบบปด

ของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1)  

ตัวอยาง 3.1 พิจารณากระดานวงแหวน (11, 15, 1) น่ันคือ 𝑚𝑚 = 11 และ 𝑘𝑘 = 1 

เริ่มตนแบงกระดานวงแหวน (11, 15, 1) เปนกระดานยอยขนาด 5 × 8 จํานวน 2 กระดาน และ

กระดานยอยขนาด 6 × 7 จํานวน 2 กระดาน ดังรูป 3.1 

 

 

 

 

รูปที่ 3.1 แนวการแบงกระดานวงแหวน (11, 15, 1) 

จะสามารถหาเสนทางเดินมาแบบปดในแตละกระดานยอย 4 กระดาน ไดดังรูป 3.2 ทั้งน้ีตัวเลขที่

กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 
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รูปที่ 3.2 ลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 

ยกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู คือ (2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2)𝐵𝐵, (5, 7)𝐵𝐵 - (6, 5)𝐵𝐵, (1, 7)𝐶𝐶 - (2, 5)𝐶𝐶 

และ (3, 1)𝐶𝐶 - (5, 2)𝐶𝐶 บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 

1 คู คือ (1, 7)𝐴𝐴 - (3, 8)𝐴𝐴 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ (3, 6)𝐷𝐷 - 

(5, 7)𝐷𝐷 บนกระดาน 𝐷𝐷  

ตอมาเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง (1, 7)𝐴𝐴 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

(5, 7)𝐵𝐵 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (1, 7)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง (5, 2)𝐶𝐶  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่

ตําแหนง (5, 7)𝐷𝐷 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 

ไปจนถึงตําแหนง (3, 6)𝐷𝐷 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (3, 1)𝐶𝐶 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึง

ตําแหนง (2, 5)𝐶𝐶 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (6, 5)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบน

กระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดิน

มาขามกลับมากระดาน 𝐴𝐴 ที่ตําแหนง (3, 8)𝐴𝐴 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน ดังรูป 3.3 
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รูปที่ 3.3 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดาน 

เมื่อเรานํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานใหมจะไดดังรูป 3.4 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.4 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (11, 15, 1) 

สําหรับผูที่สนใจศึกษาเพ่ิมเติม อาจพิจารณาขยายปญหาไปในแนวทางตาง ๆ ดังตอไปน้ี 

 1. พิจารณาวามีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑚𝑚 < 11 และ 

 𝑛𝑛 < 11  หรือไม 

 2. พิจารณาวามีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่ 𝑟𝑟 ≥ 2 หรือไม 
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 3. นอกจากการเดินมาแบบปกติที่นําเสนอในบทความน้ีแลว Chia และ Ong [1] ยังไดนําเสนอ

การเดินมาแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) เมื่อ 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ซึ่งคือการเดินมาที่มาจะเดินไปในแนวนอนหรือแนวต้ังจํานวน 𝑎𝑎 

ชองแลวหมุนในระนาบเดียวกัน 90 องศากับแนวเดิมและเดินตอไปอีก 𝑏𝑏 ชอง ดังน้ันผูสนใจอาจ

พิจารณาวาสําหรับการเดินมาแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) เมื่อ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เปนจํานวนเต็มบวกที่กําหนดให จะมีการ

เดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่ 𝑟𝑟 ≥ 2 หรือไม 
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