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บทคัดยอ 

ให 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ≥ 3 กระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) เปนกระดานหมากรุกขนาด 

𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีสวนตรงกลางขนาด 1 × 1 ขาดหายไป บทความฉบับน้ีศึกษาเง่ือนไขที่รับประกันการมีอยู

ของการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) 

เมื่อ 𝑚𝑚 เปนจํานวนคี่ที่ 𝑚𝑚 ≥ 11 และ 𝑘𝑘 ≥ 1 และหากมีการเดินแบบปดของมาแลวจะนําเสนอ

ขั้นตอนวิธีในการเดินดวย 

คําสําคญั:  การเดินแบบปดของมา กระดานวงแหวน  

ABSTRACT 

 Let 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 be odd integers such that 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ≥ 3, the ring board (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) is an 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 

chessboard with the middle part of size 1 × 1 is missing.  This article studies the 
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conditions to guarantee the existence of a closed knight’ s tour on the ring board 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) and the ring board (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) for odd integers 𝑚𝑚 such that 𝑚𝑚 ≥ 11 and 

𝑘𝑘 ≥ 1 and if it exists, then an algorithm for finding a closed knight’s tour on that board 

is given.  

Keywords:  Closed knight’s tour, ring boards  

1. บทนํา 

การเดินของมาบนกระดานหมากรุกเปนเรื่องที่นาสนใจในทางคณิตศาสตร โดยมาจะเดินไปใน

แนวนอนหรือแนวต้ังจํานวนสองชองแลวหมุนในระนาบเดียวกัน 90 องศากับแนวเดิมและเดินตอไป

อีกหน่ึงชอง ดังรูป 

 

รูปที่ 1.1 การเดินของมาจากจุดที่กําหนดบนกระดานหมากรุกขนาด 4 × 4 

โดยทั่วไปกระดานหมากรุกขนาดมาตรฐานจะเปนกระดานหมากรุกขนาด 8 × 8 ซึ่งประกอบดวยชอง

รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงตอกัน 8 แถว แถวละ 8 รูป ตอมานักคณิตศาสตรไดขยายการเดินของมาบน

กระดานหมากรุกขนาด 8 × 8 ไปสูการเดินของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ซึ่งประกอบดวย

ชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงตอกัน 𝑚𝑚 แถว แถวละ 𝑛𝑛 รูป และทาแตละชองดวยสีขาวและสีดําสลับกัน

ไป 

สําหรับกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ถากําหนดใหแตละชองมีตําแหนงเปน (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ในลักษณะ

เดียวกับการกําหนดตําแหนงสมาชิกของเมทริกซขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 แลวจะไดวามาที่อยูในตําแหนง (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 

จะสามารถเลือกเดินไปได 1 ชองจากอยางมาก 8 ชอง โดยอาจไปอยูในตําแหนง (𝑖𝑖 ± 1, 𝑗𝑗 ± 2) หรือ 

(𝑖𝑖 ± 2, 𝑗𝑗 ± 1) สังเกตวาการเดินของมาในแตละครั้ง จะเดินจากชองสีขาวไปยังชองสีดํา หรือชองสีดํา

ไปยังชองสีขาวเทาน้ัน  

การเดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 คือ การเดินของมาโดยที่มาเดินไปทุก

ชองของกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 เพียงหน่ึงครั้ง แลวกลับมาที่จุดเริ่มตน ดังน้ันจากขอสังเกต
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เก่ียวกับการเดินของมาทําใหไดวา ถาจํานวนชองสีขาวและชองสีดําบนกระดานหมากรุกที่พิจารณามี

จํานวนไมเทากัน แลวจะไมสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกดังกลาวได 

ในป ค.ศ. 1991 Schwenk [2] ไดเผยแพรเง่ือนไขที่จําเปนและเพียงพอสําหรับการมีอยูของการ

เดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.1 [2] บนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 โดยที่ 𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛 จะมีการเดินแบบปดของมาได 

ยกเวนถาเง่ือนไขขอใดขอหน่ึงตอไปน้ีเปนจริง  

 a) 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคี่ทั้งคู หรือ 

 b) 𝑚𝑚 = 1 หรือ 2 หรือ 4 หรือ 

 c) 𝑚𝑚 = 3 และ 𝑛𝑛 = 4 หรือ 6 หรือ 8 

นอกจากน้ี Schwenk [2] ยังพิสูจนวา ถาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 มีการเดินแบบปด

ของมาแลวจะไดวาสามารถหาการเดินแบบปดของมาที่ผานระหวางตําแหนงสองตําแหนงบนกระดาน

ดังกลาวทั้งหมด 10 คู ที่เราสามารถระบุตําแหนงคูเหลาน้ันไดเสมอ 

ทฤษฎีบท 1.2 [2] สําหรับกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีการเดินแบบปดของมา เราสามารถหา

การเดินแบบปดของมาที่ผานชองบนกระดานหมากรุกน้ัน 10 คู คือ  

(1,𝑛𝑛 − 1) - (3,𝑛𝑛), (𝑚𝑚 − 2,𝑛𝑛 − 1) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛), (𝑚𝑚 − 1,1) - (𝑚𝑚, 3), (𝑚𝑚 − 1,𝑛𝑛 − 2) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛), 

(4,𝑛𝑛 − 1) - (2,𝑛𝑛), (1,𝑛𝑛) - (3,𝑛𝑛 − 1), (𝑚𝑚 − 2,𝑛𝑛) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 1), (𝑚𝑚, 1) - (𝑚𝑚 − 1, 3), 

(𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 2) - (𝑚𝑚 − 1,𝑛𝑛) และ (𝑚𝑚, 2) - (𝑚𝑚 − 1, 4) 

ไดเสมอ 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 1.2 ตําแหนงสองตําแหนงทั้งหมด 10 คู ตามทฤษฎีบท 1.2  

บนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีการเดินแบบปดของมา 
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ตอมานักวิจัยบางทานไดหันไปใหความสนใจกับการเดินของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 

ที่รูตรงกลางขนาด 𝑟𝑟 × 𝑟𝑟  โดยที่ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑟𝑟 เปนจํานวนเต็มที่ 𝑟𝑟 ≥ 1 และ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 > 2𝑟𝑟 ซึ่งเรียกกระดาน

แบบน้ีวา กระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟)  

 

รูปที่ 1.3 ตัวอยางกระดานวงแหวน (5,5,1) 

สําหรับกรณีเฉพาะที่ 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 จะเห็นวาเหนือรูขนาด 𝑟𝑟 × 𝑟𝑟 จะมีชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสอยูจํานวน 
𝑛𝑛−𝑟𝑟
2

 แถว ซึ่งเราเรียกวาความหนาของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) เชน ในรูป 1.3 จะเห็นวากระดานวง

แหวน (5, 5,1) มีความหนาเปน 2  

ในป ค.ศ. 1996 Wiitala [3] ไดศึกษาเก่ียวกับการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่มีความหนาเปน 2 ซึ่งไดผลการศึกษาดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.3 [3] ไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่มีความหนาเปน 2 

เมื่อ 𝑛𝑛 ≥ 5   

บทความฉบับน้ีจะศึกษาเง่ือนไขเกี่ยวกับการมีอยูของการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่บางจํานวน โดยการแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ออกเปนสวน ๆ 

แลวพิจารณาการเดินของมาในสวนเหลาน้ันและพยายามหาทางเช่ือมตอกันจนเปนการเดินแบบปด

ของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ที่สมบูรณ 

2. การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝒏𝒏,𝒏𝒏,𝟏𝟏) เม่ือ 𝒏𝒏 เปนจํานวนเต็มคี ่

 ในหัวขอน้ีเราจะศึกษาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวน

เต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 
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กรณี 1 เมื่อ 𝑛𝑛 = 3 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (3, 3, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.1 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

 

 

 

รูปที่ 2.1 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (3, 3, 1) 

กรณี 2 เมื่อ 𝑛𝑛 = 5 จากรูป 1.3 กระดานวงแหวน (5, 5, 1) มีความหนาเปน 2 ดังน้ัน โดยทฤษฎีบท 

1.3 จะไดวาไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

กรณี 3 เมื่อ 𝑛𝑛 = 7 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (7, 7, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.2 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

 

 

 

 

รูปที่ 2.2 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (7, 7, 1) 

กรณี 4 เมื่อ 𝑛𝑛 = 9 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (9, 9, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.3 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

กรณี 5 เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่บวกที่ 𝑛𝑛 ≥ 11 เราแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ออกเปนกระดาน

หมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 เทา ๆ กันจํานวน 2 กระดาน และกระดานหมากรุกยอยขนาด 
𝑛𝑛+1
2

× 𝑛𝑛−1
2

 เทา ๆ กันจํานวน 2 กระดาน ตามแนวเสนขอบของรูขนาด 1 × 1 ของกระดานวงแหวน 
(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1)  
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รูปที่ 2.3 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (9, 9, 1) 

ดังตัวอยางการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) ออกเปน 4 กระดานในรูป 2.4 โดยจะเรียกกระดาน

หมากรุกยอยตําแหนงซายบนวากระดาน 𝐴𝐴 และเรียกกระดานยอยกระดานอ่ืน ๆ ตามทิศทางตามเข็ม

นาฬิกาวากระดาน 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 และ 𝐷𝐷 ตามลําดับ 

 

 

 

 

รูปที่ 2.4 แนวการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) ออกเปน 4 กระดาน 

เน่ืองจาก 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≥ 11 ดังน้ัน 𝑛𝑛−1
2

  และ 𝑛𝑛+1
2

  เปนจํานวนเต็มที่อยูติดกัน ทําให 
𝑛𝑛−1
2

 และ 𝑛𝑛+1
2

 เปนจํานวนเต็มคี่ทั้งคูไมได น่ันคือ กระดานหมากรุกขนาด 𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 ไมสอดคลองกับ

เง่ือนไข a) ของทฤษฎีบท 1.1 ย่ิงไปกวาน้ันเรายังไดวา 𝑛𝑛−1
2

 ≥ 5 น่ันคือ กระดานหมากรุกขนาด 
𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 ไมสอดคลองกับเง่ือนไข b) และ c) ของทฤษฎีบท 1.1 
จึงสรุปไดวา กระดานหมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛−1

2
× 𝑛𝑛+1

2
 และกระดานหมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛+1

2
× 𝑛𝑛−1

2
 

เหลาน้ี มีการเดินแบบปดของมาเสมอ 

ตอไป เพ่ือใหงายตอการขยายแนวคิดในภายหลัง สําหรับกรณีน้ี เราจะใชสัญลักษณ 𝑛𝑛 แทน 

จํานวนแถวของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และ 𝑛𝑛� แทนจํานวนหลักของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) 
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ดังน้ัน จากทฤษฎีบท 1.2 จะไดวา มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 โดยเดินมา 1 ครั้งจาก

ตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึงเปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี  

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 - �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 และ �𝑛𝑛−1

2
, 2�

𝐴𝐴
 - �𝑛𝑛−3

2
, 4�

𝐴𝐴
 

มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึง

เปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

(2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2)𝐵𝐵 และ �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
 - �𝑛𝑛+1

2
, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
  

 มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึง

เปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 - �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶
 และ �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 - �𝑛𝑛−1

2
, 2�

𝐶𝐶
 

 และมีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนง

หน่ึงเปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

(1, 3)𝐷𝐷 - (2, 1)𝐷𝐷 และ �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 - �𝑛𝑛−5

2
, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 

 ทั้งน้ีในความเปนจริงแลวหากหมุนกระดาน 𝐵𝐵 และกระดาน 𝐷𝐷 ไป 90 องศาในทิศทางตามเข็ม

นาฬิกา จะไดวาตําแหนงทั้ง 2 คู บนกระดานทั้งสอง คือ ตําแหนงเดียวกันกับตําแหนงทั้ง 2 คูบน

กระดาน 𝐴𝐴 และกระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ ดังรูป 2.5 

 

  

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.5 การเดินของมาที่ผานตําแหนง 2 คู ของกระดาน 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 และ 𝐷𝐷 
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จะเห็นวามาสามารถเดินขามกระดานยอยทั้งสี่ที่แบงออกมาไดโดย  

เดินขามระหวางกระดาน 𝐴𝐴 ไปกระดาน 𝐵𝐵 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คือ 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
- (2, 1)𝐵𝐵 และ (4, 2)𝐵𝐵- �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 

เดินมาขามระหวางกระดาน 𝐵𝐵 ไปกระดาน 𝐶𝐶 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คือ 

�𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
-  �1, 𝑛𝑛�−1

2
�
𝐶𝐶
 และ �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶

- �𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
 

และเดินมาขามระหวางกระดาน 𝐶𝐶 ไปกระดาน 𝐷𝐷 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คอื 

�𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 - �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 และ �𝑛𝑛−5

2
, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
- �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 

ดังน้ันจะไดวาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ทําไดโดย ยกเลิกการเดินผาน

ตําแหนงทั้ง 2 คูดังกลาว บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 และ ยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
- �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 - 

�𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 บนกระดาน 𝐷𝐷  

ตอมาเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2,1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

�𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง  �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 

ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 แลวเดินมาขามไป

กระดาน 𝐷𝐷 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมา

บนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 แลว

จึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 

𝐴𝐴 ที่ตําแหนง �3, 𝑛𝑛�+1
2
�
𝐴𝐴
 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบน

กระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน  

รูป 2.6 ดานลางน้ีแสดงการยกเลิกการเดินบนกระดานตาง ๆ ตามการอธิบายขางตนดวยเสนประ 

และแสดงเสนทางการเดินเช่ือมระหวางกระดานยอย ๆ ทั้งสี่ดวยเสนทึบ  
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รูปที่ 2.6 การเดินของมาที่ยกเลิกไปและการเดินของมาเช่ือมระหวางกระดาน 

ตัวอยาง 2.1 พิจารณากระดานวงแหวน (11, 11, 1) เริ่มจากการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

ออกเปนกระดานยอย ๆ ขนาด 5 × 6 และ 6 × 5 อยางละ 2 กระดาน ซึ่งจะสามารถหาเสนทางเดิน

แบบปดของมาในแตละกระดานยอย 4 กระดานไดดังรูป 2.7 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการ

เดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ  

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.7 การเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยทั้งสี่ 

ตอมายกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู คือ (2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2 )𝐵𝐵, (5, 5)𝐵𝐵 - (6, 3)𝐵𝐵, (1, 5)𝐶𝐶 - 

(2, 3)𝐶𝐶 และ (3, 1)𝐶𝐶 - (5, 2)𝐶𝐶 บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ และ ยกเลิกการเดินผาน

ตําแหนง 1 คู คือ (1, 5)𝐴𝐴 - (3, 6)𝐴𝐴 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ  

(5, 5)𝐷𝐷 – (3, 4)𝐷𝐷 บนกระดาน 𝐷𝐷 
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แลวเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง (1, 5)𝐴𝐴 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

(6, 3)𝐵𝐵 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (2, 3)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง (5, 2)𝐶𝐶 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่

ตําแหนง (5, 5)𝐷𝐷  

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง (3, 4)𝐷𝐷 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (3, 1)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบน

กระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง  (1, 5)𝐶𝐶 แลวจึงเดิน

มาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (5, 5)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐴𝐴 ที่ตําแหนง 
(3, 6)𝐴𝐴  

สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมา

ตําแหนงเริ่มตน ดังรูป 2.8 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.8 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดานยอย  

เมื่อเรานํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานใหมจะไดดังรูป 2.9 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึง

ลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

นอกจากน้ี เมื่อเรายกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู บนกระดาน 𝐵𝐵 และกระดาน 𝐶𝐶 และ 

ยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู บนกระดาน 𝐴𝐴 และกระดาน 𝐷𝐷 ตามที่ไดกลาวมาขางตนแลว เรา

อาจหาเสนทางการเดินแบบปดของมาอีกเสนทางหน่ึง โดยเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึง

บนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 แลว 
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รูปที่ 2.9 การเดินของมาบนกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

เดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง 

 �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
  

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมา

บนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �2, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐶𝐶
 แลว

จึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 

𝐴𝐴 ที่ตําแหนง �3, 𝑛𝑛�+1
2
�
𝐴𝐴
 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบน

กระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน  

ตัวอยางตอไปน้ีแสดงเสนทางเดินแบบปดของมาอีกเสนทางหน่ึงที่ไดนําเสนอ 

ตัวอยาง 2.2 พิจารณากระดานวงแหวน (13, 13, 1) ในทํานองเดียวกับตัวอยาง 2.1 จะไดวา 

เสนประที่แสดงในรูป คือ เสนทางที่มาจะเดินขามระหวางกระดานยอยทั้งสี่ และตัวเลขที่กํากับ

หมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 
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รูปที่ 2.10 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดานยอย 

ซึ่งจะนํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานไดดังรูป 2.11 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดิน

ของมาบนกระดานวงแหวน (13, 13, 1) 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.11 การเดินของมาบนกระดานวงแหวน (13, 13, 1) 

3. สรุปและอภิปรายผล  

ในกรณีที่ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคูที่ 𝑛𝑛 ≥ 4 จะไดวากระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) มี 𝑛𝑛2 − 1 ชอง ซึ่ง

เปนจํานวนคี่ ทําใหชองสีขาวและชองสีดํามีจํานวนไมเทากัน จากขอสังเกตในหัวขอที่ 1 ทําใหไดวา 

ไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคู ดังน้ันจากการ

วิเคราะหในหัวขอ 2 ทําใหสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทไดดังตอไปน้ี 
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ทฤษฎีบท 3.1 สําหรับจํานวนนับ 𝑛𝑛 ที่ 𝑛𝑛 ≥ 2 จะมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ก็ตอเมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≠ 5 

จากหัวขอที่ 2 แมวาจะมีตําแหนงที่แนนอนในการแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และตําแหนงที่

แนนอนในการเดินขามระหวางกระดานยอยที่แบงแลว แตสิ่งที่ยังคงยุงยาก คือ การหาการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดานยอย ๆ เหลาน้ัน อยางไรก็ดีหากสังเกตจากตัวอยาง 2.1 และ 2.2 จะเห็นวา 

หากไดทางเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยกระดานหน่ึงแลว สามารถนํามาหมุนหรือพลิกเพ่ือ

สรางเปนทางเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยที่เหลือได  

ย่ิงไปกวาน้ันหากขยายแนวคิดไปสูกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) เมื่อ 𝑚𝑚 ≥ 11 และ 𝑘𝑘 ≥ 0 

จะสามารถแบงกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) ออกเปนสี่สวน แลวเปลี่ยนตัวแปร 𝑛𝑛 และ 𝑛𝑛� ใน

กรณี 5 ของหัวขอที่ 2 เปน 𝑚𝑚 และ 𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘 ตามลําดับ ก็จะไดทฤษฎีบทดังตอไปน้ี ซึ่งถือเปน

ภาคขยายสวนหน่ึงของทฤษฎีบท 3.1  

ทฤษฎีบท 3.2 สําหรับจํานวนเต็มคี่ 𝑚𝑚 ที่ 𝑚𝑚 ≥ 11 และจํานวนเต็ม 𝑘𝑘 ที่ 𝑘𝑘 ≥ 0 จะมีการเดินแบบปด

ของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1)  

ตัวอยาง 3.1 พิจารณากระดานวงแหวน (11, 15, 1) น่ันคือ 𝑚𝑚 = 11 และ 𝑘𝑘 = 1 

เริ่มตนแบงกระดานวงแหวน (11, 15, 1) เปนกระดานยอยขนาด 5 × 8 จํานวน 2 กระดาน และ

กระดานยอยขนาด 6 × 7 จํานวน 2 กระดาน ดังรูป 3.1 

 

 

 

 

รูปที่ 3.1 แนวการแบงกระดานวงแหวน (11, 15, 1) 

จะสามารถหาเสนทางเดินมาแบบปดในแตละกระดานยอย 4 กระดาน ไดดังรูป 3.2 ทั้งน้ีตัวเลขที่

กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 
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รูปที่ 3.2 ลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 

ยกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู คือ (2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2)𝐵𝐵, (5, 7)𝐵𝐵 - (6, 5)𝐵𝐵, (1, 7)𝐶𝐶 - (2, 5)𝐶𝐶 

และ (3, 1)𝐶𝐶 - (5, 2)𝐶𝐶 บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 

1 คู คือ (1, 7)𝐴𝐴 - (3, 8)𝐴𝐴 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ (3, 6)𝐷𝐷 - 

(5, 7)𝐷𝐷 บนกระดาน 𝐷𝐷  

ตอมาเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง (1, 7)𝐴𝐴 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

(5, 7)𝐵𝐵 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (1, 7)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง (5, 2)𝐶𝐶  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่

ตําแหนง (5, 7)𝐷𝐷 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 

ไปจนถึงตําแหนง (3, 6)𝐷𝐷 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (3, 1)𝐶𝐶 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึง

ตําแหนง (2, 5)𝐶𝐶 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (6, 5)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบน

กระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดิน

มาขามกลับมากระดาน 𝐴𝐴 ที่ตําแหนง (3, 8)𝐴𝐴 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน ดังรูป 3.3 
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รูปที่ 3.3 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดาน 

เมื่อเรานํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานใหมจะไดดังรูป 3.4 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.4 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (11, 15, 1) 

สําหรับผูที่สนใจศึกษาเพ่ิมเติม อาจพิจารณาขยายปญหาไปในแนวทางตาง ๆ ดังตอไปน้ี 

 1. พิจารณาวามีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑚𝑚 < 11 และ 

 𝑛𝑛 < 11  หรือไม 

 2. พิจารณาวามีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่ 𝑟𝑟 ≥ 2 หรือไม 
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 3. นอกจากการเดินมาแบบปกติที่นําเสนอในบทความน้ีแลว Chia และ Ong [1] ยังไดนําเสนอ

การเดินมาแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) เมื่อ 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ซึ่งคือการเดินมาที่มาจะเดินไปในแนวนอนหรือแนวต้ังจํานวน 𝑎𝑎 

ชองแลวหมุนในระนาบเดียวกัน 90 องศากับแนวเดิมและเดินตอไปอีก 𝑏𝑏 ชอง ดังน้ันผูสนใจอาจ

พิจารณาวาสําหรับการเดินมาแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) เมื่อ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เปนจํานวนเต็มบวกที่กําหนดให จะมีการ

เดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่ 𝑟𝑟 ≥ 2 หรือไม 
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