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บทท่ี 1 
 

บทนํา 
 

1.1 ความสําคัญของปญหา 
 

 เปนทีท่ราบกนัดีวาในกรรมวิธีประมวลผลสัญญาณภาพ (Image Processing) นัน้จะมี

ปญหาสําคัญที่เกิดข้ึนเสมอ คือ ปญหาสัญญาณรบกวนภาพ ดังนัน้ที่ผานมาในอดีตจึงมีงานวิจยั

มากมายที่มุงเนนความพยายามท่ีจะแกไขปญหาดังกลาวดวยวิธีตางๆ ไมวาจะเปนวิธกีารดั่งเดิม 

คือ วิธีตัวกรองวนีเนอร (Wiener Filter) หรือ วิธีลดสัญญาณรบกวนบนปริภูมจิุดภาพ (Pixel 

Domain) เปนตน 

 แตในชวง 10 ปที่ผานมานีม้ีวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพอีกวธิีหนึ่งที่ไดรับความนยิมอยาง

มาก คือ วธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ต (Wavelet Domain) เมื่อประยุกตใชรวมกับ

วิธีทางสถิติ (Statistical Method) ซึง่แบงไดเปน 2 วิธี คือ วิธกีารแบงขีดเร่ิมเปลี่ยนเวฟเล็ต 

(Wavelet Thresholding) และอีกวิธหีนึง่ คือ วิธีความเส่ียงแบบเบส (Bayesians’ Risk) ซึง่ใช

หลักการประมาณแบบเบส (Bayesian Estimation) ในการหาฟงกชนัที่จะใชลดสัญญาณรบกวน 

หรือฟงกชันหดตัว (Shrinkage Function) ซึ่งหลักการประมาณแบบเบสนี้ยงัสามารถใชประมาณ

พารามิเตอรทางสถิติเพื่อใชรวมกับฟงกชนัหดตัวดวย เชน ความแปรปรวน นอกจากนี้วธิีความ

เส่ียงแบบเบสยังเปนวธิีที่มีความชัดเจนในการลดสัญญาณรบกวน มากกวาวิธีแรก ที่ยงัมีความไม

ชัดเจนในวิธหีาขีดเร่ิมเปลี่ยน (Thresholding) อยางไรก็ตามหลักการประมาณแบบเบสนั้น

ตองการ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา (Prior Probability Density Function, 

Prior PDF) ที่เหมาะสมในการกํากับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต ซึ่งงานวจิัยในอดีตนัน้สวนใหญจะใช 

PDF ที่มพีารามิเตอรทางสถติิเพียงแค คาเฉล่ีย (Mean) และ ความแปรปรวน (Variance) เทานัน้ 

ทําใหเปนแบบจําลองทางสถติิในกํากบัสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ไมดีเทาทีค่วร 

 จากเหตุผลขางตนวทิยานิพนธฉบับนี้จะนาํเสนอวิธลีดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟ

เล็ต ดวย วิธีความเส่ียงแบบเบส โดยใช Prior PDF ที่สรางจาก PDF บนพืน้ฐานระบบเพียรสนัใน

การหาฟงกชนัหดตัว สาํหรับสาเหตุที่เลือกใช PDF บนพืน้ฐานระบบเพยีรสันนัน้ เพราะ PDF ชนิด

นี้ครอบคลุม PDF เกือบทกุชนิดที่ใชเปน Prior PDF ในงานวิจัยในอดีต นอกจากนี้วทิยานิพนธ

ฉบับนี้จะนําเสนอวิธีประมาณพารามิเตอรทางสถิติที่แมนยําดวยหลักการประมาณแบบเบส เพือ่

ใชกับฟงกชนัหดตัวเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพการลดสัญญาณรบกวนดวย 
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1.2 วัตถุประสงค 
 

1 คิดคนวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตที่มีประสิทธิภาพสูง ทัง้ดานคุณภาพของ

ภาพที่ไดหลังการลดสัญญาณรบกวน (พจิาณาคา PSNR เปนสําคัญ) และความเร็วในการ

ประมวลผล บนพืน้ฐานหลักการที่สําคัญ คือ วิธีความเส่ียงแบบเบส รวมกับ หลักการ

ความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล (Parent and Child Relation) และ PDF 

บนพืน้ฐานระบบเพียรสนั 

2 สรุปและพิมพเผยแพรผลงานในวารสารวชิาการระดับชาติและนานาชาติ 
 

1.3 ขอบเขตวิทยานิพนธ 
 

1 ลดสัญญาณรบกวนภาพเม่ือมีสัญญาณรบกวนเกาสเซยีนสีขาวแบบบวก (Additive White 

Gaussian Noise, AWGN)  

2 พัฒนาระเบยีบวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพโดยอาศัย วธิีความเสีย่งแบบเบสในปริภูมิเวฟเล็ต 

ใหไดวิธีที่ มีประสิทธิภาพท้ังในดานคุณภาพของภาพ (พิจาณาคา PSNR เปนสําคัญ) และ

เวลาที่ใชในการประมวลผล  

3 เปรียบเทยีบประสิทธิภาพและพิจารณาขอดี ขอเสีย ของวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพที่

นําเสนอกับวิธอ่ืีนทีน่ิยมใชในปจจุบนัโดยใชโปรแกรม MATLAB ในการทดลองกับภาพ

ตนแบบมาตรฐานจาํนวนหนึ่ง 
 

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 

1 ศึกษาและเขาใจแนวทางพฒันาของวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในอดีตเพื่อเปนแนวทางใน

การพัฒนาวิธลีดสัญญาณรบกวนภาพที่มปีระสิทธิภาพตอไปในอนาคต  

2 นําเสนอวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตวิธใีหมทีม่ีประสิทธิภาพ 

3 พิมพเผยแพรวิทยานิพนธรวมทัง้นําเสนองานทัง้ในวารสารวิชาการระดับประเทศและตาง-

ประเทศเพื่อเผยแพรความรูตอไปในอนาคต 
 

1.5 ขั้นตอนและวิธีดําเนินงาน 
 

1 ศึกษาวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตวิธีตางๆในอดีต 

2 ศึกษาวธิีทางสถิติและการแปลงเวฟเล็ต (Wavelet Transform) เพื่อลดสัญญาณรบกวนภาพ 

3 ศึกษารูปแบบและหลักการความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล 

4 คิดคนวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตแบบใหมทีม่ีประสิทธิภาพท่ีดี 
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5 สรุปและเขียนวิทยานิพนธพรอมทั้งพิมพเผยแพรผลงานในวารสารทางวิชาการทัง้ในระดับ-

ชาติและนานาชาติ 
 



บทท่ี 2 
 

ภูมิหลัง 
 

 ในบทนี้เราจะศึกษาถงึวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพที่นาํเสนอในอดีต ดวยวิธทีางสถติิแบบ

ตางๆในปริภูมเิวฟเล็ต เพื่อเปนแนวทางในการพัฒนาวิธลีดสัญญาณรบกวนในวทิยานพินธฉบับนี้

ตอไป สําหรับวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพดวยวิธทีางสถติินั้นจะแบงเปน 2 วิธีที่สําคัญ คือ วธิีขีด

เร่ิมเปลี่ยนเวฟเล็ต (Wavelet Thresholding) และ วิธคีวามเส่ียงแบบเบส (Bayes’ Risk) โดย

วิทยานิพนธฉบับนี้จะเนนพฒันาวิธีลดสัญญาณรบกวนดวย วิธีความเส่ียงแบบเบส เปนสําคัญ

สําหรับวธิีความเส่ียงแบบเบสนั้นจาํเปนอยางยิ่งที่จะตองเขาใจถงึ การประมาณแบบเบส 

(Bayesian Estimation) ซึ่งเปนหลักการที่จะใชในการสรางฟงกชันสําหรับลดสัญญาณรบกวน 

และพารามิเตอรที่จะใชกับฟงกชนันี ้ซึ่งจะอธิบายหลักการนี้ ตอไปดังนี ้
 

2.1 การประมาณแบบเบส (Bayesian Estimation)  
 

 ในวทิยานพินธฉบับนี้เราจะประยุกตใชหลักการประมาณแบบเบสในการหาตัวแปรหรือ

พารามิเตอรทีไ่มทราบคา โดยสามารถสรุปลักษณะของปญหาไดดังนี ้ เมื่อกาํหนดให [ 1 2, ,a a=a  

], T
da…  เปนตัวแปรหรือพารามิเตอรที่ไมทราบคา และ [ ]1 2, , , T

db b b=b …  เปนตัวแปรหรือ

พารามิเตอรทีส่ังเกตได (ทราบคา) ในกรณีที่เราตองการหาฟงกชนั ( ) ( ) ( )1 2, ,d d⎡= ⎣d b b b  

( ),
T

dd ⎤⎦b…  เพื่อใชในการทํานาย a  ใหแมนยําที่สุด  

 เมื่อประยุกตใชการประมาณแบบเบสในการหาฟงกชนั ( )d b เราจะพิจารณาให a  และ 

b  เปนคาของเวกเตอรสุม [ ]1 2, , , T
dA A A=A …  และ [ ]1 2, , , T

dB B B=B … ตามลําดับ ซึ่งมีฟงกชนั

ความหนาแนนความนาจะเปนชนิดหลายตัวแปร (Multivariate Probability Density Function, 

Multivariate PDF) คือ ( )fA a  และ ( )fB b จากนั้นจึงเลือกฟงกชนั ( )d b ที่ทาํใหคาเฉล่ียการ

สูญเสียอยางมีเงื่อนไข (Condition Expected Loss) ( )R d  ที่นยิามดังตอไปนี้มีคาตํ่าสุด [1] 

( ) ( )( ) ( ) 1 2, dR L f da da da= ∫∫ ∫ A|Bd a d b a | b… …  (2.1) 

เมื่อ ( )( ),L a d b  คือ ฟงกชันการสูญเสีย (Loss Function) 

 ( )fA|B a | b  คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนอยางมีเงื่อนไข (Conditional 

Probability Density Function, Conditional PDF) =A a ตอเม่ือ 

=B b  
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ดังนัน้ ฟงกชนั ( )id b เมื่อ 1,2, ,i d= … ที่ทาํใหคาเฉลี่ยการสูญเสียอยางมีเงื่อนไขตํ่าที่สุด คือ การ

แกระบบสมการตอไปนี้ 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

arg min

arg min

arg min
d

d

d

d
d

d R

d R

d R

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

b d

b d

b d
#

 

2.1.1 การประมาณแบบภายหลังสงูสุด (Maximum a Posterior, MAP)  
 

วิธีนีจ้ะนยิามฟงกชันการสูญเสียอยูในรูป ( )( )0/1 ,L a d b ซึ่งมนีิยามดังตอไปนี ้

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 2
0/1

1 1 2 2

0, , , ,
,

1, , , ,
d d

d d

a = d a = d a = d
L

a d a d a d
⎧⎪= ⎨ ≠ ≠ ≠⎪⎩

b b b
a d b

b b b
…
…

 

 

คํานวณคาเฉล่ียการสูญเสียอยางมีเงื่อนไข (Condition Expected Loss) 

( ) ( )

( )( )( )
1 2
1 2

1 2

d
d

d

a a a
d d d

R f da da da
≠ ≠ ≠

= ∫ ∫ ∫ A|B

b b b

d a | b… …  

( ) ( ) ( )( )( )1 1 2 21 , , , d df a = d a = d a = d= − A|B b b b | b…  
 

ดังนัน้ฟงกชนั ( )id b ที่ทาํให ( )R d ตํ่าที่สดุ คือ การแกระบบสมการ ตอไปนี้ 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

arg max

arg max

arg max
d

a

a

d
a

d f

d f

d f

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

A|B

A|B

A|B

b a | b

b a | b

b a | b

#
 

หรือเขียนในรูป 

( ) ( )arg max f⎡ ⎤= ⎣ ⎦A|B
a

d b a | b  (2.2) 

จากกฎของเบส (Bayes’ Rule) 

( ) ( ) ( )
( )

| |f f
f

f
= B A A

A|B
B

b a a
a | b

b
 (2.3) 

เมื่อ ( )| |fB A b a  คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนมีเงื่อนไข =B b เมื่อ =A a  

ดังนัน้ 

( ) ( ) ( )arg max f f⎡ ⎤= ⎣ ⎦B|A A
a

d b b | a a  (2.4) 

ซึ่งสมการที ่2.4 คือ สมการที่ใชประมาณตัวแปรหรือพารามิเตอรแบบภายหลังสูงสุด (MAP)  
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2.1.2 การประมาณแบบผิดพลาดกาํลงัสองเฉลี่ยนอยสุด (Minimum Mean Square Error, 
MMSE) 

 

 วิธีนีจ้ะนยิามฟงกชันการสูญเสียอยูในรูปของ ( )( )2 ,L a d b  ซึ่งมนียิามดังตอไปนี ้

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
2 1 1 2 2, d dL a d a d a d= − + − + + −a d b b b b…  

ทําการคํานวณคาเฉลี่ยการสูญเสียอยางมีเงื่อนไข 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 1 2d d dR a d a d a d f da da da= − + − + + −∫∫ ∫ A|Bd b b b a | b… … …  

หาฟงกชัน ( )id b  ทีท่ําให ( )R d  ตํ่าที่สดุ 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2 2

1 1 2 2 1 2d d d
i i

R
a d a d a d f da da da

d d
∂ ∂

= − + − + + −
∂ ∂ ∫∫ ∫ A|B

d
b b b a | b… … …

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 1 2d d d

i

a d a d a d f da da da
d
∂

= − + − + + −
∂∫∫ ∫ A|Bb b b a | b… … …  

( )( ) ( ) 1 22 i i da d f da da da= − −∫∫ ∫ A|Bb a | b… …  

กําหนดให 
( )

0
i

R
d

∂
=

∂
d

 

( )( ) ( ) 1 22 0i i da d f da da da− − =∫∫ ∫ A|Bb a | b… …  

( )
( )

( )

1 2

1 2

i d

i

d

a f da da da
d

f da da da
= ∫∫ ∫
∫∫ ∫

A|B

A|B

a | b
b

a | b

… …

… …
 

โดย ( ) 1 2 1df da da da =∫∫ ∫ A|B a | b… …  และ จากกฎของเบสในสมการที ่(2.3) ดังนัน้ 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2
1

i i dd a f f da da da
f

= ∫∫ ∫ B|A A
B

b b | a a
b

… …  (2.5) 

เมื่อ ( ) ( ) ( ) 1 2 df f f da da da= ∫∫ ∫B B|A Ab b | a a… …  

ซึ่งสมการที ่2.5 คือ สมการที่ใชในการประมาณแบบผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุด (MMSE)  
 

2.1.3 การประมาณแบบความนาเปนจริงสูงสุด (Maximum Likelihood, ML) 
 

 สําหรับการประมาณทางสถติิที่จะกลาวถึงตอไปนี้ถึงแมจะไมใชการประมาณแบบเบส แต

ก็เปนการประมาณที่ใชหลักการคลายกัน กลาวคือ ใชหลักการหาคาสูงสุดของฟงกชันความหนา 

แนนความนาจะเปนเงื่อนไข ( )fB|A b | a  ในการหาฟงกชัน ( )d b  ดังตอไปนี ้
 

( ) ( )arg max f⎡ ⎤= ⎣ ⎦B|A
a

d b b | a  (2.6) 
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จะสังเกตเหน็วาวธิีนีเ้ปนวิธทีี่มีหลักการประมาณตัวแปรคลายวิธีภายหลังสูงสุด (MAP) ดังสมการ

ที่ 2.4 เพียงแตสมมุติให ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน ( )fA a มีคาเปนหนึง่ (Uniform 

PDF) ซึ่งทาํใหวิธนีี้เปนวธิปีระมาณตัวแปรที่งายเพราะไมตองใชความรูเกี่ยวกับลักษณะการกระ-

จายตัวของตัวแปรที่จะประมาณนัน้เอง 
 

2.2 การลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ต 
 

 สําหรับวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตนั้นไดถูกพัฒนาข้ึนในชวง 10 ปที่ผาน

มานี ้ โดยกรรมวิธีสวนมากจะอยูในรูปวธิทีางสถิติ (Statistical Method) ซึ่งแบงไดเปน 2 ประเภท

ใหญๆ คือ วธิีแบงขีดเร่ิมเปลี่ยนเวฟเล็ตและวิธีความเสี่ยงแบบเบส สําหรับวธิีหลังนี้จะไดกลาวถงึ 

หลักการความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกลดวย (Parent and Child Relation) ซึ่ง

นําเสนอในงานวิจยัที ่[2] อันจะเปนหลักการสําคัญทีจ่ะใชในวทิยานพินธฉบับนี้ตอไป 
 

2.2.1 การแบงขีดเริ่มเปลีย่นเวฟเล็ต (Wavelet Thresholding)  
 

 วิธีนีจ้ัดเปนวิธเีร่ิมแรกสุดของวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพบนปริภูมิเวฟเล็ตและยังเปนวิธีที่

มีข้ันตอนไมซบัซอนอีกดวย โดยเปนวธิีที่ศึกษาและออกแบบ ฟงกชันหดตัว (Shrinkage 

Function) ซึ่งเปนฟงกชนัที่ใชในการลดสญัญาณรบกวน โดยทาํการเปล่ียนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีม่ี

สัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet Coefficient) ใหเปนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณ

รบกวน (Noise-Free Wavelet Coefficient) (โดเมนของฟงกชนั คือ Noisy Wavelet Coefficient 

และเรจน คือ Noise-Free Wavelet Coefficient) หรือทําการออกแบบขีดเร่ิมเปลี่ยนหรือจุดเร่ิม

เปลี่ยน (Thresholding) ที่จะใชกับ Shrinkage Function โดยที่ไมใชหลักการความเส่ียงแบบเบส 

(Bayes’ Risk) สําหรับ Shrinkage Function เร่ิมแรกทีน่ิยมใชในการออกแบบThresholding คือ 

ฟงกชัน Soft และ Hard-Thresholding [3] ตอจากนั้นไดมีการพฒันาฟงกชนัหดตัวข้ึนอีกอยาง

ตอเนื่อง เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพในการลดสญัญาณรบกวน เชน ฟงกชนั Firm-Shrinkage [4] (ซึ่ง

เปนฟงกชนัหดตัวที่ตองการขีดเร่ิมเปลี่ยน 2 ตัวในการลดสัญญาณรบกวน จงึมีประสิทธิภาพ

มากกวา ฟงกชัน Soft และ Hard-Thresholding ที่ตองการขีดเร่ิมเปลี่ยนตัวเดียว) และ 

  
รูปที่ 2.1 แสดงฟงกชันหดตัว Soft-Thresholding และ Hard-Thresholding ตามลําดับ 
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ฟงกชัน Non-Negative Garrote Shrinkage [5] ซึ่งเปนฟงกชนัหดตัวที่มีความตอเนื่อง ทําใหมี

เสถียรภาพมากกวา ฟงกชัน Hard-Thresholding โดยในรูปที่ 2.1 นั้นแสดงลักษณะของฟงกชนั

หดตัวชนิด Soft-Thresholding และ Hard-Thresholding ที่มีขีดเร่ิมเปล่ียน (Thresholding) แบบ 

Universal คือ 2lnnth Nσ= เมื่อ nσ คือสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานสัญญาณรบกวน (Standard 

Deviation Noise) และ N คือ จํานวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในแตละระดับการแปลง (Subband) 

 สําหรับขอเสียของวิธีการแบงขีดเร่ิมเปลี่ยนเวฟเล็ต คือ ยังมีความไมชัดเจนในการหาขีด

เร่ิมเปลี่ยน (Thresholding) สําหรับใชกับฟงกชันหดตัวอยู [6] 
 

2.2.2 ความเสี่ยงแบบเบส (Bayes’ Risk) 
 

 สําหรับการลดสัญญาณรบกวนภาพดวย วธิีความเสีย่งแบบเบส นั้นจะอาศัยหลักการทาง

สถิติ คือ การประมาณแบบเบส (Bayesian Estimation) ดังที่ไดกลาวไปแลว ซึง่วิธีนี้สวนใหญจะ

อยูในรูปของ วิธีภายหลังสูงสุด (วิธ ีMAP) หรือ วิธีคาผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุด (วิธ ีMMSE) 

โดยตอไปนี้จะกลาวถึงรายละเอียดการประยุกตใช หลักการประมาณแบบภายหลังสูงสุดและการ

ประมาณแบบผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุด เพื่อประยุกตใชกับวธิคีวามเส่ียงแบบเบส ดังนี ้
 

วิธีภายหลังสูงสุด (Maximum a Posterior, MAP) 

 วิธีนีจ้ะประยกุตใชหลักการประมาณภายหลังสูงสุดในหัวขอ 2.1.1 ในการลดสัญญาณ

รบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตโดยสมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตปราศจากสัญญาณรบกวน (Noise-

Free Wavelet Coefficient) มีการแจกแจงตัวแปรสุม [ 1 2, , ,= …X XX ]TdX  ซึง่ 1X คือ ระดับการ

แปลงยอย (Subband) ที่จะพิจารณา และ d คือ จํานวนระดับความละเอียดของการแปลงเวฟเล็ต

ที่จะพิจารณา ยกตัวอยางเชน ถากําหนดให 2d =  และจะพิจารณาระดับการแปลง HH1 เราจะ

พิจารณาสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตใน HH1 และ HH2 เทานัน้ และมีสมัประสิทธิ์เวฟเล็ตที่สังเกตได 

(Observed Wavelet Coefficient) หรือ สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet 

Coefficient) มีเวกเตอรสุม คือ [ 1 2, ,Y Y=Y …  ], T
dY โดยมีฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน

รวม ( )fX,Y x,y และสัญญาณรบกวนมีเวกเตอรสุม [ ]1 2, ,= … T
dN N NN มีฟงกชันความหนาแนน

ความนาจะเปน คือ ( )fN n เราจะเรียกฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน ( )fX x วาฟงกชนั

ความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา (Prior PDF) เรียกฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน

แบบมีเงื่อนไข ( )fX|Y x | y วาฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนภายหลัง (Posterior PDF) 

และเรียก ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนอยางมีเงื่อนไข ( )fY|X y | x วา ฟงกชันความ

หนาแนนความนาจะเปนแบบนาเปนจริงสูงสุด (Likelihood Function) ประยุกตการประมาณแบบ

ภายหลังสูงสุดในสมการ 2.4 จะไดวิธีประมาณตัวแปร x  ดังนี้  
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ˆ ( ) arg max ( | ) ( )f f⎡ ⎤= ⎣ ⎦Y|X X
x

x y y x x   

กรณีที่สัญญาณรบกวนมีลกัษณะแบบบวก = +Y X N จะใหฟงกชนัเงื่อนไข (Conditional) ในรูป 

( ) ( )f f= −Y|X Nx | y y x  (ภาคผนวก ก) 
 

[ ]ˆ ( ) arg max ln ( ) ln ( )f f= − +N X
x

x y y x x  (2.7) 
 

วิธีผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุด (Minimum Mean Square Error, MMSE) 

 วิธีนีจ้ะประยกุตใชหลักการประมาณแบบผิดพลาดกาํลังสองเฉล่ียนอยสุดในหัวขอ 2.1.2 

ในสมการ 2.5 มาประมาณตัวแปร ˆix ดังนั้นในกรณีที่สัญญาณรบกวนมีลกัษณะแบบบวก จะพบวา 
1ˆ ( ) ( ) ( )
( )

d

i i

R

x x f f d
f

= −∫ X N
Y

y x y x x
y

 (2.8) 

เมื่อ ( ) ( ) ( ) ,
dR

f f f d= −∫Y X Ny x y x x  1,2, ,i d= …  

 

2.2.2.1 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา 
 

 จะสังเกตเหน็วาในหวัขอที่แลวนัน้ วธิีความเส่ียงแบบเบส มีฟงกชนัความหนาแนนความ

นาจะเปนชนิดหนึง่ที่สาํคัญอยางมากที่จะประยุกตใชกับวิธีภายหลังสูงสุด หรือ วธิผีิดพลาดกาํลัง

สองเฉลี่ยนอยสุด คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา (Prior PDF) ของสัม-ประ

สิทธิ์เวฟเล็ต ( )fX x นั้นเอง ซึ่งงานวิจยัสวนใหญมักจะสมมติุใหฟงกชันความหนาแนนความนาจะ

เปนชนิดนี้มีโมเมนตทางสถติิเพียงแค คาเฉล่ีย (Mean) และ ความแปรปรวน (Variance) เทานัน้ 

[7-9] ในการอธิบายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต เพื่อความสะดวกในการ

คํานวณ เชน ในงานวิจัยที่ [7] ที่ใช Cauchy PDF ในการอธิบายการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์

เวฟเล็ตในภาพ SAR (Synthetic Aperture Radar) หรือ งานวจิัยที่ [9] ที่ใช Gaussian PDF และ

งานวิจยัที ่[10] ที่ศึกษาการใช Laplacian PDF โดยละเอียดและ งานวิจัยที ่[11] ศึกษา 
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รูปที่ 2.2 ตัวอยาง ฮิสโทแกรมภาพ Man (Pirate) ใน HH1, Cauchy PDF, Gaussian PDF และ Laplacian PDF 
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Two-Sided Gamma PDF อธิบายการกระจายตัวของ Speech Coefficients ซึง่รูปที่ 2.2 แสดง

ฮิสโทแกรมของรูป Man (Pirate) ใน HH1 และ Cauchy PDF, Gaussian PDF และ Laplacian 

PDF ซึ่งเปนตัวอยางของ PDF ที่กลาวมาขางตนที่ใชในงานวิจยัในอดีต จากลักษณะของ PDF ที่

กลาวมาเหลานี้จะสงัเกตเหน็วามีโมเมนตทางสถิติเพียง ความแปรปรวน เทานัน้ ดังนัน้นาสนใจวา

ถามีการใช PDF ที่มีโมเมนตทางสถิติที่สงูกวาความแปรปรวน (นําเสนอในวทิยานพินธฉบับนี้ผาน

ระบบเพียรสนั) จะทําใหกํากับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตไดดีข้ึน ซึง่ทาํใหผลการลดสัญญาณรบกวนดีข้ึน

ดวย อยางไรก็ตามถาโมเมนตทางสถิติสงูข้ึนเกนิไปความซับซอนของวิธทีี่ใชลดสัญญาณรบกวนก็

ยอมเพิม่ข้ึนดวยซ่ึงไมเปนผลดี ดังงานวจิัยที ่ [6] นอกจากนี้ในงานวิจยัสวนใหญมักจะพจิารณา

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตเพยีงแคระดับการแปลงยอยที่สนใจเทานั้นแลวใชฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนตัวแปรเดียว (Univariate PDF) ในการอธิบายการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต ซึง่

ในทางปฏิบัติแลวสัมประ-สิทธิ์เวฟเล็ตจะมีความสัมพนัธในระดับการแปลงยอยระหวางกนัดวยซ่ึง

เรียกหลักการนี้วา หลักการความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล (Parent and Child 

Relation) ซึ่งงานวิจยัที ่ [2] ไดประยุกตใชหลักการนีก้บัวิธ ี MAP ในการลดสัญญาณรบกวนภาพ

และใหประสิทธิภาพเปนทีน่าพอใจยิง่ ซึง่จะไดอธิบายหลักการนี้ในหัวขอถัดไป 
 

2.2.2.2 ความสัมพันธของสัมประสิทธิเ์วฟเล็ตระหวางสเกล 
 

 ในงานวิจัยที่ [2] ไดนําเสนอหลักการความสัมพนัธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางระดับ

การแปลงยอย เพื่อประยุกตใชกับวิธีความเส่ียงแบบเบสในการลดสญัญาณรบกวนภาพ ซึง่วิธนีี้

ไดรับความนิยมอยางมากเพราะใหประสิทธิภาพในการลดสัญญาณรบกวนภาพที่ดีและมีกรรมวิธี

ที่ไมยุงยากซับซอน ทําใหใชเวลาในการลดสัญญาณรบกวนอยางมปีระสิทธิภาพโดยวิธนีี้จัดเปน

หลักการที่สาํคัญที่สุด ของการนาํเสนอวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพในวิทยานพินธฉบับนี้เลยก็วาได 

สําหรับหลักการความสัมพนัธระหวางสเกล (Parent and Child Relation) คือ สัมประสิทธิ์เวฟเล็ต

ชนิดเดียวกัน เชน แนวนอน (Horizontal) แนวต้ัง (Vertical) หรือ แนวทแยง (Diagonal) ที่ระดับ  

 
 

รูปที่ 2.3 ลักษณะความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล (Parent and Child Relation) 
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การแปลงยอยความละเอียดนอย (Low Resolution Subband) จะมีความสัมพนัธในลักษณะ

Parent กับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ระดับการแปลงยอยความละเอียดสูง (High Resolution 

Subband) ทีจ่ะพิจารณา ซึ่งเรียกวา Child ในระดับถัดไป ดังตัวอยางในรูป 2.3 เมื่อตองการ

พิจารณาระดับการแปลงยอย HH1 โดยพิจารณาแค 2 ระดับความละเอียด จะเรียกสัมประสิทธิ์

เวฟเล็ต HH1 วา Child และมี Parent คือ สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตใน HH2 
 

2.2.2.3 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนชนดิหลายตัวแปร 
 

 ในงานวิจัยที่ [2] ไดเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพ ดวยวิธีความเสี่ยงแบบเบส โดยใช

วิธี MAP รวมกับหลักการความสัมพนัธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกลในหัวขอที่แลว ซึ่งวธิีนี้

ตองอาศัยเวกเตอรสุม (Random Vectors) ที่มีฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนชนิดหลาย

ตัวแปร (Multivariate Probability Density Function, Multivariate PDF) ในการอธิบายการ

กระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทั้งในสวนของ Parent และ Child ซึ่งในงานวิจยัที่ [2] ไดศึกษา

ความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล ในฐานขอมูลภาพ Corel โดยมีลักษณะฮิสโท

แกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในกรณี 2 ตัวแปร (Bivariate) ดังรูปที ่ 2.4 และไดสมมุติใหเวกเตอร

สุมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตดังกลาวอยูในรูป Spherically Contoured Radial Exponential 

Random Vectors โดยมีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวม ดังตอไปนี้ 

( ) 1
expd

dKf
σ σ

⎛ ⎞− +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
X

x
x  (2.9) 

เมื่อ 2σ  คือ ความแปรปรวน และ K =
( )( )

/ 21
41 / 2

dd
d
π

π
+⎛ ⎞

⎜ ⎟Γ + ⎝ ⎠
 คือ คาพารามิเตอรบรรทัดฐาน 

(Normalizing Constant Parameter)  

 โดยรูปที่ 2.5 แสดงฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมของ Radial Exponential 

Random Vectors ในกรณี 2d =  ตัวแปร เมื่อกําหนดใหสัญญาณรบกวนในแตละสเกลการแปลง

เวฟเล็ต มีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเกาส ที่เปนอิสระตอกัน มีคาเฉล่ียเปน 0 และ

ความแปรปรวน 2
nσ  จะไดฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมของสัญญาณรบกวน คือ 

( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

d
n

n

f
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

n
n  (2.10) 

หา ˆix  จากการแกสมการที่ 2.7 โดยใชสมการที่ 2.9 และ 2.10  

( ) ( )
( )

2

2 22

11ln ln ln ln
22

d d
nn

dKf f
σ σ σπσ

⎛ ⎞ − +⎛ ⎞⎜ ⎟− + = − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠
⎝ ⎠

N X

y x x
y x x  

( ) ( )ln ln
0

i

f f
x

⎡ ⎤∂ − +⎣ ⎦ =
∂

N Xy x x
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รูปที่ 2.4 ลักษณะฮิสโทแกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในกรณี 2 ตัวแปร (Bivariate) ในฐานขอมูลภาพ Corel 
 

 

 
 

รูปที่ 2.5 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมของ Radial Exponential Random Vectors ในกรณี 2d =  ตัวแปร 
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รูปที่ 2.6 ฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรในสมการ 2.13 กรณี 2 ตัวแปร หรือ สมการ 2.14 (BiShrink) 
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2

1 0i i i

n

y x d x
σ σ
− +

− =
x

 

2 1 1

i
i

n

yx
dσ

σ

=
⎛ ⎞+

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠x

 

กําหนดให BiShrinkr = x  

2 1 1

i
i

n

BiShrink

yx
d

r
σ
σ

=
⎛ ⎞+

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
(2.11) 

 

สราง Norm จากสมการ 2.11 เมื่อ 2 2 2
1 2 dx x x= + + +x …  ดังนัน้ 

2 1 1n

BiShrink

d
r

σ
σ

=
⎛ ⎞+

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

y
x  

2 1 1n

BiShrink BiShrink

d
r r

σ
σ

+
+ =

y
 (2.12) 

หา BiShrinkr จากสมการ 2.12 ดังนัน้ 
2 1n

BiShrink
dr σ
σ

+
= −y   

นําสมการ 2.12 แทนในสมการ 2.11 กําหนด 1i = จะไดฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร 
2

1 1

1

ˆ

n d

x y

σ
σ

+

⎛ ⎞+
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠=

y

y
 

(2.13) 

เมื่อ ( )max 0,g g+ =  ในงานวจิัยที ่ [2] เรียกฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรในสมการ 2.13 กรณี 

2d = -Dimension 2 2
1 2y y= +y วา BiShrink ดังสมการ 2.14 และรูปฟงกชันหดตัวดังรูปที่ 2.6 

2
2 2
1 2

1 12 2
1 2

3

ˆ

ny y
x y

y y

σ
σ

+

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠=
+

 (2.14) 

 

 



บทท่ี 3 
 

ระบบเพียรสัน 
 

3.1 นิยาม 
 

 ระบบเพียรสนั (Pearson System) ถูกนาํเสนอคร้ังแรกในงานวิจัยที ่ [12] โดยใชแนวคิด

เร่ืองสมการเชิงอนพุันธในการหาฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน (Probability Density 

Function, PDF) ชนิดตางๆ ที่สามารถเขียนไดในรูปอยางงายดังเชน ฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนเกาส (Gaussian PDF) หรือ ลาปลาซ (Laplacian PDF) แตมีโมเมนตทางสถิติที่สูงกวา 

กลาวคือมีคาความเบ (Skewness) และ ภาวะยอดมน (Kurtosis) สาํหรับสมการเชิงอนพุันธที่ใช

หาฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนของระบบเพียรสันนัน้มีลักษณะ ดังตอไปนี ้

( )
( ) ( )

( )
0 1

2
0 1 2

1
2

df x P x a a x
f x dx Q x b b x b x

+
= =

+ +
 (3.1) 

เมื่อ ( )f x  คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (PDF) 

 0 1 0 1, , ,a a b b และ 2b  คือ คาคงที่จริง (Real Values) 

ซึ่งสมการเชิงอนุพนัธของระบบเพียรสนันี ้ สามารถใชสราง PDF ที่เปนประโยชนข้ึนมาใหมหรือ

ครอบคลุม PDF ที่มีการนาํเสนอไวแลวในอดีตอยางมากมาย ดังที่จะกลาวถงึในหวัขอตอไป 
 

3.2 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนบนพ้ืนฐานระบบเพียรสัน 
 

 ดังที่กลาวในหวัขอที่แลววาระบบเพยีรสันนั้นอาศัยสมการเชิงอนุพนัธที่มีรูปแบบ ดังสม-

การ 3.1 ในการสราง PDF ชนิดตางๆ โดยตอไปนี้เราจะมาพิจารณาตัวอยาง PDF บางประเภทที่

สรางจากระบบเพียรสัน คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเพยีรสันชนิดที่ 3 และ 4 ดังนี ้
 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเพียรสันชนิดท่ี 3 
 

 เมื่อกําหนดให ( ) 0 1P x a a x= + , ( )Q x x β= − โดย [ ),x β∈ ∞  แกสมการเชิงอนพุันธหา

ฟงกชัน ( )f x จากสมการที ่3.1 

( )
( ) ( )

( )
0 11 df x P x a a x

f x dx Q x x β
+

= =
−

 

0 1
1

a aa
x

β
β

+
= +

−
 

( )
( )

0 1
1

df x a aa dx dx
f x x

β
β

+
= +

−∫ ∫ ∫  
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รูปที่ 3.1 แสดงฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแกมมา (Gamma PDF) และเลขช้ีกําลัง (Exponential PDF) 
 

( ) ( ) ( )1 0 1 0ln ln lnf x a x a a x Cβ β= + + − +  0C คือ คาคงที่ 
 

( ) ( )( ) ( )0 1

0 1expa af x C x a xββ += −  

ในกรณีให [ )0,x β∈ = ∞  

( ) ( )0
0 1expaf x C x a x=  

เมื่อกําหนดให 0 1, 1, , 0a aα α γ γ= > − = − > และหา 0C จาก ( ) 1f x dx
∞

−∞

=∫ จะไดฟงกชนัความ

หนาแนนความนาจะเปนแกมมา (Gamma PDF) [13] โดยมีรูปสมการ PDF คือ 

( ) ( ) ( ) ( )
1

exp 1,
1

f x x x Gamma
α

αγ γ α γ
α

+

= − = +
Γ +

 (3.2) 

หรือ 

( ) ( ) ( )1, exp , , 0Gamma x x
α

αγα γ γ α γ
α

−= − >
Γ

 (3.3) 

ในกรณีที่กาํหนดให 1α = ในสมการ 3.3 จะไดฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเลขช้ีกําลัง 

(Exponential PDF) ( ) ( )exp , 0f x xγ γ γ= − > ซึ่งเปนกรณีพิเศษของ Gamma PDF นั้นเอง โดย

รูปที่ 3.1 แสดง Gamma PDF และ Exponential PDF ที่พารามิเตอรตางๆ 

 ในงานวิจัยที ่ [11] ไดนําเสนอฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนแบบแกมมาสองฝง 

(Two-Sided Gamma PDF) ซึ่งสรางมาจาก Gamma PDF นั่นเอง โดย PDF ชนิดนี้มฟีงกชัน

ความหนาแนนความนาจะเปนที่สมมาตร (Symmetric) มีคาเฉลีย่เปน 0 มีความแปรปรวน 2σ  ดัง

สมการตอไปนี ้

( )
4 1

2
33 exp ,

22 2
x

f x x x R
σπσ

− ⎛ ⎞−
= ∈⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.4) 

นอกจากนีฟ้งกชันความหนาแนนความนาจะเปน Radial-Exponential ที่มีคาเฉลีย่เปน 0 และมี

ความแปรปรวน 2σ  หรือ Laplacian PDF กรณีตัวแปรเดียว (Scalar) ก็คือ ฟงกชนัความหนาแนน 
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รูปที่ 3.2 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแกมมาสองฝง (Two-Sided Gamma PDF)  

และ Radial-Exponential (Laplacian) PDF เมื่อ 2 4σ =  
 

ความนาจะเปนเลขชี้กําลังสองฝง (Two-Sided Exponential PDF) ซึ่งสรางไดจาก Exponential 

PDF นัน้เอง โดยมี PDF ดังตอไปนี้ 

( ) 21 exp ,
2

x
f x x R

σσ

⎛ ⎞−
= ∈⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.5) 

ซึ่งรูปที ่3.2 แสดงฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนแบบแกมมาสองฝง (Two-Sided Gamma 

PDF) และ Radial-Exponential (Laplacian) PDF ในกรณีทีม่ีคาเฉลี่ยเปน 0 และมีความ

แปรปรวน 2σ  
 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเพียรสันชนิดท่ี 4 
 

 เมื่อกําหนดให ( ) 0 1P x a a x= + , ( ) 2
0 12Q x b b x x= + + โดย x R∈  แกสมการเชิงอนพุันธ

หาฟงกชัน ( )f x จากสมการ 3.1 

( )
( ) ( )

( )
0 1

2
0 1

1
2

df x P x a a x
f x dx Q x b b x x

+
= =

+ +
 

( )
( )

0 1
2 2

0 1 0 12 2
df x a a xdx dx
f x b b x x b b x x

= +
+ + + +∫ ∫ ∫  

( )
( )

( )

2
0 11

0 12 222 2
0 11 0 1 1 0 1

2
2

2 2

d b b x xadx dxa b
b b x xx b b b x b b b

⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥= + −

+ +⎢ ⎥+ + − + + −⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

 

( )
( )

( )2
0 11

0 1 1 2 22
0 11 0 1

2

2 2

d b b x xadxa a b
b b x xx b b b

+ +
= − +

+ ++ + −∫ ∫  

( ) ( ) ( )0 1 1 1 21 1
0 1 02 2

0 1 0 1

ln tan ln 2 ln
2

a a b x b af x b b x x C
b b b b

−
⎛ ⎞− +⎜ ⎟= + + + +
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 0C คือ คาคงที่ 
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( ) ( )( ) ( )1
2 1 1 02 12 1

0 1 0 1 2 2
0 1 0 1

exp tan
a a b a x bf x C x b b b

b b b b
−

⎛ ⎞⎛ ⎞− − +⎜ ⎟⎜ ⎟= + + −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

 

เมื่อกําหนดให 2 1 1 01
0 1 2

0 1

, ,2
a b aa m b b

b b
α ν

−
= − = − =

−
และหา 0C จาก ( ) 1f x dx

∞

−∞

=∫  จะได

ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเพยีรสันชนิดที่ 4 (Pearson Type IV PDF) [13] คือ 

( )
( )

( )

2

2
11 12

1 exp tan
1 1,2 2

m
im m

x b x bf x
B m

ν

ν
α αα

−

−

⎛ ⎞Γ + Γ⎜ ⎟ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠= + −⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.6) 

เมื่อ ( ) ( )
12

2

0

1
n

yx yi x
x n

−∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞Γ + Γ = +⎢ ⎥⎜ ⎟+⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∏  

ในกรณีที่กาํหนดให 10, 0bν = = ในสมการ 3.6 จะได PDF ที่มีคาเฉล่ียเปน 0 และมีลักษณะ

สมมาตร คือ 

( ) ( )
21 1 , 2 3, 3 2

1 1,2 2

m
xf x m m

B m
λ σ

λλ

−
⎡ ⎤⎛ ⎞= + = − >⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠− ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.7) 

ซึ่งสมการที่ 3.7 คือ ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเพียรสนัชนิดที่ 7 (Pearson Type VII 

PDF) ในกรณีมีคาเฉลี่ยเปน 0 ความแปรปรวน 2σ และพารามิเตอรภาวะยอดมน (Kurtosis) m   

 สําหรับ Pearson Type VII PDF ซึ่งมพีารามิเตอรทางสถิติที่มากวา คาเฉลี่ย (Mean) และ 

ความแปรปรวน (Variance) คือ มี Kurtosis นั้นสามารถใชสรางการกระจายตัวชนิดตางๆ ได

มากมาย ยกตัวอยางเชน ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแบบโคชี (Cauchy PDF) โดยการ

ปรับ Kurtosis ให 1m =  และ เกาส (Gaussian PDF) โดย m →∞  และ Students’ T PDF หรือ 

T-PDF เปนตน 

 ซึ่งในงานวิจยัที่ [13] ไดรวบรวม PDF ชนิดตางๆ ทีส่รางไดจากระบบเพียรสนั ซึ่งมทีั้ง 

PDF ทีน่ําเสนอข้ึนใหมหรือครอบคลุม PDF ที่มกีารนําเสนอไวแลวในอดีต 7 ชนิดดวยกัน คือ 

Pearson Type I PDF, Pearson Type II PDF,…, Pearson Type VII PDF โดยสามารถสรุป

ความสัมพันธของ PDF ที่สรางไดจากระบบเพียรสนักบั PDF นาํเสนอไวแลวในอดีตไดดังตารางที ่

3.1 สวนรูปที ่ 3.3 แสดงฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเพยีรสันชนิดตางๆ (ก) Beta PDF 

(Pearson Type I PDF) (ข) Gamma PDF (Pearson Type III PDF) (ค) Chi-Square PDF 

(Pearson Type III PDF) (ง) Pearson Type IV PDF (จ) Inverse Gamma PDF (Pearson Type 

V PDF) (ฉ) F Distribution (Pearson Type VI PDF) และ (ช) Cauchy PDF (Pearson Type VII) 

(ซ) T-PDF (Pearson Type VII) (ฌ) Gaussian PDF (Pearson Type VII PDF) (ญ) Pearson 

Type VII PDF 
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ตารางที่ 3.1 แสดงความสัมพันธระหวางฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนเพียรสันชนิดตางๆ กับฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนแบบอื่นๆ [13] 
 

Pearson 

Type 

Relation to other 

Distribution 
ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (PDF) 

( ) ( ) ( )( )0 1 , ,P x a a x Q x x xα β α β= + = − − ≠  

I Beta ( )
( )

11 1
,

nmx x
B m n

−− −
 , 0m n >  ( )0,1  

( ) ( )0 1 ,P x a a x Q x x β= + = −  

III 

Chi-Square 
( )

1
2

2

exp
2

2
2

k

k

xx

k

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 k N∈  
)0,∞⎡⎣

 

Gamma ( ) ( )1 expx x
α

αγ γ
α

− −
Γ

 , 0α γ >  
)0,∞⎡⎣

 

( ) ( ) 2
0 1 0 1, 2P x a a x Q x b b x x= + = + +  

IV 

Pearson Type IV 
( )

( )

2

2
11 12

1 exp tan
1 1,2 2

m
im m

x b x b

B m

ν

ν
α αα

−

−

⎛ ⎞Γ + Γ⎜ ⎟ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ + −⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥− ⎝ ⎠⎣ ⎦

 
1 2m >  

1b R∈  
R 

Pearson Type VII ( )
2

11 1 , 2 3
1 1,2 2

m
x b m

B m
λ σ

λλ

−
⎡ ⎤−⎛ ⎞+ = −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥− ⎣ ⎦
 

0λ >  
3 2m >

1b R∈  

R 

( ) ( ) ( )( )0 1 , ,P x a a x Q x x xα β α β= + = − − =  

V 

Inverse 

Chi-Square ( )
2 1

22 1exp
2 2

x
x

ν
ν

ν

−
−

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠

 0ν >  
( )0,∞

 

Inverse 

Gamma ( )
1 expx

x

α
αγ γ

α
− − −⎛ ⎞

⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠
 , 0α γ >  

( )0,∞

 

( ) ( ) ( )( )0 1 , ,P x a a x Q x x xα β α β= + = − − ≠  

VI 

F-PDF ( )
( ) ( )( )

1
22

2

/

1 /,2 2

mm

m n

m n x
m n mx nB

−

+
+

 ,m n N∈  )0,∞⎡⎣  

Beta Prime ( )
( )

1 1
,

m nmx x
B m n

− −− +
 , 0m n >  

( )0,∞

 

( ) ( ) 2 2
1 ,P x a x Q x xβ= = +  

VII 

 

Cauchy ( )2

2

1 1
x μ

πσ σ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0σ >  
Rμ ∈  

R 

T-PDF 
( )

1
2 21 1

1,2 2

x

B

ν

ν νν

+⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Nν ∈  R 

Gaussian ( )2

2

1 exp
22
x μ
σπσ

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0σ >  
Rμ ∈  

R 
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(ฌ) (ญ) 

 

รูปที่ 3.3 สวนหนึ่งของฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนบนพื้นฐานระบบเพียรสัน 

(ก) Beta PDF (Pearson Type I PDF) (ข) Gamma PDF หรือ Exponential PDF ในกรณีที่ 1α =  (Pearson Type III PDF) (ค) 

Chi-Square PDF (Pearson Type III PDF) (ง) Pearson Type IV PDF (จ) Inverse Gamma PDF  (Pearson Type V PDF) (ฉ) F 

PDF (Pearson Type VI PDF) (ช) Cauchy PDF (Pearson Type VII) (ซ) T-PDF (Pearson Type VII) (ฌ) Gaussian PDF 

(Pearson Type VII PDF) (ญ) Pearson Type VII PDF  
 

3.3 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาที่ใชสําหรับลดสัญญาณ
รบกวนภาพในงานวิจัยในอดีต 

 

 สําหรับฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา (Prior PDF) ที่ใชอธิบายลักษณะ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนที่ใชใน วิธีความเส่ียงแบบเบส นั้นงานวิจัยในอดีต

ไดนําเสนอไวมากมายหลายชนิด ซึง่สวนใหญจะมพีารามิเตอรทางสถิติเพียงแค Mean และ 

Variance เทานั้น เชน ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแกมมา 2 ฝง (Two-Sided Gamma 

PDF) [13] และ Radial-Exponential (Laplacian) PDF ซึ่งถูกใชอธิบายลักษณะการกระจายตัว

ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตอยางกวางขวางในงานวิจัยในอดีต ตัวอยาง เชน งานวิจยัที่ [2, 10, 14, 

15] เพราะเปน PDF ที่มีลกัษณะคลายกบัการกระจายตัวสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต อีกทั้งยังมีรูปแบบ 

PDF ที่ไมซับซอนดวย สวน Cauchy PDF ถูกใชในงานวจิัยที ่[16] T-PDF ในงานวิจยัที ่[17] และ 

Gaussian PDF ในงานวิจยัที ่ [9] ซึ่งตารางที ่3.2 ไดสรุป PDF ชนดิตางๆ ที่ถูกใชอธิบายลักษณะ

การกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทั้งในกรณีตัวแปรเดียว (Univariate) และหลายตัวแปร 

(Multivariate) ของงานวิจัยช้ินใดบางในอดีตและจากตารางจะสังเกตเห็นวา PDF ในตารางที ่ 3.2 

นี้รวมอยูใน PDF ที่สรางบนพืน้ฐานระบบเพียรสนัทัง้สิ้น ดังนัน้จะพบวาหากศึกษา PDF บน

พื้นฐานระบบเพียรสันแลว ก็จะครอบคลุม Prior PDF ชนิดตางๆที่ใชในงานวจิัยลดสัญญาณ

รบกวนภาพในอดีตเกือบทัง้หมด 
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ตารางที่ 3.2 ความสัมพันธระหวาง PDF ที่ใชอธิบายสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในงานวิจัยในอดีต กับ PDF ที่สรางจากระบบเพียรสัน 
 

PDF จากระบบเพียรสัน 
Pearson 

Type 
มิติของตัวแปรสุม Prior PDF ที่ไดรับ ( )f x  อางอิงในงานวิจัย 

แกมมาสองฝง 

(Two-Sided Gamma PDF) 
Type III 

Univariate 
14

2
33 exp

22 2

x
x

σπσ

− ⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [11] 

Multivariate -- -- 

Radial-Exponential 

(Laplacian) PDF 
Type III 

Univariate 
21 exp

2
x

σσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [2] 

Multivariate 

1
exp ,d

dK
σ σ

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

x  

K =
( )( )

/ 21
41 / 2

dd
d
π

π
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
Γ + ⎝ ⎠

 
[2, 10, 14, 15] 

โคชี 

(Cauchy PDF) 
Type VII 

Univariate ( )1m =  
12

2

1 1 x
σπ σ

−
⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 [7] 

Multivariate ( )( ) 1 22 2
d

K x

σ

σ σ
+

+
 [16] 

ที 

(T- PDF) 
Type VII 

Univariate
1 ,

2
m ν +⎛ =⎜
⎝

)λ ν=  ( )

1
2 21 1

/ 2,1/ 2
x

B

ν

νν ν

+⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

[10] 

Multivariate -- -- 

เกาส 

(Gaussian PDF) 
Type VII 

Univariate

( )m →∞  

2

2

1 exp
2

x
σπσ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [9] 

Multivariate -- -- 

 

 
 



บทท่ี 4 
 

ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน 
กอนหนาบนพ้ืนฐานระบบเพียรสันสําหรับหาฟงกชันหดตัว 

 

 ในบทที่ 3 เราไดศึกษาแลววาระบบเพียรสันนัน้สามารถสรางฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนที่เปนประโยชนไดหลากหลายชนิด ซึ่งตอไปนี้เราจะศึกษาถึง PDF ที่สรางไดจากระบบ

เพียรสันวาม ี PDF ชนิดใดบางที่เหมาะสมในการใชอธิบายลักษณะการการกระจายตัวของ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ต กลาวคือ มีความหนาแนนมากทีบ่ริเวณ 0 และมีความหนาแนนกวาปกติที่

สวนหาง (More Peak and Heavy Tails) และมีลักษณะสมมาตร (Symmetric) หรือไมมีโมเมนต

ทางสถิติ คือ ความเบ (Skewness) [14-15] พิจารณารูปที่ 4.1 ซึ่งแสดงถึงความสัมพันธระหวาง

โมเมนตทางสถิติในแนวแกนต้ังและนอน คือ ภาวะยอดมน (Kurtosis) และ ความเบ ตามลําดับ 

สังเกตที่ความเบมีคาเปนศูนย หรือ PDF มีลักษณะสมมาตร (Symmetric) จะสามารถอธิบาย

เหตุผลวา PDF จากระบบเพียรสันชนดิใดบางที่เหมาะสมหรือไมเหมาะสมในการใชอธิบายการ

กระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต ดังนี ้
 

 

Pearson Type 

(PDF) 
ความเหมาะสมในการใชอธิบายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต 

I 
จากกราฟพบวาคาภาวะยอดมนอยูในชวง 1-3 ทําให PDF มีลักษณะไมยืดหยุนแตมีงานวิจัย

ในอดีตที่ไดศึกษา PDF ที่มีลักษณะคลายกันไวแลว คือ Generalized Gaussian PDF 

II 
เปน Subset ของ Pearson Type I PDF ดังนั้น การศึกษา Pearson Type I PDF ก็เปนการ

เพียงพอ 

III 

จากกราฟพบวามีภาวะยอดมนเปน 3 ทําให PDF ที่มีลักษณะไมยืดหยุน แตจากการศึกษา

พบวา PDF ชนิดนี้ครอบคลุม PDF ที่ถูกใชอธิบายการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตใน

งานวิจัยในอดีตมากมาย เชน Laplacian PDF หรือ Two-Sided Gamma PDF ดังนั้นใน

วิทยานิพนธฉบับนี้จึงพิจารณาวาเหมาะสม 

IV 
เปน Superset ของ Pearson Type VII PDF แตมีคาความเบ ดังนั้นการศึกษา Pearson 

Type VII PDF เพียงชนิดเดียวจึงเปนการเพียงพอ 

V, VI 
มีภาวะยอดมนเปน 3 เชนกัน จึงมีความยืดหยุนของ PDF เหมือน Pearson Type III PDF 

ดังนั้นการศึกษา Pearson Type III PDF จึงเปนการเพียงพอ 

VII มีภาวะยอดมน คือ )3,⎡ ∞⎣ ทําใหเปน PDF ที่มีความยืดหยุนสูง จึงเหมาะสมในศึกษา 
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Square Skewness 
 

 

รูปที่ 4.1 ความสัมพันธระหวางแกนต้ังและนอน คือ ภาวะยอดมน (Kurtosis) กับ ความเบ (Skewness) ของ PDF ระบบเพียรสัน 
 

ตารางที่ 4.1 การประยุกตใช Pearson Type I, Type III, Type VII PDF กับ วิธี MAP หรือ MMSE ในงานวิจัยในอดีต 

 

ตอไปนี้เราจะมาพิจารณาวางานวิจัยใดบางในอดีตที่ประยุกตใช PDF ที่สรางจาก Pear-

son Type I, Type III หรือ Type VII PDF รวมกับวธิีความเส่ียงแบบเบส คือ วิธ ีMAP หรือ MMSE 

และ มี PDF ชนิดใดทีย่ังไมไดประยุกตใช ซึ่งสามารถสรุปไดดังตารางที่ 4.1 โดย Two-Sided 

Gamma PDF และ Radial-Exponential (Laplacian) PDF ที่สรางไดจาก Pearson Type III PDF 

นั้น มีในสวนที่ยงัไมไดประยุกตใชงาน คือ Two-Sided Gamma PDF กับ วิธี MAP และ Radial-

Exponential PDF กับวิธ ีMMSE สวน Pearson Type VII นั้น ยงัไมมีผูประยุกตใชกับทัง้ วิธ ีMAP 

และ MMSE  

 ดังนัน้ในวิทยานิพนธฉบับนี้เราจะศึกษา Pearson Type VII PDF กับวิธี MAP ในหัวขอ 

4.1.1 สวนวิธ ี MMSE จะใชการประมาณจากวธิี MAP และทําการศึกษา Two-Sided Gamma 

PDF กับวิธ ี MAP รวมทัง้ Radial-Exponential PDF กับ วิธ ี MMSE ในหวัขอ 4.1.2 และ 4.2.1 

ตามลําดับ  

 ตอไปนี้จะแสดงตัวอยางการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตกับ PDF ที่สรางไดจาก

ระบบเพียรสนั รูปที่ 4.2 แสดงฮิสโทแกรมของภาพ Lena และ Hill ในมาตรสวนลอการิทมึ 

(Logarithm Scale) ในระดับการแปลงยอย HH1 กับ Pearson Type VII PDF, 

Pearson Type 

(PDF) 

PDF ท่ีสรางไดจาก 

ระบบเพียรสัน 

Bayes’ Risk 

วิธี MAP วิธี MMSE 

Type I Generalized Gaussian PDF [18] [18] 

Type III 

Two-Sided Gamma PDF นําเสนอในวิทยานิพนธฉบับน้ี  [11] 

Radial-Exponential 

(Laplacian) PDF 
[10, 14] นําเสนอในวิทยานิพนธฉบับน้ี 

Type VII นําเสนอในวิทยานิพนธฉบับน้ี ประมาณจากวิธี MAP 

 Kurtosis 



 24 

-10 -5 0 5 10

10
-3

10-2

10-1

100

Wavelet Coefficients

P
ro

ba
bi

lit
y

Lena

Histogram of HH1
Pearson Type VII
Two-Sided Gamma
Laplacian
Gaussian

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

10
-2

10-1

Wavelet Coefficients

P
ro

ba
bi

lit
y

Hill

Histogram of HH1
Pearson Type VII
Two-Sided Gamma
Gaussian 
Laplacian

(ก) (ข) 

รูปที่ 4.2 ฮิสโทแกรมภาพ Lena มาตราสวนลอการิทึม (Logarithm Scale) ในระดับการแปลงยอย HH1 และ  

Pearson Type VII PDF, Two-Sided Gamma PDF, Gaussian PDF และ Laplacian PDF (ข) ฮิสโทแกรมภาพ Hill  

ในระดับการแปลงยอย HH1 และ Pearson Type VII PDF, Two-Sided Gamma PDF, Gaussian PDF และ Laplacian PDF 
 

 Two-Sided Gamma PDF, Gaussian PDF และ Laplacian PDF ซึ่งจะสังเกตเห็นวา 

Pearson Type VII PDF ทีม่ีโมเมนตทางสถิติอันดับสูง คือ Kurtosis จะสามารถกาํกับสัมประสิทธิ์

ไดดีกวา PDF ชนิดอ่ืนๆ  
 

4.1 วิธีประมาณแบบภายหลังสูงสุด 
 

 ในบทที ่ 2 เมือ่เรากําหนดเวกเตอรสุมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต คือ [ 1 2, , ,= …X XX ]TdX

และสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่สงัเกตได (Observed Wavelet Coefficient) หรือ สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet Coefficient) ในสวนของ Parent และ Child มีการแจกแจง

เวกเตอรสุม คือ [ ]1 2, , , T
dY Y Y=Y … และสัญญาณรบกวนมีเวกเตอรสุม [ ]1 2, ,= … T

dN N NN มี

ความสัมพันธแบบบวก = +Y X N  ประยุกตวธิี MAP จะไดวิธีประมาณตัวแปร x  ดังนี้  
 

[ ]ˆ ( ) arg max ln ( ) ln ( )f f= − +N X
x

x y y x x  (4.1) 

โดยตอไปนี้เราจะใชวธิี MAP ในสมการ 4.1 ในการหาฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรจากฟงกชนั

ความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาเพียรสันชนิดที ่7 และ แกมมาสองฝง ดังตอไปนี้ 
 

4.1.1 ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาเพยีรสนัชนิดท่ี 7 
 

 ในหวัขอนี้จะศึกษาเวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที ่ 7 คอนทัวรทรงกลม (Spherically 

Contoured Pearson Type VII Random Vectors) เพื่อใชหาฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรโดย

ต้ังชื่อฟงกชนัหดตัวชนิดนี้วา PearsonShrink สมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตหลายตัวแปรมีการ
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กระจายตัวแบบ เวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที่ 7 คอนทวัรทรงกลม โดยมีฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนรวม ดังตอไปนี ้[19] 

( )
2

1

m

f K
λ

−
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

X

x
x  (4.2) 

เมื่อ K  คือ พารามิเตอรบรรทัดฐาน, 2 3,mλ σ= − m  คือ คาภาวะยอดมนและ 5 2m >  และ 
2σ  คือ ความแปรปรวน 

 ใหสัญญาณรบกวนในแตละสเกลมฟีงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเกาส ทีเ่ปน

อิสระตอกัน มีคาเฉลี่ยเปน 0 และความแปรปรวนสัญญาณรบกวน 2
nσ  ดังบทที่ 2 จะไดฟงกชัน

ความหนาแนนความนาจะเปนรวมของสัญญาณรบกวน คือ 

( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

d
n

n

f
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

n
n  (4.3) 

แกสมการ 4.1 หา ˆix โดยใชสมการ 4.2 และ 4.3  

( ) ( )
( )

( )
22

2
2 2

1ln ln ln ln ln 1
22

d
n

n

f f K m
σ λ

πσ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + = − + − + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

N X

y x x
y x x  

( ) ( )ln ln
0

i

f f
x

⎡ ⎤∂ − +⎣ ⎦ =
∂

N Xy x x
 

22 2

2 0i i i

n

y x mx
σ λ
−

− =
+ x

 

2

22

21

i
i

n

yx
mσ

λ

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟+⎝ ⎠x

 

กําหนดให PearsonShrinkr = x  

2

2 2

21

i
i

n

PearsonShrink

yx
m

r
σ

λ

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟+⎝ ⎠

 
(4.4) 

สราง Norm จากสมการ 4.4 เมื่อ 2 2 2
1 2 dx x x= + + +x …  ดังนั้น 

2

2 2
21 n

PearsonShrink

m
r
σ

λ

=
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟+⎝ ⎠

y
x  

2

2 2

21 n

PearsonShrink PearsonShrink

m
r r
σ

λ
+ =

+
y

 (4.5) 

หาคา PearsonShrinkr จากสมการ 4.5 ดังนัน้ 

( )3 2 2 2 22 0PearsonShrink PearsonShrink n PearsonShrinkr r m rλ σ λ− + + − =y y  
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รูป 4.3 (ซาย) ฟงกชันหดตัว PearsonShrink ในกรณี 1-Dimension เมื่อเทียบกับ 

ฟงกชันหดตัวเสนตรง (Linear Shrinkage) (ขวา) ฟงกชันหดตัว PearsonShrink กรณี 2-Dimension เมื่อ 2 24, 8nσ σ= =  และ 4m =  
 

ใชวิธีการคารดาโน (ภาคผนวก ข) หาคา PearsonShrinkr  แลวแทนสมการ 4.5 ในสมการ 4.4 

กําหนดให 1i =  จะไดฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรที่นาํเสนอใหม PearsonShrink คือ 
( )

1 1ˆ PearsonShrinkr
x y+=

y
 (4.6) 

เมื่อ 

3 3

3PearsonShrinkr A B= + +
y

 

2 3 2 3

,
2 4 27 2 4 27
q q p q q pA B− −

= + + = − +  สวนกรณี 
2 3

0
4 27
q p

+ < ให 0A B= =  
2

2 22 ,
3np mλ σ= + −
y

 

( ) ( )32 2
2

2 2
3 27

nm
q

λ σ
λ

+
= − + −

y y
y 2(2 3)mλ σ= −  

 

สําหรับฟงกชนัหดตัว PearsonShrink ในกรณี 1-Dimension เมื่อเทียบกบัฟงกชันหดตัวเสนตรง 

(Linear Shrinkage) [20] และ ในกรณี 2-Dimension มีลักษณะดังรูปที่ 4.3 
 

4.1.2 ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาเพยีรสนัชนิดท่ี 3 หรอื แกมมาสอง
ฝง  

 

 ตอไปนี้เราจะศึกษาเวกเตอรสุมแกมมาสองฝงคอนทัวรทรงกลม (Spherically-Contoured 

Two-Sided Gamma Random Vectors) เพื่อใชในการสรางฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปร โดย

ต้ังชื่อฟงกชนัหดตัวชนิดนี้วา GammaShrink สมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตหลายตัวแปรมีการ

กระจายตัวแบบเวกเตอรสุมแกมมาสองฝงคอนทัวรทรงกลมโดยม ี ฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนรวม ดังตอไปนี ้[11] 
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( )
1

2
3

exp
2

f K
σ

− ⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
X

x
x x  (4.7) 

เมื่อ 2σ  คือ ความแปรปรวน และ K  คือ คาพารามิเตอรบรรทัดฐาน 

กําหนดใหสัญญาณรบกวนแตละสเกลมฟีงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวม ดังสมการ 4.3 

แกสมการ 4.1 หา ˆix  โดยใชสมการ 4.3 และ 4.7  

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

2
2 2

31 1ln ln ln ln ln
2 2 22

d
n

n

f f K
σ σ

πσ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

− + = − + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

N X

y x x
y x x x  

( ) ( )ln ln
0

i

f f
x

⎡ ⎤∂ − +⎣ ⎦ =
∂

N Xy x x
 

22

3 0
22

i i i i

n

y x x x
σ σ
−

− − =
xx

 

2 2

2
31

22

i
i

n n

yx
σ σ

σ

=
+ +

xx

 

กําหนดให GammaShrinkr = x  

2 2

2
31

2 2

i
i

n n

GammaShrink GammaShrink

yx

r r
σ σ

σ

=
+ +

 
(4.8) 

สราง Norm จากสมการ 4.8 เมื่อ 2 2 2
1 2 dx x x= + + +x …  ดังนั้น 

2 2

2

31
2 2

n n

GammaShrink GammaShrinkr r
σ σ

σ

=
+ +

y
x  

2 2

2

31
2 2

n n

GammaShrink GammaShrink GammaShrinkr r r
σ σ

σ
+ + =

y  (4.9) 

หาคา GammaShrinkr จากสมการ 4.9 
2 2

2 3 0
2 2

n n
GammaShrink GammaShrinkr rσ σ

σ
⎛ ⎞

+ − + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

y  

ดังนัน้ 

( )2 22

2
n

GammaShrink

a a
r

σ
+

− + −
=  

เมื่อ 
23 na σ

σ
= − y  

นําสมการ 4.9 แทนในสมการ 4.8 กําหนด 1i = จะไดฟงกชนัหดตัวที่นาํเสนอ GammaShrink คือ 
( )

1 1ˆ GammaShrinkr
x y+=

y
 (4.10) 
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รูป 4.4 (ซาย) ฟงกชันหดตัว GammaShrink ในกรณี 1-Dimension  

เมื่อเทียบกับฟงกชันหดตัวเสนตรง (ขวา) ฟงกชันหดตัว GammaShrink กรณี 2-Dimension เมื่อ 2 22, 4nσ σ= =   
 

สําหรับฟงกชนัหดตัว GammaShrink ในกรณี 1-dimension เมื่อเทียบกบัฟงกชันหดตัวเสนตรง 

(Linear Shrinkage) และ ในกรณี 2-dimension มีลักษณะดังรูปที่ 4.4 ตามลําดับ 

 

4.2 วิธีประมาณแบบกําลังสองผิดพลาดนอยสุด 
 

 เมื่อประยุกตใชวิธี MMSE ในบทที่ 2 กับการลดสัญญาณรบกวนจะไดวิธีประมาณตัวแปร 

ˆix  ดวยวิธีประมาณแบบกําลังสองผิดพลาดนอยสุด คือ  
1ˆ ( ) ( ) ( )
( )

d

i i

R

x x f f d
f

= −∫ X N
Y

y x y x x
y

 (4.11) 

เมื่อ ( ) ( ) ( )
dR

f f f d= −∫Y X Ny x y x x  

โดยตอไปนี้จะใชวิธ ี MMSE ในสมการ 4.11 ในการหาฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรจากฟงกชนั

ความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา Radial-Exponential ดังตอไปนี้ 
 

4.2.2 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาเพียรสนัชนิดที่ 3 หรือ Radial-
Exponential 

 

 ในหวัขอนี้เราจะศึกษาเวกเตอรสุมรวม Radial-Exponential เพื่อใชในการประมาณตัว

แปร ˆix  ดวยวธิปีระมาณแบบกําลังสองผิดพลาดนอยสุด (วิธ ี MMSE) โดยสมมุติใหสัมประสิทธิ์

เวฟเล็ตแบบหลายตัวแปรมกีารกระจายตัวแบบ Radial-Exponential d มิติ คือ X  ซึ่งสามารถ

สรางไดจากเวกเตอรสุม Gaussian d มิติที่อิสระตอกัน ( )2~ 0,N σS I  และตัวแปรสุม Z ~ 

Gamma 1 มติิ (Scalar) ทีอิ่สระตอกันกบั S  ดวย ดังนี ้

z=X S  
โดย 
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( ) ( ) ( ), ,z zf z f z f=S Ss s  

เมื่อ 

( )
( )

2

2 22

1 exp
22

df
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

S

s
s , ( ) 4 exp( 2 )zf z z z= − , 0z >  

กําหนดให a z= และเปล่ียนตัวแปรจาก ( ) ( ), ,z a→S X   

( )2

0

( ) zf J f a f da
a

∞

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫x S

xx  (4.12) 

เมื่อ J  คือ ตัวแปลงจาโคเบียน (ภาคผนวก ค) ( )2 1 dJ a a=  ดังนัน้ 

( )2

0

1( ) 2 zdf a f a f da
a a

∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫x S

xx  (4.13) 

หา ( )fY y จาก 

( ) ( ) ( )
dR

f f f d= −∫Y X Ny x y x x  

จากสมการ 4.13 

( ) ( )2

0

12 ( )
d

zd

R

f a f a f da f d
a a
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xy y x x  

( ) ( )2

0
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d
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⎣ ⎦
∫ ∫Y S N

xy y x x  (4.14) 

จากงานวิจยัที ่[10] 

( )1

d

d

R

f f d
a a
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⎝ ⎠∫ S N

x y x x
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2

2 2 2 2 22 2 2

1 1 exp
22 d d

nn
aa σ σπ σ σ
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⎜ ⎟
⎜ ⎟++ ⎝ ⎠

y
 (4.15) 

นําสมการ 4.15 แทนใน 4.14 ดังนัน้ 
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เปลี่ยนตัวแปรจาก a t→ เมื่อ 2 2 22 2 , 4nt a dt adaσ σ= + =  

( ) ( )
( )

2 2

22

exp 2 n
df

σ σ

πσ
=Y y

( )
2

2

22 2

2 2

2

2
exp

n

n
d

t
t dt

t t
σ
σ

σ σ

σ

∞ ⎛ ⎞−
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
y  

เขียน ( )fY y  ใหมในรูป Generalized Incomplete Gamma Function (ภาคผนวก ง) ซึ่งนยิาม

ดังตอไปนี้  
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( )1( , ; ) exp /
x

x b t t b t dtαα
∞

−Γ = − −∫  

เมื่อกําหนดให { }, 3 / 2, 1 / 2α = − −… และ , 0x b > ซึ่งมีความสัมพนัธเวียนบังเกิด คือ 

( ) ( )1( 1, ; ) 1, ; , ;x b x b x b
b
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หาคา ( ) ( )
d

i

R

A x f f d= −∫ x Nx y x x  จากสมการ 4.13 
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0
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จากงานวิจยัที ่[10] 
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นําสมการ 4.18 แทนในสมการ 4.17 ดังนัน้ 
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เขียน A  ในรูป Generalized Incomplete Gamma Function  
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2 2
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y y  (4.19) 

แกสมการ 4.11 ดวยสมการ 4.16 และ 4.19 จะพบวา 
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กําหนดให 1i = และ 3d =  ใชความสัมพันธเวยีนบังเกิด Generalized Incomplete Gamma 

Function จะพบวา 
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(4.20) 

เราจะเรียก ฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรในสมการ 4.20 วา RadialExpoShrink  

 นอกจากนีจ้ะนําเสนอวธิีหาฟงกชันหดตัวจากวธิี MMSE ดวยการประมาณจากฟงกชันหด

ตัวที่คํานวณไดจากวธิี MAP เพราะการหาฟงกชนัหดตัวจากวิธ ี MMSE โดยตรงนัน้มีความยุงยาก

ซับซอนกวาการหาจากวิธ ี MAP เปนอยางมากทั้งนี้เนือ่งจากการอินทิเกรตในวิธี MMSE นั้นเอง 

ดังนัน้ในงานวจิัยที ่[15] จึงไดเสนอหลักการประมาณฟงกชันหดตัวทีห่าจากวิธ ีMMSE ดังนี ้

 ในกรณีที่มฟีงกชันหดตัวชนดิหลายตัวแปรที่คํานวณดวยวิธี MAP คือ 1,ˆ MAPx  และ 

ฟงกชันหดตัวเสนตรง (Linear Shrinkage) [20] 
2

1, 12 2
ˆ Lin

n

x yσ
σ σ

=
+

จะสามารถประมาณฟงกชนั

หดตัวชนิดหลายตัวแปรที่คํานวณดวยวิธ ีMMSE ไดดังนี ้

1, 1, 1,
1,

1,

ˆ ˆ ˆ,
ˆ

ˆ ,
Lin Lin MAP

MMSE
MAP

x x x
x

x Otherwise

⎧ >⎪= ⎨
⎪⎩

 

 ดังนัน้จากฟงกชันหดตัวชนดิหลายตัวแปร PearsonShrink ( )1,ˆ MAPx ในสมการที่ 4.6 และ 

GammaShrink ในสมการ 4.10 และฟงกชันหดตัวเสนตรง ( )1,ˆ Linx จะสามารถประมาณฟงกชนัหด

ตัวชนิดหลายตัวแปรที่สรางจากวธิี MMSE ในกรณีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา 

คือ Pearson Type VII Random Vectors และ Two-Sided Gamma Random Vectors ได 

 อยางไรก็ตามผลการลดสัญญาณรบกวนที่ไดจากฟงกชนัหดตัวทีห่าจากวธิี MAP หรือวิธี

ประมาณ MMSE นี้ก็ใหผลทีไ่มตางกนันกั 
 
 



บทท่ี 5 
 

การประมาณพารามิเตอรทางสถิติสําหรับฟงกชันหดตัว 
 

 ในบทที่แลวเราไดนําเสนอฟงกชนัหดตัวชนิดหลายตัวแปรแบบใหม 3 ชนิด เพื่อใชลดสัญ-

ญาณรบกวนภาพ คือ ฟงกชัน PearsonShrink ดังสมการ 4.6 และ GammaShrink ดังสมการ 

4.10 และ RadialExpoShrink ดังสมการ 4.20 โดยจะสังเกตเห็นวาฟงกชันหดตัวที่นาํเสนอทัง้ 3

ชนิดนัน้ ตองการพารามิเตอรทางสถิติเพือ่ใชงาน ดังนี ้ ฟงกชนั PearsonShrink ตองการ ความ

แปรปรวนสัญญาณรบกวน (Noise Variance, 2
nσ ) ความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

ปราศจากสัญญาณรบกวน (Noise-Free Variance, 2σ ) และ พารามิเตอรภาวะยอดมน 

(Kurtosis, m ) สวนฟงกชัน GammaShrink และ RadialExpoShrink นั้นตองการพารามิเตอรทาง

สถิติ คือ ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนและความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจาก

สัญญาณรบกวน เทานั้น สําหรับบทน้ีเราจะศึกษาและนําเสนอวิธีประมาณพารามิเตอรทางสถติิ

เพื่อใชกับฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรทั้ง 4 ชนิด ดังตอไปนี้ 
 

5.1 ความแปรปรวนทองถิ่น (Local Variance) 
 

 สําหรับการประมาณพารามเิตอรทางสถิติใหแมนยาํ โดยเฉพาะความแปรปรวนน้ันจัดเปน

ข้ันตอนที่สาํคัญในการลดสัญญาณรบกวนภาพดวย วิธีความเส่ียงแบบเบส เลยก็วาได โดย

งานวิจยัที ่ [9] และ [21] ไดนําเสนอหลักการประมาณความแปรปรวนชนิดใหมที่สามารถทําให

ประสิทธิภาพในการลดสัญญาณรบกวนภาพดีข้ึนอยางมาก โดยตอไปนี้จะขอนาํเสนอวิธีประมาณ

ความแปรปรวนสัญญาณรบกวน (Noise Variance) 2
nσ  กอน กลาวคือ ในงานวจิัยที่ [22] ได

นําเสนอสูตรในการประมาณความแปรปรวนสัญญาณรบกวนที่คํานวณจากสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตใน

ระดับการแปลงยอย 1HH  ดังตอไปนี ้

( )22
1ˆ 0.6745n median HHσ =  (5.1) 

 

 สําหรับการประมาณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณ

รบกวน 2σ  นั้นจากสมมุติฐาน ที่วาสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตและสัญญาณรบกวนมีความสัมพันธแบบ

บวก (Additive Noise) และเปนอิสระตอกนั (Independent) ดังนั้นเราสามารถเขียนความสัมพันธ

ของความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน ในรูปความแปรปรวน

ของ 
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รูปที่ 5.1 ความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนทองถ่ิน (Local Noisy Variance) 
 

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน (Noisy Variance) 2
yσ รวมกับ ความแปรปรวนสัญญาณ

รบกวน ไดดังตอไปนี ้

( )2 2 2ˆ ˆ ˆy nσ σ σ
+

= −  (5.2) 

ซึ่งสมการที ่ 5.2 แสดงใหเหน็วาเราสามารถประมาณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

ปราศจากสัญญาณรบกวนผานความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนและ

ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนได  

 ตอไปนี้จะกลาวถงึ หลักการประมาณความแปรปรวนทองถิน่ ในงานวิจยัที ่[9] ไดเสนอวิธี

ประมาณความแปรปรวนทองถิ่น ภายใตเงื่อนไขที่วาสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มสีัญญาณรบกวน 

(Noisy Wavelet Coefficient) ใน Subband ที่กาํลังพจิารณา แตละตัว ( )y k  เมื่อ 1,2, ,k N= …  

และ N  คือ จาํนวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในแตละ Subband มีความแปรปรวนแตละคา 2 ( )y kσ

ภายใตกรอบหนาตางส่ีเหล่ียม (Square Window) ( )N k  ทีม่จีุดศูนยกลางอยูที่ ( )y k  เราจะเรียก

ความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีม่ีสัญญาณรบกวนแตละคา 2 ( )y kσ  วา ความแปรปรวน

ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มสีัญญาณรบกวนทองถิ่น (Local Noisy Variance) ดังแสดงในรูปที่ 5.1 

และใชสัญลักษณ ( )kθ แทนสัญลักษณ 2 ( )y kσ  เพื่อใหสะดวกตอการเขียนสัญลักษณ  

 เมื่อสมมุติใหฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาของความแปรปรวนของ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนทองถิน่ (Local Noisy Variance Prior PDF) ( ) ( )( )kf kθ θ  

มีอยูจริง เราสามารถประยุกตใชวิธี MAP ในบทที่ 2 ในการประมาณ ( )kθ  ไดดังตอไปนี้ [12] 
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∏  (5.3) 

 

เมื่อ ( )( )| ,jf y kθ ( )j N k∈  คือ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet Coefficients PDF) ภายใตพารามิเตอร ( )kθ  

 ตอจากนัน้เราจะประยุกตใชสมการ 5.2 ในการประมาณ ความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์

เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิ่น (Local Noise-Free Variance) ( )2 kσ ดังนี ้
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( ) ( )( )2 2ˆˆ ˆnk kσ θ σ
+

= −  ซึ่งในงานวิจัยที่ [9] ไดสมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มสีัญญาณรบกวนม ี

PDF แบบเกาสที่มีคาเฉลีย่ 0 มีความแปรปรวน ( ) ,kθ  ( )( )
( ) ( )
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y
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สวนฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาของความแปรปรวนของสมัประสิทธิ์เวฟเล็ตที่

มีสัญญาณรบกวนทองถิน่ ( )kθ เปน Exponential PDF โดย ( ) ( )( ) ( )( )expkf k kθ θ γ γθ= −  
, 0α γ > คํานวณ ( )kθ ดวยสมการที ่5.3 ดังนัน้ 
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(5.4) 

 

เมื่อ M คือ จํานวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในหนาตาง ( )N k  

 เมื่อมาถงึข้ันนีเ้ราจะสังเกตเห็นวามพีารามิเตอรที่ไมทราบคาในการประมาณ ( )kθ  คือ 

พารามิเตอรของฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา ( ) ( )( )kf kθ θ  ซึ่งกคื็อ γ นั้นเอง 

ซึ่งงานวิจัยที่ [12] ไดแกปญหานี้โดยการหาความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณ

รบกวนทองถิน่ดวยวิธี ML ( )( )ˆ
ML kθ  กอน จากนั้นใช ( )ˆ

ML kθ เปนขอมูลของ ( ) ( )( )kf kθ θ เพื่อใช

ในการประมาณพารามิเตอรของ PDF นี้ตอไป สําหรับวธิี ML ที่ใชในการประมาณความแปรปรวน

นั้นก็มีสูตรที่ใชในการประมาณเหมือนวธิ ี MAP ในสมการ 5.3 ทุกประการเพียงแตสมมติุให 

( ) ( )( ) 1kf kθ θ =  (Uniform PDF) ดังนัน้การประมาณความแปรปรวนแบบ ML ในกรณีนี้ คือ 
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ใชสมการที ่5.5 คํานวณ ( )ML kθ  
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จากนั้นใช ( )ˆ
ML kθ  แทนสมาชิกของ ( ) ( )( )kf kθ θ เพื่อใชในการประมาณพารามิเตอรของ PDF นี้ 

ซึ่งสําหรับ Exponential PDF จะมีวธิีประมาณพารามิเตอร γ แตละระดับความละเอียด 

(Subband) [9] ดังนี ้

( )
1

ˆ
ˆ

N

ML

K

N

k

γ

θ
=

=

∑
 

(5.6) 

 นําคา γ̂ กลับไปแทนในสมการ 5.4 เพื่อหา ( )ˆ kθ ตอไป จากนัน้หาความแปรปรวนของ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิน่ (Local Noise-Free Variance) โดย 

( ) ( )( )2 2ˆˆ ˆnk kσ θ σ
+

= −  
 

5.1.1 ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเง่ือนไข 
 

 จะสังเกตเหน็วาวธิีประมาณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน

ทองถิน่ดวยวธิ ี MAP ในสมการที่ 5.3 นั้นความรูเกี่ยวกับฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปน

ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มสีัญญาณรบกวน ( )( )|jf y kθ  และฟงกชนัความหนาแนนความนาจะ 

เปนกอนหนาของความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนทองถิ่น (Local 

Noisy Variance Prior PDF) ( ) ( )( )kf kθ θ มีความสําคัญอยางมาก ดังนัน้ในหัวขอนี้จะศึกษาถึง 
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(ก) (ข) 

รูปที่ 5.2 ฮิสโทแกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet Coefficient)  

ที่ LH1 ภาพ Lena ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนลาปลาซ และ เกาส (ก) 5nσ =  (ข) 20nσ =  
 

เงื่อนไขของ PDF ตางๆ ที่จะใชกับสมการที่ 5.3 เพื่อหาสูตรในการประมาณความแปรปรวนตอไป

จากรูปที ่ 5.2 แสดงฮิสโทแกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน (Noisy Wavelet 

Coefficient) ที่ LH1 ของภาพ Lena รวมกับฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนลาปลาซ 

(Laplacian PDF) และ เกาส (Gaussian PDF) ทีร่ะดับสวนเบีย่งเบนมาตรฐานของสัญญาณ

รบกวน 5nσ =  และ 20nσ =  ตามลําดับ ซึง่แสดงใหเหน็วา ที่ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า 

( nσ มีคานอย) สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนจะมีฮิสโทแกรมทีเ่หมือน Laplacian PDF 

ที่มีคาเฉลีย่ 0 และ ความแปรปรวน ( ) ,kθ  ( )( )
( ) ( )

1 2| exp
2

j jf y k y
kk

θ
θθ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
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 ในทาง

ตรงกันขามเม่ือความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูง ( nσ มีคามาก) สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มี

สัญญาณรบกวนจะมีฮิสโทแกรมที่เหมือน Gaussian PDF ที่มคีาเฉลี่ยเปน 0 และมีความ

แปรปรวน ( ) ,kθ  ( )( )
( ) ( )

21| exp
22

j
j

y
f y k

kk
θ

θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ดังนัน้เราจะศึกษาวธิีการประมาณความ

แปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนทองถิน่ ในกรณีฟงกชนัความหนาแนนความ

นาจะเปนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนมีการกระจายตัวแบบ Laplacian PDF และ 

Gaussian PDF ตามลําดับ 

 สวนกรณีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา ( ) ( )( )kf kθ θ  นัน้  ในงานวิจัยที่ 

[9] ไดสมมุติใหเปนการกระจายตัวแบบ Exponential PDF เนื่องจากเปน PDF ที่อยูในรูปอยางงาย

และมีวิธทีี่ไมซบัซอนในการประมาณพารามิเตอรทางสถิติที่จะใชรวมกันดังตัวอยางในสมการที่ 

5.6 แตในงานวิจัยนี้จะใช Gamma PDF แทนก็ดวยสาเหตุ ดังตอไปนี ้คือ Exponential PDF เปน 

PDF รูปแบบเฉพาะของ Gamma PDF ทาํให Gamma PDF ซึ่งมพีารามิเตอรมากกวา สามารถ

กํากับลักษณะความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีม่ีสัญญาณรบกวนทองถิน่ ไดดีกวา 
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Exponential PDF ในทาํนองเดียวกัน Gamma PDF สามารถที่จะหาพารามิเตอร ไดงายเหมือน 

Exponential PDF  
 

5.1.1.1 กรณ ีลาปลาซ-แกมมา 
 

 ในกรณีนี้จะสมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน มี PDF แบบลาปลาซ
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∑∑
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 คํานวณหา ( )1,ML kθ จากสมการ 5.5 เพื่อเปนขอมูลของ ( ) ( )( )
1 1kf kθ θ ในการหาพารา-

มิเตอร 1 1,α γ ตอไปโดย ( )( )1,|j MLf y kθ =
( ) ( )1,1,

1 2exp
2

j
MLML

y
kk θθ

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

จะพบวา [21] 

( ) ( )

2

1,
ˆ 2

j

j N k
ML

y

k
M

θ ∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 (5.8) 

ทําการหาพารามิเตอร 1 1,α γ  จาก [23] 

( ) ( )( )1 1, 1,

1 1

1 1ˆ ˆˆ ln ln
N N

ML ML

k k

s k k
N N

θ θ
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

โดย 

( )2
1 1 1

1
1

ˆ ˆ ˆ3 3 24
ˆ

ˆ12
s s s

s
α

− + − +
=  (5.9) 

 

( )

1
1

1,

1

ˆˆ
ˆ

N

ML

k

N

k

α
γ

θ
=

=

∑
 

(5.10) 

นําพารามิเตอร 1 1ˆ ˆ,α γ ไปแทนในสมการ 5.7 เพื่อประมาณ ( )1̂ kθ  และนําไปคํานวณความ

แปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิน่ ( )2ˆ kσ  จะไดวา 

( ) ( )( )2 2
1̂ˆ ˆnk kσ θ σ

+
= −   

 

5.1.1.2 กรณ ีเกาส-แกมมา 
 

 ในกรณีนี้เราสมมุติใหสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน ม ี PDF แบบเกาสทีม่ี

คาเฉลี่ยเปน 0 และมีความแปรปรวน ( )2 ,kθ  ( )( )
( ) ( )

2

2
22

1| exp
22

j
j

y
f y k

kk
θ

θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 สวน Prior 

PDF คือ Gamma PDF ( ) ( )( )
2 2kf kθ θ =
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( )

22
1

2 2 2 2

2

expk k
ααγ θ γ θ

α

−
−

Γ 2 2, 0α γ > คํานวณ ( )2 kθ

จากสมการที ่5.3  
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∏
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2
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2
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หา ( )2 kθ โดย 

( )( ) ( )( )

( )

22 ( ) 2
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2

ln |
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j k

j N k

f y k f k

k

θθ θ

θ
∈

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟∂
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ =

∂

∏
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2 2 0
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j

j N k
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Mk kα

θ θ
γ γ

∈⎛ ⎞− +
+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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ดังนัน้ 
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( )2 2

2 2 2
2
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2 2 2 2
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2

j

j N k

y
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k

α α
γ γ γ

θ

∈⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +
− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

∑
 

(5.11) 

คํานวณหา ( )2,ML kθ เพื่อเปนขอมูลของ ( ) ( )( )
2 2kf kθ θ ในการหาพารามิเตอร 2 2,α γ ตอไป จาก

สมการ 5.5 เมื่อ ( )( )2,|j MLf y kθ =
( ) ( )

2

2,2,

1 exp
22

j

MLML

y
kk θπθ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

จะไดวิธีคํานวณ ( )2,ML kθ คือ 

( )

2

( )
2,

ˆ
j

j N k
ML

y

k
M

θ ∈=
∑

 (5.12) 

ทําการหาพารามิเตอร 2 2,α γ  จาก 

( ) ( )( )2 2, 2,

1 1

1 1ˆ ˆˆ ln ln
N N

ML ML

k k

s k k
N N

θ θ
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

โดย 

( )2
2 2 2

2
2

ˆ ˆ ˆ3 3 24
ˆ

ˆ12
s s s

s
α

− + − +
=  (5.13) 

( )

2
2

2,

1

ˆˆ
ˆ

N

ML

k

N

k

α
γ

θ
=

=

∑
 

(5.14) 

นําพารามิเตอร 2 2ˆ ˆ,α γ ไปแทนในสมการ 5.11 เพื่อประมาณ ( )2̂ kθ  และนาํไปคํานวณความ

แปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิน่ ( ) ( )( )2 2
2̂ˆ ˆnk kσ θ σ

+
= −  

 สําหรับวธิีประมาณความแปรปรวนทองถิน่วิธีนี ้ หากเรากําหนดให 2 1α =  ทาํให

พารามิเตอร 2γ เปนพารามิเตอรเพียงตัวเดียวที่ตองประมาณ จะไดวิธีประมาณ ( )2 kσ  เหมอืน

งานวิจยัที ่ [9] ซึ่งกาํหนดให ( ) ( )( )
2 2kf kθ θ เปน Exponential PDF ซึ่งเปนรูปแบบเฉพาะของ 

Gamma PDF ที่ใชในหวัขอนี้นัน้เอง 
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5.1.2 การประมาณความแปรปรวนทองถ่ินทีข่ึ้นกับความแปรปรวนสญัญาณรบกวน 
 

 ในหวัขอนี้จะกลาวถงึ ข้ันตอนที่ใชประมาณความแปรปรวนทองถิน่ที่เสนอข้ึนใหม จากรูป

ที่ 5.2 แสดงใหเหน็แลววาทีค่วามแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณ

รบกวน (Noisy Wavelet Coefficient) จะมีฮิสโทแกรมทีใ่กลเคียงกบั Laplacian PDF ที่มีคาเฉล่ีย

เปน 0 ซึ่งตรงกับสมมุติฐานในหัวขอ 5.1.1.1 ซึ่งในความเปนจริงแลวในกรณนีี้ Noisy Wavelet 

Coefficient ควรจะมี PDF ที่ใกลเคียงกับ Pearson Type VII PDF ทีถู่กสมมุติใหแทนลักษณะการ

กระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน (Noise-Free Wavelet 

Coefficient) ในวิทยานพินธฉบับนี้มากกวา แตจากรูปที ่ 5.2 จะสังเกตเห็นวาในกรณีที่ใช 

Laplacian PDF แทน Pearson Type VII PDF ก็สามารถกาํกับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตมีสัญญาณ

รบกวนไดใกลเคียงกนั ทําใหเราสามารถใช Laplacian PDF แทน Pearson Type VII PDF ได 

สวนกรณีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูง สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนจะมีฮิสโท

แกรมที่เหมือน Gaussian PDF ที่มีคาเฉลีย่เปน 0 ซึ่งตรงกับสมมุติฐานในหัวขอ 5.1.1.2 ดังนั้นใน

วิทยานิพนธฉบับนี้จะนําเสนอข้ันตอนการประมาณความแปรปรวนทองถิน่ข้ึนมาใหมดังตอไปนี ้

 
 

อัลกอริทึม 

1) ประมาณความแปรปรวนของสัญญาณรบกวน 2ˆnσ  ดวยสมการที ่5.1 

2) ในกรณีที่ความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนตํ่ากวาขีดเร่ิมเปลี่ยน (Threshold) ที่ต้ังไว

จะคํานวณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสญัญาณรบกวนทองถิน่ดวย

สมการ 5.7 ในหวัขอ 5.1.1.1 

3) ในกรณีที่ความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนสูงกวาขีดเร่ิมเปลี่ยน (Threshold) ทีต้ั่งไว

จะคํานวณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่มีสญัญาณรบกวนทองถิน่ดวย

สมการ 5.11 ในหวัขอ 5.1.1.2 

4) ประมาณความแปรปรวนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนทองถิน่

จาก ( ) ( )( )2 2ˆˆ ˆnk kσ θ σ
+

= −    
 

 

 สําหรับวทิยานิพนธฉบับนี้ไดกําหนดขีดเร่ิมเปลี่ยน (Threshold) ในการกําหนดวาภาพมี

ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูงหรือตํ่าไว คือ ถาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของสัญญาณ

รบกวน ˆnσ ที่คํานวณไดจากสมการ 5.1 มคีาตํ่ากวา 10.5 แสดงวาภาพนัน้มีความแปรปรวน

สัญญาณรบกวนตํ่านอกนัน้จะสมมุติใหเปนภาพที่มีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูง 
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5.2 ภาวะยอดมน (Kurtosis) 
 

 สําหรับการประมาณ Kurtosis ( )m  ซึ่งจะมีใชก็แตฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรแบบ 

PearsonShrink, ในวิทยานิพนธฉบับนี้จะประยุกตใชวธิี ML โดยใชรวมกับ Pearson Type VII 

PDF ดังนี ้ ( )
21 1

1 1,
2 2

m
yf x

B m λλ

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 เมื่อ λ =  2 3mσ −  ดังนัน้สมการที่จะใชประมาณ

พารามิเตอร m  ดวยวิธ ีML คือ 

( )
5 2

1

ˆ arg max ln |
N

j
m

j

m f y m
≥

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟=
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∏  (5.15) 

 

สําหรับสมการ 5.15 นั้นเราไมมีสูตรรูปแบบปดในการประมาณพารามิเตอรภาวะยอดมน ดังนั้น

จําเปนตองใชกรรมวิธีเชงิตัวเลขในการหาคาประมาณแทน ในวิทยานพินธฉบับนี้เราเลือกใช วธิ ี

นิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson Method) ในการประมาณคา m โดยมีสมการข้ันตอนวิธ ี

ดังตอไปนี้ โดย i  คือ แตละ State ที่ Update ไปเร่ือยๆ (ภาคผนวก จ) 
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( ) ( ) ( )2

2

1 11 1 1 1 ln ,, ,
2 22 2 2 2

d B m id B m i dB m i

dm dm dm
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จาก 
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=
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ดังนัน้ 
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d B m i
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dm
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1 1 1ln ,
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ψ ψ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −  

เมื่อ ( ) ( )( ): lnm d m dmψ = Γ  คือ ฟงกชันพาย (Psi Function) และ ( ) ( )1

0

: expmm t t dt
∞

−Γ = −∫  

คือ ฟงกชันแกมมา (Gamma Function)  

 ซึ่งในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชวิธีคํานวณความแปรปรวนแบบ วิธคีวามแปรปรวนรวม 

(Global Variance) สําหรับการประมาณภาวะยอดมน ( )m  นี้โดยให 2σ̂ =  2 2

1

ˆ
N

j n

j

y N σ
= +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

และทําการวนซํ้าจนกวาคาผิดพลาด ( ) ( )1e m i m i= + − จะมคีานอยพอที่ตองการ สุดทายจาก

ประสบการณการทดลองในวิทยานิพนธฉบับนี้จะกําหนดใหคา 4.5m = เมื่อ 5 2m <  (สมการที่ 

5.15 มีเงื่อนไขที่วา 5 2m ≥ ) 
 



บทท่ี 6 
 

ผลการทดลอง 
 

6.1 ผลการลดสัญญาณรบกวนภาพ 
 

 สําหรับการทดสอบวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในวิทยานิพนธฉบับนี ้ จะแบงเปน 2 สวน 

คือ สวนแรกจะใชการแปลงเวฟเล็ตวิยุต (Discrete Wavelet Transform, DWT) ในการทดสอบวธิี

ที่นาํเสนอ คือ PearsonShrink, GammaShrink ที่ระดับ Dimension d = 2 และ 

RadialExpoShrink ที่ระดับ d = 3 สําหรับสาเหตุที่ทดสอบในระดับ Dimension ที่กลาวมาทัง้หมด

นั้น เนื่องจากถาระดับ Dimension เพิ่มมากข้ึนเร่ือยๆ จะทาํใหประสิทธิภาพการลดสัญญาณ

รบกวนของวิธทีี่นาํเสนอลดลง อันเนือ่งจากความแตกตางระหวางสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในแตละ

ระดับการแปลงยอยนั้นเอง [2] แตสําหรับ RadialExpoShrink นัน้ตองใช d = 3 เนือ่งจากไมมีผล

เฉลยของ Generalized Incomplete Gamma Function ที ่ d = 2  โดยใชขนาดหนาตาง ( )N k  

คือ 7 7×  จากนั้น นําวิธทีี่นาํเสนอทั้งหมดเปรียบเทียบกับวิธ ี CauchyShrink [16] BayeShrink 

[18] LAWMAP [9] MLAP-MAP [10], MLAP-MMSE [10] BiShrink [14] และ BLS-GSM 

[24]สวนที่สอง จะใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด Redundant Wavelet Transform โดยเปรียบเทยีบ

ระหวาง วิธ ี BLS-GSM ซึ่งใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด Steerable Pyramid [24] และวิธทีี่นาํเสนอ

ทั้งหมด โดยใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด Dual Tree-Complex Wavelet Transform (DT-CWT) 

สําหรับภาพทีใ่ชในการทดสอบนั้นจะใชภาพมาตรฐานทั่วไป ขนาด 512 512×  จุดภาพ จํานวน 4 

ภาพ คือ ภาพ Lena, Boat, Man (Pirate), Hill และ ขนาด 256 256×  จุดภาพ จาํนวน 2 ภาพ คือ 

ภาพ Cameraman, Montage ซึ่งแสดงลักษณะรูปที่ใชทดสอบทัง้หมดดังรูป 6.1 ซึ่งเปนภาพชุด

เดียวกับงานวจิัยที ่ [25] โดยทาํการทดสอบที่ระดับสัญญาณรบกวน 5,10,nσ =  20 ,50…

ตามลําดับ และใชคา PSNR เปนตัววัดประสิทธิภาพวิธลีดสัญญาณรบกวนภาพตางๆ [2] 

 สําหรับรูปที ่ 6.2 แสดงกราฟเปรียบเทียบ PSNR ของภาพ Lena ในวิธ ี PearsonShrink, 

GammaShrink ที ่d = 2, 3, 4 บนการแปลงเวฟเล็ตชนดิ DWT และ DT-CWT ซึ่งจะสังเกตเหน็วา 

PSNR เมื่อ d = 2 จะสูงที่สดุและ PSNR จะลดลงเร่ือยๆ เมื่อ Dimension เพิ่มข้ึน [2] ตามที่ไดให

เหตุผลขางตน จากนัน้จะกลาวถึงผลการทดลองวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพวิธตีางๆ บนภาพ

ตนแบบที่ใชทดสอบโดยละเอียดตอไป 
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(ก) (ข) 

  

(ค) (ง) 

  

(จ) (ฉ) 

รูปที่ 6.1 แสดงภาพตัวอยางที่ใชในการทดสอบ (ก) Lena (ข) Boat (ค) Man (Pirate) (ง) Hill (จ) Cameraman (ฉ) Montage 
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(ค) (ง) 

รูปที่ 6.2 แสดง PSNR ที่ระดับ Dimension d = 2, 3 และ 4 บนภาพ Lena โดยรูป  

(ก) วิธี PearsonShrink โดยใช DWT (ข) วิธี PearsonShrink โดยใช DT-CWT (ค) วิธี GammaShrink โดยใช DWT  

(ง) วิธี GammaShrink โดยใช DT-CWT 
 

ภาพ Lena 
 

 ภาพ Lena จะแสดงดวยตาราง PSNR ของวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที่ 

6.1 และ เวลาในการประมวลผล ซึง่ในวทิยานพินธฉบับนี้จะใชหนวยเปนวินาที (Second) เสมอ 

ของวิธทีี่ใชการแปลงเวฟเลต็ชนิด Redundant Wavelet Transform ในตารางที ่ 6.2 โดยแสดง

ตัวอยางภาพที่ไดจาก วธิี BLS-GSM (Steerable Pyramid) กับ PearsonShrink (DT-CWT) ที่

กําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = ในรูปที ่ 6.3 สวนรูปที ่ 6.4 แสดงภาพบางสวน (Crop) ที่ไดจากวธิี 

MLAP_MMSE กับ วิธี PearsonShrink เมื่อใชการแปลงเวฟเล็ตชนดิ DWT และ วิธ ี BLS-GSM 

(Steerable Pyramid) กับ วธิี PearsonShrink (DT-CWT) ที่กาํลังสัญญาณรบกวน 30nσ =   

 จะสังเกตพบวาภาพจากวิธี BLS-GSM ในรูปที่ 6.3 – 6.4 จะมีความราบเรียบ (Smoot) 

มากจนรายละเอียดของภาพไมชัดเจน เชนบริเวณใบหนาของภาพ โดยจะสังเกตไดอยางชัดเจน

จากรูปที ่Crop ดังรูปที่ 6.4 ซึ่งตางจากวิธทีี่นาํเสนอที่ยงัคงความชัดเจนอยู 
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ตารางที่ 6.1 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Lena 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 33.83 32.20 29.82 28.24 27.20 26.13 

BayeShrink [18] 37.46 34.26 30.82 28.83 27.52 26.31 

LAWMAP [9] 37.74 34.43 31.02 28.95 27.62 26.42 

MLAP-MAP [10] 37.37 34.34 31.19 29.29 28.08 27.10 

MLAP-MMSE [10] 37.48 33.78 30.15 28.30 28.07 27.10 

BiShrink [14] 37.42 34.31 31.16 29.25 28.14 27.17 

BLS-GSM [24] 37.90 34.64 31.41 29.52 28.16 27.15 

Proposed Method 

PearsonShrink 37.97 34.35 31.22 29.38 28.17 27.20 

GammaShrink 37.65 34.06 30.94 29.11 27.93 26.90 

RadialExpoShrink 37.64 33.60 30.69 28.75 27.58 26.57 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 38.49 35.61 32.66 30.32 29.01 28.03 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 38.31 35.35 32.33 30.44 29.20 28.22 

GammaShrink (DT-CWT) 38.23 35.34 32.41 30.56 29.34 28.38 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 38.29 34.74 31.86 29.78 28.39 27.57 
 

ตารางที่ 6.2 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Lena โดยใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 80.63 79.34 88.92 94.63 98.95 99.64 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 37.77 45.55 41.74 48.36 50.75 53.53 

GammaShrink (DT-CWT) 9.78 9.83 5.14 5.11 5.13 5.11 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 9.80 9.84 5.15 5.12 5.12 5.13 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

 

รูปที่ 6.3 ตัวอยางภาพที่ไดจาก (ก) Lena (ข) Lena ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =  

(ค) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 30.32 dB (ง) PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 30.44 dB 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.4 (ก) Lena บางสวน (ข) Lena ที่กําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =   

(ค) วิธี MLAP_MMSE (DWT) PSNR = 28.30 (ง) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 29.38 

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 30.32 (ฉ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 30.44 
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ภาพ Boat 
 

 ในตารางที่ 6.3 แสดงคา PSNR ของภาพ Boat และ เวลาในการประมวลผลของวิธีที่ใช 

Redundant Wavelet Transform ในตารางที ่ 6.4 โดยแสดงตัวอยางภาพที่ไดจาก วิธี BLS-GSM 

(Steerable Pyramid) กับ GammaShrink (DT-CWT) ที่กาํลังสัญญาณรบกวน 30nσ = ในรูปที่ 

6.5 สวนรูปที่ 6.6 แสดงภาพบางสวน (Crop) ที่ไดจากวิธี BiShrink กับ วิธี PearsonShrink เมื่อใช

การแปลงเวฟเล็ตชนิด DWT และ วิธ ี BLS-GSM (Steerable Pyramid) กับ วิธ ี PearsonShrink 

(DT-CWT) ที่กําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = จะพบวาภาพที่ไดจากวธิี BLS-GSM ในรูป 5.5-5.6 

จะไมตางจากวิธีทีน่าํเสนอมากนกั แตวธิ ี BLS-GSM ก็ใชเวลาในการประมวลผลที่มากกวาวิธทีี่

นําเสนออยางชัดเจน ดังตารางที่ 6.4 
 

ตารางที่ 6.3 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Boat 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 33.03 31.08 28.49 26.77 25.49 24.68 

BayeShrink [18] 35.45 32.39 29.03 27.05 25.65 24.70 

LAWMAP [9] 35.72 32.57 29.19 27.24 25.86 24.94 

MLAP-MAP [10] 35.21 32.33 29.16 27.30 26.11 25.14 

MLAP-MMSE [10] 35.93 32.35 28.66 26.68 26.04 25.16 

BiShrink [14] 35.34 32.35 29.13 27.23 26.10 25.23 

BLS-GSM [24] 36.60 32.79 29.46 27.59 26.32 25.39 

Proposed Method 

PearsonShrink 36.19 32.76 29.33 27.47 26.26 25.33 

GammaShrink 35.90 32.48 29.09 27.19 25.98 25.06 

RadialExpoShrink 36.29 32.37 28.97 27.18 25.86 25.04 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 36.97 33.58 30.38 28.13 26.88 25.95 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 35.65 33.17 29.96 28.11 26.94 25.98 

GammaShrink (DT-CWT) 35.68 33.25 30.10 28.26 27.07 26.10 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 35.84 33.14 29.91 27.95 26.58 25.65 
 

ตารางที่ 6.4 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Boat เมื่อใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 80.09 79.50 86.00 91.84 95.08 97.78 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 44.22 45.30 42.81 45.39 44.19 45.75 

GammaShrink (DT-CWT) 9.75 9.79 5.09 5.11 5.12 5.13 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 9.80 9.81 5.09 5.11 5.12 5.14 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

 

รูปที่ 6.5 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Boat (ข) Boat ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =  

(ค) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 28.13 dB (ง) GammaShrink (DT-CWT) PSNR = 28.26 dB  
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.6 (ก) Boat บางสวน (ข) Boat ที่กําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =   

(ค) วิธี BiShrink (DWT) PSNR = 27.23 (ง) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 27.47  

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 28.13 (ฉ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 28.11 
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ภาพ Man 
 

 สําหรับรายละเอียดผลการทดลองภาพ Man นั้น จะแสดงดวยตาราง PSNR ของวิธีลด

สัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที ่ 6.5 และ เวลาในการประมวลผลเมื่อใช Redundant 

Wavelet Transform ในตารางที่ 6.6 และ โดยแสดงตัวอยางภาพที่ไดจาก วิธ ี PearsonShrink 

(DT-CWT) กับ GammaShrink (DT-CWT) ที่กําลังสัญญาณรบกวน 40nσ = ในรูปที่ 6.7 สวนรูปที ่

6.8 แสดงภาพบางสวน (Crop) ที่ไดจากวิธี PearsonShrink กับ วิธ ี GammaShrink เมื่อใชการ

แปลงเวฟเล็ตชนิด DWT และ DT-CWT ทีก่ําลังสัญญาณรบกวน 40nσ =  
 

ตารางที่ 6.5 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Man 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 33.56 31.21 28.40 26.83 25.65 24.80 

BayeShrink [18] 36.48 32.51 28.91 27.08 25.77 24.81 

LAWMAP [9] 36.61 32.71 29.15 27.30 26.24 25.05 

MLAP-MAP [10] 36.36 32.50 29.09 27.39 26.19 25.34 

MLAP-MMSE [10] 36.53 32.33 28.63 26.73 26.15 25.33 

BiShrink [14] 36.51 32.59 29.08 27.36 26.20 25.38 

BLS-GSM [24] 36.87 32.79 29.26 27.43 26.26 25.41 

Proposed Method 

PearsonShrink 36.95 32.81 29.30 27.57 26.38 25.53 

GammaShrink 36.69 32.49 28.98 27.23 26.08 25.24 

RadialExpoShrink 36.71 32.32 28.93 27.23 26.01 25.04 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 37.18 33.25 29.80 28.01 26.84 25.99 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 36.83 33.40 29.90 28.22 27.01 26.13 

GammaShrink (DT-CWT) 36.97 33.49 30.01 28.32 27.10 26.23 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 37.11 33.20 29.69 27.79 26.55 25.64 
 

ตารางที่ 6.6 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Man เมื่อใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 79.72 79.73 88.97 88.97 95.19 97.30 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 34.34 36.22 42.34 46.06 52.39 41.95 

GammaShrink (DT-CWT) 9.80 9.70 5.20 5.11 5.09 5.09 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 9.81 9.75 5.21 5.12 5.10 5.11 
 

 



 53 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

(ก) (ข) 

  

(ค) (ง) 

รูปที่ 6.7 ตัวอยางภาพที่ไดจาก (ก) Man (ข) Man ทีกําลังสัญญาณรบกวน 40nσ =   

(ค) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 27.01 dB (ง) GammaShrink (DT-CWT) PSNR = 27.10 dB 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.8 (ก) Man บางสวน (ข) Man ที่กําลังสัญญาณรบกวน 40nσ =   

(ค) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 26.38 (ง) วิธี GammaShrink (DWT) PSNR = 26.08  

(จ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 27.01 (ฉ) วิธี GammaShrink (DT-CWT) PSNR = 27.10 
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ภาพ Hill 
 

 สําหรับรายละเอียดผลการทดลองภาพ Hill นั้น จะแสดงดวยตาราง PSNR ของวิธีลด

สัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที ่ 6.7 และ เวลาในการประมวลผลของวิธทีี่ใช Redundant 

Wavelet Transform ในตารางที่ 6.8 และ โดยแสดงตัวอยางภาพท่ีไดจาก วธิี BLS-GSM 

(Steerable Pyramid) กับ PearsonShrink (DT-CWT) ที่กําลังสัญญาณรบกวน 50nσ = ในรูปที ่

6.9 สวนรูปที ่6.10 แสดงภาพบางสวน (Crop) ที่ไดจากวิธ ีLAWMAP กับ วธิ ีPearsonShrink เมื่อ

ใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด DWT และ วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) กับ วิธ ีPearsonShrink 

(DT-CWT) ทีก่ําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =  จะสังเกตไดชัดเจนวาภาพที่ไดจากวธิี BLS-GSM 

ในรูป 6.9-6.10 มีลักษณะทีร่าบเรียบจนรายละเอียดของภาพไมชัดเจนซึ่งตางจากวธิีทีน่ําเสนอ 
 

ตารางท่ี 6.7 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนท่ีนําเสนอบนภาพ Hill 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 34.10 31.54 28.83 27.26 26.27 25.24 

BayeShrink [18] 35.69 32.23 29.06 27.35 26.28 25.20 

LAWMAP [9] 36.02 32.56 29.36 27.71 26.52 25.57 

MLAP-MAP [10] 35.42 32.21 29.21 27.64 26.63 25.84 

MLAP-MMSE [10] 36.13 32.26 28.85 27.14 26.57 25.85 

BiShrink [14] 35.58 32.22 29.23 27.68 26.64 25.92 

BLS-GSM [24] 36.53 32.73 29.63 28.00 26.94 26.17 

Proposed Method 

PearsonShrink 36.37 32.66 29.48 27.90 26.90 26.08 

GammaShrink 36.04 32.29 29.13 27.60 26.61 25.75 

RadialExpoShrink 36.36 32.33 29.23 27.59 26.54 25.53 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 36.80 33.06 29.93 28.36 27.34 26.59 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 35.95 33.13 29.97 28.42 27.40 26.60 

GammaShrink (DT-CWT) 35.98 33.11 30.00 28.46 27.44 26.62 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 36.30 33.04 29.78 27.99 27.01 26.24 
 

ตารางท่ี 6.8 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Hill เม่ือใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 79.66 79.48 89.00 88.89 99.06 98.92 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 29.86 35.78 36.14 34.81 38.52 42.41 

GammaShrink (DT-CWT) 10.00 9.50 5.11 5.12 5.12 5.13 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 10.00 9.57 5.14 5.15 5.16 5.16 
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รูปที่ 6.9 ตัวอยางภาพที่ได (ก) Hill (ข) Hill ทีกําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =   

(ค) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 26.59 dB (ง) PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 26.60 dB 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  
(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.10 (ก) Hill บางสวน (ข) Hill ที่กําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =   

(ค) วิธี LAWMAP (DWT) PSNR = 25.57 (ง) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 26.08  

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 26.59 (ฉ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 26.60  
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ภาพ Cameraman 
 

 สําหรับรายละเอียดผลการทดลองภาพ Cameraman นั้น จะแสดงดวยตาราง PSNR ของ

วิธีลดสัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที ่ 6.9 และ เวลาในการประมวลผลของวิธทีีใ่ช 

Redundant Wavelet Transform ในตารางที่ 6.10 โดยแสดงตัวอยางภาพที่ไดจาก วิธี BLS-GSM 

กับ PearsonShrink ทั้ง DWT และ Redundant Wavelet Transform ในแบบ Steerable Pyramid 

ของ BLS-GSM และ DT-CWT ของ PearsonShrink ที่กําลังสัญญาณรบกวน 50nσ = ในรูปที่ 

6.11 จะสังเกตวาวิธี BLS-GSM จะใหภาพที่ราบเรียบ (Smoot) เกินไปเชนเคยจนทาํให

รายละเอียดของภาพลบเลือนดังตัวอยางบริเวณใบหนาของภาพที่ 6.11 ซึ่งตางจากวิธีทีน่ําเสนอ 
 

 

ตารางที่ 6.9 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Cameraman 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 32.24 30.18 27.40 25.63 24.32 23.40 

BayeShrink [18] 36.79 32.33 28.23 26.09 24.60 23.58 

LAWMAP [9] 36.80 32.33 28.26 26.20 24.78 23.82 

MLAP-MAP [10] 36.57 32.28 28.39 26.45 24.98 24.08 

MLAP-MMSE [10] 36.81 32.25 28.00 25.77 25.03 24.11 

BiShrink [14] 36.75 32.22 28.19 26.21 25.13 24.22 

BLS-GSM [24] 36.98 32.38 28.26 26.10 24.68 23.71 

Proposed Method 

PearsonShrink 37.18 32.62 28.44 26.43 25.01 24.10 

GammaShrink 37.00 32.39 28.17 26.24 24.81 23.83 

RadialExpoShrink 36.95 32.17 27.46 25.22 24.10 23.24 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 37.16 32.81 28.87 26.88 25.55 24.51 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 37.24 33.04 29.02 27.10 25.73 24.81 

GammaShrink (DT-CWT) 37.33 33.14 29.25 27.31 25.92 24.81 
RadialExpoShrink (DT-CWT) 37.21 32.69 28.52 26.41 24.88 24.02 

 

ตารางที่ 6.10 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Cameraman เมื่อใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 17.34 17.34 17.31 19.61 20.25 20.89 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 6.55 8.83 8.48 11.14 11.28 11.64 

GammaShrink (DT-CWT) 2.99 3.00 1.58 1.58 2.00 2.01 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 3.00 3.10 1.60 1.65 2.06 2.70 
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(จ) (ฉ) 

 

รูปที่ 6.11 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Cameraman (ข) Cameraman ทีกําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =   

(ค) วิธี BLS-GSM PSNR = 23.71 (ง) PearsonShrink PSNR = 24.10 dB 

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 24.51 dB (ฉ) PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 24.81 dB 
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ภาพ Montage 
 

 สําหรับรายละเอียดผลการทดลองภาพ Montage นั้น จะแสดงดวยตาราง PSNR ของวิธี

ลดสัญญาณรบกวนแบบตางๆ ในตารางที ่ 6.11 และ เวลาในการประมวลผลของวิธทีี่ใช 

Redundant Wavelet Transform ในตารางที ่ 6.12 และ โดยรูปที ่ 6.12 แสดงภาพที่ไดจากวธิี 

BLS-GSM กับ วิธี PearsonShrink เมือ่ใชการแปลงเวฟเล็ตชนิด DWT และ วิธี BLS-GSM 

(Steerable Pyramid) กับ วิธี PearsonShrink (DT-CWT) ที่กาํลังสัญญาณรบกวน 50nσ =  จะ

สังเกตพบวาวธิี BLS-GSM จะใหภาพท่ีราบเรียบ (Smooth) เกินไปจนรายละเอียดของภาพไม

ชัดเจนสังเกตไดจากบริเวณปากนกแกวในรูป 6.12 เปนตน 
 

 

ตารางที่ 6.11 แสดงคา PSNR ในการโปรแกรม 5 คร้ังกับวิธีลดสัญญาณรบกวนที่นําเสนอบนภาพ Montage 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 31.57 30.27 28.07 26.34 25.21 24.00 

BayeShrink [18] 38.57 34.10 29.77 27.30 25.76 24.40 

LAWMAP [9] 38.42 33.90 29.67 27.25 25.75 24.43 

MLAP-MAP [10] 38.82 34.49 30.37 27.95 26.68 25.35 

MLAP-MMSE [10] 38.84 34.45 30.31 27.93 26.54 25.47 

BiShrink [14] 38.73 34.36 30.33 28.02 26.64 25.65 

BLS-GSM [24] 38.46 33.95 29.77 27.48 25.89 24.68 

Proposed Method 

PearsonShrink 38.70 33.99 30.09 27.72 26.42 25.11 

GammaShrink 38.55 33.82 29.84 27.52 26.06 24.81 

RadialExpoShrink 37.93 32.81 28.90 26.62 25.24 24.18 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 38.73 34.54 30.50 28.17 26.58 25.47 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 39.35 34.97 30.88 28.38 27.02 25.65 

GammaShrink (DT-CWT) 39.55 35.23 31.21 28.75 27.38 25.91 
RadialExpoShrink (DT-CWT) 38.97 34.51 29.90 27.14 26.65 25.25 

 

ตารางที่ 6.12 แสดงเวลาเฉล่ียในการประมวลผลของภาพ Montage เมื่อใช Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 18.73 18.19 19.64 20.28 21.92 21.91 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 7.05 9.09 9.41 9.83 11.58 10.17 

GammaShrink (DT-CWT) 2.98 3.00 1.58 1.58 2.00 2.01 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 3.00 3.20 1.61 1.65 2.10 2.71 
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รูปที่ 6.12 (ก) Montage (ข) Montage ที่กําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =   

(ค) วิธี BLS-GSM (DWT) PSNR = 24.68 (ง) วิธี PearsonShrink (DWT) PSNR = 25.11  

(จ) วิธี BLS-GSM (Steerable Pyramid) PSNR = 25.47 (ฉ) วิธี PearsonShrink (DT-CWT) PSNR = 25.65 
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 สําหรับคาเฉลีย่ PSNR ของภาพทั้งหมดและเวลาที่ใชในการลดสญัญาณรบกวนเม่ือใช 

Redundant Wavelet Transform ไดแสดงในตารางที ่6.13 และ 6.14 ตามลําดับ ซึ่งจะสังเกตเห็น

วาคา PSNR เมื่อใชการแปลงเวฟเล็ตแบบ DWT จะนอยกวาเมือ่ใช Redundant Wavelet 

Transform ประมาณ 1 dB สําหรับรูปที่ 6.13 (ก) แสดงกราฟเปรียบเทียบคาเฉลีย่ PSNR ของวิธ ี

BLS-GSM กับวิธีทีน่าํเสนอทั้งหมด ใน DWT  สวนรูปที่ 6.13 (ข) ใน Redundant Wavelet 

Transform สําหรับรูป 6.14 แสดงเวลาในการลดสัญญาณรบกวนใน Redundant Wavelet 

Transform ของวิธี BLS-GSM กับวิธทีี่นาํเสนอทั้งหมด สําหรับการแปลงเวฟเลต็แบบ DWT 

นั้น วิธ ีPearsonShrink จะใหคา PSNR ที่สูงกวาวธิี GammaShrink และ RadialExpoShrink แต

ใกลเคียงกบัวธิี BLS-GSM สวนการแปลงเวฟเล็ตชนดิ Redundant Wavelet Transform ซึ่งวธิี

ที่นาํเสนอทัง้หมดใช DT-CWT นั้น วิธ ีGammaShrink จะใหคา PSNR ที่ดีกวาวิธ ีPearsonShrink 

และ RadialExpoShrink แตใกลเคียงกับวิธี BLS-GSM ที่ใชการแปลงชนิด Steerable Pyramid 

อยางไรก็ตามวิธี BLS-GSM ก็ใชเวลาในการลดสัญญาณรบกวนที่นานกวาวิธทีี่นาํเสนอทัง้หมด

อยางชัดเจน 

 
ตารางที่ 6.13 แสดงคาเฉลี่ย PSNR ของทุกภาพที่ใชทดสอบ 

 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

Discrete Wavelet Transform (DWT) 

CauchyShrink [16] 33.06 31.08 28.50 26.85 25.69 24.71 

BayeShrink [18] 36.74 32.97 29.30 27.28 25.93 24.83 

LAWMAP [9] 36.89 33.08 29.44 27.44 26.13 25.04 

MLAP-MAP [10] 36.63 33.03 29.57 27.67 26.45 25.48 

MLAP-MMSE [10] 36.95 32.90 29.10 27.09 26.40 25.50 

BiShrink [14] 36.72 33.01 29.52 27.63 26.48 25.60 

BLS-GSM [24] 37.22 33.21 29.63 27.69 26.38 25.42 

Proposed Method 

PearsonShrink 37.23 33.20 29.64 27.75 26.52 25.56 

GammaShrink 36.97 32.92 29.36 27.48 26.25 25.27 

RadialExpoShrink 36.98 32.60 29.03 27.10 25.89 24.93 

Redundant Wavelet Transform 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 37.56 33.81 30.36 28.31 27.03 26.09 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT-CWT) 37.22 33.84 30.34 28.45 27.22 26.23 

GammaShrink (DT-CWT) 37.29 33.93 30.50 28.61 27.38 26.34 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 37.29 33.55 29.94 27.84 26.68 25.73 
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ตารางที่ 6.14 แสดงคาเฉลี่ยเวลาของทุกภาพที่ใชทดสอบบน Redundant Wavelet Transform 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

BLS-GSM (Steerable Pyramid) 59.36 58.93 64.97 67.37 71.74 72.74 

Proposed Method 

PearsonShrink (DT_CWT) 26.63 30.13 30.15 32.60 34.79 34.24 

GammaShrink (DT-CWT) 7.55 7.47 3.95 3.94 4.08 4.08 

RadialExpoShrink (DT-CWT) 7.57 7.55 3.97 3.97 4.11 4.33 
 

 

 

 

 

 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
24

26

28

30

32

34

36

38
DWT

Noise Standard Deviation

P
S

N
R

BLS-GSM
PearsonShrink
GammaShrink
RadialExpoShrink

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

26

28

30

32

34

36

38
Redundant Wavelet Transform

Noise Standard Deviation

P
S

N
R

BLS-GSM (Steerable Pyramid)
PearsonShrink (DT-CWT)
GammaShrink (DT-CWT)
RadialExpoShrink (DT-CWT)

รูปที่ 6.13 (ก) คาเฉลี่ย PSNR ของวิธี BLS-GSM และวิธีที่นําเสนอทั้งหมด ใน DWT  

(ข) คาเฉลี่ย PSNR ของวิธี BLS-GSM และวิธีที่นําเสนอทั้งหมด ใน Redundant Wavelet Transform 
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รูปที่ 6.14 คาเฉลี่ยเวลาในการลดสัญญาณรบกวน 

ของวิธี BLS-GSM และวิธีที่นําเสนอทั้งหมด ใน Redundant Wavelet Transform 

 



บทท่ี 7 
 

วิธีลดสัญญาณรบกวนโดยการประมาณ 
ฟงกชันหดตัวและพารามิเตอรทางสถิติดวยกัน 

 

 ในบทที่ 4 และ 5 นัน้เราไดศึกษาวธิีลดสญัญาณรบกวนดวย วิธีความเส่ียงแบบเบส โดย

การหาฟงกชนัหดตัวในบทท่ี 4 และ ประมาณพารามิเตอรทางสถิติในบทที่ 5 แยกจากกนั สําหรับ

บทนี้เราจะนําเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบใหมโดยนํา 2 ข้ันตอนมารวมกนั กลาวคือ การ

ประมาณฟงกชันหดตัวและพารามิเตอรทางสถิติไปพรอมกัน โดยในวทิยานพินธฉบับนี้จะนําเสนอ

ดวย วธิีฟงกชนัผกพัน และ วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง (Discrete Random Vectors) 

อยางไรก็ตามประสิทธิภาพการลดสัญญาณรบกวนของวิธีทีน่าํเสนอในบทนี้เมื่อเทียบกับวิธีด่ังเดิม

ที่นาํเสนอในบทที ่4 และ 5 ยังใหประสิทธภิาพที่ตํ่ากวา ซึ่งจําเปนตองทําการวิจยัตอไปในอนาคต 
 

7.1 วิธีฟงกชันผกพัน 
 

 วิธีนีจ้ะรวมวิธกีารหาฟงกชนัหดตัวและวธิปีระมาณพารามิเตอรทางสถิติดวย วธิีความ

เส่ียงแบบเบส เขาไวดวยกนั โดยใชวิธ ีMAP ในการหาฟงกชันหดตัว (Shrinkage Function) และ

มองความแปรปรวน เปนตัวแปรสุมในคราวเดียวกันแทนที่จะพิจารณาแยกดังบทที่ 4 และ 5 โดยมี

รายละเอียด ดังนี ้
[ ]ˆ ( ) arg max ln ( ) ln ( )f f= − +N X

x
x y y x x  (7.1) 

เมื่อ ( ) ( ) ( )
0

|
X XX X Xf f f dθ θθ θ θ

∞

= ∫X X|x x  โดย Xθ  คือ ความแปรปรวนของ ( )fX x ที่ถูกมองในรูปตัว

แปรสุมที่สามารถอธิบายไดโดย PDF ( )
X Xfθ θ  

 ตอไปนี้จะนาํเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนดวย วิธฟีงกชนัผกพัน เมื่อฟงกชันความ

หนาแนนความนาจะเปนของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน ( )Xf x  เปนเกาสทีม่ี

คาเฉลี่ยเปน 0 และความแปรปรวน Xθ  ในกรณี 1-Dimension กอน ดังนี ้

( )
2

|
1| exp

22XX X
XX

xf xθ θ
θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

มอง Xθ เปนตัวแปรสุมแบบแกมมาที่มีพารามิเตอร , 0α γ >  ดังนี ้

( ) ( ) ( )
( )

1 exp
X

X X
Xf

αα

θ

γ θ γθ
θ

α

−
−

=
Γ

 (7.2) 

ดังนัน้ 
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( ) ( )
3 2
2

0

1 exp
22X X X X

X

xf x d
α αγ θ γθ θ
α θπ

∞
− ⎛ ⎞−

= −⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠∫  

จาก [26] 

( )21

0

exp 2 2x x dx K
x

ν

ν
ν

β βλ βλ
λ

∞

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  

เมื่อ ( )K Cυ  คือ Modified Bessel Function of the Second Kind, ( ) ( ) ( )
( )2 sin

I C I C
K C υ υ
ν

π
πυ

−⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( )
( )

2

0

/ 4
2

! 1

k

k

C
I C C

k k
υ

υ ν

∞

=

=
Γ + +∑  

ดังนัน้ 

( ) ( ) ( )
2 1

4

2 1
2

2 2
2Xf x K

α
α

α
γ β γβ
α γπ

−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠

, 2 2xβ =  

แกสมการ 7.1 เมื่อ ( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

N d
n

n

nf n
σπσ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( )
( )

2 12
4

22

1 2 1 2 1ln ln ln ln ln
2 422

N x
nn

y x
f y x f x

α
αγ α β

σ α γππσ

−⎛ ⎞⎛ ⎞ − ⎛ ⎞ −⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟− + = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ Γ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )2 1
2

ln 2K α γβ−

⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

( ) ( )ln ln
0N Xf y x f x

x
⎡ ⎤∂ − +⎣ ⎦ =

∂
 

( ) ( )

( )

( )
( )

( )2 1 2 1
2 2

2

2 1
2

ln 2 2 2ln2 1 0
4 22n

K K
y x

x x
K

α α

α

γβ γβ γββα β β
σ β βγβγβ

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ∂∂− − ∂ ∂⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + =⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎝ ⎠ ∂∂⎜ ⎟
⎝ ⎠
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( )
( )

( )
( )

2 2 12
2

2 1
2

2
2 1

4 2 2

nn

Kxxx y
K

α

α

γβσ γ βσα
β γβ γβ

−

−

⎛ ⎞
∂⎜ ⎟

−⎛ ⎞ ⎝ ⎠= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∂

 (7.3) 

เมื่อ 1α ≈ [26] 

( ) ( ) ( )1
2

1/ 2 exp
2

K z z zπ −
= −  (7.4) 

ดังนัน้ 
( ) ( ) ( )

31/ 2 2 1exp
2 2

K z
z z z

z
π −∂ ⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 (7.5) 
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รูปที่ 7.1 แสดงลักษณะฟงกชันของสมการ 7.6 

 

 
รูปที่ 7.2 แสดงลักษณะฟงกชันหดตัวของสมการที่ 7.7 

 

กําหนดให 2z γβ= และ 1α ≈  ในสมการ 7.3 จากสมการ 7.4 และ 7.5 สามารถเขียนสมการ 7.3 

ใหมไดดังนี ้

( )2 2n x
x y

x

σ γ
= −  (7.6) 

เขียนกราฟสมการ 7.6 ดังรูป 7.1 ซึ่งในทางปฏิบัติจะทราบคาสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีส่ังเกตได y โดย

ตองการประมาณสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน คือ xแทน ดังนัน้เมื่อทําการหา

ฟงกชันผกผัน (Inverse Function) ของกราฟในรูป 7.1 เราจะเขียนสมการของฟงกชนัหดตัวในการ

ลดสัญญาณรบกวนไดดังสมการ 7.7 ซึ่งสามารถแสดงลักษณะของฟงกชนัไดดังรูปที่ 7.2 

( ) ( )( )ˆ sgnx y y y th
+

= −  (7.7) 

เมื่อ ( )sgn y คือ Sign Function [26] และ 2 2nth σ γ=  

 อยางไรก็ตามในกรณีทีฟ่งกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนา ( )Xf x  ไมใชเกาส 

การหาฟงกชนัผกพันจะทําไดยากดังนัน้เราจะใช วธิีฟงกชันผกผันจากการประมาณ แทน โดย

เร่ิมจากการพจิารณาสมการหาคา ˆix  จากสมการ 7.1 เมื่อ ( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

d
n

n

f
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

n
n  

หาผลเฉลยของ ˆix  
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( ) ( )ln ln
0

i

f f
x

⎡ ⎤∂ − +⎣ ⎦ =
∂

N Xy x x  

( )( )
2

ln
0i i

n i

fy x
xσ

∂−
+ =

∂
X x  

( )
( )( )

2

1 0i i

n i

fy x
f xσ

∂−
+ =

∂
X

X

x
x

 

พิจารณา Xθ เปนตัวแปรสุมรวมกับ ( )Xf x  

( )
( )2 |

|
X

X

Xn
i i

X i

f
x y

f x
θ

θ

θσ
θ

∂
= +

∂
X|

X|

x
x

 

ดังนัน้ 

( )( )2
ln |

X X
i i n

i

f
x y

x
θ θ

σ
∂

= +
∂

X| x
 

กําหนดให  

( )
( )( )ln |

X X

i

f
C

x
θ θ∂

=
∂

X| x
x  (7.8) 

ดังนัน้ 

( )2
i i nx y Cσ= + x  (7.9) 

ในกรณีที่ ตัวแปร ix และ iy มีความสัมพันธกัน คือเปนตัวแปรของสัญญาณตนแบบและสัญญาณ

รบกวนเมื่อแตกอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) จะพบวา 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
!

k
ki

i i i i

k

C y
C x C y x y

k

∞

=

= + −∑  

เมื่อ ( ) ( )k
iC y คือ อนุพนัธอันดับที่ k ของจุด iy  

ดังนัน้ในกรณทีี่สัญญาณรบกวนตํ่าทาํให i ix y≈ เราสามารถประมาณ ( )C x ไดดวย ( )C y ที่

ถูกตองถงึอนพุันธอันดับที่ 1 ในกรณีเราสามารถเขียนสมการที ่7.9 ใหมไดวา 

( )* 2ˆi i nx y Cσ= + y  (7.10) 

จากงานวิจยัที ่ [27] เพื่อแกปญหาการหาอนุพนัธที่จุด 0 ของ ( )fX x ในกรณีที่ไมใชเกาส เราจะ

ประมาณสมการ 7.10 ใหมวา 

( )( )*ˆ sgni i ix y y th
+

= −  (7.11) 

เมื่อ ( )2
nth Cσ= y  (จะสังเกตวารูปกราฟฟงกชันหดตัวที่ไดจากสมการ 7.11 เหมอืนรูปที ่ 7.2 

เพียงแตเปล่ียนคา th ) จากนัน้หาฟงกชนั Xθ ใน Subband ที่กําลังพิจารณาจากวิธี MAP เพื่อ

แทนใน ( )C x ดังนี ้

( )X xθ ( )|arg max |
X

X

X Xf xθ
θ

θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

                         ( ) ( )|arg max |
X X

X

X X Xf x fθ θ
θ

θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  
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รูปที่ 7.3 ฟงกชันหดตัวกรณีผลเฉลยจริงในสมการ 7.7  

และผลเฉลยที่ไดจากการประมาณในกรณี Gaussian PDF ตัวแปรเดียว เมื่อ 2 20, 0.02nσ γ= =  
 

( ) ( )|arg max ln | ln
X X

X

X X X Xf x fθ θ
θ

θ θ θ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  (7.12) 

โดยเราสามารถสรุป วธิีฟงกชันผกพันจากการประมาณ ไดดังอัลกอริทึมตอไปนี ้
 

อัลกอริทึม 
1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8  

( )
( )( )ln |

X X

i

f
C

x
θ θ∂

=
∂

X| x
x  

2) หาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 เพื่อแทน ( )C x  
( ) ( )|arg max ln | ln

X X
X

X X X Xf x fθ θ
θ

θ θ θ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

3) ใชฟงกชันหดตัวจากสมการ 7.11 กรณี 1i =  ในการลดสัญญาณรบกวน โดย 

( )( )*
1 1 1ˆ sgnx y y th

+
= − เมื่อ ( )2

nth Cσ= y  
 

 ตอไปนี้จะทดสอบเปรียบเทยีบวิธฟีงกชันผกพนัที่ไดผลเฉลยจริงในกรณี Gaussian PDF 

ตัวแปรเดียว โดยมีฟงกชันหดตัวดังสมการ 7.7 และวิธีฟงกชันผกพันจากการประมาณ ดัง 

อัลกอริทึม ขางตนวามีความแตกตางกนัอยางไรบาง ดังนี ้

 Gaussian PDF ในกรณีตัวแปรเดียวคือ ( )
2

|
1| exp

22XX X
XX

xf xθ θ
θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8 

( )
2

|
1ln | ln

22xX x
xx

xf xθ θ
θπθ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )( )|ln |
xX x

x x

f x xθ θ

θ θ

∂
= −

∂
 

ดังนัน้ 

( )
x

xC x
θ
−

=  (7.13) 
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2) หาฟงกชนั Xθ เมื่อ ( )
2

|
1| exp

22XX X
XX

xf xθ θ
θπθ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ให ( )

X Xfθ θ คือ Gamma PDF ดัง

สมการ 7.2 ในกรณี 1α ≈  ดังนัน้ ( ) ( )exp
X X Xfθ θ γ γθ= −  จะพบวา 

( ) ( )
2

|
ln1ln | ln ln ln

2 22x x

x
X x x x

x

xf x fθ θ
θ

θ θ γ γθ
θπ

⎛ ⎞
+ = − − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

แกสมการหาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 

( ) ( )|ln | ln
0X XX X X

X

f x fθ θθ θ

θ

⎡ ⎤∂ +⎣ ⎦ =
∂

 
2

2 0
2 2

X
X

xθθ
γ γ

+ − =  

ดังนัน้ 
21 1 8

4X
xγ

θ
γ

− + +
=  

3) ใชฟงกชันหดตัว ( )( )*ˆ sgnx y y th
+

= − เมื่อ ( )2
nth C yσ=  ในการลดสัญญาณรบกวน 

 เมื่อเขียนกราฟเปรียบเทียบฟงกชันหดตัวที่ไดผลเฉลยจริงดังสมการ 7.7 เปรียบเทยีบกับ

ผลเฉลยจากอัลกอริทึมการประมาณขางตนจะมีลักษณะกราฟดังรูป 7.3 ซึ่งแสดงใหเห็นวาฟงกชัน

หดตัวที่ไดจากผลเฉลยจริงและจากวิธีประมาณไมตางกันมากนัก 

 ในสวนการประมาณพารามิเตอรทางสถิติ คือ 2ˆ ˆ, nγ σ เพื่อใชงานจริงนัน้กรณีที่เราสมมุติให 

PDF ของ Xθ มีการกระจายตัวแบบแกมมาดังสมการ 7.2 เมื่อ 1α ≈ เมื่อใชวิธี ML เราจะไดวิธี

ประมาณ γ̂  ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตแตละตัวภายในหนาตางจัตุรัส ( )N k  [9] คือ  

( )
2 2

( )

ˆ

ˆj n

j N k

Mk

y M

γ

σ
∈ +

=
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

 
(7.14) 

เมื่อ M คือจํานวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตแตละหนาตาง ( )N k และหา 2ˆnσ  จากสมการ 5.1 
 

วิธีฟงกชันผกพันกับฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนกอนหนาจากระบบ
เพียรสัน 

 

 ตอไปนี้เราจะประยุกตใช วธิีฟงกชนัผกพนัจากการประมาณ กับ ฟงกชนัความหนาแนน

ความนาจะเปนรวมกอนหนาที่มาจากระบบเพียรสัน คือ จากเวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที ่ 7 

(Pearson Type VII Random Vectors) และ เวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที่ 3 ทั้ง แกมมาสองฝง 

(Two-Sided Gamma Random Vectors) และ Radial Exponential Random Vectors 

ดังตอไปนี้ 
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ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 7 
 

 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมของเวกเตอรสุมเพียรสนัชนิดที ่ 7 (Pearson 

Type VII Random Vectors) เมื่อเขียนกรณีมีความแปรปรวน Xθ  และพารามิเตอรภาวะยอดมน 

m คือ 

( ) ( )

2

| | 1
2 3X

m

X
X

f K
mθ θ

θ

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

X

x
x  

1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8 

( ) ( ) ( )

2

|ln | ln ln 1
2 3X X

X

f K m
mθ θ

θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

X

x
x  

( )( )
( )

|

2

ln | 2
2 3

X X i

i X

f mx
x m

θ θ

θ

∂ −
=

∂ − +

X x

x
 

ดังนัน้ 

( )
( ) 2

2
2 3

i

X

mxC
m θ

−
=

− +
x

x
 (7.15) 

2) หาฟงกชัน Xθ เมื่อ ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเพยีรสันชนดิที่ 7 กรณี 1-Dimension 

คือ ( )| |
XX Xf xθ θ

( ) ( ) ( )
21 1

1 1 2 3, 2 32 2

m

XX

x
mB m m θθ

−
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟−− − ⎝ ⎠
 โดย ( ) ( )exp

X X Xfθ θ γ γθ= −  

จะพบวา 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

|
ln 1ln | ln ln ln 1

1 12 2 3, 2 32 2
X X

X
X X X

X

xf x f m
mB m m

θ θ
θθ θ

θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟+ = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

lnγ γθ+ −  
แกสมการหาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 

( ) ( )|ln | ln
0X XX X X

X

f x fθ θθ θ

θ

⎡ ⎤∂ +⎣ ⎦ =
∂

 

( ) ( )

2 2

2

2 3 1
2 2 0
2 3 2 3X X

m x m x

m m

γ
θ θ

γ γ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ − =

− −
 

ดังนัน้ 

( )
2 4

2X
b b cxθ − + −

=  

เมื่อ 
( )

( )
( )

2 2
2 3

12 2,
2 3 2 3

m x m x
b c

m m

γ

γ γ

−⎛ ⎞+⎜ ⎟ − −⎝ ⎠= = −
− −
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3) ใชฟงกชนัหดตัว ( )( )*
1 1 1ˆ sgnx y y th

+
= − เมื่อ ( )2

nth Cσ= y  ในการลดสญัญาณรบกวน 

โดยประมาณ m̂ จากหัวขอ 5.2 
 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 3 แบบแกมมาสองฝง 
 

 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมของเวกเตอรสุมแกมมาสองฝง (Two-Sided 

Gamma Random Vectors) เมื่อเขียนในกรณีมีความแปรปรวน Xθ คือ 

( )
1

2
|

3
| exp

2X X
X

f Kθ θ
θ

− ⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
X

x
x x  

1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8 

( ) ( ) ( )
|

ln 3
ln | ln

2 2X X
X

f Kθ θ
θ

= − −X

x x
x  

( )( )|

2

ln | 1 3
22

X X
i

i X

f
x

x
θ θ

θ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

X x

xx
 

ดังนัน้ 

( ) 2

1 3
22

i
X

C x
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
xx

 (7.16) 

2) หาฟงกชนั Xθ เมื่อ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแกมมาสองฝง ในกรณี 1-Dimension 

คือ ( )| |
XX Xf xθ θ =  

4 1
2

1
4

33 exp
22 2 XX

x
x

θπθ

− ⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 และ ( )
X Xfθ θ =  ( )exp Xγ γθ−  จะพบวา 

( ) ( )
( )

1
24

| 1
2

3 ln 3ln | ln ln ln
42 2 2

X X

X
X X X

X

x
f x f xθ θ

θθ θ γ γθ
π θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟+ = − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

แกสมการหาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 

( ) ( )|ln | ln
0X XX X X

X

f x fθ θθ θ

θ

⎡ ⎤∂ +⎣ ⎦ =
∂

 

1
23

2
3

0
4 4

X
X

xθθ
γ γ

+ − =  

ใชวิธีการคารดาโน (ภาคผนวก ข) จะพบวา 

( )2
3 3

X A Bθ = +  

เมื่อ 
2 3 2 3 1, ,

2 4 27 2 4 27 4
c c b c c bA B b

γ
− −

= + + = − + = และ 3
4

x
c

γ
−

=  

3) ใชฟงกชันหดตัว ( )( )*
1 1 1ˆ sgnx y y th

+
= − เมื่อ ( )2

nth Cσ= y  ในการลดสัญญาณรบกวน 
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ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 3 Radial Exponential 
 

 ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมของ Radial Exponential Random Vectors 

เมื่อเขียนในกรณีที่สมมุติมคีวามแปรปรวน Xθ  คือ 

( )|

1
| exp

X X
X

d
f Kθ θ

θ

⎛ ⎞− +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
X

x
x  

1) คํานวณ ( )C x จากสมการ 7.8 

( ) ( )|
1ln | ln

X X
X

df Kθ θ
θ
+

= −X x x  

( )( )|ln | 1X X i

i X

f xd
x

θ θ

θ

∂ +
= −

∂
X x

x
 

ดังนัน้ 

( ) 1 i

X

xdC
θ
+

= −x
x

 (7.17) 

2) หาฟงกชนั Xθ เมื่อ ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวม Radial Exponential กรณี 1 

Dimension ( )| |
XX Xf xθ θ =  1 2exp

2 XX

x
θθ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 โดย ( )
X Xfθ θ =  ( )exp Xγ γθ− ดังนัน้ 

( ) ( )|
ln1 2ln | ln ln ln

22X X

X
X X X

X

f x f xθ θ
θθ θ γ γθ

θ
⎛ ⎞

+ = − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

แกสมการหาฟงกชัน Xθ จากสมการ 7.12 

( ) ( )|ln | ln
0X XX X X

X

f x fθ θθ θ

θ

⎡ ⎤∂ +⎣ ⎦ =
∂

 

1
23

2 0
2 2

X
X

xθθ
γ γ

+ − =  

ใชวิธีการคารดาโน (ภาคผนวก ข) จะพบวา 

( )2
3 3

X A Bθ = +  

เมื่อ 
2 3 2 3 1, ,

2 4 27 2 4 27 2
c c b c c bA B b

γ
− −

= + + = − + = และ 
2
x

c
γ

−
=  

3) ใชฟงกชันหดตัว ( )( )*
1 1 1ˆ sgnx y y th

+
= − เมื่อ ( )2

nth Cσ= y  ในการลดสัญญาณรบกวน 
 

7.2 วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ือง 
 

 วิธีนีจ้ะพจิารณาให ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนา เปนเวกเตอรสุม

ไมตอเนื่อง (Discrete Random Vectors) จากนัน้จงึพิจารณาประมาณฟงกชันหดตัวและความ

แปรปรวนไปพรอมกัน โดยมีข้ันตอนดังตอไปนี้ 
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พิจารณา ( )fX x แบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง ดังนั้น 

( ) ( ) ( )|

( )

|
X

X

X X

N k

f f Wθ

θ

θ θ
∈

= ∑X xx x  (7.18) 

เมื่อ ( ) ( ) ( )
( )

1 ,
X X

X

X X X
N k

W f Z f
Z θ θ

θ

θ θ θ
∈

= = ∑ โดย ( )
X Xfθ θ เปนฟงกชันความหนาแนนความนาจะ

เปนแกมมาดังสมการ 7.2 ในกรณี 1α ≈  

แทนสมการ 7.18 ในสมการ 7.1 ดังนั้น 

( ) ( )|

( )

ˆ ( ) arg max ln ( ) ln |
X

X

X X

N k

f f Wθ

θ

θ θ
∈

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= − +
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑N x

x
x y y x x  

จาก Jensen’s Inequality 

( ) ( )( )|

( )

ˆ ( ) arg max ln ( ) ln |
X

X

X X

N k

f W f θ

θ

θ θ
∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥≈ − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑N x
x

x y y x x  

จากนั้นหาผลเฉลยของ ˆix  

( ) ( )( )|

( )

ln ( ) ln |

0
X

X

X X

N k

i

f W f

x

θ

θ

θ θ
∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ − +
⎢ ⎥⎣ ⎦ =

∂

∑N xy x x

 

เมื่อ ( )
( )

2

2
2 2

1 exp
22

d
n

n

f
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

n
n  ดังนัน้ 

( )
( )( )|

2
( )

ln |
0X

X

Xi i
X

n iN k

fy x W
x

θ

θ

θ
θ

σ
∈

−
+ =

∂∑ x x
 

( )
( )( )|2

( )

ln |
X

X

X
i i n X

iN k

f
x y W

x
θ

θ

θ
σ θ

∈

= +
∂∑ x x

 

จากสมการ 7.8 

( ) ( )( )
( )

2

X

i i n X

N k

x y W C
θ

σ θ
∈

= + ∑ x  (7.19) 

จากนั้นแกสมการ 7.19 เพื่อหา ˆix  

 สําหรับการประมาณพารามเิตอรทางสถิติ คือ ความแปรปรวนที่ปราศจากสัญญาณ

รบกวน ˆ
Xθ ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตแตละตัวนัน้คํานวณจาก 

( ) 2 2

( )

ˆ ˆX j n

j N k

k y Mθ σ
∈ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  

และคํานวณพารามิเตอร 2ˆ ˆ, nγ σ  จากสมการ 7.14 และ 5.1 ตามลําดับ 

 ตอไปนี้จะประยุกตใช วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง กับการกระจายตัวกอน

หนาแบบเกาสใน 1 มิติกอน เร่ิมจากพิจารณาสมการ 7.19 โดยแทน ( )C x จากสมการ 7.13 จะ

พบวา 
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( )
( )

2

X

X
n

XN k

W
x y x

θ

θ
σ

θ
∈

= − ∑  

ดังนัน้ 

( )
( )

2

ˆ
1

X

X
n

XN k

yx
W

θ

θ
σ

θ
∈

=
+ ∑

 (7.20) 

โดยเราจะไดสมการที่ใชลดสัญญาณรบกวนของ วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง เมื่อ

ประยุกตใชกับการกระจายตัวตนแบบเกาสใน 1 มิติ ดังสมการที ่7.20  
 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่องกับฟงกชันความหนาแนนความนาจะ
เปนกอนหนาจากระบบเพียรสัน 
 

 ตอไปนี้จะพิจารณาวิธีลดสัญญาณรบกวนดวย วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง 

กับฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมจากระบบเพียรสัน คือ จากเวกเตอรสุมเพียรสนัชนดิ

ที่ 7 (Pearson Type VII Random Vectors) และ เวกเตอรสุมเพียรสันชนิดที่ 3 ทัง้ แกมมาสองฝง 

(Two-Sided Gamma Random Vectors) และ Radial Exponential Random Vectors 

ดังตอไปนี้ 
 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 7 
 

 พิจารณาสมการที่ 7.19 โดยการแทน ( )C x ดวยสมการ 7.15 จะพบวา 

( )
( )

2
2

( )

2
2 3

X

i
i i n X

XN k

mxx y W
mθ

σ θ
θ∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∑ x
 

( )
( )

2
2

( )

1 2
2 3

X

i
i

X
n

XN k

yx
W

m
mθ

θ
σ

θ∈

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∑ x

 
(7.21) 

กําหนดให 

( ) ( )
( )

2
2

( )

1 2
2 3

X

X
n

XN k

W
K m

mθ

θ
σ

θ∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∑x
x

 

จากการประมาณอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) ที่ไดกลาวไปแลวกอนหนานี ้ ในกรณีที่

สัญญาณรบกวนตํ่าเราสามารถประมาณ ( )K x ไดดวย ( )K y  ดังนัน้สามารถเขียนสมการ 7.21 

โดยกําหนดให 1i = ใหมได ดังนี ้

( )
1

1̂
yx

K
=

y
 

เมื่อ ( ) ( )
( )

2
2

( )

1 2
2 3

X

X
n

XN k

W
K m

mθ

θ
σ

θ∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∑y
y
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ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 3 แบบแกมมาสองฝง 
 

 พิจารณาสมการที่ 7.19 โดยการแทน ( )C x ดวยสมการ 7.16 จะพบวา 

( )2
2

( )

1 3
22

X

i i n X i
XN k

x y W x
θ

σ θ
θ

∈

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − +

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ xx

 

( )2
2

( )

1 31
22

X

i
i

n X
XN k

yx

W
θ

σ θ
θ

∈

=
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ xx

 

กําหนดให r = x  

( )2
2

( )

1 31
2 2

X

i
i

n X
XN k

yx

W
r r

θ

σ θ
θ

∈

=
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
 (7.22) 

สราง Norm จากสมการ 7.22 เมื่อ 2 2 2
1 2 dx x x= + + +x …  ดังนัน้ 

( )2
2

( )

1 31
2 2

X

n X
XN k

W
r r

θ

σ θ
θ

∈

=
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
y

x  

( )2
2

( )

1 31
2 2

X

n X
XN k

W
r rr

θ

σ θ
θ

∈

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ y  (7.23) 

จากสมการ 7.23 หาคา r  ดังตอไปนี้ 

( ) ( )2 2

2
( ) ( )

31
2 2

X X

Xn n
X

XN k N k

W
W

r r r
θ θ

θσ σ
θ

θ
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2 2

2
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3 0
2 2

X X

Xn n
X

XN k N k
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r r W

θ θ

θσ σ θ
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∈ ∈
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⎜ ⎟⎜ ⎟
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∑ ∑y  

ดังนัน้ 

( )2 4

2

b b c
r +

− + −
=  

เมื่อ ( ) ( )
2 2
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3 ,
2 2

X X

Xn n
X

XN k N k

W
b c W

θ θ

θσ σ
θ

θ
∈ ∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑y  

แทนคาสมการ 7.23 ในสมการ 7.22 โดยกําหนดให 1i = ดังนั้น 
( )

1 1ˆ
r

x y+=
y

 

 

ฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมกอนหนาเพียรสันชนิดท่ี 3 Radial Exponential 
 

 พิจารณาสมการที่ 7.19 โดยการแทน ( )C x ดวยสมการ 7.17 จะพบวา 
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( )2
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i i n X
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σ θ
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 โดยในหวัขอถดัไปจะประยุกตใชวิธีลดสัญญาณรบกวนดวย วิธฟีงกชันผกพัน และ วิธี

ประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง ทัง้ทีป่ระยุกตใชกับการกระจายตัวแบบเกาสใน 1 มิติ และ

ประยุกตใชกับฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวมตัวกอนหนาจากระบบเพียรสัน คือ จาก

เวกเตอรสุมเพยีรสันชนิดที ่ 7 (Pearson Type VII Random Vectors) และ เวกเตอรสุมเพียรสนั

ชนิดที่ 3 ทั้ง แกมมาสองฝง (Two-Sided Gamma Random Vectors) และ Radial Exponential 

Random Vectors 
 

7.3 ผลการทดลอง 
 

 ในบทนี้จะนําเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนโดยการประมาณฟงกชนัหดตัวและพารามเิตอร

ทางสถิติดวยกันใน วิธีฟงกชันผกพัน และ วธิีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง โดย วิธีฟงกชนั

ผกพนั นั้นจะประยุกตใชทัง้แบบที่ไดผลเฉลยจริง คือ เมือ่ประยุกตใชกบั Gaussian PDF หรือ แบบ

ที่ไดจากการประมาณ คือ เมื่อประยุกตใชกับฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนรวมจากระบบ

เพียรสัน คือ จาก Pearson Type VII Random Vectors, Two-Sided Gamma Random Vectors 
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และ Radial Exponential Random Vectors โดยเปรียบเทียบวิธทีี่นาํเสนอในบทน้ีกับวิธีด่ังเดิม ที่

แยกข้ันตอนการหาฟงกชนัหดตัวและประมาณพารามิเตอรทางสถิติออกจากกัน ที่มกีารเสนอไว

แลว คือ LAWMAP และ PearsonShrink, GammaShrink, RadialExpoShrink ที ่dimension = 2 

โดยใชขนาดหนาตาง ( )N k  คือ 7 7×  บนการแปลงเวฟเล็ตแบบ DWT โดยมีผลการทดลองแตละ

ภาพ ดังตารางที ่ 7.1-7.6 และคาเฉลี่ย PSNR ในตารางที ่ 7.7 และตัวอยางภาพท่ีไดดังรูปที่ 7.4-

7.9  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตาราง 7.1 PSNR ของภาพ Lena 

 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 37.74 34.43 31.02 28.95 27.62 26.42 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 37.97 34.35 31.22 29.38 28.17 27.20 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 37.65 34.06 30.94 29.11 27.93 26.90 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 37.64 33.60 30.69 28.75 27.58 26.57 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 37.21 34.18 30.98 29.11 27.88 26.88 

Pearson Type VII Random Vectors 37.39 34.11 30.69 28.70 27.42 26.21 

Two-Sided Gamma Random Vectors 37.53 33.94 30.13 27.94 26.53 25.04 

Radial Exponential Random Vectors 37.43 34.24 30.88 28.94 27.69 26.54 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 37.43 34.38 31.11 29.19 27.90 26.86 

Pearson Type VII Random Vectors 37.90 34.13 30.15 27.73 25.81 24.38 

Two-Sided Gamma Random Vectors 37.26 33.99 30.50 28.47 27.10 25.86 

Radial Exponential Random Vectors 37.26 34.18 30.86 28.90 27.58 26.48 
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(ก) (ข) 

  

(ค) (ง) 

รูปที่ 7.4 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Lena (ข) Lena ทีกําลังสัญญาณรบกวน 50nσ =  

(ค) วิธี LAWMAP PSNR = 26.42 dB (ง) วิธีฟงกชันผกพันเมื่อประยุกตใชกับ Gaussian PDF PSNR = 26.88 dB 
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ตาราง 7.2 PSNR ของภาพ Boat 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 35.72 32.57 29.19 27.24 25.86 24.94 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 36.19 32.76 29.33 27.47 26.26 25.33 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 35.90 32.48 29.09 27.19 25.98 25.06 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.29 32.37 28.97 27.18 25.86 25.04 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 35.04 32.20 28.96 27.11 25.90 24.99 

Pearson Type VII Random Vectors 35.40 32.29 28.89 26.95 25.62 24.59 

Two-Sided Gamma Random Vectors 35.78 32.37 28.64 26.42 24.99 23.76 

Radial Exponential Random Vectors 35.36 32.32 28.97 27.04 25.78 24.80 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 35.14 32.36 29.16 27.28 26.00 25.04 

Pearson Type VII Random Vectors 36.16 32.59 28.83 26.53 24.82 23.52 

Two-Sided Gamma Random Vectors 35.20 32.20 28.78 26.70 25.33 24.25 

Radial Exponential Random Vectors 35.08 32.24 28.96 27.04 25.71 24.73 
 

  

(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

รูปที่ 7.5 ภาพท่ีไดจาก (ก) Boat (ข) Boat ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = (ค) วิธี PearsonShrink PSNR = 27.47 dB (ง) วิธี

ฟงกชันผกพันเมื่อประยุกตใชกับ Pearson Type VII Random Vectors PSNR = 26.95 dB 
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ตาราง 7.3 PSNR ของภาพ Man 

 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 36.61 32.71 29.15 27.30 26.24 25.05 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 36.95 32.81 29.30 27.57 26.38 25.53 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 36.69 32.49 28.98 27.23 26.08 25.24 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.71 32.32 28.93 27.23 26.01 25.04 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.18 32.27 28.83 27.15 26.00 25.16 

Pearson Type VII Random Vectors 36.36 32.35 28.80 26.96 25.71 24.78 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.61 32.39 28.57 26.51 25.06 23.94 

Radial Exponential Random Vectors 36.42 32.40 28.87 27.09 25.89 25.00 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.29 32.49 29.06 27.30 26.07 25.17 

Pearson Type VII Random Vectors 36.84 32.66 28.77 26.58 24.93 23.66 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.24 32.23 28.63 26.75 25.43 24.44 

Radial Exponential Random Vectors 36.20 32.30 28.82 27.05 25.81 24.91 
 

  

(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

รูปที่ 7.6 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Man (ข) Man ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = (ค) วิธี PearsonShrink PSNR = 27.57 dB  

(ง) วิธีฟงกชันผกพนัเมื่อประยุกตใชกับ Pearson Type VII Random Vectors PSNR = 26.96 dB 
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ตาราง 7.4 PSNR ของภาพ Hill 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 36.02 32.56 29.36 27.71 26.52 25.57 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 36.37 32.66 29.48 27.90 26.90 26.08 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 36.04 32.29 29.13 27.60 26.61 25.75 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.36 32.33 29.23 27.59 26.54 25.53 

วิธีหาฟงกชันผกพัน กับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 35.21 32.04 29.04 27.53 26.53 25.76 

Pearson Type VII Random Vectors 35.49 32.11 28.94 27.26 26.17 25.23 

Two-Sided Gamma Random Vectors 35.88 32.17 28.65 26.75 25.45 24.20 

Radial Exponential Random Vectors 35.43 32.12 29.01 27.40 26.35 25.46 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 35.62 32.39 29.29 27.69 26.61 25.76 

Pearson Type VII Random Vectors 36.31 32.60 28.97 26.83 25.29 23.99 

Two-Sided Gamma Random Vectors 35.56 32.08 28.77 27.07 25.90 24.83 

Radial Exponential Random Vectors 35.40 32.13 29.01 27.41 26.31 25.41 
 

  

(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

รูปที่ 7.7 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Hill (ข) Hill ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ =  (ค) วิธี GammaShrink PSNR = 27.60 dB  

(ง) วิธีฟงกชันผกพนัเมื่อประยุกตใชกับ Two-Sided Gamma Random Vectors PSNR = 26.75 dB 
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ตาราง 7.5 PSNR ของภาพ Cameraman 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 36.80 32.33 28.26 26.20 24.78 23.82 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 37.18 32.62 28.44 26.43 25.01 24.10 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 37.00 32.39 28.17 26.24 24.81 23.83 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.95 32.17 27.46 25.22 24.10 23.24 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.62 32.09 27.97 26.09 24.68 23.70 

Pearson Type VII Random Vectors 36.60 32.13 28.04 26.12 24.58 23.53 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.87 32.25 28.03 25.90 24.19 23.04 

Radial Exponential Random Vectors 36.60 32.15 28.09 26.19 24.70 23.69 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.33 32.20 28.00 26.08 24.61 23.62 

Pearson Type VII Random Vectors 36.89 32.26 27.93 25.72 23.96 22.76 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.36 32.03 27.79 25.74 24.19 23.12 

Radial Exponential Random Vectors 36.29 31.98 27.85 25.93 24.45 23.46 
 

  

(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

รูปที่ 7.8 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Cameraman (ข) Cameraman ทีกําลังสัญญาณรบกวน 20nσ = (ค) วิธี RadialExpoShrink 

PSNR = 27.46 dB (ง) วิธีฟงกชันผกพันเมื่อประยุกตใชกับ Radial Exponential Random Vectors PSNR = 28.09 dB 
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ตาราง 7.6 PSNR ของภาพ Montage 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 38.42 33.90 29.67 27.25 25.75 24.43 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 38.70 33.99 30.09 27.72 26.42 25.11 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 38.55 33.82 29.84 27.52 26.06 24.81 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 37.93 32.81 28.90 26.62 25.24 24.18 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 38.34 33.92 29.86 27.44 26.06 24.80 

Pearson Type VII Random Vectors 38.52 33.99 29.73 27.37 25.76 24.45 

Two-Sided Gamma Random Vectors 38.38 33.70 29.26 26.84 25.09 23.68 

Radial Exponential Random Vectors 38.53 34.11 29.89 27.54 26.01 24.72 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 38.62 34.27 30.11 27.65 26.23 24.89 

Pearson Type VII Random Vectors 38.30 33.69 29.35 26.67 24.85 23.31 

Two-Sided Gamma Random Vectors 38.39 33.96 29.64 27.12 25.54 24.13 

Radial Exponential Random Vectors 38.46 34.14 29.94 27.45 25.95 24.63 
 

  

(ก) (ข) 

  
 

รูปที่ 7.9 ตัวอยางภาพท่ีไดจาก (ก) Montage (ข) Montage ทีกําลังสัญญาณรบกวน 30nσ = (ค) วิธี PearsonShrink PSNR = 

27.72 dB (ง) วิธีฟงกชันผกพันเมื่อประยุกตใชกับ Pearson Type VII Random Vectors PSNR = 27.37 dB 
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ตารางคา 7.7 คาเฉลี่ย PSNR ของภาพทั้งหมด 
 

Noise Standard Deviation ( )nσ  5 10 20 30 40 50 

LAWMAP 36.89 33.08 29.44 27.44 26.13 25.04 

PearsonShrink (หัวขอ 4.1.1) 37.23 33.20 29.64 27.75 26.52 25.56 

GammaShrink (หัวขอ 4.1.2) 36.97 32.92 29.36 27.48 26.25 25.27 

RadialExpoShrink (หัวขอ 4.2.1) 36.98 32.60 29.03 27.10 25.89 24.93 

วิธีหาฟงกชันผกพันกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.43 32.78 29.27 27.41 26.18 25.22 

Pearson Type VII Random Vectors 36.63 32.83 29.18 27.23 25.89 24.80 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.84 32.80 28.88 26.73 25.22 23.94 

Radial Exponential Random Vectors 36.63 32.89 29.29 27.37 26.07 25.04 

วิธีประมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเน่ืองกับการกระจายตัวกอนหนาชนิดตางๆ 

Gaussian PDF 36.57 33.03 29.46 27.53 26.24 25.22 

Pearson Type VII Random Vectors 37.07 32.99 29.00 26.68 24.94 23.60 

Two-Sided Gamma Random Vectors 36.50 32.75 29.02 26.98 25.58 24.44 

Radial Exponential Random Vectors 36.45 32.83 29.24 27.30 25.97 24.94 
 

 จากผลการทดลอง จะสงัเกตเห็นวาประสิทธิภาพการลดสัญญาณรบกวนของวิธทีี่นาํเสนอ

ในบทนี ้ คือ วิธีหาฟงกชนัหดตัวและประมาณพารามิเตอรทางสถิติไปดวยกัน ดวย วิธีฟงกชนัผก

พัน และ วิธปีระมาณแบบเวกเตอรสุมไมตอเนื่อง เมื่อประยุกตใชกับ ฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนกอนหนาแบบตางๆ เชน Gaussian PDF ใน 1 มิติ หรือ ฟงกชันความหนาแนนความ

นาจะเปนรวมกอนหนาจากระบบเพียรสนั คือ จาก Pearson Type VII Random Vectors, Two-

Sided Gamma Random Vectors และ Radial Exponential Random Vectors เมื่อเทียบกับวธิี

ด่ังเดิมทีน่ําเสนอในบทกอนหนานี้ ยังใหประสิทธิภาพที่ตํ่ากวาอยู อันเนื่องมาจากวิธีลดสัญญาณ

รบกวนที่นาํเสนอในบทนี้อยูในรูปประมาณเปนสวนใหญ ดังนั้นจงึจําเปนที่จะตองพัฒนาและวจิัย

วิธีทีน่าํเสนอในบทนี้ตอไปในอนาคตเพื่อปรับปรุงประสิทธิภาพใหดีข้ึน 
 

 

 



บทท่ี 8 
 

บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 

8.1 บทสรุป 
 

 วิทยานิพนธฉบับนี้ นําเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพเม่ือสมมุติใหสัญญาณรบกวนอยู

ในรูปเกาสสีขาวแบบบวก (Additive White Gaussian Noise, AWGN) โดยใช วิธคีวามเส่ียงแบบ

เบส (Bayes’ Risk) บนปริภูมิเวฟเล็ตและใชฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนที่สรางไดจาก

ระบบเพียรสนั (Pearson System) ในการอธิบายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต 

รวมกับ หลักการความสัมพันธของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหวางสเกล (Parent and Child 

Relation) สวนสาเหตุที่เลือก PDF ที่สรางไดจาก Pearson System เพราะ PDF ทีส่รางจากระบบ

นี้สามารถใชสราง PDF ที่ถกูสมมุติใหอธบิายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตอยาง

มากมายในงานวิจยัในอดีต นอกจากนี้เรายังใช วิธีความเส่ียงแบบเบส (Bayes’ Risk) ในการ

ประมาณพารามิเตอรทางสถิติดวย เพื่อใชรวมกับ ฟงกชันหดตัวชนดิหลายตัวแปร (Multivariate 

Shrinkage Function) โดยเราสามารถสรุปวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพทีน่ําเสนอในวทิยานพินธ

ฉบับนี้ ดังตอไปนี้  

1) ใช PDF ที่สรางไดจากระบบเพียรสนัประยุกตใชกับ วิธีความเส่ียงแบบเบส เพือ่ใชสราง

ฟงกชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร ซึ่งในวทิยานพินธฉบับนี้ ไดนาํเสนอไว 3 ชนิด ดังตอไปนี ้

PearsonShrink , GammaShrink, และ RadialExpoShrink 

2) เสนอกระบวนการประมาณพารามิเตอรทางสถิติเพื่อใชกับฟงกชนัหดตัวทั้ง 3 ชนิด ดังนี ้

2.1) วิธีประมาณความแปรปรวนในรูปความแปรปรวนทองถิน่ (Local Variance) โดย

นําเสนอไว 2 วิธี ข้ึนกับความแปรปรวนสัญญาณรบกวน ดังนี ้

 - การประมาณความแปรปรวนทองถิน่ในกรณีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า 

 - การประมาณความแปรปรวนทองถิน่ในกรณีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนสูง  

2.2) วิธีประมาณภาวะยอดมน (Kurtosis) ซึ่งใชกับฟงกชันหดตัวแบบ PearsonShrink 

3) นําเสนอวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพโดยหาฟงกชนัหดตัวและประมาณพารามิเตอรทาง

สถิติดวยกนั 
 

8.2 งานวิจยัตอไปในอนาคต 
 

สําหรับวธิีลดสัญญาณรบกวนภาพทีน่าํเสนอในวทิยานพินธฉบับนีน้ั้น เปนวิธทีี่ใหคุณภาพของ 
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ภาพที่ไดหลังการลดสัญญาณรบกวนที่ดีกวาหลายวิธทีีน่ําเสนอในอดีต แตอยางไรกต็ามมีบางวธิีที่

ใหประสิทธิภาพที่ใกลเคียงกบัวิธีทีน่าํเสนอใหม เชน วิธ ี BLS-GSM [24] แตวิธีนีก้ใ็ชเวลาในการ

ลดสัญญาณรบกวนภาพนานกวาวธิีทีน่ําเสนออยางชัดเจน เพราะมข้ัีนตอนวธิีที่ซบัซอนซึ่งในทาง

ปฏิบัติแลววิธทีี่ใชเวลาลดสัญญาณรบกวนภาพนานจะไมเหมาะสมในการใชงานจริงมากนัก 

 ดังนัน้ในงานวจิัยตอไปในอนาคตจะมุงเนนพัฒนาวธิีลดสญัญาณรบกวนภาพ ซึง่จะตอง

ยังคงขอดีของวิธีทีว่ทิยานพินธฉบับนี้นาํเสนอไว กลาวคือ เปนวิธทีี่ใหคุณภาพของภาพที่ไดหลัง

การลดสัญญาณรบกวนที่ดีและใชเวลาในการประมวลผลไมมากจนเกนิไป โดยมีแนวทางที่จะ

พัฒนางานวิจยัตอไป ดังตอไปนี้ 
 

1) พัฒนาวธิีประมาณความแปรปรวนทองถิน่ในกรณีความแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า ที่

นําเสนอในหัวขอ 5.1.1.1 โดยสมมุติให Pearson Type VII PDF เปนการกระจายตัวของ 

Noisy Wavelet Coefficient แทน Laplacian PDF เพราะในความเปนจริงแลวในกรณีที่

ความแปรปรวนสัญญาณรบกวนตํ่า Noisy Wavelet Coefficient ควรจะม ี PDF ที่

ใกลเคียงกบั Pearson Type VII PDF ที่ถกูสมมุติใหแทนลักษณะการกระจายตัวของ

สัมประสิทธิ์เวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน (Noise-Free Wavelet Coefficient) ใน

วิทยานิพนธฉบับนี้มากกวา 

2) ประยุกตใชเวกเตอรสุมคอนทัวรทรงรี (Elliptically Contoured Random Vectors) ในการ

อธิบายลักษณะการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตทีป่ราศจากสัญญาณรบกวน แทน

การใช เวกเตอรสุมคอนทัวรทรงกลม (Spherically Contoured Random Vectors) ที่ใชใน

วิทยานิพนธฉบับนี ้ ซึ่งเวกเตอรสุมคอนทวัรทรงรีนีน้าจะกํากับสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตไดดีกวา

เพราะ มีรูปแบบที่ใกลเคียงกับคอนทวัรฮิสโทแกรมของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ต ในฐาน

ขอมูลภาพ Corel ซึ่งเปนฐานขอมูลภาพขนาดใหญ [28] 

3) ทดลองใชฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแบบผสม (Mixture Model Probability 

Density Function) ในการอธิบายการกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตซึ่งนาจะอธิบาย

การกระจายตัวของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตไดดีข้ึน 
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ภาคผนวก ก 
ความสัมพันธระหวางฟงกชนัความหนาแนนความนาจะเปนเงื่อนไขในสัญญาณรบกวนแบบบวก 
 

ทฤษฎบีท ถามีเวกเตอรสุม [ ]1 2, , , T
dY Y Y=Y … , [ ]1 2, , , T

dX X X=X … และ [ 1 2,N N=N  

], , T
dN…  ซึ่งมฟีงกชันความหนาแนนความนาจะเปนรวม คือ ( ) ( ),f fX Yx y และ ( )fN n โดยมี

ความสัมพันธระหวางเวกเตอรสุม คือ = +Y X N และ X,N เปนอิสระตอกัน จะพบวาฟงกชัน

ความหนาแนนความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขจะมีความสัมพันธดังนี ้

( ) ( )f f=Y|X Ny | x y - x  
บทพิสจูน 
เมื่อ X,N เปนอิสระตอกัน ดังนัน้ 

( ) ( ) ( ), ,f f f=X N X Nx n x n  
ทําการเปล่ียนตัวแปรจาก n ไป y  เพื่อหา ( ), ,fX Y x y จาก ( ), ,fX N x n ดังนี ้

จากความสัมพันธ = +Y X N  ดังนัน้ 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,T T T
d d dn n n y y y x x x= −… … …  

หาจาโคเบียน (ภาคผนวก ค) ของการเปล่ียนตัวแปรจาก n ไป y   

1 2

11 1

1 2

2 2 2

1 2

1

d

d

d

d d d

nn n
yy y
nn n

y y yJ

n n n
y y y

∂∂ ∂
∂∂ ∂
∂∂ ∂

∂ ∂ ∂= =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

…
…
%

# # #
…

 

ดังนัน้ 

( ) ( ), ,, ,f J f= −X Y X Nx y x y x  
จากสมการ ก.1 

( ) ( ) ( ), ,f f f= −X Y X Nx y x y x  
เทียบกบัสมการกฎของเบส 

( ) ( ) ( ), , |f f f=X Y X Y|Xx y x y x  

ดังนัน้ 

( ) ( )f f=Y|X Ny | x y - x  
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ภาคผนวก ข 
ระเบียบวิธกีารคารดาโน (Cardano’s method) 
 

กําหนดให ฟงกชันกาํลังสาม (Cubic Function) อยูในรูปแบบ ดังตอไปนี้ 

( ) 3 2
4 3 2 1f x c x c x c x c= + + +  

เมื่อ 1 2 3 4 4, , , , 0c c c c R c∈ ≠  
 

นําสัมประสิทธิ์พจนแรกหารตลอดเพื่อปรับสมการใหอยูในรูปแบบใหม ดังนี ้

3 2 0x ax bx c+ + + =   

เมื่อใชวิธีการคารดาโนจะหาคารากที่อยูในรูปจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอนได ดังนี้ [31] 

( ) ( )

3 3

3 3 3 3

3
1 3

2 2 3

aE F
x

aE F j E F

⎧ + −⎪⎪= ⎨
−⎪ + ± + −⎪⎩

 
 

เมื่อ 
2 32,

3 3 27
a ab ap b q c= − = − +  

2 3 2 3

,
2 4 27 2 4 27
q q p q q pE F− −

= + + = − +  

 

 

โดยในหวัขอวทิยานพินธนี้ใชเฉพาะคารากที่เปนจํานวนจริงเทานั้น 
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ภาคผนวก ค 
การแปลงจาโคเบียน (Jacobian Transform) 
 

 

รูป ค.1 การที่ใชในการพิสูจนการแปลงจาโคเบียน 
 

การแปลงจาโคเบียนกรณี 2 ตัวแปร 

 ในกรณีเปลี่ยนโดเมนจาก v w−  ไป x y−  ดังรูป ค.1 โดยตองการรักษาพืน้ที่ใหเทาเดิม 

เราจําเปนตองทราบ ตัวแปลงจาโคเบียน ซึง่ก็คือ อัตราสวนระหวางพื้นที่เกาตอพื้นที่

ใหม ( ) ( )'J A R A R=  ซึ่งสามารถหาคาได ดังตอไปนี้ 

ถา ( ),v x yφ= , ( ),w x yϕ=  

พิจารณาจุด ( ) ( ) ( )( )1 1 1: , , , ,P v w x y x yφ ϕ=  

 ( ) ( ) ( )( )2 2 2: , , , ,P v w x dx y x dx yφ ϕ= + +  

 ( ) ( ) ( )( )3 3 3: , , , ,P v w x y dy x y dyφ ϕ= + +  

พิจารณาจุด 2P  

พิจารณาฟงกชัน ( ) ( ), , ,x dx y x dx yφ ϕ+ + ดวยอนกุรม Taylor รอบจุด x  ดังนั้น 

( ) ( ) ( ),
, ,

x y
x dx y x y dx

x
φ

φ φ
∂

+ ≈ +
∂

 

( ) ( ) ( ),
, ,

x y
x dx y x y dx

x
ϕ

ϕ ϕ
∂

+ ≈ +
∂

 

พิจารณาจุด 3P  

พิจารณาฟงกชัน ( ) ( ), , ,x y dy x y dyφ ϕ+ + ดวยอนกุรม Taylor รอบจุด y ดังนัน้ 

( ) ( ) ( ),
, ,

x y
x y dy x y dy

y
φ

φ φ
∂

+ ≈ +
∂

 

( ) ( ) ( ),
, ,

x y
x y dy x y dy

y
ϕ

ϕ ϕ
∂

+ ≈ +
∂

 

ดังนัน้สามารถเขียนจุด 2P และ 3P ใหมไดวา 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

, ,
: , , , ,

x y x y
P v w x y dx x y dx

x x
φ ϕ

φ ϕ
⎛ ⎞∂ ∂

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

, ,
: , , , ,

x y x y
P v w x y dy x y dy

y y
φ ϕ

φ ϕ
⎛ ⎞∂ ∂

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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สรางเวกเตอร 1v จากจุด 1P ไป 2P  

( ) ( ), ,
,

T
x y x y

dx dx
x x

φ ϕ⎡ ⎤∂ ∂
= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

1v  

สรางเวกเตอร 2v จากจุด 1P ไป 3P  

( ) ( )
2

, ,
,

T
x y x y

dy dy
y y

φ ϕ⎡ ⎤∂ ∂
= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

v  

หาพื้นที่ ( )A R  โดยใชวิธีเวกเตอร 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, , , ,

, , , ,

x y x y x y x y
dx dx

x x x xA R dxdy
x y x y x y x y

dy dy
y y y y

φ ϕ φ ϕ

φ ϕ φ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= × = =
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

1 2v v  

เราทราบวาพืน้ที ่ ( )'A R dxdy=  

จาโคเบียน (Jacobian) คือ อัตราสวนระหวางพืน้ที่เกา ( )A R  และใหม ( )'A R  ดังนี ้

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,'

x y x yv w
A R x x x xJ

v w x y x yA R
y y y y

φ ϕ

φ ϕ

∂ ∂∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 

 ประยุกตการแปลงจาโคเบยีนกับ ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (PDF) เพราะ

โอกาสความนาจะเปน (อินทิเกรตพืน้ทีก่ราฟ) จะตองเทากนัเสมอไมวาโดเมนใดๆก็ตาม สําหรับ

กรณีที่เปลี่ยนโดเมนจาก v w−  ไป x y−  จะพบวา 

( ) ( ) ( )( ), ,
'

, , , ,V W V W
R R

f v w dvdw f x y x y dxdyφ ϕ≠∫∫ ∫∫  

เพราะ dvdw dxdy≠ แต dvdw J dxdy= ดังนั้น 

( ) ( ) ( )( ), ,
'

, , , ,V W V W
R R

f v w dvdw J f x y x y dxdyφ ϕ=∫∫ ∫∫  

ดังนัน้ PDF ( ), ,X Yf x y เมือ่พิจารณาจาก PDF ( ), ,V Wf v w  คือ 

( ) ( ) ( )( ), ,, , , ,X Y V Wf x y J f x y x yφ ϕ=  

การแปลงจาโคเบียนกรณี d – Dimension  

 เมื่อตองการเปล่ียนโดเมน 1 2, , ds s s… ไป 1 2, , , dx x x…  เมื่อ ( )1 1 1 2, , , ,ds h x x x= … และ 

( )2 2 1 2, , , ,ds h x x x= …  ( )1 2, , ,d d ds h x x x= …  จะไดวา 

1 2 1 2

1 11 1 1 1

1 2 1 2

2 2 2 22 2

1 2 1 2

d d

d d

d d

d d d dd d

s hs s h h
x xx x x x
s hs s h h

x x x xx xJ

s s h hs h
x x x xx x

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂= =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

… …
… …
% %

# # # ## #
… …
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ดังนัน้ PDF ของ ( )fX x เมื่อพิจารณาจาก ( )fS s  คือ 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , ,d d d df x J f h x x x h x x x h x x x=X S … … … …  
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ภาคผนวก ง 
Generalized Incomplete Gamma Function 
 

สําหรับ Generalized Incomplete Gamma Function ในวิทยานพินธฉบับนี้จะใชวิธีที่

นําเสนอและแนวทางในการคํานวณโดยงานวิจัยที่ [33] กลาวคือ กาํหนดให ฟงกชันพิเศษชนดินี้

อยูในรูป  

1( , ; ) exp
x

bx b t t dt
t

αα
∞

− ⎛ ⎞Γ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

เมื่อกําหนดให { }, 3 / 2, 1 / 2α = − −… และ , 0x b > ซึ่งมีความสัมพนัธเวียนบังเกิด คือ 

( ) ( )1( 1, ; ) 1, ; , ;x b x b x b
b

α α α α⎡Γ − = Γ + − Γ⎣ exp .bx x
x

α ⎤⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎥
⎝ ⎠⎦

 

เมื่อ 

( ) ( )1/ 2, ; 0.5 expx b xπΓ = − ( ) ,A B+  ( )1/ 2, ;x bΓ − = ( )0.5 / expb xπ − ( )A B−  
 

ในกรณีที ่ 2x b≥ , ( )exp /A b x= − ( )/erfcx x b x−  

              2x b< , A = ( ) ( )exp 2 /x b erfc x b x− −  

และใช ( ) ( )exp / /B b x erfcx x b x= − + กับทั้งสองกรณี 
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ภาคผนวก จ 
การประมาณพารามิเตอรภาวะยอดมน (Kurtosis) 
 

จากฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปนแบบเพยีรสันชนิดที่ 7 

( )
21 1

1 1,
2 2

m
yf y

B m λλ

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 เมื่อ 2 3mλ σ= −  

ดังนัน้ 

( )
2

1 1

1| 1
1 1,
2 2

N

mN N
j

j

j j

y
f y m

B m λλ

−

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠−⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∏ ∏  

 

( ) ( )
2

11

1 1ln | ln ln , ln 1
2 2

N N
j

j

jj

y
f y m N N B m mλ

λ
==

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − − − + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑∏  

 

เมื่อ N  คือ จํานวนสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตในแตละระดับการแปลงยอย (Subband) 

ใชสมการที ่5.15 ในการหาคาm โดย 

( )
1

ln |

0

N

j

j

f y m

m
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟
⎝ ⎠ =

∂

∏
 

( )ln
N

m
λ λ
λ

∂ ∂
−

∂ ∂

1 1,
2 2

1 1,
2 2

dB m
N

dmB m

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠−

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2

2

2
1 1

ln 1 1

ln 1 0

1

j j
N N

j

j j j

y y

y
m

my

λ λ λ
λ λ

λ
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ + ∂ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟− + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟∂ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  

แทน 
2

2 3m m
λ σ σ

λ
∂

= =
∂ −

 

( )
2 22 2

2 2
1 1

1 1, 22 2 ln 1 0
1 1,
2 2

N N
j j

jj j

dB m y yN N m
dm yB m

σ σ
λ λ λ λλ λ

= =

⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞ −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠− ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
ดังนัน้ 
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2

1

1 1,
2 2 ln 1

1 12 3 ,
2 2

N
j

j

dB m yN N
m dmB m λ

=

⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟+ + + ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
2

2 2
1

2 0
2 3

N
j

jj

ym
m yλ

=

⎛ ⎞− =⎜ ⎟− +⎝ ⎠∑     (จ.1) 

 

ทําใหปญหาในการประมาณคา m  ลดรูปเปนสมการ จ.1 กําหนดให ( )g m  มีคาเทากับคาทาง 

ดานซายมือของสมการ จ.1 และหาคาอนพุันธของ ( )g m  เทยีบกับคา m  จะพบวา 

( ) ( )' g mg m
m

∂
=

∂
 

( )

2
2

2

2
2

1 1 1 1, ,
1 1 2 2 2 2,
2 2

2
1 12 3 ,
2 2

d B m dB m
B m

dm dm
N N

m B m

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠
⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎢ ⎥= +
⎢ ⎥⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

2 2

2
1

ln 1 1

1

j j
N

j j

y y

my

λ λ λ
λ

λ
=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ + ∂ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟+
∂ ∂⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞

⎜ ⎟∂ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∑  

2

2 22

2 2
1 1

2
22 3

2 3

j
N N

jj

jj j

ym
yy mm

m y m m

λ λ
λ λ

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎜ ⎟∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟∂−⎝ ⎠ ⎝ ⎠− +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ + − ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  

แทน 
2

2 3m m
λ σ σ

λ
∂

= =
∂ −

 

( )
( )

2
2

2 2
2

1 1 1 1, ,
2 2 2 2 2'

1 1 1 12 3 , ,
2 2 2 2

d B m dB m
N N Ng m

dm dmm B m B m

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟= + −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) ( )
2 2 22

2 22 2 2 2 2 2
1 1 1

2 6 4
2 3 2 32 3

N N N
j j j

j jj j j j

y y ym
m y y mm y

σ
λ λ λ= = =

⎛ ⎞− + +⎜ ⎟− + + −⎝ ⎠ − +∑ ∑ ∑  

จากนั้นแทนคา 2 3mλ σ= − เพื่อใชในการหาm ดวยวิธนีิวตัน-ราฟสัน ตอไป 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 

 นายพิชิต กิตติสุวรรณ เกิดวันที่ 27 เมษายน พ.ศ. 2526 ที่จังหวัดกรุงเทพมหานคร สําเร็จ

การศึกษาในระดับปริญญาตรี ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัย 

เกษตรศาสตร ปการศึกษา 2547 และ ปริญญาโท สาขาวิศวกรรมไฟฟาส่ือสาร ภาควิชา

วิศวกรรมไฟฟา คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย ปการศึกษา 2550 หลังจากนัน้

เขาศึกษาตอที ่ สาขาวิชาวิศวกรรมไฟฟาส่ือสาร ภาควชิาวิศวกรรมไฟฟา คณะวิศวกรรมศาสตร 

จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในระดับปริญญาเอก โดยเนนทาํวทิยานพินธทางดานเทคนิคการลด

สัญญาณรบกวนภาพ (Image Denoising) ในปริภูมิเวฟเล็ต 
 

บทความที่ไดรับการตีพิมพในวารสารวิชาการ 
 

บทความที่ตีพมิพในวารสารวิชาการนานาชาติที่อยูในฐานขอมูล ISI และมี Impact Factor 
 

1.  P. Kittisuwan, T. Chuanwimaluang, S. Marukatat, and W. Asdornwised. Image and 

Audio-Speech Denoising Based on Higher-Order Statistical Modeling of Wavelet 

Coefficients and Local Variance Estimation. Int. J. Wavelets, Multiresolution and 

Info. Processing. 8, 6 (November 2010): 987–1017. (Impact Factor: 1.168) 
 

บทความที่ตีพมิพในวารสารวิชาการนานาชาติที่ไมม ีImpact Factor 
 

2.  P. Kittisuwan, S. Marukatat, and W. Asdornwised. The Estimation of Radial Expo-

nential Random Vectors in Additive White Gaussian Noise. Int. J. Wireless 

Sensor Network. 1, 4 (November 2009): 284-292. 

3.  P. Kittisuwan, T. Chuanwimaluang, S. Marukatat, and W. Asdornwised. Image 

Denoising Employing Two-Sided Gamma Random Vectors with Cycle-Spinning 

in Wavelet Domain. To be published in ECTI Trans. EEC. (2011).  
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