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บทท่ี 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความสาํคัญและทีม่า 
  

หุนยนตโคบอท (Cobot) คือหุนยนตที่ถูกพัฒนาเพ่ือทํางานรวมกับมนษุยอยางปลอดภยั ดวย
หลักการแบบพาสซีฟ (Passive) ซึ่งอาศัยการปรับอัตราทด (Transmission ratio) ระหวางขอตอโดย
ใชซีวีที (CVT: Continuous Variable Transmission) โคบอทจึงสามารถกําหนดทิศทางการเคล่ือนที่
ของปลายแขนกลได ความแตกตางระหวางหุนยนตโคบอท และหุนยนตทั่วไปแสดงดังรูปที่ 1.1 

 
 
 ในปจจุบันงานวิจัยหุนยนตโคบอทแบงตามลักษณะของซีวีทีได 2 ประเภท ประเภทแรกเปน
หุนยนตโคบอทที่ใชชุดควบคุมความสัมพันธของแตละขอตอดวยซีวีทีประเภทลอ ซึง่สามารถปรบัอตัรา
ทดความเร็วเชิงเสน ตัวอยางของโคบอทชนิดนี้เชน หุนยนต Unicycle Cobot [1], หุนยนต Scooter 
Cobot [2], Extreme Joystick [3] เปนตน หุนยนตโคบอทประเภทที่สองจะใชชุดควบคุม
ความสัมพันธของแตละขอตอดวยซีวีทีประเภททรงกลม ซึ่งสามารถปรับอัตราทดความเร็วเชิงมุม เชน 
หุนยนต 3R Cobot [4], หุนยนต Gantry Cobot at Ford [5] เปนตน 

งานวิจัยนี้เปนการพัฒนาจลนศาสตรและระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิซึง่
ใชซีวีทีประเภทลอจํานวน 3 ชุดมาประยุกตใชรวมกับทรงกลม ซีวีทีจะควบคุมความสัมพันธของแกน
หมุนทั้งสาม โรล, ฟตช และยอว (roll, pitch and yaw) ของทรงกลม สวนบนของทรงกลมถูกติดตั้ง
ดวยแขนกล 3 ขอตอ มีพ้ืนที่ทํางานแบบเชิงเสน 3 มิติบนพิกัดคารทีเซียน X, Y และ Z หลักการทํางาน

รูปที่ 1.1 ความแตกตางระหวางหุนยนตทัว่ไปและหุนยนตโคบอท 
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และจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะมีลักษณะเฉพาะและซับซอน ไมสามารถใช
วิธีการและทฤษฏีทางหุนยนตทั่วไปหาไดโดยตรง งานวิจัยนี้เปนการพัฒนาจลนศาสตรและ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ และพัฒนาระบบควบคุมข้ึนมาเพ่ือให
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติสามารถทํางานได 
 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจยั 
 

1) ศึกษาจลนศาสตรและรูปแบบตางๆของหุนยนตโคบอท 
2) พัฒนาจลนศาสตรสําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
3) เพ่ือพัฒนาแบบจาํลองทางคณติศาสตรสาํหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
4) เพ่ือพัฒนาระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 

 
1.3 ขอบเขตของงานวจัิย 
 

1) ศึกษารูปแบบตางๆของหุนยนตโคบอท รวมทั้งจลนศาสตรของหุนยนตโคบอท 
2) พัฒนาจลนศาสตรของโคบอทแขนกลสามมิติ และทดสอบโดยการจําลองในคอมพิวเตอรและ

ทดสอบกับหุนยนตจริง  
3) ออกแบบระบบควบคุมใหหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติและทดสอบโดยการจําลองใน

คอมพิวเตอร 
4) ทดสอบระบบควบคุมกับหุนยนตจริง 
5) ทดสอบพฤติกรรมของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตามเสนทางการเคล่ือนทีต่างๆ ทีก่าํหนด 

 
1.4 ประโยชนท่ีไดรบัจากงานวิจยั 
 

1) จลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ  
2) ระบบควบคุมสําหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมติิ 
3) แบบจาํลองทางคณติศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
4) ใชเปนตนแบบในการวจิัยเทคโนโลยีทางดานการปฏสัิมพันธระหวางมนษุยและหุนยนต 



บทท่ี 2 
 

หุนยนตโคบอทและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
  

มนุษยมีความสามารถหลากหลาย มีมือที่ใชกับอุปกรณตางๆไดอยางคลองตัวและมี
ประสิทธิภาพ มีประสาทสัมผัสที่ดี สามารถแยกแยะความแตกตาง แกปญหาเฉพาะหนาและตัดสินใจ
ไดดี ดวยเหตุนี้จึงมีมนุษยในการประกอบชิ้นงานของผลิตภัณฑตางๆ แมวาเทคโนโลยีดานหุนยนตจะ
สามารถทํางานดานตางๆไดดีกวามนุษยก็ตาม งานบางลักษณะที่มีความซับซอนในการประกอบ 
มนุษยสามารถทําไดเร็วและดีกวา อยางไรก็ตามมนุษยมีความสามารถจํากัดหลายหลายประการเชน 
ไมสามารถยกหรือเคล่ือนยายวัตถุที่มีขนาดหรือน้ําหนักมากๆได ดี และถาทําจะเกิดความลา ยงัผลให
ประสิทธิภาพถดถอยและอาจเกิดการบาดเจ็บได  

ลักษณะงานหลายหลายประเภทตองการขอดีของมนุษยและหุนยนตรวมกัน ปจจุบันมีการ
พัฒนางานวิจัยดานการทาํงานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนต ประเด็นสําคัญทีน่กัวจิยั และวศิวกร
ผูออกแบบหุนยนตตองคํานึงถึงเปนอันดับแรกก็คือความปลอดภัย จึงมีนักวิจัยจํานวนมากพยายาม
พัฒนาหุนยนตที่มีความปลอดภัยตอมนุษยเสมอ  

 

รูปที่ 2.1 การใชไมบรรทัดสรางไกดการเคล่ือนที ่
 

หุนยนตโคบอท (Cobot: Collaborative Robot) คือหุนยนตระบบเปนพาสซีฟอยางสมบูรณ 
หุนยนตโคบอทจะไมสรางแรง และเคล่ือนที่ตัวมันเองได หุนยนตโคบอททํางานเสมือนกับตัวชวยนํา

กระดาษ 
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ทาง (Virtual guidance) ใหผูใชไปยังเสนทางที่กําหนด เปรียบเสมือนการใชดินสอขีดเสนตรงโดย
อาศัยไมบรรทัดดังรูปที่ 2.1 ไมบรรทัดชวยใหการขีดเสนตรงมีคุณภาพทีดี่ ในทาํนองเดยีวกนัหุนยนตโค
บอทก็สามารถโปรแกรมสรางไกดหลายมิติใหมนษุยในลักษณะเสนทาง หรือพ้ืนผิวแบบตางๆ ตัวอยาง
การใชงานเชน นําไปใชในงานประกอบรถยนต [5] หุนยนตโคบอทจะชวยใหการประกอบมีความ
แมนยําขึ้น ใชเวลาทํางานนอยลง และของเสียลดจํานวนลง 

 
รูปที่ 2.2 การประกอบรถยนตโดยใชหุนยนตโคบอท 

 
อุปกรณทางดานแฮปติกส (Haptic Interface) โดยทั่วไปไวใชสรางสภาวะจําลองตางๆ แตใน

บางกรณีอุปกรณทางดานแฮปติกสอาจจะทําใหเกิดปญหาข้ึน เชน ในกรณกีารสรางกําแพงเสมือนให
มีความแข็งมากๆ (high stiffness) มอเตอรจะตองมีขนาดใหญ และตองใชอัตราขยายในการควบคุม
สูง เพ่ือที่จะสรางแรงตานไดเพียงพอ มีผลใหเกิดความไมเสถียรขึ้นไดงาย ดังนั้นจึงตองใชความ
ระมัดระวังเม่ือนํามาใชงานรวมกับมนุษย  

ความแตกตางระหวางหุนยนตโคบอทกับอุปกรณแฮปติกสทั่วไปก็คือหุนยนตโคบอทไมไดใช
แรงตรง (Direct force) จากตัวขับดัน (Actuator) เพ่ือตานการเคลื่อนที่ของมนุษยเหมือนกับอุปกรณ
แฮปติกสทั่วไป แตหุนยนตโคบอทจะใชอุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดแบบตอเนื่อง หรือซีวีที (CVT: 
Continuous Variable Transmission) ในการควบคุมความสัมพันธระหวางขอตอ จึงเห็นไดวาการ
เคล่ือนปลายแขนกลของหุนยนตโคบอทจะตองอาศัยแรงกระทําจากมนุษย โดยที่หุนยนตโคบอทจะ
บังคับทิศทางการเคล่ือนที่ 
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2.1 อุปกรณปรับเปลีย่นอัตราทดแบบตอเน่ืองท่ีใชในหุนยนตโคบอท 
  

อุปกรณสงถายกําลัง (Transmission) คืออุปกรณที่ทําหนาที่สงถายกําลังระหวางขอตอ 
อัตราสวนของอัตราเร็วระหวางดานขาเขา (Input) และดานขาออก (Output) เรียกวา อัตราทด 
(Transmission Ratio) อุปกรณสงถายกําลังไดมีการพัฒนามานานกวารอยป โดยสวนใหญถูก
ออกแบบมาใหมีอัตราทดคงที่เชน เกียรทดในเครื่องจักร อยางไรก็ตามมีงานหลายประเภททีต่องการใช
อัตราทดที่ปรับไดเชน การเปล่ียนความเร็วโดยเปล่ียนเกียรของรถยนต ซึ่งอัตราทดที่ปรับจะเปนแบบ
ข้ันบันไดไมตอเนื่อง โดยมากมักจํากัดอยูที่ 4-6 อัตราทด (การเปล่ียนเกียรในรถยนตทั้งแบบอัตโนมัติ 
และแบบธรรมดาก็จะเปล่ียนแบบข้ันบันไดเชนกัน เชนการเปลี่ยนจากเกียร 1 ไปเปนเกียร 2 เปนตน) 

อุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดแบบตอเนื่อง หรือที่เรียกวา ซีวีที (Continuous Variable 
Transmission) เปนอุปกรณที่สามารถปรับเปลี่ยนอัตราทดไดอยางตอเนื่อง ซีวีทีสวนมากมีขอจํากัด
อยูที่อัตราทดที่ไดจากการปรับเปลี่ยนจะมีชวงจํากัด และไมสามารถใหอัตราทดที่เปนลบได ในการ
พัฒนาหุนยนตโคบอทซึ่งตองใชซีวีทีที่มีคุณสมบัติพิเศษ สามารถปรับอัตราทดในชวง −∞ ถึง∞ อยาง
ตอเนื่อง ปจจุบันในการพัฒนาหุนยนตโคบอทไดมีการนําซีวีทีมาใชเพียง 2 ประเภท คือ ซีวีทีประเภท
ลอ และซีวีทีประเภททรงกลม 
 

2.1.1 ซีวีทีประเภทลอ 

 

ซีวีทีประเภทลอ คืออุปกรณทีใชปรับอัตราทดของ “ความเร็วเชงิเสน” ไดอยางตอเนือ่ง 
เปนซีวีทีที่ใชลอ (Wheel) เปนกลไกหลักในการสรางความสัมพันธระหวางขอตอเชิงเสนดัง
แสดงในรูปที ่2.3.ก ลอเปนอุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดแบบตอเนื่องเชิงเสนที่มนุษยมองขาม
มาชานาน รูปที่ 2.3.ข แสดงหลักการทํางานโดยกําหนดใหลอกําลังเคล่ือนที่อยูบนพ้ืนระนาบ 
X-Y ดวยความเร็ว V ในทิศทางการเคล่ือนที่α ซึ่งเทียบกับแกน X จะไดสวนประกอบความเรว็ 

xV  บนแกน X และความเร็ว yV  บนแกน Y ความสัมพันธของอัตราทดของความเร็วเชิงเสนทั้ง
สองกําหนดไดดังนี้ 

 

 อัตราทด tan y

x

V
V

α= =  (2.1) 
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อัคราทดสมการที่ (2.1) สามารถมีคาเปนลบได และจะมีคาอัตราทดอยูในชวง −∞

ถึง∞สามารถปรับคาอัตราทดดวยการหมุนเพ่ือเปลี่ยนมุมเลี้ยว α ของลอ 

 

 
รูปที่ 2.3 สวนประกอบ และหลักการทาํงานของซวีทีีประเภทลอ 

 

ลอนั้นเปนกลไกที่งายตอการใชงานในป 1995 Wannasuphoprasit [1] ไดนําเอาลอ
ไปใชในการออกแบบสรางอุปกรณแฮปติกสที่ทําใหเปนระบบแพสซิฟอยางสมบูรณไดเปนครัง้
แรกและตอมาไดถูกพัฒนาขึ้นเปนองคประกอบสําคัญของหุนยนตโคบอท 
 
2.1.2 ซีวีทีประเภททรงกลม 

 
รูปที่ 2.4 หลักการทํางานของซวีทีีประเภททรงกลม [4] 

 

d

d

2

1

α

steering 
angle

steering r ol ler

ax is of  sph er e

ω
ω1

ω2

α

r olling 
pat h of  
w heel

x - y  st age

v

v

x

y

ω1

ω2

ข. ก. 

αθ =

ข. ก. 

ลอ 

มอเตอรปรับ
อัตราทด 
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 ซีวีทีประเภททรงกลมถูกพัฒนาข้ึนโดย Moore [4] เม่ือป 1997 เกิดจากการนํา
อุปกรณปรับอัตราทดแบบตอเนื่องแบบลอมาประยุกตเขากับลูกทรงกลมดังรูปที่ 2.4 ซีวีที
ประเภทนี้ประกอบไปดวยทรงกลมจํานวนหนึ่งลูก ลอชุดปรับอัตราทด (Steering Rollers) ที่
ใชเพ่ือเปล่ียนอัตราทด และลอชุดขับ (Driving Roller) ที่ตอกับเพลาขาเขาและเพลาขาออก
จากภายนอก โดยทรงกลมไมสามารถเคล่ือนที่ไดแตจะสามารถหมุนรอบแกนหมุนที่ผานจุด
ศูนยกลางของตนเองไดเทานั้น ลอทั้งสองชุดจะสัมผัสกับผิวของทรงกลม และเม่ือลากเสนจาก
แกนเล้ียวของลอจะผานจุดศูนยกลางของทรงกลมเสมอ ลอทั้ง 4 ถูกจัดวางในลักษณะสมดุล
คลายทรงเหล่ียม 4 หนา (Tetrahedral) ทําใหทรงกลมวางอยูกับที่ ดังแสดงในรูปที ่2.5 
 

 
รูปที่ 2.5 ลอทั้งสองชุดของซวีีทีประเภททรงกลม 

 
แกนหมุนของทรงกลมจะถูกกําหนดตําแหนงดวยมุมเล้ียวของลอปรับอัตราทด จาก

หลักการที่แกนหมุนของทรงกลมจะขนานไปกับแกนหมุนของลอปรับอัตราทดเสมอ ดังนั้นถา
ลอปรับอัตราทดถูกหมุน ตําแหนงแกนหมุนของทรงกลมก็จะเปล่ียนไป มีผลทําใหระยะ 1d

และ 2d  (ระยะระหวางแกนหมุนของทรงกลมกับจุดสัมผัสของลอขับอินพุตและลอขับเอาทพุต
ตามรูป 2.4 ข.) เปลี่ยนไป ซึ่งทําใหอัตราสวนของความเร็วเชิงมุมที่ลอขับอินพุตและเอาทพุต
เปล่ียนแปลงไปเชนกันดวยอัตรา 2 1 2 1d dω ω = เราเรียกอุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดของ
ความเร็วเชิงมุมรูปแบบนี้วาซีวีทีทรงกลม (Spherical CVT) สามารถแสดงความสัมพันธของ
อัตราทดที่เปนฟงกชันของมุมการปรับอัตราทดไดดังนี้ 

 

 2

1

sin 2 cos
sin 2 cos

ω α α
ω α α

−
=

+
 (2.2) 

 

 Y 

X 

ลอขับ 

 
ลอปรับอัตราทด  

Z 

X 
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ในสมการ (2.2) จะแสดงใหเห็นวาอัตราทดมีคาอยูในชวง −∞ ถึง∞  แสดงในรูปที่ 2.6 

 
รูปที่ 2.6 ความสัมพันธของอัตราทดกับมุมปรบัอตัราทด (α ) 

 
2.2 การเชื่อมตอซีวีที 

 
ในหุนยนตโคบอทที่มีหลายมิติการเคล่ือนที่ จํานวนของซีวีทีตองมีมากข้ึน เพื่อสราง

ความสัมพันธระหวางขอตอตางๆ  ในการเชื่อมตอซีวีทีจํานวนมากกวาหนึ่งชุดเขากับขอตอของ
หุนยนตโคบอท โดยหลักการพื้นฐานแลวสามารถทําได 2 วิธี ดังนี้ 

 
การเชื่อมตอซีวีทีแบบอนุกรม  

วิธีการเชื่อมตอซีวีทีแบบอนุกรม แสดงดังรูปที่ 2.7 แตละซีวีทีจะสามารถควบคุม
ความสัมพันธของการเคล่ือนที่ระหวางขอตอดวยดวยอัตราทดโดยตรง ขอดีของวิธีการ
เชื่อมตอแบบอนุกรมคือใชซีวีทีจํานวนนอยกวาจํานวนของขอตอ 
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รูปที่ 2.7 วธีิการเชือ่มตอซวีีทีแบบอนุกรม 

 
การเชื่อมตอซีวีทีแบบขนาน  

การเชื่อมตอซีวีทีแบบขนานใชซีวีทีหนึ่งชุดตอเชื่อมตอหนึง่ขอตอ ซึง่ทกุซวีทีจีะกาํหนด
อัตราทดระหวางขอตอของหุนยนตโคบอทกับขอตอรวม (Common Joint) ดังรูปที่ 2.8 ขอ
ไดเปรียบคือชวยปองกันไมใหอัตราทดที่ซีวีทีสรางขึ้นมีคามากเกินไป เชน ในกรณขีองหุนยนต
โคบอทที่มีหลายขอตอและถูกออกแบบใหซีวีทีถูกตอกันแบบอนุกรม ถาขอตอใดขอตอหนึ่งมี
ความเร็วเชิงมุมมีคานอยมากจนเกือบเปนศูนยจะทําใหซีวีทีในขอตอนัน้ตองสรางอตัราทดทีมี่
คาเขาใกลอนันต ซึ่งในความเปนจริงซีวีทีแบบทรงกลมจะไมสามารถสรางอัตราทดไดสูงถึง
ขนาดนั้น ถึงแมวาทางทฤษฎีจะสามารถทําไดก็ตาม  

 
รูปที่ 2.8 วิธีการเชือ่มตอซวีีทีแบบขนาน 

 

ซีวีที 1 
ขอตอ 1 

ขอตอ 2 
ขอตอ 3 

กานตอ 2 

กานตอ 1 

กานตอ 3 

ซีวีที 2 ซีวีที 3 

ซีวีที 2 

 
ซีวีที 1

ขอตอ 1 

ขอตอ 2 
ขอตอ 3 

กานตอ 3 
กานตอ 2 

กานตอ 1 
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สําหรับการตอซีวีทีแบบขนานยังสามารถเพ่ิมกําลังจากตัวขับ (Actuator) เขาไปใน
ระบบของหุนยนตโคบอทเพ่ือชดเชยแรงเสียดทาน หรือชวยการเคล่ือนที่ ได  
 

2.3 หุนยนตโคบอทแบบตางๆ 
 
2.3.1 หุนยนตโคบอทแบบลอเดยีว (Unicycle Cobot) 
 
 หุนยนตโคบอทแบบลอเดียวเปนหุนยนตโคบอทตัวแรกในโลกที่ถูกสรางขึ้น มีพ้ืนที่ใช
งาน (Work space) อยูบนพื้นระนาบแบบคารทีเชี่ยนเชิงเสน X และ Y เนื่องจากลักษณะของ
หุนยนตมีเพียงลอเดียวดังรูปที่ 2.9 จึงจําเปนที่จะตองมีรางเพ่ือใหพยุงตัวอยูได หุนยนตโค
บอทตัวนี้มีหลักการที่งายตอการทําความเขาใจ ปจจุบันมีการนาํไปพัฒนาตอยอดเปนหุนยนต
โคบอทอีกหลายรูปแบบ 

 
รูปที่ 2.9 หุนยนตโคบอทแบบลอเดียว[1] 

 
2.3.2 หุนยนตโคบอทสกตูเตอร (Scooter Cobot) 
 
 สกูตเตอรเปนหุนยนตโคบอทที่สรางขึ้นโดย Wannasuphoprasit และคณะ [2] ถูก
ออกแบบใหนําไปประยุกตใชในงานจริง มีลอจํานวน 3 ลอ สามารถต้ังอยูไดดวยตัวมันเองดัง
รูปที่ 2.10 มีพ้ืนที่ใชงานใน 3 มิติ X, Y และ θ  หุนยนตโคบอทสกูตเตอรประกอบไปดวย
มอเตอรตัวเล็ก 3 ตัว มีหนาที่ควบคุมมุมเลี้ยวของลอทั้งสาม ตัวรับรูแรง 1 ตัวอยูตรงจุด
กึ่งกลางของสกูตเตอรมีหนาที่วัดแรงที่เกิดจากผูใช 



 11 

 
รูปที่ 2.10 หุนยนตโคบอทสกูตเตอร [2] 

 
 โหมดการทํางานของสกูตเตอรจะมีสองโหมดการทํางานทั้ง การทํางานแบบอิสระ 
(Virtual Caster) และการทํางานแบบกําแพงเสมือน (Virtual Wall) 
 การทํางานแบบอิสระ ผูใชจะเคล่ือนหุนยนตโคบอทสกูตเตอรไดอยางอิสระในพืน้ทีใ่ช
งาน X, Y และ θ  มอเตอรทั้งสามตัวจะควบคุมมุมเลี้ยวของลอใหสัมพันธกับแรง และทิศ
ทางการเคล่ือนที่ของผูใช 
 การทํางานแบบกําแพงเสมือนจะเกิดขึ้นเม่ือผูใชเคล่ือนหุนยนตโคบอทสกูตเตอรไป
ชนกับกําแพงเสมือนที่ไดโปรแกรมไว หุนยนตโคบอทสกูตเตอรก็จะเคลื่อนที่ไถลไปตามกาํแพง 
ดวยการปรับทิศทางของลอทั้งสามไปตามทิศทางของกําแพงเสมือน 
 หลักการของหุนยนตโคบอทสกูตเตอรถูกนําไปพัฒนาใชงานในโรงงานประกอบ
รถยนตของ ‘General Motor’ โดยนําไปประกอบประตูเขากับตัวถังของรถยนต ซึง่จะทาํใหเกดิ
ความสะดวกสบายในการทํางานเปนอยางมาก  
 

 
รูปที่ 2.11 การประกอบประตูรถยนตดวยสกูตเตอร [5] 
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2.3.3 หุนยนตโคบอทสามแกนหมุน (3R Cobot) 

 
รูปที่ 2.12 หุนยนตโคบอทสามแกนหมุน [4] 

 
 หุนยนตโคบอทสามแกนหมุน (3R Cobot) ถูกออกแบบโดย Moore   และคณะ [4] 
ลักษณะเปนแขนกลแบบขนาน (parallelogram arm) มีพ้ืนที่ใชงานแบบเชิงเสน 3 มิติ X, Y 
และ Z และมีกานตอจํานวน 5 กาน ตอกันในลักษณะขนาน ที่ปลายดานตรงขามกับปลาย
แขนกลมีการถวงดุลเพ่ือชดเชยแรงโนมถวง (Counter-balanced) หุนยนตโคบอทสามแกน
หมุนใชซีวีทีประเภททรงกลมดังรูป 2.13  
 

 
รูปที่ 2.13 ซวีีททีรงกลมทีอ่อกแบบไวสําหรบัหุนยนตโคบอทสามแกนหมุน [4] 

 
คุณลักษณะพิเศษอีกอยางหนึ่งของหุนยนตโคบอทสามแกนหมุน คือลักษณะการตอ

เครือขายของซีวีทีเปนแบบขนาน ดังรูป 2.14 ซึ่งสามารถใสกําลังงานจากภายนอกผานทาง
แกนหมุนรวม ( 0ω ) ทําใหมีลักษณะแบบแอ็คทีฟ (Active) สามารถชดเชยแรงเสียดทานใน
ระบบได 
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รูปที่ 2.14 การตอเครอืขายของอุปกรณปรับเปล่ียนอตัราทดแบบตอเนื่องแบบขนาน  

  
2.3.4 หุนยนตโคบอทแบบราง (Rail Cobot) 
  

หุนยนตโคบอทตัวนี้เปนอีกตัวหนึ่งที่ไดนําไปใชในอุตสาหกรรม แสดงในรูป 2.15 ได
ติดตั้งอยูที่ Ford Motor Company’s Advanced Manufacturing Technology Division มี
พ้ืนที่ใชงานในระนาบและมี 2 มิติ คลายกับหุนยนตโคบอทลอเดียว 
 หุนยนตโคบอทแบบรางใชซีวีทีประเภททรงกลม 2 ตัวมาตอกันแบบขนานกัน และมี
การเพ่ิมกําลังเขาไปในระบบอีกดวย จึงทําใหสามารถผอนแรงแกผูใชเม่ือเคล่ือนที่สิ่งของ
น้ําหนักมาก  
 กําลังงานภายนอกที่ใสเพ่ิมเพียงเพ่ือทีจ่ะเอาชนะแรงเสียดทานตามธรรมชาตทิีเ่กดิใน
สายพานและระบบรางเทานั้น ดังนั้นกําลังงานของมอเตอรจึงใชเพียงแค 200 วัตต ก็สามารถ
ที่จะยกของมวลน้ําหนัก 150 กก. เริ่มเคล่ือนที่จากหยุดนิ่งจนมีความเร็ว 2 m/s โดยไมจําเปน
ที่มนุษยตองออกแรงมาก การเปล่ียนทิศทางมวลแบบ 90 องศา รัศมี 30 ซม. ดวยความเร็ว 2 
m/s ทําไดงายดวยวิธีการสรางกําแพงเสมือนของหุนยนตโคบอท เม่ือเรานําไปเปรยีบเทยีบกบั
วิธีการหุนยนตเดิมที่ใชกําลังงานจากมอเตอรทั้งหมดเพ่ือใหมวลเคล่ือนที ่ซึ่งจะตองใชมอเตอร
ที่มีกําลังงานประมาณ 4,000 วัตต จะเห็นไดวาหุนยนตโคบอทปลอดภัยกวาเปนอยางมาก 

2ω1ω

0ω

3ω  
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รูปที่ 2.15 หุนยนตโคบอทแบบราง [5] 

 
 
2.3.5 หุนยนตโคบอทกานควบคุม (Joystick Cobot) 
  

หุนยนตโคบอทกานควบคุมเปนลักษณะการประยุกตอีกรูปแบบหนึ่ง โดยใชซีวีที
ประเภทลอจํานวน 3 ชุด ซึ่งถูกตรึงติดกับฐาน เพ่ือควบคุมการหมุนของทรงกลม โรล, ฟตช 
และ ยอว (Roll, Pitch, Yaw) ลอทั้งสามจะถูกจัดวางใหแกนมุมเล้ียวต้ังฉากกับผิวของทรง
กลมเสมอ และเม่ือจัดวางดังรูป 2.16 ทรงกลมจะสามารถวางอยูดานบนของลอ โดยไม
เคล่ือนได ดังนั้นดวยการควบคุมมุมเล้ียวของลอก็สามารถบังคับการหมุนของทรงกลม 

 
รูปที่ 2.16 หุนยนตโคบอทกานควบคุม [3] 

ก. ลักษณะโครงสรางของ
โคบอทแบบราง 

ข. ภาพดานบนของโคบอทแบบราง ค. ชุดซีวีทีที่ใชในโคบอท
แบบราง 
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2.3.6 หุนยนตโคบอทปรับรูป 
  

หุนยนตโคบอทปรับรูปเปนหุนยนตโคบอทตัวแรกและตัวเดียวที่สามารถปรับเปลี่ยน
รูปรางตัวเองได ลักษณะคลายกับหุนยนตโคบอทสกูตเตอร ดังรูปที่ 2.17 ถูกพัฒนาโดยนาย
ศุภพน จันทรพัฒน และคณะ [7] หองปฏิบัติการสหวิทยาการมนุษยและหุนยนต จฬุาลงกรณ
มหาวิทยาลัย 

 
รูปที่ 2.17 หุนยนตโคบอทปรับรูป [7] 

 
หุนยนตโคบอทปรับรูปมีหลักการทํางานโดยอาศัยการปรับความสัมพันธระหวางขอ

ตอดวยซีวีทีประเภทลอจํานวน 3 ชุด มีพ้ืนที่ใชงาน 3 มิติ X, Y และ θ  จะมีโหมดการทํางาน
เพ่ิมจากปกติของหุนยนตโคบอทก็คือ โหมดการปรบัรูปรางหุนยนตโคบอท การขยายรางแสดง
ดังรูปที่ 2.18 
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รูปที่ 2.18 การปรบัรูปของหุนยนตโคบอท [7] 

 
2.3.7 หุนยนตโคบอทแขนกลหาเหลี่ยม (Pantograph Cobot) 

 
หุนยนตโคบอทแขนกลหาเหล่ียมใชซีวีทีประเภททรงกลมมาประยุกตเขากับแขนกล

หากานตอที่มีพื้นที่ใชงานบนระนาบ 2 มิติ การสรางความสัมพันธระหวางขอตออาศัยการ
เชื่อมตอซีวีทีจํานวน 2 ชุดขนานกัน ทําใหสามารถเพ่ิมกําลังงานจากภายนอกเขาไปในระบบ
ได หุนยนตโคบอทแขนกลหาเหลี่ยมแสดงไดดังรูปที่ 2.19 ถูกพัฒนาโดยหองปฏิบัติการ       
สหวิทยาการมนุษยและหุนยนต จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย [8] 

รูปที่ 2.19 หุนยนตโคบอทแขนกลหาเหล่ียม [8] 
 

 

ปลายแขนกล 

โมดูลฐาน 

แขนเช่ือมโมดูล 

โมดูลลอ 
ก. ลักษณะปกติ ข. ขณะกําลังขยายโมดูลออก 
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2.3.8 หุนยนตโคบอท 6 องศาอิสระ (6 DOF Cobot) 
 
หุนยนตโคบอท 6 องศาอิสระถูกพัฒนาข้ึนโดย Eric L. Faulring [9] เปนหุนยนตโค

บอทที่มีมิติของพ้ืนที่การทํางานมากที่สุดถึง 6 มิติ อาศัยกลไกแบบขนาน 6 กานตอ แตละกาน
จะถูกตอเขากับซีวีทีประเภทลอชุดหนึ่ง  และลอถูกออกแบบใหวางอยูบนพื้นผิวของ
ทรงกระบอก 

 

 
รูปที่ 2.20 หุนยนตโคบอท 6 องศาอิสระ [9] 

 
ลอของหุนยนตโคบอทนี้ทําจากโลหะ สามารถใสแรงกดต้ังฉากไดสูงมาก แรงเสียด

ทานดานขางของลอกับพ้ืนทรงกระบอกจึงมากตามไปดวย หุนยนตโคบอทนี้เม่ือนํามาใชงาน
จึงเกิดการไถลนอยมาก 

  
 



บทท่ี 3 
 

ตนแบบหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 

หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ (3D Cobot) มีลักษณะของกลไกแบบแขนกล 3 ขอตอ มีพื้นที่
ใชงานเชิงเสน 3 มิติ บนพิกัดคารทีเซียน  X, Y และ Z หลักการทํางานจะอาศัยซีวีทีประเภทลอจํานวน 
3 ชุด นํามาตอขนานกัน เพ่ือบังคับการหมุนของทรงกลม และใชแขนกลแปลงการเคลื่อนที่เชิงมุมของ
ทรงกลมเปนการเคล่ือนที่เชิงเสน  

 
3.1 แนวความคิด 
 
 พิจารณารูปที่ 3.1 ดานซาย หุนยนตโคบอทสกูตเตอร ซึ่งมีลอสามชุดถูกยึดติดกันดวย
โครงสรางแบบสามเหล่ียม สามารถควบคุมทิศทางการเคล่ือนที่โดยอาศัยการปรับมุมเล้ียวของลอทั้ง
สาม เม่ือพิจารณาหุนยนตโคบอทสกูตเตอรซึ่งวางอยูบนพ้ืนโลก หากจิตนาการวาโลกมีขนาดเล็กลง
จนมีขนาดประมาณเทาลูกโบวลิ่ง ในสวนของลอทั้งสามกําหนดใหมีขนาดเทาเดิม และจดัวางแกนของ
มุมเล้ียวใหต้ังฉากกับพ้ืนผิวของลูกทรงกลมเชนเดิม ดังนั้นเม่ือกําหนดใหลอทั้งสามถูกตรึงใหอยูกับที่
ดังรูปที่ 3.1 ดานขวา การหมุนของทรงกลมสามารถควบคุมไดโดยอาศัยการปรับมุมเล้ียวของลอทั้ง
สาม ดวยหลักการประยุกตหุนยนตโคบอทสกูตเตอรเชนนี้ จึงเปนที่มาของแนวความคิดเบื้องตนของ
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ  
  

หุนยนตโคบอทสกูตเตอร 
ซีวทีีของหุนยนตโคบอท

แขนกลสามมิติ 

รูปที่ 3.1 แนวความคิดหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
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หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติถูกออกแบบใหมีความเหมาะสมกับการใชงานรวมกันกับ

มนุษย กลาวคือโครงสรางและกลไกของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะตองมีความเฉ่ือย (Mass 
Inertia) นอยในชุดแขนกล ระบบสงกําลัง และชุดจับยึดแขนกล เพื่อใหมนุษยมีความสบายในการใช
งานและรับภาระเนื่องจากน้ําหนักของอุปกรณนอยที่สุด การออกแบบยังตองคํานึงถึงความปลอดภัย
ของมนุษยในการใชงานอุปกรณ และตองมีโครงสรางรวมถึงกลไกตางๆที่ใชงบประมาณไมสูงมากนัก 

หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติมีสวนประกอบ และกลไกตางๆที่สําคัญดังนี้ ชุดแขนกลและ
การสงกําลัง ชุดจับยึดแขนกล และชุดอุปกรณปรับเปล่ียนอัตราทดแบบตอเนื่องเชิงเสนกับทรงกลมดัง
จะกลาวตอไป 

 
3.2 ชุดอุปกรณปรับเปลี่ยนอัตราทดแบบตอเน่ืองเชิงเสนกับทรงกลม 

 

เม่ือพิจารณาซีวีทีประเภทลอชุดหนึ่งนํามาสัมผัสทรงกลม โดยใหแกนเล้ียววางทับกับแกน X 
ในลักษณะดังรูปที ่3.2 ก. สมมุติใหทรงกลมถูกตรึงจุดศูนยกลางใหสามารถหมุนรอบแกนหมุนใดๆ แต
ไมสามารถเคล่ือนตําแหนงจุดศูนยกลางได ดวยลักษณะเชนนี้พ้ืนผิวของทรงกลมจะถูกแรงเสียดทาน
ดานขางของลอบังคับการเคล่ือนที่ไว ทําใหแกนหมุนของทรงกลมเกิดขึ้นไดเฉพาะบนระนาบที่วางตัว
อยูบนแกนหมุนของลอ และจุดศูนยกลางของทรงกลมดังรูปที่ 3.2 ก. เทานั้น ระนาบนี้ถูกต้ังชื่อวา 
ระนาบแกนหมุน (Axis of rotation plane) อยางไรก็ตามลอเพียงหนึ่งลูกก็ยังไมสามารถบังคับแกน
หมุนที่แนนอนใหเกิดข้ึนได      

รูปที่ 3.2 แกนหมุนและระนาบแกนหมุนของทรงกลมที่เกดิจากลอ 

ระนาบแกนหมุน 

     Y 

 
   X 

 

    Z 

     Y 

 

   X 

 

    Z 
แกนหมุนของทรงกลม 

 

ก. ข.
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การบังคับใหทรงกลมมีแกนหมุนที่แนนอนจึงตองมีลออยางนอยสองลูก เพื่อเพิ่มระนาบแกน

หมุนใหเกิดการตัดกันจนเปนแกนหมุนดังรูปที ่3.2 ข. อยางไรก็ตามถาหากใชจํานวนของลอเพียงแค
สองชุด จะมีบางตําแหนงของมุมเล้ียวที่ระนาบทั้งคูวางตัวซอนทับกันอยางสมบูรณ ซึ่งทําใหเกิดผล
เหมือนมีลอเพียงแคชุดเดียว ดังนั้นเพื่อแกปญหานี้และทําใหงายตอการจัดวางทรงกลมใหมีความ
เสถียร จะพบวาจํานวนลอที่เหมาะสมคือสามชุด เมื่อควบคุมตําแหนงของมุมเล้ียวแตละลอใหถูกตอง 
ระนาบแกนหมุนทั้งสามจะตัดกันเปนเสนตรงเสมอ ดวยเหตุนี้จึงออกแบบใหหุนยนตโคบอทแขนกล
สามมิติใชซีวีทีประเภทลอจํานวน 3 ชุด วางในลักษณะแกนเล้ียวแตละลอทํามุมกัน 90 องศาตอกนัดงั
แสดงในรูปที ่3.3  

 
ตําแหนงการจัดวางของซีวีทีประเภทลอทั้ง 3 ชุดจะยึดติดกับฐานของหุนยนต ซึ่งมีรูปราง

คลายสามเหล่ียมปรามิด ดานบนของลอจะวางไวดวยทรงกลมดังรูปที่ 3.4 

 
รูปที่ 3.4 การจัดวางฐาน และทรงกลม 

ทรงกลม 
 

ฐาน 
 

รูปที่ 3.3 ซีวีทปีระเภทลอจํานวน 3 ชุด ถูกจดัวางทาํมุมกนั 90 องศา 

แกนเลี้ยวของแตละลอทํามุมกัน 90 องศา 

ซีวีทีประเภทลอทั้งสามชุด 
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ทรงกลมจะถูกสรางจากลูกโบวลิ่ง ที่ดานบนของทรงกลมจะเจาะชองโดยที่มีเพลาซึ่งติดต้ังไว

กับทรงกลมยื่นข้ึนมา ดานในของชองใสสปริงเพ่ือเพ่ิมแรงกดใหทรงกลมแนบติดกับลอตลอดเวลา 
ปลายดานบนของเพลายึดติดดวยพูเล พูเลนี้เปนชนิดสําหรับสายเคเบิลเพ่ือสงกําลังไปที่ขอตอของ
แขนกลซึ่งจะกลาวตอไป 

 
3.3 ชุดแขนกล ชุดจับยึด และระบบสงกําลัง 

 

แขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติดังรูปที่ 3.6 มีจํานวนสามขอตอตามจํานวนมติิการ
เคล่ือนที่ของทรงกลม สองขอตอแรกเปนขอตอแบบยูนิเวอแซล ซึ่งเคล่ือนที่ไปพรอมกับการหมุนแบบ
โรล (Roll) และพิตช (Pitch) ของทรงกลม จึงไมจําเปนตองอาศัยการสงกําลังเพ่ิมเติม ขอตอที่สามของ
แขนกลมีลักษณะเปนแบบขอศอก (Elbow Joint) โดยมีแกนหมุนซึ่งขนานกับขอตอที่สองตลอดเวลา 
แตเนื่องจากตําแหนงแกนหมุนของขอตอที่ 3 อยูหางจากทรงกลม จึงตองเพ่ิมระบบสงกําลังจากการ
หมุนแบบยอว (Yaw) ของทรงกลมสูขอตอที่สาม สําหรับกานตอที่อยูระหวางขอตอที่ 1 และขอตอที่ 2 
มีขนาดความยาวเปนศูนย และเพ่ือความสะดวกเราจึงกําหนดใหกานตอที่อยูระหวางขอตอที่ 2 และ
ขอตอที่ 3 คือกานตอที่ 1 และกานตอที่อยูระหวางขอตอที่ 3 และปลายแขนกลคือกานตอที่ 2 

รูปที่ 3.5 การออกแบบชองภายในทรงกลม 

สปริง ชอง 

ลูกปน
เชิงเสน 

เพลา  พูเลสําหรับ
สายเคเบิล  

แรงสปริงชวยใหทรงกลมแนบติดกับ
ลอเสมอ 
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รูปที่ 3.6 กลไกแขนกลสามขอตอ 

 
 กลไกแขนกลติดตั้งเขากับลูกปนเชิงเสนบริเวณเพลาซึ่งถูกตรึงติดกับทรงกลมดังรูปที่ 3.5 เม่ือ
พิจารณาทรงกลมและแขนกลในตอนนี้จะพบวาชุดกลไกทั้งสองถูกวางเอาบนลอโดยไมมีแรงกด ซึ่ง
อาจจะสามารถหลุดออกมาได จึงตองออกแบบชุดจับยึดเพ่ือยึดใหทรงกลมไมสามารถเคล่ือนหลุด
ออกมาจากลอและฐานของหุนยนต และตองไมขัดขวางการหมุนของทรงกลมในลักษณะตางๆ 
หลังจากที่ไดศึกษาพบวากลไกแบบหลายขอตอที่สามารถเคล่ือนที่แบบทรงกลม หรือที่เรียกวา ขอตอ
แบบซีเอ็มเอ็ส (Concentric Multilink Spherical: CMS) ดังรูปที่ 3.7 ถูกพัฒนาโดย Gregory 
J.Hamlin และ A. C. Sanderson [10] มีความเหมาะสมที่จะนํามาใชงาน 
 

ขอตอที ่1 

ขอตอที ่3 

ขอตอที ่2 

ปลายแขนกล 

รูปที่ 3.7 กลไกหลายขอตอแบบซีเอม็เอ็ส [10] 
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ปลายดานหนึ่งของขอตอแบบซีเอ็มเอ็สจะถูกตรึงไวกับฐาน อีกดานถูกติดตั้งเขากับกานตอ
แรกของแขนกล ซึ่งชุดกลไกนี้ยังชวยใหปลายแขนกลของหุนยนตโคบอทมีความแข็งแรงข้ึนอีกดวย 

เม่ือประกอบชุดแขนกล ชุดจับยึด และระบบสงกําลังเขากับฐานของหุนยนตจะมีลักษณะดัง
รูปที่ 3.8  

 
 การสงกําลังจากการหมุนแบบยอว (Yaw) ของทรงกลมสูขอตอที่สามถูกออกแบบใหกลไก
ระบบสงกําลังเปนแบบเคเบิลและพูเล สําหรับพูเลตัวแรกจะติดตั้งอยูบริเวณดานบนของทรงกลม และ
พูเลอีกตัวหนึ่งจะติดตั้งอยูกับขอตอที่สาม โดยมีพูเลอีกคูหนึ่งทําหนาที่เปล่ียนทิศทางสายเคเบิลดังรูป
ที่ 3.9  

 

รูปที่ 3.8 ชุดแขนกล ชดุจับยึด และระบบสงกาํลังที่ตอเขากับฐานของหุนยนต 

ทิศทางการเคล่ือนที่
ของพูเล 
 สายเคเบิล 

รูปที่ 3.9 ระบบสงกาํลังแบบเคเบิลและพูเล 
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 แบบจําลองของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติอยางสมบูรณแสดงดังรูปที่ 3.10 มีลักษณะ
แบบ 3 ขอตอ ความยาวของกานตอแรก และกานตอที่สองมีขนาด 400.0 มม. และ 250.0 มม. 
ตามลําดับ ปลายแขนสามารถเคล่ือนที่แบบเชิงเสนคารทีเซี่ยน 3 มิติ (X, Y, Z) 

 
รูปที่ 3.11 ถึงรูปที่ 3.13 แสดงการเคล่ือนที่ของปลายแขนกลที่สอดคลองกับการหมุนของทรง

กลมรอบแกนตางๆ ซึ่งยังแสดงใหเห็นการทํางานของชุดจับยึดที่เคล่ือนที่ไปพรอมกับแขนกลอีกดวย 
 

 
 
 

รูปที่ 3.10 แบบจาํลองของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติอยางสมบรูณ 

ซีวีที 1 

ซีวีที 3 ซีวีที 2 

ทรงกลม 

เซ็นเซอรวัดแรง 

กลไกแขนกล 
ขอตอซีเอ็มเอส 

รูปที่ 3.11 การเคลือ่นที่ปลายแขนกลที่สอดคลองกับการหมุนแบบโรล 

ลักษณะการหมุนของ
ทรงกลมที่สัมพันธกับ
การเคลื่อนที่ปลาย

แขนกล 
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3.4 ตนแบบและโครงสราง 
 

รายละเอียดของการออกแบบทั้งหมดขางตน เม่ือถูกจัดสรางและนํามาประกอบเขาดวยกันก็
จะไดหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตนแบบดังรูปที่ 3.15 ซึ่งปลายแขนของหุนยนตโคบอทมีพ้ืนที่ใช
งานเชิงเสนบนพิกัด X, Y และ Z 
  โครงสรางสวนใหญจะถูกสรางจากวัสดุอลูมิเนียมสามารถนําไฟฟาได จึงนําชิ้นสวนที่ทําจาก
อลูมิเนียมทั้งหมดชุบผิวอะโนไดสเพ่ือใหอลูมิเนียมไมสามารถนําไฟฟาได และยังทําใหผิวมีความแข็ง
ข้ึนอีกดวย การออกแบบและจัดสรางโครงสรางและกลไกตางๆของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติยัง
คํานึงถึงงบประมาณไมใหสูงมากนัก โดยพยายามใชชิ้นสวนมาตรฐานในทองตลาดใหมากที่สุด และ
ชิ้นสวนที่ตองข้ึนรูปจะพยายามใหมีรูปทรงงายๆนํามาประกอบกัน 
 

รูปที่ 3.12 การเคล่ือนทีป่ลายแขนกลที่สอดคลองกับการหมุนแบบพิตช 

ลักษณะการหมุนของ
ทรงกลมที่สัมพันธกับ
การเคลื่อนทีป่ลาย

แขนกล 

รูปที่ 3.13 การเคลือ่นที่ปลายแขนกลที่สอดคลองกับการหมุนแบบยอว 

ลักษณะการหมุนของ
ทรงกลมที่สัมพันธกับ
การเคลื่อนที่ปลาย
แขนกล 
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รูปที่ 3.15 ตนแบบหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
 

รูปที่ 3.14 (ก) ระบบสงกาํลังแบบเคเบิล และพูเล, (ข) ขอตอแบบซีเอ็มเอ็ส 
(ก) (ข) 



บทท่ี 4 
 

จลนศาสตรสําหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 

หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติเปนหุนยนตที่มีลักษณะของโครงสรางและกลไกที่มีเอกลักษณ
เชิงกายภาพ ดังนั้นจึงตองมีการพัฒนาจลนศาสตรเฉพาะสําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ  สวน
แรกจะอธิบายความสัมพันธของกลไกและระบบสงกําลัง และนิยามถึงปริภูมิ (Space) ตางๆของ
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ จากนั้นจะวิเคราะหหาความสัมพันธระหวางปริภูมิที่อยูติดกัน 
จนกระทั่งไดแบบจําลองทางจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 
4.1 การนิยามปริภูมิสําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 

 
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติมีระบบสงกําลังต้ังแตการเคล่ือนที่ของปลายแขนกลไปจนถึง

การปรับอัตราทดของซีวีทหีลายระบบ จึงทําใหหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติมีหลายปริภูมิ (Space) 
การแปลงรูป (Mapping) จากปริภูมิหนึ่งไปสูอีกปริภูมิสามารถหาไดดวยสมการทางคณิตศาสตร ซึ่ง
ความสัมพันธและนิยามของแตละปริภูมิแสดงไดดังตอไปนี้ 

 
ปริภูมิตําแหนงปลาย (Configuration Space: TC ) 
 

ปริภูมิตําแหนงปลายจะแสดงการเคล่ือนที่ของปลายแขนกล มีลักษณะการเคล่ือนที่
เปนเชิงเสน 3 องศาอิสระดังรูปที่ 4.1 ปริภูมิตําแหนงปลายเปนปริภูมิที่สําคัญของหุนยนตโค
บอท เนื่องจากเปนปริภูมิที่ทํางานรวมกับมนุษย  
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รูปที่ 4.1 การเคล่ือนที่ของปรภิูมิตําแหนงปลาย 

 
ปริภูมิตําแหนงปลายใชกรอบอางอิงฐานดังรูปที่ 4.1 มีลักษณะเปนกรอบคารทีเซียน 

X-Y-Z จุดกําเนิดอยูที่จุดศูนยกลางของทรงกลม แกน X ชี้ไปที่ดานหนาของหุนยนต แกน Z ชี้
ข้ึนดานบน และแกน Y จะชี้เปนไปตามกฎมือขวา ดังนั้นจึงสามารถนิยามเวกเตอรตําแหนง
ปลายแขนกลไดดังนี้ 

 
 [ ]TR x y z=

v  (4.1) 
 
เม่ือ  R

v  คือเวกเตอรตําแหนงปลายแขนกล 
 , ,x y z คือสวนประกอบตําแหนงปลายแขนกลในแกน X, Y และ Z ตามลําดับ 

 
หลักการทํางานของหุนยนตโคบอทจะอาศัยการสรางความสัมพันธระหวางขอตอ

แบบนอนโฮโลโนมิคดวยซีวีที เพื่อบังคับทิศทางปลายแขนกล การวิเคราะหการทํางานของ
หุนยนตโคบอทจึงนิยมแทนการเคล่ือนที่ในแตละปริภูมิดวยรูปแบบของเวกเตอรสัมผัส 
(Tangent Vector: T̂ ) และเวกเตอรเคอเวเจอร (Curvature Vector: ˆkN )  

กรอบการเคลื่อนที่
ฐาน (Base frame) 

 

เสนทางเคลื่อนที่ของ
ปลายแขนกล 

 



 29 

เวกเตอรสัมผัส T̂  เปนเวกเตอรขนาดหนึ่งหนวย และมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร
ความเร็วเสมอ เวกเตอรสัมผัสทั่วไปถูกนิยามตามสมการดังนี้ 

 

 ˆ dR VT
ds V

= =
v v

v  (4.2) 

 
เม่ือ R

v  คือเวกเตอรตําแหนง 
s  คือระยะการเคล่ือนที่ 
V
v  คือเวกเตอรความเร็ว 

 
เวกเตอรเคอเวเจอร ˆkN  มีสององคประกอบคือ คาเคอรเวเจอร ( k ) หรือคาความโคง

ของการเคล่ือนที่ มีคาเทากับสวนกลับของรัศมีการเคล่ือนที่ และเวกเตอรต้ังฉาก ( N̂ ) มี
ทิศทางชี้ไปสูจุดศูนยกลางของการเคล่ือนที่ และยังมีขนาดเทากับ 1 หนวยเสมอ เวกเตอรเคอ
เวเจอรโดยทั่วไปถูกนิยามตามสมการดังนี้ 

 

 ˆˆ dTkN
ds

=  (4.3) 
 

ปริภูมิขอตอ (Joint Space: JC ) 
 

ปริภูมิขอตอแสดงการเคล่ือนที่แตละขอตอของกลไกแขนกลดังรูปที่ 4.2 การเคล่ือนที่
ในปริภูมิขอตอของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติสามารถวัดคาไดจากเอ็นโคดเดอร 
(Encoder) ซึ่งถูกติดตั้งในขอตอแขนกลทั้งสาม 

 
 



 30 

 
รูปที่ 4.2 นิยามตัวแปรของปรภิมูิขอตอ 

 
ทุกขอตอของแขนกลเปนขอตอแบบหมุน ดังนั้นตําแหนงในปริภูมิขอตอจะเปนตวัแปร

พิกัดเชิงมุม 1θ , 2θ  และ 3θ  แตเพ่ือความสะดวกในการวิเคราะหการเคลื่อนที่ในปริภูมิขอตอ
จึงไดนิยามเวกเตอรตําแหนงของขอตอข้ึน โดยนํามุมแตละขอตอมาคูณดวยคาความยาวคงที่
เพ่ือทําใหมีหนวยเหมือนกับตัวแปรในปริภูมิอื่น และไมใหคุณลักษณะของตัวแปรเปล่ียนจึง
กําหนดใหมีคาเทากับหนึ่งหนวย ดังนั้นจะได 

 
 [ ]1 2 3

T
J J J JR l l lθ θ θ=

v  (4.4) 
 
เม่ือ  JR

v  คือเวกเตอรตําแหนงของขอตอ 
 1 2 3, ,θ θ θ  คือตําแหนงของขอตอ 1, ขอตอ 2 และขอตอ 3 ตามลําดับ 
 Jl  คือคาคงที่หนึ่งหนวยความยาว 

 
จากเวกเตอรตําแหนงของขอตอทําใหสามารถนิยามกรอบการเคล่ือนที่ (The Joint 

Frame) โดยที่แตละแกนการเคล่ือนที่ประกอบไปดวย 1Jl θ , 2Jl θ  และ 3Jl θ ซึ่งตั้งฉากกัน 
สามารถแสดงกรอบการเคลื่อนที่ของปริภูมิขอตอไดดังรูปที่ 3 
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รูปที่ 4.3 กรอบการเคลือ่นที่ของปรภิมิูขอตอ 

 
ตําแหนงมุมของขอตอมีความสัมพันธกับตําแหนงปลายแขนกล ในรูปแบบฟงกชั่น

ของเวกเตอรขอตอ ( ( )JR L R=
v v ) ดังนี้ 

 

 
( )
( )
( )

2 2 3 1 2

2 1 2 3 1 1 2

2 1 2 3 1 1 2

cos sin
sin sin sin cos
cos sin cos cos

x L L
R y L L

z L L

θ θ θ
θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ

+ −  
  = = + +  
   + +   

v  (4.5) 

 
เม่ือ  1 2,L L  คือขนาดความยาวของกานตอที่ 1 และกานตอที่ 2 ตามลําดับ 
 

และเวกเตอรตําแหนงของขอตอสามารถแสดงในรูปแบบฟงกชั่นของเวกเตอร
ตําแหนงปลายแขนกล ( ( )J JR L R=

v v ) ดังนี้  
 

 
( )

( )
( )

1
2 2 2

2

3 2 2
2 2

tan 2 ,

2 tan 2 ,

2 tan 2 ,

J

J J J

J

A y zl
R l l A x a x b a b

l
A L L c c

θ
θ
θ

 
     = = ⋅ − ± + − +        ⋅ ± −  

v  (4.6) 

 
เม่ือ  2 2a y z= + , ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

b x y z L L
L

= + + + − ,  

( )2 2 2 2 2
1 2

1

1
2

c x y z L L
L

= + + − −  

 

เสนทางเคลื่อนที่ของขอตอ 
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เวกเตอรสัมผัสในปริภูมิตําแหนงปลาย (T̂ ) สามารถแปลงใหเปนเวกเตอรสัมผัสใน
ปริภูมิขอตอ ( ĴT ) ดังนี้ 
 

 ˆˆ
ˆ

J
J

J

TT
T

=
J
J

 (4.7) 

 
เม่ือ JJ  คือจาโคเบียนหาไดจาก 
 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

J

x y z

x y z

x y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

J  

 
 
เวกเตอรเคอเวเจอรในปริภูมิตําแหนงปลาย ( ˆkN ) สามารถแปลงใหเปนเวกเตอร   

เคอเวเจอรในปริภูมิขอตอ ( ˆ
J Jk N ) ดังนี้ 

 

 
1

22

3

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

T J
J J T

J J J J

J J

T T
k N T T kN

T

   −    = +  
    

HI
H J

J H
 (4.8) 

 
เม่ือ 1JH , 2JH , 3JH  คือเฮลสเซี่ยน (Hessians) สามารถหาไดจาก 

 
2 2 2

1 1 1
2

2 2 2
1 1 1

1 2

2 2 2
1 1 1

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  
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2 2 2

2 2 2
2

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2 2
2 2 2

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  

 
2 2 2

3 3 3
2

2 2 2
3 3 3

3 2

2 2 2
3 3 3

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  

 
ปริภูมิการเคลื่อนท่ีทรงกลม (Spherical Space: SpC ) 
 

การเคล่ือนที่ของทรงกลมมีลักษณะหมุนไดอยางอิสระ ปริภูมิการเคล่ือนที่ของทรง
กลมจึงมี 3 มิติ ใชกรอบฐานอางอิง  

ความสัมพันธของปริภูมิขอตอกับปริภูมิการเคล่ือนที่ทรงกลม จะไดจากการหา
สวนประกอบยอยเวกเตอรความเร็วแตละขอตอของแขนกลซึ่งอางอิงกับกรอบฐาน ดังนั้นใน
อันดับแรกพิจารณาการหมุนขอตอแรก ( 1θ ) ของแขนกล จะมีการสงกําลังสูการหมุนของทรง
กลมรอบ X−  ตามกฎมือขวาดังรูปที่ 4.4 
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รูปที่ 4.4 ลักษณะของการเคล่ือนที่ 1θ&  บนกรอบฐาน 
 
จากรูปที่ 4.4 จะได 
 
 1Bxω θ= − &  (4.9) 
 
เม่ือ Bxω  คือความเรว็เชิงมุมในทิศทางตามแกน X  ของทรงกลมเทียบกับกรอบฐาน 
พิจารณาการหมุนขอตอที่สอง ( 2θ ) จะมีลักษณะดังรูปที่ 4.5 

รูปที่ 4.5 ลักษณะของการเคล่ือนที่ 2θ&  บนกรอบฐาน 
 
จากรูปที่ 4.5 จะได 
 

 ( )1 2cosByω θ θ= − &  (4.10) 

X  
Y  

Z  

1z  

1θ  

2θ&  2z  Z ′  

1θ  

Y ′  

X ′  

แกนหมุนขอตอ 2 
 

X  Y  

Z  
1z  

1θ&  

แกนหมุนขอตอ 1 
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 ( )1 2sinBzω θ θ= &  (4.11) 

 
เม่ือ Byω  คือความเร็วเชิงมุมในทิศทางตามแกน Y  ของทรงกลมเทียบกับกรอบฐาน 

Bzω  คือความเร็วเชิงมุมในทิศทางตามแกน Z  ของทรงกลมเทียบกับกรอบฐาน 

รูปที่ 4.6 ลักษณะของการเคล่ือนที่ 3θ&  บนกรอบฐาน 
 

พิจารณาการสงกําลังขอตอที่สาม ( 3θ ) ของปริภูมิขอตอ ซึ่งสงผานระบบสงกําลัง
แบบเคเบิลสูทรงกลมรอบแกน 2x ′′  ดังรูปที่ 4.6 โดยมีอัตราทดเทากับ ρ−  ดังนั้นจะไดสมการ
ดังนี้ 
 

 ( )( )2 3sinBxω θ ρθ= − − &  (4.12) 
 

 ( )( )( )2 1 3cos sinByω θ θ ρθ= − &  (4.13) 
 

 ( )( )( )2 1 3cos cosBzω θ θ ρθ= − &  (4.14) 
 
จากสมการ (4.9) ถึงสมการ (4.14) เราจะไดเวกเตอรความเร็วเชิงมุมของทรงกลม ( Bωv ) ดังนี้ 
 

 
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 2 3

1 2 2 1 3

1 2 2 1 3

sin
cos cos sin

sin cos cos

Bx

B By

Bz

ω θ ρ θ θ
ω ω θ θ ρ θ θ θ

ω θ θ ρ θ θ θ

 − + 
  = = − −  
   −   

& &
v & &

& &
 (4.15) 

X  
Y  

Z  

3ρθ− &  

2z  
Z ′  

2θ  

,Y Y′ ′′  

X ′  

3z  Z ′′  

2θ  
X ′′  

แกนหมุนขอตอ 3 
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เวกเตอรความเร็วเชิงมุมของทรงกลม ( Bωv ) สามารถแสดงลักษณะและสวนประกอบ

บนกรอบฐานไดดังรูปที ่4.7 

รูปที่ 4.7 เวกเตอรความเรว็เชิงมุมของทรงกลม ( Bωv ) 
 

ในทํานองเดียวกับปริภูมิของขอตอจะได เวกเตอรสัมผัสและเวกเตอรเคอเวเจอรได
โดยอาศัยสมการดังนี้ 
 

 ˆˆ ˆ,   B B
B B B

S S

dR dTT k N
dS dS

= =
v

 (4.16) 

 
เม่ือ B̂T  คือ เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยบนปริภูมิการเคล่ือนที่ของลูกทรงกลม ซึ่งอางอิงอยู
บนกรอบฐาน 

SS  คือ ระยะทางการเคล่ือนที่ของลูกทรงกลม 
ˆ

B Bk N  คือ เวกเตอรเคอเวเจอร 
ทําใหจะได 
 

 ˆˆ
ˆ

B J
B

B J

TT
T

=
J
J

 (4.17) 

 
เม่ือ B

B
J

L
R

∂
=

∂
J v  ซึ่งก็คือจาโคเบียนของทรงกลมจะได 

 

Y  

X  

Z  
Bωv  

Bxω  

Byω  
Bzω  
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

Bx Bx Bx

By By By
B

Bz Bz Bz

θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂  

J  (4.18) 

 
และเนื่องจากสมการ (4.15) สามารถนํามาจัดรูปใหมไดดังนี้ 
 

 
2 1

1 1 2 2

1 1 2 3

1 0 sin
0 cos sin cos
0 sin cos cos

Bx

By

Bz

ω ρ θ θ
ω θ ρ θ θ θ
ω θ ρ θ θ θ

 −   
    = − −     
    −     

&
&
&

 (4.19) 

 
ดังนั้นจะไดจาโคเบียนที่ใชแปลงเวกเตอรสัมผัสจากขอตอแขนกลไปสูทรงกลมดังนี ้
 

 
2

1 1 2

1 1 2

1 0 sin
0 cos sin cos
0 sin cos cos

B

ρ θ
θ ρ θ θ

θ ρ θ θ

− 
 = − − 
 − 

J  (4.20) 

 
เวกเตอรเคอเวเจอรจะสามารถหาไดจากสมการดังนี้ 
 

 
ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ

T
B B TB B

B B J J B J J
S JB J

T TTk N T T k N
S RT

 −  ∂ ∂ = = + ∂ ∂ 

I J J
J

v  (4.21) 

 
เม่ือ B

B
JR

∂
=

∂
J Hv  คือ เฮลสเซี่ยนบนปริภูมิทรงกลม และเชนเดียวกับบนปริภูมิขอตอทําให   

เฮลสเซี่ยนของปริภูมินี้มี 3 ชุดดังนี้ 
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2 2 2

2
1 1 2 1 3

2 2 2

2
2 1 2 2 3

2 2 2

2
3 1 3 2 3

Bx Bx Bx

Bx Bx Bx
Bx

Bx Bx Bx

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

H  (4.22) 

 

 

2 2 2

2
1 1 2 1 3

2 2 2

2
2 1 2 2 3

2 2 2

2
3 1 3 2 3

By By By

By By By
By

By By By

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ =
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

H  (4.23) 

 

 

2 2 2

2
1 1 2 1 3

2 2 2

2
2 1 2 2 3

2 2 2

2
3 1 3 2 3

Bz Bz Bz

Bz Bz Bz
Bz

Bz Bz Bz

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

H  (4.24) 

 
สวนประกอบตางๆบนเมตริกซสามารถแสดงไดดังนี ้
 

 
2

0 0 0
0 0 0
0 cos 0

Bx

ρ θ

 
 =  
  

H  (4.25) 

 

 1

1 2 1 2

0 0 0
sin 0 0

cos cos sin sin 0
By θ

ρ θ θ ρ θ θ

 
 =  
 − 

H  (4.26) 
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 1

1 2 1 2

0 0 0
cos 0 0

sin cos cos sin 0
Bz θ

ρ θ θ ρ θ θ

 
 =  
  

H  (4.27) 

 
ปริภูมิการจับคู (Coupling Space: iΣ )  
 

ปริภูมิการจับคู คือการเคล่ือนที่ของพ้ืนผิวทรงกลมสัมพัทธกับลอ ความเร็วพื้นผิวทั้ง
สองทิศทางจะถูกปรับอัตราทดดวยซีวีที ดังนั้นในปริภูมินี้จึงมีเพียง 2 มิติดังรูปที่ 4.8  

 
รูปที่ 4.8 ปริภมิูการจบัคูของซวีีทปีระเภทลอ 

 
จากลักษณะการจัดวางซีวีทีทั้งสามในโครงสรางของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 

ซึ่งจะถูกติดต้ังกับฐานที่อยูกับที่ ดังนั้นกรอบอางอิงในปริภูมิการจับคูจึงเปนกรอบหยุดนิ่ง
ทั้งหมด และกรอบเหลานี้ถูกนิยามตามโครงสรางของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 

พื้นผิวทรงกลม 

กรอบการเคลื่อนที่เชิง
เสนของปริภูมิการจับคู 

ซีวีทีประเภทลอ 
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รูปที่ 4.9 กรอบอางอิงการเคล่ือนที่ฐาน 

 
กําหนดใหซีวีทีเรียงลําดับเริ่มจากชุดที ่1 จะอยูดานหลังของหุนยนตและนับวนตาม

กฎมือขวารอบแกน Z ของกรอบฐานจนถึงชุดที ่3 ตามรูปที่ 4.9 เมือ่ลากเสนจากจดุศูนยกลาง
ทรงกลมไปสูตําแหนงที่ลอทั้งสามสัมผัสกับทรงกลม จะไดเสนตรงสามเสนซึ่งต้ังฉากกนั กรอบ
ทั้งสามที่ใชอธิบายการปรับอัตราทดของแตละซีวีทีจะซอนทับเสนตรงทั้งสาม โดยที่แกน z 
ของแตละกรอบจะชี้ไปที่ซีวีทีชุดนั้นๆ ดังรูปที่ 4.10 

 
รูปที่ 4.10 กรอบอางองิของแตชุดซวีที ี

 
จากลักษณะของกรอบอางอิงซีวีทีทั้งสามกับกรอบฐาน ทําใหมีความสัมพันธตาม

เมตริกซการหมุน (Rotation Matrix) ดังนี้ 
 

Z
 

Y  X  
1cvtx  

1cvty  1cvtz  
CVT 1  

Z
 

Y  X  
2cvty  

2cvtz  2cvtx  

 CVT 2 

Z
 

Y  X  
3cvtz  

3cvtx  3cvty  

 CVT 3 

ชดุซวีีททีี่ 1 ชดุซวีีททีี่ 2 ชดุซวีีททีี่ 3 

X  
Y  

Z  

ซีวีทีชุดที่ 1 
ซีวีทีชุดที่ 2 

ซีวีทีชุดที่ 3 
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 1

1 1 1
6 2 3

1 1 1
6 2 3
2 10
3 3

cvt
B

 
− 

 
 

= − − 
 
 
 − −
  

R  (4.28) 

 

 2

2 10
3 3

1 1 1
6 2 3

1 1 1
6 2 3

cvt
B

 
− − 

 
 

= − 
 
 

− − 
 

R  (4.29) 

 

 3

1 1 1
6 2 3
2 10
3 3

1 1 1
6 2 3

cvt
B

 − − 
 
 

= − − 
 
 

− 
 

R  (4.30) 

 
หรืออาจจะเขียนในรูปแบบของสัญลักษณดังนี ้

 

 
1 1 1

 
2 2 2

3 3 3

cvt i
B

i

a b c
a b c
a b c

 
 =  
  

R  (4.31) 

 
เม่ือ  cvt i

B R  คือ เมตรกิซการหมนุของกรอบอางองิซวีีทชีุดที่ i 
 

การวิเคราะหการหมุนของทรงกลมจะเปนไปตามหลักการในหนังสือ “Classical 
Mechanics”, Goldstein, Poole & Safko เปนหลัก การหมุนของทรงกลมจึงถูกพิจารณาให
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เปนการหมุนแบบนอยมาก (Infinitesimal Rotations) ซึ่งก็คือสมมุติฐานการหมุนของวัตถุ
รอบแกนใดๆที่มีนอยมาก ทําใหสามารถแทนมุมการหมุนดวยเวกเตอรได 

ปริมาณที่สําคัญในการหมุนอยางหนึ่งก็คือความเร็วเชิงมุม เม่ือถูกอางอิงบนกรอบ
อางอิงฐาน จะแสดงไดดังสมการ 

 

 
ˆ
ˆ
ˆ

Bx B

B By B

Bz B

i
j

k

ω ω
ω ω ω

ω ω

 ⋅ 
  = = ⋅  
   ⋅   

v
v v

v
 (4.32) 

 
เม่ือ  Bωv  คือความเรว็เชิงมุมทีอ่างองิกับกรอบฐาน 
 ,  ,  Bx By Bzω ω ω  คือสวนประกอบของเวกเตอรความเร็วเชิงมุม Bωv  ในทิศทาง X, Y, Z 
ของกรอบฐานตามลําดับ 
จากสมการ B Bd dtω θ=

vv จะสามารถหาเวกเตอรมุมบดิของทรงกลมไดดังนี ้
 

 B Bd dtθ ω=
v v  (4.33) 

 

 
Bx Bx

B By By

Bz Bz

d dt
d d dt

d dt

θ ω
θ θ ω

θ ω

   
   = =   
      

v  (4.34) 

 
เม่ือ Bdθ

v  คือเวกเตอรมุมบิดของทรงกลม ทีอ่างอิงกับกรอบอางอิงฐาน 
 ,  ,  Bx By Bzd d dθ θ θ  คือสวนประกอบของเวกเตอรมุมของทรงกลมที่เปล่ียนไป Bdθ

v  
ในทิศทาง X, Y, Z ตามลําดับ 
 

ทําการเปล่ียนการอางอิงเวกเตอรมุมบิดของทรงกลมจากกรอบอางอิงฐานไปสูกรอบ
อางอิงของชุดซีวีที โดยใชเมตริกซการหมุน (Rotation Matrix) ตามสมการที่ 4.31 จะไดดังนี้ 
 

  
 

cvt i
cvt i B Bd dθ θ= R
v v  (4.35) 
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หรอื 
 

 
   

   

   

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

B cvt i B cvt i B cvt ixi Bx

yi B cvt i B cvt i B cvt i By

zi BzB cvt i B cvt i B cvt i

i i j i k id d
d i j j j k j d
d di k j k k k

θ θ
θ θ
θ θ

 ⋅ ⋅ ⋅       = ⋅ ⋅ ⋅        ⋅ ⋅ ⋅     

  

 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

Bx

By

Bzi

a b c d
a b c d
a b c d

θ
θ
θ

   
   =    
      

  

 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

xi Bx By Bz

yi Bx By Bz

zi Bx By Bz i

d a d b d c d
d a d b d c d
d a d b d c d

θ θ θ θ
θ θ θ θ
θ θ θ θ

 + + 
   = + +  
   + +   

 (4.36) 

 
เม่ือ  cvt idθ

v  คือเวกเตอรมุมบดิของทรงกลม ที่อางอิงกับกรอบอางอิงซวีีทชีุดที่ i  
,  ,  xi yi zid d dθ θ θ  คือสวนประกอบของเวกเตอรมุมของทรงกลมที่เปล่ียนไป  cvt idθ

v  
ในทิศทาง X, Y, Z ตามลําดับ 
 

เนื่องจากซีวีทีที่นํามาใชเปนซีวีทีประเภทลอ ซึ่งเปนซีวีทีที่สรางความสัมพันธระหวาง
ความเร็วแบบเชิงเสน การหมุนของทรงกลมจึงถูกแปลงเปนการเคล่ือนที่เชิงเสนตามหลักการ
ของการหมุนแบบนอยมาก (Infinitesimal Rotations) ในกรณีทั่วไปสามารถหาไดจากรูปที ่
4.11  
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รูปที่ 4.11 ความสัมพันธแบบการหมุนแบบนอยมาก (Infinitesimal Rotations) 

 
ตามรูปที่ 4.11 นํามาเขียนเปนสมการไดดังนี้ 
 

 ( )ˆdr d r n r d= Ω × = × Φ
vv v v  (4.37) 

 
เม่ือ d dtωΩ =

v v  หรอืก็คอืเวกเตอรมุมบดิที่เปล่ียนไปในชวงเวลา dt  
 rv  คือเวกเตอรบอกตําแหนง 

 
นําสมการที่ 4.37 มาหารทั้งสองดานของสมการดวย dt  ก็จะไดสมการความสัมพนัธ

ระหวางความเรว็เชิงเสนและความเรว็เชิงมุมดังนี ้
 

 v rω= ×vv v  (4.38) 
 
เม่ือ ωv  คือความเรว็เชิงมุม 

 
 

n̂d dΦ = Ω
v  

dΦ  
drv  

rv  r′v  
θ  
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รูปที่ 4.12 แผนภาพการเคล่ือนที่ (Kinematics Diagram) ของทรงกลมและลอ 
 

กลับมาพิจารณาที่การเคลื่อนที่ของลอและทรงกลม เมื่อนํามาวาดแผนภาพการ
เคล่ือนที่ของลออางอิงบนกรอบอางอิงไดดังรูปที่ 4.12 เวกเตอร cvt idrv  คือการขจัดบนผิวทรง
กลมที่เคล่ือนที่ไปในชวงเวลา dt  เวกเตอร cvt iwv  คือเวกเตอรแสดงตําแหนงลอของซีวีทีชุดที่ i 
สัมผัสกับผิวทรงกลม ดังนั้นแตละ cvt iwv  แสดงไดดังนี้ 
 

 [ ]1 0 0 T
cvt ball i

w r=v  (4.39) 
 

 [ ]2 0 0 T
cvt ball i

w r=v  (4.40) 
 

 [ ]3 0 0 T
cvt ball i

w r=v  (4.41) 
 
เม่ือ ballr  คือคารศัมีของทรงกลม, ตัวหอย i คือสิง่ที่บอกวาเทียบอยูบนกรอบซวีทีไีหน 
 
 
 

cvt idrv  

ˆ
cvt i ball cvt iw r k=v  

cvt idθ
v  
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ดังนั้นจากสมการที่ 4.37 
 

 
0
0

xi

cvt i cvt i cvt i yi

zi ball

d
dr d w d

d r

θ
θ θ

θ

   
   = × = ×   
      

vv v  (4.42) 

 
สามารถนําสมการมาจดัใหอยูในรูปของเมทรกิซดังนี ้
 

 
0 0

0 0
0 0

i zi yi

cvt i i zi xi

yi xi ball

dx d d
dr dy d d

d d r

θ θ
θ θ
θ θ

 −   
    = = −    
    −    

v  (4.43) 

 

 
0 0

i ball yi

i ball xi

dx r d
dy r d

θ
θ

   
   = −   
      

 (4.44) 

 
นําสมการที่ 4.36 แทนในสมการที ่4.44 จะได 
 

 ( )2 2 2i ball Bx By Bz i
dx r a d b d c dθ θ θ= + +  (4.45) 

 
 ( )1 1 1i ball Bx By Bz i

dy r a d b d c dθ θ θ= − + +  (4.46) 
 

แตเนื่องจากทฤษฎตีางๆของซวีีทปีระเภทลอถกูพัฒนามาจากลอเคล่ือนทีอ่ยูบนพ้ืน
ระนาบที่ถกูตรงึ ดังนัน้สมการที่ 4.45 และ 4.46 จึงถูกคูณดวย 1−  ซึ่งจะได 
 

 ( )
( )

2 2 2

1 1 1

ball Bx By Bzwi i
wi

wi ball Bx By Bz i

r a d b d c ddx
dr

dy r a d b d c d

θ θ θ

θ θ θ

 − + +   = =   + +   

v  (4.47) 
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 เวกเตอรสัมผัสในปริภูมิการจับคู ( ŵit ) ของแตละชุดซีวีท ีหาไดจากของจาโคเบียนใน
ปริภูมิการจับคู ( wij ) และเวกเตอรสัมผัสในปริภูมิการเคล่ือนที่ทรงกลม ( B̂T ) เปนไปตาม
สมการ 
 

 ˆ
ˆ

ˆ
wi B

wi
wi B

Tt
T

=
j
j

 (4.48) 

 
เม่ือ wi

wi
B

r
θ

∂
=

∂
j

v
v  คือจาโคเบยีนในปรภิมิูการจบัคูของซวีทีีชุดที่ i สามารถหาไดจาก 

 

 
wi wi wi

Bx By Bzwi
wi

wi wi wiB

Bx By Bz

x x x
r

y y y
θ θ θ

θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂∂  = =
 ∂ ∂ ∂∂
 ∂ ∂ ∂  

j
v
v  (4.49) 

 
ดังนั้นจากสมการที่ 4.47 จะได 
 

 2 2 2

1 1 1
wi ball

wi

a b c
r

a b c
− − − 

=  
 

j  (4.50) 

 
 เวกเตอรเคอเวเจอรในปรภิูมิการจบัคู ( ˆwi wik n ) ของแตละชุดซวีีที หาไดจากสมการ 
 

 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ

ˆ

T
wi wi Twi wi

wi wi B B wi B B
wi Bwi B

t ttk n T T k N
s T θ

 −  ∂ ∂ = = + ∂ ∂ 

I j j
j

v  (4.51) 

 
แตจากสมการที่ 4.47 ซึ่งทาํให wi

Bθ
∂

=
∂

j 0v  ดังนั้นสมการที่ 4.51 จะลดรูปไดดังนี ้

 

 
ˆ ˆ

ˆˆ
ˆ

T
wi wi

wi wi wi B B
wi B

t t
k n k N

T

 −   =  
I

j
j

 (4.52) 

 



 48 

1

wik
 

idφ  

ids  

ปริภูมิการปรับอัตราทด (Steering Space: iΦ ) 
 

ปริภูมิการปรับอัตราทด คือการปรับอัตราทดดวยการปรับมุมเลี้ยวของลอ เพ่ือให
ปลายแขนกลเคล่ือนที่ตามทิศทางที่กําหนด สําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติซึ่งใชซีวีที
ประเภทลอดังรูปที่ 4.8 จะแบงปริภูมิการปรับอัตราทดออกเปน 3 ปริภูมิยอยเชนเดียวกับ
จํานวนปริภูมิการจับคู 

อัตราทดของชุดซีวีทีข้ึนอยูกับมุมที่ลอแตละลอ มุมนี้ถูกเรียกวามุมเลี้ยว (Steering 
Angle:φ ) มีความสัมพันธดังนี้ 
 
 ( )tanwi

i i
wi

yTr
x

φ= =
&
&

 (4.53) 

 
เม่ือ iTr  คืออัตราทดที่ไดจากซีวีทีประเภทลอ 

iφ  คือมุมปรับอัตราทดของซีวีทีชุดที่ i 
 ,wi wix y& &  คือสวนประกอบของความเร็วบนแกน x และ y ปริภูมิการจับคูที่ i 

 

รูปที่ 4.13 ความสัมพันธของตัวแปรในปรภิูมิของมุมปรับอตัราทด 
 

การควบคุมมอเตอรในหุนยนตโคบอทเราจะใชการควบคุมความเร็วเชิงมุมของ
มอเตอร ซึ่งรูปที่ 4.13 แสดงความสัมพันธของมุมปรับอัตราทด ( iφ ) ระยะทางทีล่อเคล่ือนทีไ่ป
( ids ) และคาความโคง( wik ) ดังนั้นจะไดสมการตอไปนี้ 

 
 i i

wi
i i

d d dtk
ds dt ds
φ φ

= =  (4.54) 
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จะได 
 
 1, 2, 3i i wiu k iφ = =&  (4.55) 

 
4.2 สรุปแบบจําลองทางจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ(3D Cobot Model) 
 

ความสัมพันธของทั้ง 5 ปริภูมิสามารถแสดงเปนแผนผังแบบจําลองทางจลนศาสตรของ
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ (3D Cobot Model) ไดดังรูปที่ 4.14 โดยที่ระบบแบบจําลองมี 4 ขอมลู
ขาเขา (Input) ของปลายแขนกล คือ ตําแหนง ( R

v ), อัตราเร็ว (U ), เวกเตอรสัมผัส (T̂ ), เวกเตอรเคอ
เวเจอร ( ˆkN ) และมีอัตราเร็วของมุมปรับอัตราทด ( iφ& ) ทั้ง 3 ของชุดซีวีทีเปนขอมูลขาออก (Output)  

 

รูปที่ 4.14 แผนผังแบบจาํลองทางจลนศาสตรของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมติิ (3D Cobot Model) 
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ปริภูมิ ปลายแขนกล ขอตอ ทรงกลม การจับคู 

1, 2, 3i =  
ปรับอัตราทด 

1, 2, 3i =  
เวกเตอร
ตําแหนง R

v
 JR

v  Bdθ
v

 wirv  iφ  

สมาชิกของ
เวกเตอร
ตําแหนง 

, ,x y z  1 2 3, ,l l lθ θ θ  , ,Bx By Bzd d dθ θ θ  ,wi wix y  - 

ความเร็ว V
v  Jθ

v&  Bωv  wirv&  iφ&  
เวกเตอร
สัมผัส T̂  ĴT  B̂T  ŵit  - 

เวกเตอรเคอ
เวเจอร ˆkN  ˆ

J Jk N  ˆ
B Bk N  ˆwi wik n  - 

จาโคเบียน
เมตริกซ 

- JJ  BJ  Bj  - 

เฮสเซียน
เมตริกซ 

- 1 2 3, ,J J JH H H  , ,Bx By BzH H H  - - 

ตารางที่ 4.1 สรปุสัญลักษณและตัวแปรทั้ง 5 ปริภูมิ 
 



บทท่ี 5 
 

ระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 
การเคล่ือนปลายแขนกลไปตามเสนทางคําส่ัง โดยใชเพียงแคจลนศาสตร ตามปกติแลวจะเกดิ

ความผิดพลาดทั้งตําแหนง และทิศทางขึ้น ซึ่งระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทสามารถชวยลดความ
ผิดพลาดได สวนแรกของบทนี้อธิบายถึงระบบควบคุมของหุนยนตโคบอททั่วไป เม่ือนํามาจําลองการ
ทํางานของระบบควบคุมรวมกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ จะสามารถลดความผิดพลาด และ
ปลายแขนกลสามารถเคล่ือนตามเสนทางคําส่ังไดดี แตเม่ือวิเคราะหรายละเอียด พบวาในหลาย
ตําแหนงของการเคล่ือนที่จะไมสามารถเคลื่อนปลายแขนกลไดอยางไหลล่ืน  

หัวขอถัดมาจะอธิบายวิธีการควบคุมเพื่อหลีกเล่ียงปญหาที่เกิดข้ึน โดยใชระบบควบคุมที่
อาศัยเวกเตอรสัมผัสเปนหลัก ซึ่งเม่ือนํามาจําลองการทํางานก็ยังใหผลที่ดี 
 
5.1 ระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทท่ัวไป 

 
การควบคุมหุนยนตโคบอทโดยทั่วไปจะใชวิธีกําหนดเสนทาง แลวจึงควบคุมใหหุนยนตโค

บอทวิ่งตาม ระบบควบคุมมีเปาหมายเพ่ือลดความผิดพลาดของตําแหนง และทิศทางใหมีนอยที่สุด 

รูปที่ 5.1 ความผิดพลาดที่ข้ึนกับปลายแขนกลของหุนยนตโคบอท 
 

เม่ือปลายแขนกลของหุนยนตโคบอทเคลื่อนที่เปนระยะทาง s  ตามรูปที่ 5.1 จะเห็นวาปลาย
แขนเคล่ือนหางออกมาจากเสนทางคําส่ัง ทําใหเกิดความผิดพลาดของตําแหนง ( PR R R∆ = −

v v v ) และ
ความผิดพลาดของทิศทาง ( ˆ ˆ

P̂T T T∆ = − ) การควบคุมหุนยนตโคบอทจะชวยเล้ียวปลายแขนกลเขา

R
v

 

T̂  
( )P̂T s  

ˆkN  

( )PR s
v  

เสนทาง
เดินจริง 

เสนทาง
เดินคําสั่ง 
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ไปสูเสนทางคําสั่ง จึงตองคํานวณหาตําแหนงบนเสนทางคําส่ังใหมที่ปลายแขนกลจะเล้ียวเขาสู
ตําแหนงบนเสนทางคําส่ังนั้น การคํานวณหาตําแหนงดังกลาวสามารถหาไดดวยการคํานวณหาคา
ระยะทางบนเสนทางที่ตองการ ps  ซึ่งหาไดจากคาความผิดพลาดของระยะทาง ( Ps s− ) สามารถ
ประมาณเปน ( )( ) ( )ˆ

P PR R s T s− ⋅
v v  ดังนั้นจะได 

 
 ( )( ) ( )ˆ

P P Ps s R R s T s= + − ⋅
v v  (5.1) 

 
การควบคุมหุนยนตโคบอทเพ่ือใหเคล่ือนที่ราบเรียบ สามารถทาํไดดวยการคํานวณหาจดุหมุน

ชั่วขณะ (Instantaneous Center of Rotation) เวกเตอรเคอเวเจอร ( ˆkN ) ซึ่งมีทิศทางจากปลายแขน
กลชี้ไปสูจุดหมุนชั่วขณะ และมีขนาดเทากับคาความโคงของการเคล่ือนที่จึงถูกนํามาใชเพื่อควบคุม
หุนยนตโคบอท ดังนั้นเม่ือปลายแขนกลเคล่ือนออกนอกเสนทางเล็กนอย ระบบควบคุมจะสามารถนํา
ความผิดพลาดทั้งสองชดเชยเขาไปในระบบตามสมการ 
 
 ( )ˆ ˆ ˆ

c c R Tk N kN G R G T= − ∆ + ∆
v  (5.2) 

 
เม่ือ ˆ

c ck N  คือเวกเตอรเคอเวเจอรที่เปนสัญญาณควบคุม 
 RG  คือคาเกนควบคุมตาํแหนง 
 TG  คือคาเกนควบคุมทิศทาง 
 
 จากสมการที่ 5.1 และ 5.2 เม่ือนํามาใชเปนระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
แสดงไดดังแผนภาพรูปที่ 5.2 หุนยนตโคบอทตัวนี้มีเซนเซอรวัดตําแหนงของขอตอแขนกลทั้งสาม 
( 1 2 3, ,JR θ θ θ∈

v ) จากนัน้จะถูกนําไปคํานวณเพือ่หาตําแหนง ความเร็ว เวกเตอรสัมผัส และระยะทางที่
เคล่ือนที่ไปของปลายแขนกล เพ่ือเขาสูระบบควบคุมหุนยนตโคบอท นําเวกเตอร ˆ

c ck N ปอนเขาสู
แบบจําลองการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ ก็จะไดความเร็วเชิงมุมที่ใชในการส่ังให
มอเตอรของชุดซีวีทีทั้งสามทํางาน 
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U
R
v
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P̂T
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P Pk N
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+
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รูปที่ 5.2 ระบบควบคุมแบบทัว่ไปหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ  

 
5.2 การจําลองการเคลื่อนท่ีดวยระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทแบบท่ัวไป 

 
ในเบื้องตนสามารถตรวจสอบหลักการระบบควบคุมของหุนยนตโคบอทแบบทั่วไป ดวย

วิธีจําลองการเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตามสมการจลนศาสตรตางๆที่แสดงในบทที่ 
4  
 ทําการจําลองการเคลื่อนทีป่ลายแขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติดวยเสนทางคําสัง่
เปนแบบวงกลมในระนาบ X-Y ตามสมการ  
 

100 cos 200
100

100 sin
100

400

p

p
p

s

s
R

  
⋅ +    

  
= ⋅  

  
  

v  
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 ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลอยูที่ [ ]250 0 400 TR =
v  และเม่ือกําหนดใหระบบ

ควบคุมตามรูป 5.2 มีคาเกน RG  เทากับ 0.002 และเกน TG  เทากับ 0.03 จะไดผลการจําลองปลาย
แขนกลดังรูปที่ 5.3 

 
รูปที่ 5.3 จําลองการเคล่ือนทีป่ลายแขนกลดวยระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแบบทัว่ไป 

 
 และจะไดมุมปรับอัตราทดของลอทั้งสามดังนี้ 

 
รูปที่ 5.4 มุมปรับอัตราทดของซวีีททีั้งสาม 

Start 
     +    Reference Path 
           Simulation Path 
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 จากการจําลองการเคล่ือนที่ของระบบนี้ เม่ือทําการวิเคราะหดวยการคํานวณหาแกนหมุนที่
เกิดขึ้นจากลอแตละคู สามารถหาไดจากการตัดกันของระนาบแกนหมุนในแตละลอ ในการวิเคราะห
แกนหมุนจะถูกแทนดวยเวกเตอรหนึ่งหนวยทีมี่ทิศทางเดียวกับแกนหมุนที่เกิดจากลอคูนัน้ๆ  แกนหมุน
ที่เกิดจากลอชุดที่ 1 และชุดที่ 2 จะเปนไปตามสมการ 
 

 ( )1 2 1 2 1 2
12 2 2 2

1 2 1

cos cos sin cos 2sin sin1
6 cos cos sin

xA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

− −
= −

+
 (5.3) 

  

 ( )2 1 1
12 2 2 2

1 2 1

cos cos sin1
2 cos cos sin

yA
φ φ φ

φ φ φ

+
=

+
 (5.4) 

  

 ( )1 2 1 2 1 2
12 2 2 2

1 2 1

cos cos sin cos sin sin1
3 cos cos sin

zA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

− +
=

+
 (5.5) 

  
เม่ือ  12xA , 12 yA , 12zA  คือสวนประกอบของเวกเตอรแกนหมุนในทศิทาง X, Y. และ Z ตามลําดับ 

ที่เกิดจากลอชุดที่ 1 และลอชุดที่ 2 
 

แกนหมุนที่เกิดจากลอชุดที ่2 และชุดที่ 3 จะเปนไปตามสมการ 
 

 ( ) ( ) ( )( )2 3 2 3 2 3
23 2 2 2

2 3 2

sin sin cos1
6 cos cos sin

xA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

+ + − + −
= −

+
 (5.6) 

  

 ( )2 3
23 2 2 2

2 3 2

cos1
2 cos cos sin

yA
φ φ

φ φ φ

+
= −

+
 (5.7) 

  

 

 ( ) ( ) ( )( )2 3 2 3 2 3
23 2 2 2

2 3 2

2cos sin sin1
2 3 cos cos sin

zA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

− − + − −
=

+
 (5.8) 
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เม่ือ  23xA , 23yA , 23zA  คือสวนประกอบของเวกเตอรแกนหมนุในทิศทาง X, Y. และ Z ตามลําดบั 
ที่เกิดจากลอชุดที่ 2 และลอชุดที่ 3 
 
แกนหมุนที่เกิดจากลอชุดที ่3 และชุดที่ 1 จะเปนไปตามสมการ 

 

 ( )1 3 1 3 1 3
31 2 2 2

1 3 3

2cos cos cos sin sin sin1
6 cos cos sin

xA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

+ −
=

+
 (5.9) 

  

 ( )3 1 1
31 2 2 2

1 3 3

sin cos sin1
2 cos cos sin

yA
φ φ φ

φ φ φ

+
= −

+
 (5.10) 

 

 ( )1 3 1 3 1 3
31 2 2 2

1 3 3

cos cos cos sin sin sin1
3 cos cos sin

zA
φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

− +
=

+
 (5.11) 

  
เม่ือ  31xA , 31yA , 31zA  คือสวนประกอบของเวกเตอรแกนหมุนในทศิทาง X, Y. และ Z ตามลําดับ 

ที่เกิดจากลอชุดที่ 3 และลอชุดที่ 1 
 
เนื่องจากเวกเตอรแกนหมุนทั้งสามเปนปริมาณเวกเตอรในสามมิติซึ่งยากตอการวิเคราะหจึง

ทําการลดรูปลงดวยความจริงที่วา เม่ือแกนหมุนทั้งสามซอนทับกัน เวกเตอรแกนหมุนทั้งสามตองมี
สวนประกอบของเวกเตอรที่เทากัน ดังนั้นจึงทําการจัดรูปสมการใหม และจะไดสมการดังนี้ 
 
 1 2 31 tan tan tanφ φ φ− =  (5.12) 
  

สมการ (5.12) แสดงใหเห็นวา แกนหมุนของทรงกลมจะซอนทับกลายเปนแกนเดียวกัน ผล
คูณของคา tan iφ  ในแตละลอตองมีคาเทากับ 1−  เพื่อความสะดวกจึงทําการปรับปรุงสมการอีกครั้ง 
โดยกําหนดใหดานขวาของสมการ (5.12) มีคาเทากับตัวชี้วัดการซอนทับกันของแกนหมุน (Axis 
checking index : aci  ) จะไดสมการ  
 
 1 2 3tan tan tanaci φ φ φ=  (5.13) 
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โดยขอต้ังชื่อสมการ (5.13) วา สมการตรวจสอบแกนหมุน 

 กลับมาที่การจําลองการเคลื่อนที่โดยใชสมการ (5.13) เม่ือวิเคราะหมุมปรับอัตราทดทั้งสาม 
จะไดดังรูป  
  

 
รูปที่ 5.5 สมการตรวจสอบแกนหมุนของการจาํลองการเคล่ือนที่ดวยระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแบบ

ทั่วไป 
 
 จากรูปที่ 5.5 จะพบวาคาสวนใหญของตัวชี้วัดการซอนทับกันของแกนหมุนมีคาประมาณ
เทากับ -1 ซึ่งแสดงใหเห็นวา สวนใหญของการจําลองแกนหมุนจะซอนทับกัน ปลายแขนกลสามารถ
เคล่ือนที่ไดอยางสะดวก แต ณ บางเวลาคาตัวชี้วัดไมไดมีคาเทากับ -1 หมายความวาแกนหมุนทัง้สาม
ไมไดซอนทับกัน  

จากการวิเคราะหพบวาปญหาเกิดข้ึนจาก ระนาบแกนหมุนสองระนาบถูกหมุนมาจนเกือบจะ
ขนานกัน และ/หรือ ขนานกัน (ระนาบแกนหมุนของลอคูใดๆซอนทับกัน) จุดที่ตัดกันของทั้งสองระนาบ
มีความไวสูงมากสามารถเกิดความผิดพลาดไดงาย และในกรณีของระนาบหมุนขนานกันจุดที่ตัดกัน
ของทั้งสองระนาบจะมีจุดตัดจํานวนนับไมถวน กรณีเชนนี้เกิดข้ึนการเปล่ียนแปลงของมุมเพียง
เล็กนอยทําใหคําตอบทางคณิตศาสตรที่คํานวนแกนหมุนที่เกิดจากการตัดกันของระนาบทั้งสอง
เปล่ียนไปอยางรวดเร็ว  
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กรณีเชนนี้ถาหากวาแกนหมุนทั้งสามยังอยูใกลกันทรงกลมจะหมุนไดอยางฝดๆ รอบแกนหมุน
ที่เกิดในบริเวณหนึ่งไมสามารถทํานายตําแหนงแกนหมุนที่แนนอนได และถาหากวาแกนหมุนทั้งสาม
ยังอยูไกลจากกันทรงกลมจะไมสามารถหมุนได  

  
 
5.3 ระบบควบคุมสาํหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ

 
ผูวิจัยจึงไดปรับปรุงระบบควบคุมใหเหมาะกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ โดยจะนํา

สมการควบคุม (5.2) มาประยุกตใชงานรวมกับหลักการทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของสมการ 
ˆ ˆkN dT ds= ดังนั้นระบบควบคุมจะถูกปรับปรุงเปน 

 
 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ

c p R TT T kN G R G T U t = + − ∆ + ∆ 
v

V  (5.14) 
 
เม่ือ ĉT  คือเวกเตอรทศิทางที่เปนสัญญาณควบคุม 
 U  คืออัตราเรว็ของปลายแขนกล 
 tV  คือชวงเวลาอตัราการสุม (Sampling rate) สําหรบักรณีในงานวจิยันี้กาํหนดใหเทากับ 
0.001 วินาท ี
 

เม่ือระบบควบคุมถูกเปล่ียนมาควบคุมดวยเวกเตอรทิศทาง จลนศาสตรที่ใชสําหรบัหุนยนตโค
บอทแขนกลสามมิติจึงถูกปรับเปล่ียนมาใชตามแผนผังรูปที่ 5.6 

รูปที่ 5.6 แผนผังแบบจาํลองทางคณิตศาสตรดวยเวกเตอรทิศทางของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
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ĴT ˆ
ˆ 1, 2, 3ˆ

wi B
wi

wi B

T
t i

T
= =

j
j

wi
wi

B

r
θ

∂
=

∂
j

v
v
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และระบบควบคุมจะถูกเปล่ียนมาใชตามแผนผังรูปที่ 5.7 

รูปที่ 5.7 แผนผังการควบคุมดวยเวกเตอรทิศทางของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
 
5.4 การจําลองการเคลื่อนท่ีดวยระบบควบคุมสาํหรบัหุนยนตโคบอทแขนกลสามมติ ิ
 

ทําการจําลองการเคลื่อนที่ระบบควบคุมสําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติอีกครั้ง โดยใช
เสนทางการเคล่ือนที่ และจุดเริ่มตนของปลายแขนกลเชนเดียวกับการจําลองในหัวขอ 5.2 ซึ่งจะไดดัง
รูปที่ 5.8 

 
รูปที่ 5.8 จําลองการเคลือ่นที่ปลายแขนกลดวยระบบควบคุมแบบเวกเตอรทศิทาง 

Start 
     +    Reference Path 
           Simulation Path 

U
R
v
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TG RG

sPR
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และมุมลอปรับอัตราทดคือ 

 
รูปที่ 5.9 มุมปรับอัตราทดของซวีีททีั้งสาม 

 
ใชสมการ (5.13) มาวเิคราะหมุมปรับอัตราทดทัง้สาม จะไดดังรปู 

 
รูปที่ 5.10 สมการตรวจสอบแกนหมุนของการจาํลองการเคล่ือนที่ดวยระบบควบคุมแบบเวกเตอร

ทิศทาง 
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รูปที่ 5.10 แสดงใหเห็นการตัดกันของแกนหมุนตลอดเวลา ยกเวนอยูที่ ณ ตําแหนงหนึ่ง ซึ่ง
เม่ือนํามาเปรียบเทียบกับรูปที ่5.5จะเห็นวาระบบควบคุมแบบเวกเตอรทิศทางทําใหแกนหมุนทั้งสาม
ของทรงกลมเกิดการตัดกันไดดีกวากันมาก  

 
 



บทท่ี 6 
 

การทดลองการเคลื่อนท่ีปลายแขนกลตามเสนทางเดินของหุนยนตโคบอทแขนกล
สามมิติ 

 
 ในการทดลองจะใชจลนศาสตรและระบบควบคุมที่ออกแบบไวในบทกอนหนา มาทดสอบ
รวมกับมนุษยดวยเสนทางคําส่ังแบบวงกลม โดยแบงออกเปนสองการทดลอง  
 

 
6.1 วัตถุประสงคของการทดลอง 
 

1. เพ่ือตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองทางจลนศาสตรหุนยนต  
2. การทดลองจะใชเสนทางเดินคําส่ังแบบวงกลม ซึ่งจะใหทิศทางการเคลือ่นที่อยางตอเนือ่ง

ครบต้ังแต 0o ถึง 360o  และยังชวยใหผูทดลองสามารถเคล่ือนที่ปลายแขนกลไปไดเรื่อยๆ 
ไมส้ินสุด 

3. เพ่ือทดสอบความสามารถของระบบควบคุม 
 
 

 

รูปที่ 6.1 ผูทดลองกาํลังเคล่ือนปลายแขนกลขณะทดลอง 
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6.2 ข้ันตอนการทดลอง 
 

การทดลองจะถูกแบงออกเปนสองการทดลอง การทดลองแรกจะนําไปเปรียบเทียบกับการ
จําลองการเคล่ือนที่ในบทที่ 6 ซึ่งใชระบบควบคุมแบบเวกเตอรทิศทาง การทดลองทีส่องจะทดสอบการ
ทํางานเสนทางเดินวงกลมในระนาบ Y-Z มีข้ันตอนหลักของทั้งสองการทดลองดังนี้ 

 
1. กําหนดตําแหนงเริ่มตน (home) ใหกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ โดยการเสียบสลัก

กําหนดตําแหนงเขาไปในทุกขอตอ  
2. เปดระบบปฏิบัติการคิวเอ็นเอ็กซ (QNX) และโปรแกรมโฟรตรอน (Photon Application 

Builder) 
3. คอมไพล และเริ่มโปรแกรมที่ใชทดลอง 
4. ดึงสลักออกจากหุนยนตโคบอททุกตัว 
5. เปดสวิทชสั่งงานสําหรับระบบควบคุมมอเตอร 
6. ผูทดลองเคล่ือนที่ปลายแขนกล 
7. เก็บ และบันทึกคาการทดลอง 
8. วิเคราะหผลการทดลอง โดยใชโปรแกรมแมตแล็ป (MATLAB) 

 
6.3 การทดลองท่ี 1 

 
เสนทางเดินคําส่ังในการทดลองแรกจะเปนเสนทางเดินแบบวงกลมมีขนาดของรัศมีเทากับ 

100.0 มม. อยูบนระนาบ X-Y ตามสมการ 
 

 

100 cos 200
100

100 sin
100

400

p

p
p

s

s
R

  
⋅ +    

  
= ⋅  

  
  

v  (6.1) 
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ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลอยูที่ [ ]250 0 400 TR =
v  และเม่ือกําหนดใหระบบ

ควบคุมแบบเวกเตอรทิศทางตามรูปที่ 5.7 มีคาเกน RG  เทากับ 0.09 และเกน TG  เทากับ 0.00 จะ
ไดผลการทดลองการเคล่ือนที่ปลายแขนกลดังรูปที่ 6.2 

 
รูปที่ 6.2 การเคล่ือนที่ปลายแขนกลในการทดลองที่ 1 

 
 คาความผิดพลาดของตําแหนงปลายแขนกลที่เคล่ือนที่จริง เมื่อเทียบกับเสนทางคําส่ังแสดง
ในรูปที ่6.3  

 
รูปที่ 6.3 ความผิดพลาดของการเคล่ือนทีป่ลายแขนกลในการทดลองที่ 1 

Start 
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 คําส่ังมุมปรับอัตราทดของลอทั้งสาม และมุมตําแหนงจริงที่มอเตอรทํางานแสดงในรูปที่ 6.4 

 
รูปที่ 6.4 มุมปรับอัตราทดของลอทั้งสามในการทดลองที่ 1 

 
แกนหมุนของทรงกลมที่เกิดเนื่องจากลอทั้งสามสามารถตรวจสอบการตัดกันของแกนหมุนได

ตามสมการ (5.13) ซึ่งจะไดตามรูปที่ 6.5 
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รูปที่ 6.5 กราฟตรวจสอบแกนหมุนของการทดลองที่ 1 โดยใชตําแหนงของมุมลอทีอ่านคาไดจริงจาก

อุปกรณตรวจวัดมุมของทั้งสามลอ 
 
6.4 การทดลองท่ี 2 

 
เสนทางเดินคําส่ังในการทดลองแรกจะเปนเสนทางเดินแบบวงกลมมีขนาดของรัศมีเทากับ 

100.0 มม. อยูบนระนาบ Y-Z ตามสมการ 
 

 

250

100 cos
100

100 sin 320
100

p
p

p

s
R

s

 
   = ⋅    
 

  ⋅ +    

v  (6.2) 

 
ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลอยูที่ [ ]250 0 400 TR =

v  และเม่ือกําหนดใหระบบ
ควบคุมแบบเวกเตอรทิศทางตามรูปที่ 5.7 มีคาเกน RG  เทากับ 0.09 และเกน TG  เทากับ 0.00 จะ
ไดผลการทดลองการเคล่ือนที่ปลายแขนกลดังรูปที่ 6.6 
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รูปที่ 6.6 การเคล่ือนที่ปลายแขนกลในการทดลองที่ 2 

 
 คาความผิดพลาดของตําแหนงปลายแขนกลที่เคล่ือนที่จริง เมื่อเทียบกับเสนทางคําส่ังแสดง
ในรูปที ่6.7  

 
รูปที่ 6.7 ความผิดพลาดของการเคล่ือนทีป่ลายแขนกลในการทดลองที ่2 

Start 
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 คําส่ังมุมปรับอัตราทดของลอทั้งสาม และมุมตําแหนงจริงที่มอเตอรทํางานแสดงในรูปที ่6.8 

 
รูปที่ 6.8 มุมปรับอัตราทดของลอทั้งสามในการทดลองที่ 2 

 
แกนหมุนของทรงกลมที่เกิดเนื่องจากลอทั้งสามสามารถตรวจสอบการตัดกันของแกนหมุนไดตาม
สมการ (5.13) ซึ่งจะไดตามรูปที่ 6.9 
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รูปที่ 6.9 กราฟตรวจสอบแกนหมุนของการทดลองที่ 2 โดยใชตําแหนงของมุมลอทีอ่านคาไดจริงจาก

อุปกรณตรวจวัดมุมของทั้งสามลอ 
 
6.5 วิเคราะหผลการทดลอง 

 
การทดลองทั้งสองในบทที่ 6 มีเสนทางคําส่ังแบบวงกลมในระนาบตางๆ การทดลองแรกมี

เสนทางคําส่ังอยูบนระนาบ X-Y ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลถูกกําหนดใหอยูหางจากเสนทาง
คําส่ัง 50.0 มม. ในการทดลองผูทดลองจะเคล่ือนปลายแขนกลตามทิศทางทีก่าํหนดจากระบบควบคุม 
รูปที่ 6.3 ซึ่งแสดงความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ปลายแขนกลในการทดลองที่ 1 จะเห็นวาผูทดลอง
เริ่มขยับปลายแขนกล ณ วินาทีที่ 4 นับจากเปดเครื่อง จากนั้นระบบควบคุมจะบังคับปลายแขนกล
เคล่ือนเขาสูเสนทางคําส่ังในวินาทีที่ 8 สําหรับระบบควบคุมนี้สามารถทําใหความผดิพลาดมีคาในชวง 
0.0 มม. ถึง 20.0 มม. 

การทดลองที่ 2 มีเสนทางคําสั่งอยูในระนาบ Y-Z ตําแหนงเริ่มตนของปลายแขนกลถูก
กําหนดใหอยูหางจากเสนทางคําสั่ง 20.0 มม. ในการทดลองผูทดลองจะเปนผูเคล่ือนปลายแขนกล
ตามทิศทางที่กําหนดจากระบบควบคุม รูปที่ 6.7 ซึ่งแสดงความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ปลายแขน
กลในการทดลองที่ 2 จะเห็นวาผูทดลองเริ่มขยับปลายแขนกล ณ วินาทีที่ 4 นบัจากเปดเครือ่ง จากนัน้
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ระบบควบคุมจะบังคับปลายแขนกลเคล่ือนเขาสูเสนทางคําส่ังในวินาทีที่ 5 สําหรับระบบควบคุมนี้
สามารถทําใหความผิดพลาดมีคาในชวง 3.0 มม. ถึง 11.0 มม. 
 พิจารณาการตรวจสอบการตัดกันของแกนหมุนตามสมการ (5.13) ของทัง้สองการทดลองโดย
การนํามุมปรับอัตราทดจริงที่ไดจากการอานคาจากอุปกรณตรวจวัดตําแหนงมุมของมอเตอรแสดงได
ตามรูป 6.5 และรูป 6.9 พบวาแกนหมุนทั้งสามของมอเตอรเม่ือเริ่มทําการทดลองประมาณเวลาวนิาที
ที่ 4 เปนตนไป แกนหมุนจะตัดกันเกือบตลอดเวลา 
 
6.6 สรุปผลการทดลอง 

 
ผลการทดลองการเคล่ือนที่ปลายแขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตามเสนทางคําสัง่ 

จะเห็นวาระบบควบคุมสามารถบังคับใหปลายแขนกลสามารถเคล่ือนเขาสูเสนทางคําส่ังได แตก็ยัง
เกิดความผิดพลาดในการทํางานบางเล็กนอย (ความผิดพลาดประมาณ 10.0 มม.) 

ในการทดลองผูทําการทดลองพบวาสามารถเคล่ือนปลายแขนกลไดอยางไหลลื่น ไมรูสึกการ
เคล่ือนที่ที่ติดขัดแตอยางไร ซึ่งเปนผลที่สอดคลองกับการตรวจสอบการตัดกันของแกนหมุนตาม
สมการ (5.13) 



บทท่ี 7 
 

สรุปผลงานวิจัย 
 

7.1 สรุปงานวิจยั 
 
งานวิจัยที่เกี่ยวกับหุนยนตโคบอทในปจจุบันสวนใหญจะมีความแตกตางกันทางกลไก 

และพื้นที่ใชงาน เชน หุนยนตโคบอทลอเดียว, หุนยนตโคบอทสกูตเตอร, หุนยนตโคบอทสามแกน
หมุน, หุนยนตโคบอทแบบราง และหุนยนตโคบอทปรับรูปเปนตน สําหรับหุนยนตโคบอทแขนกล
สามมิตใินงานวิจัยนี้ก็มีลักษณะทางกายภาพที่แตกตางจากหุนยนตโคบอทขางตน 

หุนยนตโคบอทแขนกลสามมติิถกูออกแบบใหมรีะบบแบบพาสซฟี สามารถทาํงานรวมกบั
มนุษยอยางปลอดภัย ปลายแขนกลเคล่ือนที่ในพื้นที่ใชงานแบบคารทีเชียนเชิงเสน X, Y และ Z 
โดยใชซีวีทีประเภทลอสามชุดมาบังคับแกนหมุนทั้งสาม โรล, ฟตช และยอว (roll, pitch and yaw) 
ของทรงกลม สวนบนของทรงกลมถูกติดตั้งดวยแขนกล 3 ขอตอ ที่ 2 ขอตอแรกจะตรึงติดกับทรง
กลมโดยตรง ขอตอที่ 3 ถูกสงกําลังจากแกนยอวของทรงกลมดวยสายเคเบิล ผูใชกส็ามารถเคล่ือน
ปลายของกลไกแขนกลจากการบังคับทิศทางดวยซีวีที ในชวงแรกผูวิจัยไดปรับปรุงบางสวนของ
หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติดังนี้ 

 
• สายเคเบิลสงกําลังถูกเปล่ียนจากเคเบิลสเตนเลสแบบมีปลอกพลาสติกหุม เปน
เคเบิล สเตนเลสที่ไมมีปลอกหุม ซึ่งมีความทนทานมากกวา 

• ปรับปรุงพู เลชุดเปล่ียนทิศทางสายเคเบิล ทําใหเคเบิลไมเกิดการเสียดสีกันจน
เสียหาย 

• เพิ่มความแข็งแรงใหเพลาแกนกลางดานในของทรงกลม ดวยการข้ึนรูปชุดฐานเพลา 
และเพลาเปนชิ้นเดียวกัน 

  
จลนศาสตรของหุนยนตโคบอทจะแสดงถึง เวกเตอรตําแหนง เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอร

เคอเวเจอร ซึ่งเมื่อผูใชเคล่ือนปลายแขนกล ปริมาณเวกเตอรทั้งสามกจ็ะถกูแปลงไปในแตละปรภิมู ิ
โดยที่ปริภูมิจะถูกแบงลําดับความสัมพันธเชิงกายภาพของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติเปนหา
ปริภูม ิประกอบดวย ปริภูมิตําแหนงปลาย ปริภูมิขอตอ ปริภูมิการเคล่ือนที่ทรงกลม  ปริภูมิการ
จับคู และ ปริภูมิการปรับอัตราทด ในการแปลงปริมาณเวกเตอรทั้งสามจากปริภูมิหนึ่งไปสูอีก
ปริภูมิหนึ่ง โดยปกติจะมีเปาหมายเพื่อหาคาเคอเวเจอรในปริภูมิการจับคู เพื่อนําไปคํานวณหา
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อัตราทดในปริภูมิการปรับอัตราทด แตดวยขอจํากัดบางประการของหุนยนตโคบอทแขนกลสาม
มิติ เมื่อมาวิเคราะหลงรายละเอียดพบวาในหลายชวงของเสนทางคําส่ัง มุมปรับอัตราทดของซีวีที
ทั้งสามอยูในตําแหนงที่ไมทําใหทรงกลมเกิดแกนหมุนชั่วขณะ ทรงกลมจึงไมสามารถหมุนได
ตามปกติ ซึ่งสงผลไปถึงการเคล่ือนที่ของปลายแขนกล งานวิจัยฉบับนี้จึงนําเสนอความสัมพันธ
ระหวางปริภูมิแบบเวกเตอรสัมผัส โดยนําเวกเตอรสัมผัสในปริภูมิสุดทายไปคํานวณหาอัตราทด
ของแตละซีวีที  

ระบบควบคุมที่ใชจึงตองเปล่ียนใหสอดคลองกับจลนศาสตรแบบเวกเตอรสัมผัส โดย
ประยุกตสมการควบคุมหุนยนตโคบอทแบบปกติ ดวยการเปล่ียนเวกเตอรเคอเวเจอรของระบบ
ควบคุมแบบปกติ ใหเปนเวกเตอรสัมผัสควบคุม แลวจึงสงไปคํานวณตอในจลนศาสตร เพื่อใหได
มุมปรับอัตราทด เมื่อนําวิธีควบคุมแบบเวกเตอรสัมผัสไปจําลองการทํางาน ปลายแขนกลที่มี
จุดเริ่มตนอยูหางจากเสนทางคําส่ังก็สามารถที่จะเคล่ือนที่เล้ียวเขาสูเสนทางคําส่ัง และเคล่ือนไป
ตามเสนทางที่ถูกตองได 
 ในการทดลองผูวิจัยพยายามจะใชเสนทางคําส่ังที่มีทิศทางการเคล่ือนที่ครอบคลุม และ
สามารถที่จะใหการเคล่ือนที่มีความตอเนื่องตอบสนองระยะทางการเคล่ือนที่ที่ไมจํากัด ดังนั้น
เสนทางคําส่ังที่เหมาะสมจึงเปนแบบวงกลม โดยผูวิจัยไดเลือกรัศมีของวงกลมขนาด 100.0 มม. 
การทดลองแรกอยูในระนาบ X-Y การทดลองที่สองอยูในระนาบ Y-Z ซึ่งทั้งสองการทดลอง
จุดเริ่มตนของปลายแขนกลจะอยูหางจากเสนทางคําส่ัง ระบบควบคุมถูกกําหนดใหคาเกน
ตําแหนงมีคาเทากับ 0.09 เมื่อผูใชเริ่มทดลองขยับปลายแขน พบวาระบบควบคุมสามารถเล้ียว
ปลายแขนกลเขาสูเสนทางคําส่ังได จากนั้นปลายแขนกลจะเคล่ือนโดยมีความผิดพลาดของ
ตําแหนงอยูในชวง 0 ถึง 20.0 มม. ในการทดลองเคล่ือนปลายแขนกลสามารถเคล่ือนที่ไดเรียบล่ืน 
และตอเนื่อง 

 
7.2 ขอเสนอแนะสาํหรับงานวิจยัในอนาคต 

 
การเพิ่มประสิทธิภาพในการเคล่ือนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติเปนหัวขอ

งานวิจัยที่นาสนใจควรศึกษา และวิจัยเพิ่มเติม อาจจะสามารถทําโดยการปรับปรุงโครงสราง และ
กลไกใหดีข้ึน หรือใชวิธปีรับปรุงระบบควบคุมหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิซึ่งผูวิจัยคิดวาจะทํา
ใหลดความผิดพลาดของการเคล่ือนที่ปลายแขนกล  

การนําหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติไปประยุกตใชในงานตางๆก็เปนส่ิงที่นาศึกษาความ
เปนไปได เชน การติดตั้งเครื่องมือดานการเจาะ หรือกัดไวที่ปลายแขน แลวนําไปข้ึนรูปวัสดุแบบ
งายๆ การติดตั้งดินสอไวปลายแขนเพื่อศึกษาไกดเสนทางเดินแบบตางๆ 
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งานวิจัยในอนาคตอีกดานที่นาสนใจคือ การศึกษา และวิเคราะหพลศาสตรของทุกกลไก
ในหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ

การศึกษาดานแรงเสียดทานระหวางลอและทรงกลม การเพิ่มแรงเสียดทานดานขาง แต
ตองทําใหแรงเสียดทานของการบิดมุมเล้ียวของลอใหนอยลง การศึกษาดานวัสดทุีจ่ะนาํมาทาํเปน
ลอ และทรงกลม งานวิจัยเหลานี้ลวนเปนส่ิงที่นาศึกษา และวิจัยเพิ่มเติม 
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ภาคผนวก ก. 
 

จลนศาสตรแบบไปขางหนา และแบบยอนกลับ 
 

ก.1 จลนศาสตรแบบไปขางหนา (Forward kinematics) 
 
 จลนศาสตรแบบไปขางหนาเราจะหาโดยอาศัยทฤษฏี Denavit-Hartenberg notation ตาม
แบบอยางในหนังสือ “Introduction to Robotics mechanics and control, 2nd” ของ John J. Craig 
ดังนั้นจากในบทที่ผานมาที่ไดกลาวถึงรายละเอียดกลไกของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ ทําใหเรา
สามารถที่กําหนดกรอบใหกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติไดดังแสดงในรูปที ่ก.1 

รูปที่ ก.1 การกาํหนดกรอบการเคล่ือนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิต ิ
 
 เม่ือทําการกําหนดกรอบการเคลื่อนทีต่างๆใหกับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติแลว จากนั้น
จะสามารถกําหนดตัวแปรของขอตอ (Link parameters) ไดดังตารางตอไปนี้ 
 
 
 

1L  

2L  

BX  
BY  BZ  

0 1 2, ,x x x  
0 1,y y  

0 1 2, ,z z y  

2z  

3z  

3x  
3y  

TZ  
TX  

TY  
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ตารางที่ ก.1 ตัวแปรของขอตอของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
i  1−iα  1−ia  id  iθ  
1 0  0  0  1θ  
2 °90  0  0  2θ  
3 0  1L  0  3θ  

 
และจาก 1i

i
− T  หรือ เมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที ่ (Transformations matrix) แบบ

ทั่วไป ของกรอบ i  เทียบกับกรอบ 1i −   ซึ่งก็คือ 
 

 
1

1 1 1 11

1 1 1 1

0

0 0 0 1

i i i

i i i i i i ii
i

i i i i i i i

c s a
s c c c s s d
s s c s c c d

θ θ
θ α θ α α α
θ α θ α α α

−

− − − −−

− − − −

− 
 − − =
 
 
 

T  (ก.1) 

 
เม่ือ cosi icθ θ= , sini isθ θ= , 1 1cosi icα α− −=  และ 1 1sini isα α− −=  
 

จากนั้นจะสามารถหาเมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
ไดโดยนําตัวแปรของขอตอที่ไดกําหนดขึ้นในตารางที่ ก.1 ไปแทนในเมตริกซการแปลงพิกัดการ
เคล่ือนที่แบบทั่วไปสมการ  (ก.1) จะได 
 

 
1 1

1 10
1

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s
s c
θ θ
θ θ

− 
 
 =
 
 
 

T  (ก.2) 

 

 
2 2

1
2

2 2

0 0
0 0 1 0

0 0
0 0 0 1

c s

s c

θ θ

θ θ

− 
 − =
 
 
 

T  (ก.3) 
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3 3 1

3 32
3

0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s L
s c
θ θ
θ θ

− 
 
 =
 
 
 

T  (ก.4) 

 
เราสามารถที่จะหาเมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ของกรอบ 3 เทียบกับกรอบ 0 ไดจาก

สมการ 0 0 1 2
3 1 2 3=T T T T  สามารถที่จะหาไดดังนี้ 

 

 
1 2 1 2 1

1 2 1 2 10 0 1
2 1 2

2 2

0
0

0 0
0 0 0 1

c c c s s
s c s s c
s c

− 
 − − = =
 
 
 

T T T  (ก.5) 

 

 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 1 20 0 2
3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3 1 20
0 0 0 1

c c c c s s c c s c s c s L c c
s c c s s s s c s s s c c L s c

s c c s s s c c L s

− − − 
 − − − − = =
 + − +
 
 

T T T  (ก.6) 

 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 1 1 2

0 1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 1 1 2
3

2 3 2 3 2 3 2 3 1 20
0 0 0 1

c c c s s c c s s c s L c c
s c c s s s c s s c c L s c

s c c s s s c c L s

 − − + 
 − − + − =
 + − +
 
 

T  (ก.7) 

 
เม่ือ cosi ic θ= , sini is θ=  , 1, 2,3i =  
 
สมการ (ก.7) สามารถนาํมาจัดรูปใหมไดดังนี ้
 

 
1 23 1 23 1 1 1 2

1 23 1 23 1 1 1 20
3

23 23 1 20
0 0 0 1

c c c s s L c c
s c s s c L s c
s c L s

− 
 − − =
 
 
 

T  (ก.8) 
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เม่ือ 23 2 3 2 3c c c s s= − , 23 2 3 2 3s c s s c= +  
 

แตที่เราสนใจจะหาจริงๆก็คือ เมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ของทูลกรอบ (Tool 
frame,{ }T ) เทียบกับกรอบฐาน (Base frame,{ }B ) สามารถที่จะหาไดจากสมการ 0 3

0 3
B B
T T=T T T T  

โดยที่ 0
B T , 3

TT  จะหาไดจากการกําหนดกรอบในรูปที ่ก.1 สามารถแสดงไดดังนี้ 
 

 23

1 0 0 0
0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

T

L
 
 − =
 
 
 

T  (ก.9) 

 

 0

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

B

− 
 
 =
 
 
 

T  (ก.10) 

 
จากสมการ (ก.9) และ (ก.10) สามารถที่จะหา B

TT  ไดดังนี้ 
 

 
1 23 1 23 1 1 1 2

1 23 1 23 1 1 1 2 2

23 23 1 2

0 0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

B
T

c c c s s L c c
s c s s c L s c L
s c L s

− −     
     − − −     =
     
     
     

T  (ก.11) 

 

 
23 23 1 2

1 23 1 23 1 1 1 2 2

1 23 1 23 1 1 1 2

0 1 0 0 0
0 1 0
0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

B
T

s c L s
s c s s c L s c L
c c c s s L c c

− − −   
   − − −   =
   −
   
   

T  (ก.12) 

 
เพราะฉะนั้นจะได 
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23 23 2 23 1 2

1 23 1 23 1 2 1 23 1 1 2

1 23 1 23 1 2 1 23 1 1 2

0

0 0 0 1

B
T

s c L c L s
s c s s c L s s L s c
c c c s s L c s L c c

− − − 
 − − + =
 − +
 
 

T  (ก.13) 

 
 จากสมการ (ก.13) ซึ่งก็คือ เมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ของทูลกรอบเทียบกับกรอบ
ฐาน ทําใหไดจลนศาสตรแบบไปขางหนา (Forward kinematics) ดังนี้ 
 

 ( )
( )
( )
( )

2 2 3 1 2

2 1 2 3 1 1 2

2 1 2 3 1 1 2

cos sin
sin sin sin cos
cos sin cos cos

x L L
R y L L

z L L

θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

+ −  
  = = + +  
   + +   

v  (ก.14) 

 
เม่ือ ( )R θ

v  คือ เวกเตอรบอกตําแหนงปลายแขนของหุนยนตเทียบกับกรอบฐาน 
, ,x y z  คือ ตําแหนงที่ปลายแขนของหุนยนตเทียบกับกรอบฐาน 

 1 2,L L  คือ คือขนาดความยาวของกานที่ 1 (Link 1) และกานที่ 2 (Link 2) ตามลําดับ 
 1 2,θ θ  คือ มุมของขอตอที่มีลักษณะแบบขอตอทรงกลม (roll and pitch) 
 3θ  คือ มุมของขอตอที่มีลักษณะแบบขอศอก (elbow joint) 
 
ก.2 จลนศาสตรแบบยอนกลับ (Inverse kinematics) 
 
 สมการจลนศาสตรแบบยอนกลับ (Inverse kinematics) ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
จะสามารถที่จะหาไดโดยการแกสมการจลนศาสตรแบบไปขางหนาในสมการที่ (ก.14) ในอันดับแรก
จะสามารถหา 1θ โดยการนํา y และ z มาหารกันจะได 
 
 1

1
1

sin tan
cos

y
z

θ
θ

θ
= =  (ก.15) 

 
ซึ่งก็คือ 
 
 ( )1 tan 2 ,A y zθ =  (ก.16) 
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นําสมการ x และ y มาจัดรูปใหมจะได 
 
 ( )2 2 3 1 2cos sinL x Lθ θ θ+ = +  (ก.17) 
 
 ( )2 2 3 1 2

1

sin cos
sin

yL Lθ θ θ
θ

+ = −  (ก.18) 

 
จากสมการ (ก.15) จะได 
 
 1 2 2

sin y
z y

θ =
+

 (ก.19) 

จากนัน้นาํสมการ (ก.19) ไปแทนในสมการ (ก.18)  
 
 ( ) 2 2

2 2 3 1 2sin cosL z y Lθ θ θ+ = + −  (ก.20) 
 
นําสมการ (ก.17) และสมการ (ก.20) มายกกําลังสองแลวนํามาบวกกันจะได 
 
 ( ) ( )222 2 2

2 1 2 1 2sin cosL x L z y Lθ θ= + + + −  (ก.21) 
 
ซึ่ง 
 
 ( )2 2 2 2

1 2 1 2 1 2sin 2 sin sinx L x xL Lθ θ θ+ = + +  (ก.22) 
 
 ( ) ( )

2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2cos 2 cos cosz y L z y L z y Lθ θ θ+ − = + − + +  (ก.23) 
 
ทําใหสมการ (ก.21) สามารถจัดใหมไดดังนี้ 
 
 ( )2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 2 1 22 sin 2 cosL L z y x L x L z yθ θ− = + + + − +  (ก.24) 
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นํามาจัดสมการใหมจะได 
 
 ( )2 2 2 2 2 2 2

2 2 1 2
1

1cos sin
2

y z x x y z L L
L

θ θ+ − = + + + −  (ก.25) 

 
นําสมการ (ก.25) มาเขียนใหมใหงายดังนี ้
 
 2 2cos sina b cθ θ+ =  (ก.26) 
 
เม่ือ 2 2a y z= + , b x= − , ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

c x y z L L
L

= + + + −  

เราสามารถแปลง 2cosθ , 2sinθ  ใหอยูในรูปของ 2tan
2

θ  ไดจาก 
 
 tan

2
u θ

=  (ก.27) 
 

 
2

2 2

1 2cos ,sin
1 1

u u
u u

θ θ−= =
+ +

 (ก.28) 
 
จะได 
 
 ( ) ( ) ( )2 21 2 1a u b u c u− + = +  (ก.29) 
 
 ( ) ( ) ( )2 22a au bu c cu− + = +  (ก.30) 
 
 2 2 2a c cu au bu= + + −  (ก.31) 
 
 ( ) ( )2 2 0a c u bu c a+ − + − =  (ก.32) 
 

 ( )
( )

2 ( )b b a c c a
u

a c
± − + −

=
+

 (ก.33) 
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 ( )
( )

2 2 2b b c a
u

a c

± − −
=

+
 (ก.34) 

 

 
2 2 2

2tan
2

b a b c
a c

θ ± + −=
+

 (ก.35) 
 
ดังนั้นจะได 
 
 ( )2 2 2

2 2 tan 2 ,A b a b c a cθ = ⋅ ± + − +  (ก.36) 
 
เม่ือ 2 2a y z= + , b x= − , ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

c x y z L L
L

= + + + −  

จากสมการ (ก.17) และสมการ (ก.20) สามารถที่จะนํามาเขียนใหมไดดังนี ้
 
 ( )2 2 3 1 2cos sinx L Lθ θ θ= + −  (ก.37) 
 
 ( )2 2

2 2 3 1 2sin cosz y L Lθ θ θ+ = + +  (ก.38) 
 
นําสมการ (ก.37) และสมการ (ก.38) มายกกําลังสองแลวนํามาบวกกันจะได 
 
 ( )( ) ( )( )2 22 2 2

2 2 3 1 2 2 2 3 1 2cos sin sin cosx y z L L L Lθ θ θ θ θ θ+ + = + − + + +  (ก.39) 
 

 ( )( ) ( )
( )

2 2 2
2 2 3 1 2 1 2 1 2 2 2 3

2 2
2 2 3

cos sin sin 2 sin cos

                                                cos

L L L L L

L

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ

+ − = − +

+ +
 (ก.40) 

 

 ( )( ) ( )
( )

2 2 2
2 2 3 1 2 1 2 1 2 2 2 3

2 2
2 2 3

sin cos cos 2 cos sin

                                                sin

L L L L L

L

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ

+ + = + +

+ +
 (ก.41) 
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 ( ) ( )( )2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 2 3 2 2 32 cos sin sin cosx y z L L L L θ θ θ θ θ θ+ + = + + + − +  (ก.42) 

 
และจาก ( )sin sin cos cos sinA B A B A B− = −  จะได 
 
 2 2 2 2 2

1 2 1 2 32 sinx y z L L L L θ+ + = + +  (ก.43) 
 
เม่ือ 2

2sin
1

u
u

θ =
+

, tan
2

u θ
=  จะได 

 
 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2

22
1

ux y z L L L L
u

+ + = + +
+

 (ก.44) 
 
 ( )( )2 2 2 2 2 2

1 2 1 21 4x y z L L u L L u+ + − − + =  (ก.45) 
 
 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 24 0x y z L L u L L u x y z L L+ + − − − + + + − − =  (ก.46) 
 
เพราะฉะนั้น 
 

 ( ) ( )
( )

22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2
1 2

4 4 4

2

L L L L x y z L L
u

x y z L L

± − + + − −
=

+ + − −
 (ก.47) 

 

 ( )
( )

22 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 23

2 2 2 2 2
1 2

2 4
tan

2

L L L L x y z L L
u

x y z L L
θ ± − + + − −

= =
+ + − −

 (ก.48) 

 

 
( )

( )

22 2 2 2 2 2
2 2 1 22

13

2 2 2 2 2
1 2

1

1
4

tan 12
2

L L x y z L L
L

x y z L L
L

θ
± − + + − −

=
+ + − −

 (ก.49) 

 
ดังนั้นจะได 
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 ( )2 2

3 2 22 tan 2 ,A L L d dθ = ⋅ ± −  (ก.50) 
 
เม่ือ ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

d x y z L L
L

= + + − −  

 
 ดังนั้นจากสมการ (ก.16) สมการ (ก.36) และสมการ (ก.50) ทําใหไดสมการจลนศาสตรแบบ
ยอนกลับ (Inverse kinematics) ดังนี้ 
 

 ( )
( )

( )
( )

1
2 2 2

2

3 2 2
2 2

tan 2 ,

2 tan 2 ,

2 tan 2 ,

J

A y z

R r A b a b c a c

A L L d d

θ
θ
θ

 
     = = ⋅ ± + − +        ⋅ ± −  

v  (ก.51) 

 
เม่ือ ( )JR r

v  คือ เวกเตอรบนสเปซของขอตอ (Joint space)  
2 2a y z= + , b x= − , ( )2 2 2 2 2

1 2
1

1
2

c x y z L L
L

= + + + − , 

( )2 2 2 2 2
1 2

1

1
2

d x y z L L
L

= + + − −  
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ภาคผนวก ข. 
 

เมตรกิซจาโคเบียน และเมตรกิซเฮลสเซี่ยนของปริภูมิขอตอ 
 
ข.1 เมตริกซจาโคเบียน 
 

จากสมการการหาเวกเตอรเวกเตอรสัมผัสในปริภูมิขอตอ ( ĴT ) ดังสมการ 
 

 ˆ J J
J

J J

dR L dR dsT
ds R ds ds

∂
= =

∂

v v
v  (ข.1) 

 
ซึ่งเทอม JL R∂ ∂

v  คือจาโคเบียนเมตริกซ จะสามารถแสดงโดยใชสัญลักษณ J  ทําให
สามารถเขียน ĴT  ไดใหมดังนี ้
 

 ˆˆ
ˆJ

TT
T

=
J
J

 (ข.2) 

 
เม่ือ 
 

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z

x y z

x y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

J  (ข.3) 

 

และจาก 1
2 2 2 2

1tan
1

u vu uv vu uv
v v u vu

v

−

 
 ′ ′ ′ ′ ′  − −    = =      +      +  

  

 จะได 
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 1 0
x
θ∂

=
∂

 (ข.4) 
 
 1

2 2 2

z z
y y z a
θ∂

= =
∂ +

 (ข.5) 

 
 1

2 2 2

y y
z y z a
θ∂ − −

= =
∂ +

 (ข.6) 

 
จาก 1

2

1cos
1

u u
u

− −′ ′  =  −
 จะได 

 

 2
2 2 22

1

1

c rr c ax x
x r x ac

r

θ
∂ ∂ − ∂ −  ∂ ∂= −   ∂ +   −    

 (ข.7) 

 
1

c x
x L

∂
=

∂
 (ข.8) 

 
 ( )

2 2 2

1 2
2

r xx
x rx y z

∂
= =

∂ + +
 (ข.9) 

 
นําสมการ (ข.8) และ (ข.9) ไปแทนในสมการ (ข.7) จะได 
 

 2 1
2 22 2

2

1
rx cx

L r a
x r rr c

r

θ
 

 − ∂ −    = −    ∂  −  
  

 

 (ข.10) 

 

 
2

1
3 22 2

1

xr L xcr a
L r rr c
−−= ⋅ −

−
 (ข.11) 

 

 
2

2 1
22 2 2

1

L xc xr a
x rL r r c
θ∂ −

= −
∂ −

 (ข.12) 
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สามารถหา 2

y
θ∂
∂

 ไดโดย 

 

 2
2 2 22 2

c r ar c x
r y y y

y r x ar c
θ

∂ ∂ ∂   − −    ∂ − ∂ ∂ ∂   = ⋅ − ∂ +   −        

 (ข.13) 

 
 

1

c y
y L

∂
=

∂
 (ข.14) 

 
 ( )

2 2 2

1 2
2

r yy
y rx y z

∂
= =

∂ + +
 (ข.15) 

 
 ( )

2 2

1 2
2

a yy
y ay z

∂
= =

∂ +
 (ข.16) 

 
นําสมการ (ข.14), (ข.15) และ (ข.16) แทนลงในสมการ (ข.13) จะได 
 

 2 1
2 22 2

ry cy xy
L rr a

y r rr c
θ

   −   ∂ −   = +
∂  −

 
 

 (ข.17) 

 

 

2
1

1
2 22 2

yr L yc
L rr xy
r arr c

 −
 −  = +
 −
 
 

 (ข.18) 

 

 
2

1
3 22 2

1

yr L ycr xy
L r arr c

 −−
= + 

−  
 (ข.19) 
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2

2 1
22 2 2

1

L yc yr xy
y arL r r c
θ∂ −

= +
∂ −

 (ข.20) 

 
สามารถหา 2

z
θ∂
∂

 ไดโดย 
 

 2
2 2 22 2

c r ar c xr z z z
z r x ar c

θ
∂ ∂ ∂   − −    ∂ − ∂ ∂ ∂= ⋅ −    ∂ +−     

   

 (ข.21) 

 
 

1

,  ,  c z r z a z
z L z r z a

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
 (ข.22) 

 
นําสมการ (ข.22) ไปแทนในสมการ (ข.21) จะได 
 

 2 1
2 22 2

zr zc xz
L rr a

z r rr c
θ

   −   ∂ −   = ⋅ +
∂  −

  

 (ข.23) 

 

 
2

1
3 22 2

1

zr L zcr xz
L r arr c

   −−  = ⋅ +     
 −   

 (ข.24) 

 

 
2

2 1
22 2 2

1

L zc zr xz
z arL r r c

θ∂ −
= +

∂ −
 (ข.25) 

 
จาก ( )1

2

1sin
1

u u
u

− ′ ′=
−

 จะได 

 

 3
2

2

2

1

1

d
x x Ld

L

θ  ∂ ∂
= ⋅  ∂ ∂   

−  
 

 (ข.26) 
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2 1 2

d x
x L L L

 ∂ = ∂  
 (ข.27) 

 

 3
2 2

1 22
2

2

1 x
x L LL d

L

θ

 
 

 ∂  =   ∂ −   
  

 (ข.28) 

 

 2
2 2

1 22

L x
L LL d

   
 = ⋅  −   

 (ข.29) 

 
 3

2 2
1 2

x
x L L d
θ∂

=
∂ −

 (ข.30) 

 
สามารถหา 3

y
θ∂
∂

 ไดโดย 

 

 3 2
2 2

22

L d
y y LL d
θ  ∂ ∂= ⋅  ∂ ∂−  

 (ข.31) 

 

 
2 1 2

d y
y L L L

 ∂ = ∂  
 (ข.32) 

 
 3

2 2
1 2

y
y L L d
θ∂

=
∂ −

 (ข.33) 

 
สามารถหา 3

z
θ∂
∂

 ไดโดย 
 

 3 2
2 2

22

L d
z z LL d
θ  ∂ ∂= ⋅  ∂ ∂−  

 (ข.34) 
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2 1 2

d z
z L L L

 ∂ = ∂  
 (ข.35) 

 
 3

2 2
1 2

z
z L L d
θ∂

=
∂ −

 (ข.36) 

 
 
 
 
 
ข.2 เมตริกซเฮลสเซ่ียน 
 

 ในการเปลี่ยนรูปเปนเวกเตอรเคอเวเจอรของสมการ ˆˆ J
J J

J

dTk N
ds

=  สามารถหาไดจาก

ความสัมพันธของเวกเตอร 
 

 XA
X

=
vv
v  (ข.37) 

 
แลวคาอนุพันธของเวกเตอรนี้คือ 
 

 [ ]T XA AA X
′

′ = −I
vv v v v  (ข.38) 

 
เม่ือ A

v  , X
v  เปนเวกเตอรใดๆ และ A′

v , X ′
v จะเปนอนุพันธของเวกเตอรนั้นๆ ดังนั้นจากสมการ (ข.38) 

สมการ (ข.37) และ สมการ (ข.2) จะได 
 

 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

T
J J T

J J

T T
k N T T kN

RT

 − ∂  = + ∂ 

I J J
J

v  (ข.39) 
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เทรมของ 
R

∂
∂

Jv  ก็คือเทอมเมตริกซเฮลสเซี่ยน (Hessians, JH  ) ในหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติเทอม
ของเมตริกซเฮลสเซี่ยนจะมี 3 ชุด สามารถแสดงไดดังนี้ 
 

 

2 2 2
1 1 1

2

2 2 2
1 1 1

1 2

2 2 2
1 1 1

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  (ข.40) 

 

 

2 2 2
2 2 2

2

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2 2
2 2 2

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  (ข.41) 

 

 

2 2 2
3 3 3

2

2 2 2
3 3 3

3 2

2 2 2
3 3 3

2

J

x x y x z

y x y y z

z x z y z

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

H  (ข.42) 

 
จากสมการ (ข.40) จะได 
 

 
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
2 0

x x y y x x z z x
θ θ θ θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (ข.43) 

 

 

2

2
1

2 2 4 4

2
az
yz yz

y y a a a
θ

 ∂− ∂∂ ∂ −   = = = ∂ ∂  
 (ข.44) 
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2

2
2 2 2 2 2 2

1 1
2 4 4 4

2
aa zz a z y zz

y z z y z a a a a
θ θ

∂−∂ ∂ ∂ − −  ∂= = = = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 (ข.45) 

 

 

2

2
1

2 2 4 4

2
ay
zy yz

z z a a a
θ

 ∂
 ∂∂ ∂ −   = = = ∂ ∂  

 (ข.46) 

 
สมการ (ข.41) จะสามารถหาสมาชิกไดโดย 

เม่ือ 
2

2 1
22 2 2

1

L xc xr a
x rL r r c
θ∂ −

= −
∂ −

 และจาก 2

u vu uv
v v

′ ′ ′−  = 
 

 จะแสดงการหาไดดังนี้ 

 

 ( )
2

2 2
1 1 1

c rL xc xr L c L x r x
x x x

∂ ∂ ∂
− = + − −

∂ ∂ ∂
 (ข.47) 

 

 2 2
1 1

1

2xL c L x r x
L

 
= + − − 

 
 (ข.48) 

 
 ( )2 2 2

1 1L xc xr L c x r
x

∂
− = − −

∂
 (ข.49) 

 

 ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

rL r r c L r c L r r c
x x x

∂ ∂ ∂− = − + −
∂ ∂ ∂

 (ข.50) 
 

 ( )
2

2 2 2 21
1 2 2

2
2

L rL x r c r c
xr c

∂= − + −
∂−

 (ข.51) 

 

 
2

2 2 1
1 2 2

1

2 2 2
2

L r xL x r c x c
Lr c

  
= − + −   −   

 (ข.52) 

 

 
2

2 2 1
1 2 2

1

2 1L xr cL x r c
Lr c

 
= − + − 

−  
 (ข.53) 
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 ( ) ( )2 2 2
1 1

2 2

2L x r c xr L c

r c

− + −
=

−
 (ข.54) 

 

 ( )
2 2 2

2 2 2 1 1
1 2 2

3 2L xr L xc xr cL r r c
x r c

− −∂ − =
∂ −

 (ข.55) 

 

 ( )
2

2
1 1

c rL xc xr L x x xy
y y y

∂ ∂ ∂− = − = −
∂ ∂ ∂

 (ข.56) 

 

 ( )
2

2
1 1

c rL xc xr L x x xz
z z z

∂ ∂ ∂
− = − = −

∂ ∂ ∂
 (ข.57) 

 

 ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 21
1 1 2 2

2
2

L rL r r c L y r c r c
y yr c

∂ ∂− = − + −
∂ ∂−

 (ข.58) 

 

 
2

2 2 1
1 2 2

1

22 2
2

L r cyL y r c y
Lr c

 
= − + − 

−  
 (ข.59) 

 

 ( )
2 2 2

2 2 2 1 1
1 2 2

3 2L yr L yc yr cL r r c
y r c

− −∂ − =
∂ −

 (ข.60) 

 

 ( )
2 2 2

2 2 2 1 1
1 2 2

3 2L zr L zc zr cL r r c
z r c

− −∂ − =
∂ −

 (ข.61) 

 

จากสมการ 
2

2 1
22 2 2

1

L yc yr xy
y arL r r c
θ∂ −

= +
∂ −

 จะได 

 

 ( )
2

2 2
1 1 1

c rL yc yr L c L y r y
y y y

∂ ∂ ∂− = + − −
∂ ∂ ∂

 (ข.62) 

 
 2 2 2

1 2L c y r y= + − −  (ข.63) 
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 ( )2 2 2

1 1L yc yr L c y r
y

∂
− = − −

∂
 (ข.64) 

 

 ( )
2

2
1 1

c rL yc yr L y y yz
z z z

∂ ∂ ∂− = − = −
∂ ∂ ∂

 (ข.65) 
 

 ( )
2 2

2 2 2a r yrar r a ya
y y y a

∂ ∂ ∂= + = +
∂ ∂ ∂

 (ข.66) 

 

 ( )
2 2

2 2 2a r zrar r a za
z z z a

∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂
 (ข.67) 

 

จากสมการ 
2

2 1
22 2 2

1

L zc zr xz
z arL r r c

θ∂ −
= +

∂ −
 จะได 

 

 ( )
2

2 2 2 2
1 1 1 1

c rL zc zr L c L z r z L c z r
z z z

∂ ∂ ∂− = + − − = − −
∂ ∂ ∂

 (ข.68) 
 
สมการ (ข.42) จะสามารถหาสมาชิกไดโดย 
เม่ือ 3

2 2
1 2

x
x L L d
θ∂

=
∂ −

 จะแสดงการหาไดโดย 

 

 ( ) ( )2
2 2 1

1 2 2 2
22

dLL L d
x xL d

∂ −∂ − =
∂ ∂−

 (ข.69) 

 
 1

2 2
12

2
2

L d x
LL d

−
= ⋅

−
 (ข.70) 

 
 ( )2 2

1 2 2 2
2

xdL L d
x L d

∂ −
− =

∂ −
 (ข.71) 
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 ( )2 2 1
1 2 2 2 2 2

12 2

L d y ydL L d
y LL d L d

−∂ −
− = ⋅ =

∂ − −
 (ข.72) 

 
 ( )2 2 1

1 2 2 2 2 2
12 2

L d z zdL L d
z LL d L d

−∂ −
− = ⋅ =

∂ − −
 (ข.73) 

 

และจาก 2

u vu uv
v v

′ ′ ′−  = 
 

 จะได 

 

 ( )

2
2 2

1 2 2 22
23

2 2 2 2
1 2

x dL L d
L d

x L L d
θ

− +
−∂

=
∂ −

 (ข.74) 

 

 ( )
( )

2 2 2
1 2

3
2 2 2 2

1 2

L L d x d

L L d

− +
=

−
 (ข.75) 

 

 
( )

( )
2 22 2

23 3
2 2 22 2

1 21 2

ydx
L dx

x y y x y L L dL L d
θ θ

 − −
   −∂ ∂ ∂   = = =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −− 
 (ข.76) 

 
 

( )
3

2 2 2 2
1 2

xyd

L L d
=

−
 (ข.77) 

 

 
( )

( )
2 22 2

23 3
2 2 22 2

1 21 2

zdx
L dx

x z z x z L L dL L d
θ θ

 − −
   −∂ ∂ ∂   = = =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −− 
 (ข.78) 

 
 

( )
3

2 2 2 2
1 2

xzd

L L d
=

−
 (ข.79) 
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( )

( )

2 2
1 2 2 22

23
2 2 2 22 2

1 21 2

ydL L d y
L dy

y y L L dL L d
θ

 − − −
   −∂ ∂   = =

 ∂ ∂ −− 
 (ข.80) 

 

 ( )
( )

2 2 2
1 2

3
2 2 2 2

1 2

L L d y d

L L d

− +
=

−
 (ข.81) 

 

 
( )

( )
2 22 2

23 3
2 2 22 2

1 21 2

zdy
L dy

y z z y z L L dL L d
θ θ

 − −
   −∂ ∂ ∂   = = =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −− 
 (ข.82) 

 
 

( )
3

2 2 2 2
1 2

yzd

L L d
=

−
 (ข.83) 

 

 
( )

( )

2 2
1 2 2 22

23
2 2 2 22 2

1 21 2

zdL L d z
L dz

z z L L dL L d
θ

 − − −
   −∂ ∂   = =

 ∂ ∂ −− 
 (ข.84) 

 

 ( )
( )

2 2 2
1 2

3
2 2 2 2

1 2

L L d z d

L L d

− +
=

−
 (ข.85) 
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ภาคผนวก ค. 
 

สมการการการเคล่ือนท่ีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ 
  

สมการการเคล่ือนที่ (Equation of motion) ของกลไกทั่วๆ ไป สามารถหาไดโดยอาศัยกฎขอที่
สองของนิวตัน หรือในกลไกที่ซับซอนจะนิยมหาโดยวิธีพลังงานตามสมการลากรานจ (Lagrangian 
Formulation) ดังนั้นสมการการเคล่ือนที่สําหรับหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติก็จะหาโดยวิธีการนี้ 
 
ค.1 สมการลากรานจ 
 ฟงกชันของลากรานจ (Lagrangian function: L ) ถูกนิยามจากความแตกตางระหวาง
พลังงานจลน ( K ) และพลังงานศักย (U ) ของทั้งระบบกลไกดังนี้ 
 
 L K U= −  (ค.1) 
 
 สมการการเคล่ือนทีรู่ปแบบหนึ่งสามารถแสดงไดในเทอมของสมการลากรานจ (Goldstein, 
1980) ซึ่งก็คือ 
 

 i
i i

d L L Q
dt q q

∂ ∂  − = ∂ ∂ &
,       1,2,...,i n=  (ค.2) 

 
เม่ือ  iq  คือตัวแปรพิกัดวางนยัทัว่ไป (Generalized coordinate) 
 Q  คือแรงภายนอกที่กระทาํตอระบบ (Generalized force) 
 ตัวหอย i  คือตําแหนงของพิกดัวางนัยทัว่ไป 
 
 จากลักษณะกลไกแขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะมีพิกัดวางนัยทั่วไป 3 ตัวแปร
ซึ่งก็คือ มุมทั้งสามขอตอของแขนกล ( 1 2 3: , ,JR θ θ θ

v ) 
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ค.2 พลังงานจลน 
 พลังงานจลนรวมของกานตอ i (Link i ) เปนผลรวมของพลังงานจลนที่เกิดจากความเร็วเชิง
เสน และที่เกิดจากความเร็วเชิงมุมที่จุดศูนยกลางมวลของกานตอ i ดังนี้ 
 
 1 1

2 2
T T

i ci i ci i i iK v m v ω ω= + Iv vv v  (ค.3) 
 
เม่ือ civv  คือเวกเตอรความเร็วเชิงเสนที่จุดศูนยกลางมวลของกานตอ i  
 im  คือมวลของกานตอ i  
 iωv  คือเวกเตอรความเร็วเชิงมุมของกานตอ i  
 iI  คือเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของกานตอ iบนกรอบอางอิงฐาน 
 
 ความเร็วเชิงเสน และความเร็วเชิงมุมที่จุดศูนยกลางมวลของแตละกานตอของหุนยนต มี
ความสัมพันธกับความเร็วของแตละขอตอของหุนยนต ตามทฤษฏีของการเคลื่อนที่แบบชั่วขณะของ
สกรู (Theory of instantaneous screw motion) ในรูปแบบของสมการเมตริกซ 
 
 ci li JR θ= J

vv &&  (ค.4) 
 
เม่ือ  

ci
ci

i

v
R

ω
 

=  
 

vv& v , vi
li

iω

 
=  

 

J
J

J
 และ 

1

2

3

J

θ
θ θ

θ

 
 =  
  

&
v& &

&
 

 
liJ  คือเมตริกซที่ใชเพ่ือแปลงความเร็วขอตอเปนความเร็วเชิงเสนและความเร็วเชิงมุมของจุด

ศูนยกลางมวลในแตละกานตอ มี viJ และ iωJ เปนเมตริกซสวนประกอบยอย ซึ่ง liJ ถูกเรียกวาเมตริกซ
จาโคเบียนของกานตอ (Link Jacobian matrix) และในทํานองเดียวกัน viJ และ iωJ เรียกวาเมตริกซ
สวนประกอบยอยจาโคเบียนของกานตอ (Link Jacobian submatrices) 
 เม่ือกําหนดให j

viJ และ j
iωJ คือเวกเตอรหลักที่ j ของ viJ และ iωJ ตามลําดับ ดังนั้นจากทฤษฏี

ของการเคล่ือนที่แบบชั่วขณะของสกรกูับขอตอแบบหมุนก็จะได 
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 ˆj j

vi j ciz p∗= ×J v ,    j i≤  (ค.5) 
 
 ˆj

i jzω =J ,    j i≤  (ค.6) 
 
เม่ือ  j

cip∗v  คือเวกเตอรทีอ่างอิงบนกรอบอางองิฐาน และชีจ้ากจุดศูนยกลางของขอตอ j   (Origin 
of Joint j ) ไปสูจุดศูนยกลางมวลของกานตอ i  
 ˆ jz  คือเวกเตอรขนาดหนึ่งหนวยอางอิงกบักรอบอางองิฐาน ชีใ้นทิศทางเดยีวกับแกนหมุนของ
ขอตอ j    
 
 ดังนั้นจะเห็นไดวา viJ และ iωJ เปนเมตริกซที่เปล่ียนแปลงตามรูปรางของระบบกลไก เมตริกซ 

viJ และ iωJ สามารถเขียนไดดังสมการ 
 
 1 2, ,..., , , ,...,j

vi vi vi vi =  J J J J 0 0 0  (ค.7) 
 
 1 2, ,..., , , ,...,j

i i i iω ω ω ω =  J J J J 0 0 0  (ค.8) 
 
 กลับมาพิจารณาที่พลังงานจลน สําหรับกรณีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิตใินกานตอแรก
จะมีพลังงานจลนเปนไปตามสมการ 
 
 1 1 1 1 1 1 1

1 1
2 2

T T
c cK v m v ω ω= + Iv vv v  (ค.9) 

 
และพลังงานจลนของกานตอที่สอง ซึ่งขอตอของกานตอนีจ้ะมีการตอชดุสงผานกาํลงัดวยสาย

เคเบิลกับทรงกลม โดยมีอัตราทด ρ  ดังนั้นสมการพลังงานจลนของขอตอที่สองจะเปนดังนี้ 
 
 2 2 2 2 2 2 2 3 3

1 1 1
2 2 2

T T T
c c Bj B BjK v m v ω ω ω ω= + +I Iv v v vv v  (ค.10) 

 
เม่ือ  BI  คือเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของทรงกลม 
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 3Bjωv  คือเวกเตอรความเร็วเชิงมุมที่ขอตอที่ 3 สงผานชุดสงผานกําลังมาที่ทรงกลม 
 
 พิจารณาชิ้นสวนที่ เคล่ือนไหวทั้งหมดของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติ จะพบวามี
สวนประกอบที่ทําใหเกิดพลังงานจลนทั้งหมดสามระบบ ระบบแรกคือสวนของแขนกลทั้งสองกานตอ
และการหมุนของทรงกลมมีพลังงานจลนดังสมการ (ค.9) และ (ค.10) ระบบที่สองคือการเคล่ือนที่ของ
ชุดซีวีทีทั้งสาม ซึ่งมีมวลนอยมากเม่ือเทียบกับมวลของแขนกลจึงทําการละทิ้งพลังงานจลนในระบบนี ้
ระบบที่สามคือกลไกของชุดจับยึด (CMS Joint) ซึ่งในที่นี้ก็จะถือวามีมวลนอยมากเม่ือเทียบกับมวล
ของแขนกลเชนกัน ดังนัน้สมการพลังจลนทัง้หมดของระบบจะเปนไปตามผลรวมของพลังงานจลนของ
ทั้งสองกานตอตามสมการ (ค.9) และ (ค.10)  

สมการพลังงานสามารถจัดรูปแบบใหเปนฟงกชันของความเร็วเชิงมุมของขอตอทั้งสาม โดย
นําสมการ (ค.4) ไปแทนคาในสมการ (ค.9) และ (ค.10) จะได 
 
 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1
2

T T T T T T
J v v v v C B C JK m mω ω ω ωθ θ = + + + + J J J I J J J J I J J I J

v v& &  (ค.11) 
 
เม่ือ CJ  คือเมตรกิซจาโคเบียนตามความสัมพันธ 3Bj C Jω θ= J

vv &  ซึ่งเมตรกิซ CJ  มีคาตามระบบ
การสงกาํลังของพูเลที่มีอตัราทดเทากับ ρ  ดังนั้นจะได 
 

0 0 0
0 0 0
0 0

C

ρ

 
 =  
  

J  

 
และเมตรกิซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของทรงกลม BI คือ 
 

0 0
0 0
0 0

bx

B by

by

I
I

I

 
 =  
  

I  

 
 เทอมในวงเล็บของสมการ (ค.11) โดยทั่วไปจะถูกนิยามวาคือ เมตริกซความเฉ่ือยของทั้ง
ระบบ (Manipulator inertia matrix: M ) 
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เมตริกซสวนประกอบยอยจาโคเบียนของแตละกานตอสามารถหาไดตามสมการ (ค.5) ถงึ (ค.
6) และจากเมตริกซการแปลงพิกัดการเคล่ือนที่ (Transformation matrix) ในภาคผนวกจะได 
 

 
1 2

1 2
1 1 1 1 2

1 1 2

c c

a s
p p a s c

a c c

∗ ∗

− 
 = =  
  

v v  (ค.12) 

 

 
2 23

3
2 2 1 23

2 1 23

c

a c
p a s s

a c s

∗

 
 =  
  

v  (ค.13) 

 

 
2 23 1 2

1 2
2 2 2 1 23 1 1 2

2 1 23 1 1 2

c c

a c L s
p p a s s L s c

a c s L c c

∗ ∗

− 
 = = + 
 + 

v v  (ค.14) 

 
และเวกเตอร ˆ jz  คือ 
 

 1

1
ˆ 0

0
z

− 
 =  
  

 (ค.15) 

 

 2 3 1

1

0
ˆ ˆz z c

s

 
 = = − 
  

 (ค.16) 

 
เม่ือ  1L  คือความยาวของกานตอที่ 1 
 2L  คือความยาวของกานตอที่ 2 

1a  คือระยะจากขอตอที่ 2 ถึงจุดศูนยกลางมวลของกานตอที ่1 
2a  คือระยะจากขอตอที ่3 ถึงจดุศูนยกลางมวลของกานตอที ่2 

 1 1sins θ= , 1 1cosc θ= , 2 2sins θ= , 2 2cosc θ= , ( )23 2 3sins θ θ= + , 
( )23 2 3cosc θ θ= +  
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จะได 
 

 
1 2 1 2

1 1
1 1 1 1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2

1 0 0 0
ˆ 0 0 0 1

0 0 1 0
v c

a s a s
z p a s c a s c

a c c a c c

∗

− − −       
       = × = × =       
       −      

J v  (ค.17) 

 

 1 1 2

1 1 2

0
a c c
a s c

 
 =  
 − 

 (ค.18) 

 

 
1 1 1 2

2 2
1 2 1 1 1 1 2

1 1 1 2

0
ˆ 0 0

0 0
v c

s c a s
z p s a s c

c a c c

∗

− − −   
   = × =    
      

J v  (ค.19) 

 

 
1 2

1 1 2

1 1 2

a c
a s s
a c s

− 
 = − 
 − 

 (ค.20) 

 

 
2 23 1 2

1 1
2 1 2 2 1 23 1 1 2

2 1 23 1 1 2

0 0 0
ˆ 0 0 1

0 1 0
v c

a c L s
z p a s s L s c

a c s L c c

∗

−   
   = × = +   
   − +   

J v  (ค.21) 

 

 2 1 23 1 1 2

2 1 23 1 1 2

0
a c s L c c
a s s L s c

 
 = + 
 − − 

 (ค.22) 

 

 
1 1 2 23 1 2

2 2
2 2 2 1 2 1 23 1 1 2

1 2 1 23 1 1 2

0
ˆ 0 0

0 0
v c

s c a c L s
z p s a s s L s c

c a c s L c c

∗

− − −   
   = × = +   
   +   

J v  (ค.23) 
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2 23 1 2

2 1 23 1 1 2

2 1 23 1 1 2

a s L c
a s c L s s
a c c L c s

− − 
 = − 
 − 

 (ค.24) 

 

 
1 1 2 23

3 3
2 3 2 1 2 1 23

1 2 1 23

0
ˆ 0 0

0 0
v c

s c a c
z p s a s s

c a c s

∗

− −   
   = × =    
      

J v  (ค.25) 

 

 
2 23

2 1 23

2 1 23

a s
a s c
a c c

− 
 =  
  

 (ค.26) 

 
 จากสมการ (ค.17) ถึง (ค.26) นําไปแทนคาในสมการ (ค.7) จะได 

 

 
1 2

1 1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2

0 0
0
0

v

a c
a c c a s s
a s c a c s

− 
 = − 
 − − 

J  (ค.27) 

 
และ 

 

 
2 23 1 2 2 23

2 2 1 23 1 1 2 2 1 23 1 1 2 2 1 23

2 1 23 1 1 2 2 1 23 1 1 2 2 1 23

0

v

a s L c a s
a c s L c c a s c L s s a s c
a s s L s c a c c L c s a c c

− − − 
 = + − 
 − − − 

J  (ค.28) 

 
 จากสมการ (ค.15) และสมการ (ค.16) นาํไปแทนคาในสมการ (ค.8) จะได 

 

 1 1

1

1 0 0
0 0
0 0

c
s

ω

− 
 = − 
  

J  (ค.29) 
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 2 1 1

1 1

1 0 0
0
0

c c
s s

ω

− 
 = − − 
  

J  (ค.30) 

 
 กําหนดใหเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลบนแกนหลัก (Principal 
inertia: PiI ) ของแตละกานตอ ( 1PI , 2PI ) คือ  

 

 
1

1 1

1

0 0
0 0
0 0

x

P y

z

I
I

I

 
 =  
  

I  (ค.31) 

 

 
2

2 2

2

0 0
0 0
0 0

x

P y

z

I
I

I

 
 =  
  

I  (ค.32) 

 
เม่ือ , ,xi yi ziI I I  คือความเฉ่ือยของโมเมนตจุดศูนยกลางมวลของกานตอ i  ที่หมุนรอบแกนของ
กานตอ , ,x y z  ตามลําดับ, 1, 2i =  
 
 แตเนื่องจากในสมการ (ค.11) เปนการพิจารณาพลังงานจลน ณ จุดศูนยกลางมวลอางอิงอยู
บนกรอบอางอิงฐาน ดังนั้นเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของแตละกานตอ 1 บน
กรอบอางอิงฐานจะหาไดจาก 

 
 ( )1 1 1 1

TB B
l P l=I RI R  (ค.33) 

 
เม่ือ 1

B
l R  คือเมตริกซการหมุน (Rotation matrix) ของกรอบที่ตรึงกับกานตอ 1 อางอิงกับกรอบ

อางอิงฐาน 
 

 
2 2

1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1

0
B
l

s c
s c s s c
c c c s s

− − 
 = − − 
 − 

R  (ค.34) 
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และจากสมการ (ค.33) และสมการ (ค.34) จะได 
 

 
( ) ( )

( )
( )

2 2
1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

x y y x y x

y x x y z x y z

y x x y z x y z

I s I c I I s s c I I c s c

I I s s c I s c I s s I c I s c c I s c s I s c

I I c s c I s c c I s c s I s c I c c I c s I s

 + − −
 

= − + + + − 
 − + − + +  

I  

  (ค.35) 
 
และเมตริกซความเฉ่ือยของโมเมนตที่จุดศูนยกลางมวลของแตละกานตอ 2 อางอิงอยูบนกรอบอางอิง
ฐานสามารถหาไดจาก 

 
 ( )2 2 2 2

TB B
l P l=I RI R  (ค.36) 

 
เม่ือ 2

B
l R  คือเมตริกซการหมุน (Rotation matrix) ของกรอบที่ตรึงกับกานตอ 2 อางอิงกับกรอบ

อางอิงฐาน 
 

 
23 23

2 1 23 1 23 1

1 23 1 23 1

0
B

l

s c
s c s s c
c c c s s

− − 
 = − − 
 − 

R  (ค.37) 

 
และจากสมการ (ค.36) และสมการ (ค.37) จะได 

 

 
( ) ( )

( )
( )

2 2
2 23 2 23 2 2 1 23 23 2 2 1 23 23

2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 23 23 2 1 23 2 1 23 2 1 2 1 1 23 2 1 1 23 2 1 1

2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 23 23 2 1 1 23 2 1 1 23 2 1 1 2 1 23 2 1 23 2 1

x y y x y x

y x x y z x y z

y x x y z x y z

I s I c I I s s c I I c s c

I I s s c I s c I s s I c I s c c I s c s I s c

I I c s c I s c c I s c s I s c I c c I c s I s

 + − −


= − + + + −

− + − + +

I





 
 

 

  (ค.38) 
 
นําสมการ (ค.27) ถึง (ค.30) สมการ (ค.35), (ค.38) แทนคาลงในสมการ (ค.11) จะไดเมตริกซความ
เฉ่ือยของทั้งระบบ (Manipulator inertia matrix: M ) คือ 
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( )

( )
( )

( )

22 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 2 2 23 1 2 2 23 2 23

2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 3 1

2 2 2 1 3 2

2 2 2 1 3 2
2 2

2 2 2

0
0

0

2

0

x y x y

z z

z

z

z bz

m a c I s I c m a s L c I s I c

m a I I m a L a s L
m a a L s I

m a a L s I
m a I Iρ

 + + + + + +


= 


+ + + + +
+ +


+ + 
+ + 

M L

L   

  (ค.39) 
 

ค.3 พลังงานศักย 
ดังที่ไดกลาวแลววาแขนกลของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติมีพ้ืนที่ทํางาน (Workspace) 

แบบคารทีเซี่ยนเชิงเสนในสามมิติ (X, Y และ Z) ดังนัน้หุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจึงตองนาํผลของ
พลังงานศักยมาพิจารณาดวย สมการพลังงานศักยของทั้งระบบคือ 

 

 
2

1

T
i ci

i
U m g p

=

= −∑ v v      (ค.40) 

 
เม่ือ gv  คือเวกเตอรความเรงจากแรงโนมถวงโลก ( [ ]0 0 T

cg g= −v ), cg  คือคาคงที่ 9.81 
m/s2 

cipv  คือเวกเตอรตําแหนงจุดศูนยกลางมวลของกานตอ i  อางอิงอยูบนกรอบอางอิงฐาน  
 
ค.4 แรงภายนอก 

หุนยนตโคบอทเปนหุนยนตที่มีลักษณะเฉพาะ คุณสมบัติที่สําคัญอยางหนึ่งก็คือมอเตอรของ
ระบบมีไวเพียงเพ่ือเปล่ียนอัตราทดของชุดซีวีทีเทานั้น ดังนั้นแรงภายนอกตามสมการของลากรานจที่
นํามาพิจารณาก็คือ แรงที่เกิดจากมนุษยที่ตําแหนงปลายแขนกลเทานั้น 

 
 T

h hx hy hzF F F F=   
v

     (ค.41) 
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เม่ือ hF
v  คือแรงกระทําที่ปลายแขนกลเนื่องจากมนุษย สามารถวัดคาไดโดยตรงจากอุปกรณ

ตรวจวัดแรงซึ่งติดตั้งไวที่ปลายแขนกล 
 
ค.5 สมการการเคลื่อนที ่

สมการของลากรานจในสมการที่ (ค.2) สามารถจัดใหอยูในรูปแบบของสมการการเคล่ือนที่
ทั่วไปตามหนังสือ “Robot Analysis: The Mechanics of Serial and Parallel Manipulators” ของผู
แตงชื่อ “Lung-Wen Tsai” ดังสมการ 

 
 f f fq V G Q+ + =M

v vvv&&      (ค.42) 
 
เม่ือ M  คือเมตริกซความเฉ่ือยของระบบ ในกรณีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติก็คือสมการ 
(ค.39) 

1 2 3
T

f f f fV V V V=   
v  คือเวกเตอรแรงของความเร็วคูควบ (Velocity coupling force 

vector)  
1 2 3

T
f f f fG G G G=   

v  คือเวกเตอรแรงที่เกิดจากแรงโนมถวงโลก (Gravitational force 
vector)  

1 2 3
T

f f f fQ Q Q Q=   
v  คือเวกเตอรโมเมนตที่เกิดจากแรงภายนอกตามนิยามของสมการ

ของลากรานจ 
 
เวกเตอรแรงของความเร็วคูควบ fV

v  ของหุนยนตทั่วไปจะไดจากเมตริกซความเฉ่ือยของระบบ
ตามสมการ 

 

 
3 3

1 1

1
2

ij jk
fi j k

j k k i

M M
V q q

q q= =

∂ ∂ 
= − ∂ ∂ 

∑∑ & &      (ค.43) 

 
ในกรณีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะได 
 

 
3 3

1
1

1 1 1

1
2

j jk
f j k

j k k

M M
V q q

q q= =

∂ ∂ 
= − ∂ ∂ 

∑∑ & &      (ค.44) 
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3 3

2
2

1 1 2

1
2

j jk
f j k

j k k

M M
V q q

q q= =

∂ ∂ 
= − ∂ ∂ 

∑∑ & &      (ค.45) 

 

 
3 3

3
3

1 1 3

1
2

j jk
f j k

j k k

M M
V q q

q q= =

∂ ∂ 
= − ∂ ∂ 

∑∑ & &      (ค.46) 

 
 ดังนั้นนําสมการ (ค.39) ในแตละเทอมมาหาคาอนุพันธยอยเทอมแรกคือ 11M  จะได 

 
 11

1

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.47) 

 
 ( ) ( ) ( )( )211

2 2 1 1 1 1 23 23 2 2 2 2 23 1 2 2 23 1 2
2

2 2 2x y x y
M c s I I m a c s I I m a s L c a c L s
θ

∂
= − − + − + + −

∂
      

  (ค.48) 
 

 ( ) ( )11
23 23 2 2 2 2 23 2 23 1 2

3

2 2x y
M c s I I m a c a s L c
θ

∂
= − + +

∂
     (ค.49) 

 
 มาหาคาอนุพันธยอยเทอม 22M  จะได 

 
 22

1

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.50) 

 
 22

2

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.51) 

 
 22

2 1 2 3
3

2M m L a c
θ

∂
=

∂
     (ค.52) 

 
มาหาคาอนุพันธยอยเทอม 23M และ 32M  จะได 
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 23 32

1 1

0M M
θ θ

∂ ∂
= =

∂ ∂
     (ค.53) 

 
 23 32

2 2

0M M
θ θ

∂ ∂
= =

∂ ∂
     (ค.54) 

 
 23 32

2 1 2 3
3 3

M M m L a c
θ θ

∂ ∂
= =

∂ ∂
     (ค.55) 

 
มาหาคาอนุพันธยอยเทอม 33M  จะได 
 

 33

1

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.56) 

 
 33

2

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.57) 

 
 33

3

0M
θ

∂
=

∂
     (ค.58) 

 
จากแรงของความเร็วคูควบ 1fV  สมการ (ค.44) เม่ือทําการตัดพจนที่มีคาเทากับศูนยออกจะ

ได 
 

 11 11
1 1 2 1 3

2 3
f

M MV θ θ θ θ
θ θ

∂ ∂
= +

∂ ∂
& & & &      (ค.59) 

 
และ 2fV  ในสมการ (ค.45) คือ 

 
 2 22311 22

2 1 2 3 3
2 3 3

1
2f

MM MV θ θ θ θ
θ θ θ

∂∂ ∂
= − + +

∂ ∂ ∂
& & & &      (ค.60) 

 
และ 3fV  ในสมการ (ค.46) คือ 
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 2 211 22

3 1 2
3 3

1 1
2 2f

M MV θ θ
θ θ

∂ ∂
= − −

∂ ∂
& &      (ค.61) 

 
แทนคาสมการ (ค.48) (ค.49) (ค.52) (ค.55) ลงในสมการ (ค.59) ถึง (ค.61) จะได 
 

 ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2
1 2 2 1 1 1 1 23 23 2 2 2 2 23 1 2 2 23 1 2 1 2

23 23 2 2 2 2 23 2 23 1 2 1 3

2 2 2

2 2

f x y x y

x y

V c s I I m a c s I I m a s L c a c L s

c s I I m a c a s L c

θ θ

θ θ

 = − − + − + + − 
+ − + +  

& &

& &
     

  (ค.62) 
 

 ( ) ( ) ( )( )
[ ] [ ]

2 2
2 2 2 1 1 1 1 23 23 2 2 2 2 23 1 2 2 23 1 2 1

2
2 1 2 3 2 3 2 1 2 3 32

f x y x yV c s I I m a c s I I m a s L c a c L s

m L a c m L a c

θ

θ θ θ

 = − − − + − + + − 
+ +

&

& & &
     

  (ค.63) 
 

 ( ) ( ) [ ]2 2
3 23 23 2 2 2 2 23 2 23 1 2 1 2 1 2 3 2f x yV c s I I m a c a s L c m L a cθ θ= − − + + −  

& &      (ค.64) 
 
เวกเตอรแรงที่เกิดจากแรงโนมถวงโลก fG

v  (Gravitational force vector) หาไดจากสมการ 
 

 
2

1

T i
fi j vj

j
G m g

=

= −∑ Jv      (ค.65) 

 
ในกรณีของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติจะได 
 

 ( )1 1
1 1 1 2 2

T T
f v vG m g m g= − +J Jv v      (ค.66) 

 
 ( )2 2

2 1 1 2 2
T T

f v vG m g m g= − +J Jv v      (ค.67) 
 

 ( )3 3
3 1 1 2 2

T T
f v vG m g m g= − +J Jv v      (ค.68) 
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ทําการแทนคาจากสมการ (ค.27) และ (ค.28) จะได 
 

 [ ] [ ]1 1 1 1 2 2 2 1 23 1 1 2

1 1 2 2 1 23 1 1 2

0 0
0 0 0 0f c cG m g a c c m g a c s L c c

a s c a s s L s c

    
    = − − + − +    
    − − −    

     (ค.69) 

 
 ( )1 1 1 1 2 2 2 1 23 1 1 2f c cG m g a s c m g a s s L s c= − − +      (ค.70) 
 
และ 2fG  คือ 

 

 [ ] [ ]
1 2 2 23 1 2

2 1 1 1 2 2 2 1 23 1 1 2

1 1 2 2 1 23 1 1 2

0 0 0 0f c c

a c a s L c
G m g a s s m g a s c L s s

a c s a c c L c s

 − − −    
    = − − − + − −    
    − −    

     (ค.71) 

 
 ( )2 1 1 1 2 2 2 1 23 1 1 2f c cG m g a c s m g a c c L c s= − + −      (ค.72) 
 
และ 3fG  คือ 

 

 [ ] [ ]
2 23

3 1 2 2 1 23

2 1 23

0
0 0 0 0 0

0
f c c

a s
G m g m g a s c

a c c

 −    
    = − − + −    
        

     (ค.73) 

 
 3 2 2 1 23f cG m g a c c=      (ค.74) 

 
เวกเตอรโมเมนต fQ

v  ที่เกิดจากแรงภายนอกกระทํากับแตละขอตอ สามารถหาไดจาก
หลักการงานเสมือน (Virtual work) จะได 

 
 T

f eQ F= J
v v

     (ค.75) 
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เม่ือ 
J

R
R

∂=
∂

J
v
v  คือเมตริกซจาโคเบียนทัว่ไปของหุนยนต เมตรกิซนีไ้ดถกูแสดงไวในภาคผนวก หรอื

ก็คือ 
 

 
2 23 1 2 2 23

2 1 23 1 1 2 2 1 23 1 1 2 2 1 23

2 1 23 1 1 2 2 1 23 1 1 2 2 1 23

0 L s L c L s
L c s L c c L s c L s s L s c
L s s L s c L c c L c s L c c

− − − 
 = + − 
 − − − 

J      (ค.76) 

 
 eF

v  คือแรงกระทําที่ปลายแขน เวกเตอรนี้ตองแสดงบนกรอบอางอิงฐานของหุนยนตโคบอท 
แต hF

v  คือเวกเตอรแรงทีไ่ดมาจากอุปกรณตรวจวัดแรง ซึ่งถกูอางองิบนกรอบทีย่ดึอยูกับกานตอที่สอง 
ดังนั้น eF

v  จะสัมพันธกับผลคูณของเมตรกิซการหมุนของกรอบทีต่รึงกบักานตอ 2 เทียบกับกรอบ
อางองิฐาน 2

B
l R  และ hF

v  ดังสมการ 
 

 2
B

e l hF F= R
v v

     (ค.77) 
 

 ดังนั้นจากสมการ (ค.77) จะสามารถปรับปรุงสมการ (ค.75) ไดเปน 
 

 2
T B

f l hQ F= J R
v v

     (ค.78) 
 
ค.6 ความเรงปลายแขนกล 

ความเรงที่ตําแหนงปลายแขนกล ( A
v ) สามารถหาไดจากความเรงเชิงมุมของแตละขอตอ 

อันดับแรกพิจารณาสมการความสัมพันธระหวางความเร็วปลายแขนกล และความเรว็เชงิมุมของแตละ
ขอตอดังนี้ 

 
 JV θ= J

vv &      (ค.79) 
 
ทําการหาอนุพันธสมการ (ค.79) เทียบกับเวลา จะไดความเรงที่ตําแหนงปลายแขนกลดังนี้ 

 
 J JA θ θ= +J J

v v v&& &&      (ค.80) 
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เมตริกซ J&  สามารถหาไดจากการหาอนุพันธสมการ (ค.76) เทียบกับเวลาจะได 
 

 

( )
( )

( )
( )

2 1 23 2 3 1 23 1 1 1 2 1 1 2 2

2 1 23 1 1 23 2 3 1 1 2 1 1 2 2

2 23 2 3 1 2 2

2 1 23 1 1 23 2 3 1 1 2 1 1 2 2

2 1 23 1 1 23 2

0

L c c s s L s c c s

L c s s c L c c s s

L c L s

L c c s s L c s s c

L s c c s

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ


    = + − − +   


   − + + − −   
− + +

   − + − +  

− +

J & & & & && L

& & & & &

& & &

& & & & &

& &( )
( )

( )
( )

3 1 1 2 1 1 2 2

2 23 2 3

2 1 23 1 1 23 2 3

2 1 23 1 1 23 2 3

L s s c c

L c

L c c s s

L s c c s

θ θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ θ

   + + −  
− +


  − +  
 − + + 

L
& & &

& &

& & &

& & &

     (ค.81) 

 
ซึ่งความเรงเชิงมุมของแตละขอตอ 1 2 3

T

Jθ θ θ θ =  
v&& && && &&  สามารถหาไดจากสมการการ

เคล่ือนที่ (ค.42) ของหุนยนตโคบอทแขนกลสามมิติตามสมการ 
 
 ( )1

J f f fQ V Gθ −= − −M
v v vv&&      (ค.82) 

 
แทนสมการ (ค.82) เขาไปในสมการ (ค.80) ซึ่งจะได 

 
 ( )1

f f f JA Q V G θ−= − − +JM J
v v v vv &&      (ค.83) 

 
 สมการ (ค.83) คือสมการความสัมพันธที่ใชหาความเรงของปลายแขนกล จากแรงกระทําโดย
มนุษยที่ตําแหนงปลายแขนกล ตําแหนงและ ความเร็วเชิงมุมของแตละขอตอของแขนกล 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

 
นายศิริศักด์ิ สิริเกษมสุข เกิดเม่ือวันที่ 21 มีนาคม พ.ศ.2521 ที่กรุงเทพมหานคร สําเร็จ

การศึกษาระดับประกาศนียบัตรวิชาชีพ สาขาวิชาชีพชางยนต จากวิทยาลัยเทคนิคมีนบุรี ในป
การศึกษา 2538 จากนั้นไดเขาศึกษาตอในคณะวิศวกรรมศาสตร สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาพระ
นครเหนือ และสําเร็จการศึกษาในระดับปริญญาวศิวกรรมศาสตรบัณฑติ สาขาวชิาวศิวกรรมเครือ่งกล 
ในปการศึกษา 2542 และไดเขา ศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิชา
วศิวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ซึง่สําเรจ็การศึกษาในปการศึกษา 
2546 แลวจึงไดเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรดุษฎีบัณฑิตในปถัดมา 
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