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 d  ตัวแปรทุติยภูมิ 

 E โมดูลัสยืดหยุน, สวนประกอบของฟลักซในแนวแกน x, คาความคลาดเคล่ือน 

 e คาความคลาดเคลื่อน 

 E  นอรมของความคลาดเคล่ือน 

 
2LE  แอลทูนอรมของความคลาดเคล่ือน 

 Eo  คาความคลาดเคลื่อนแบบโพสเทอริออริ 

 F แรงที่กระทํากบัขอบนอกของโครงสราง, โหลดเวกเตอร, สวนประกอบของฟลักซใน

  แนวแกน y 

 f ฟงกชันแหลงกําเนิด 

 fx แรงวัตถุตอหนึง่หนวยมวลในแนวแกน x 

 fy แรงวัตถุตอหนึง่หนวยมวลในแนวแกน y 

 G เมทริกซสมัประสิทธิ ์

 g เวกเตอรของฟลักซ 

 EXg  ฟลักซซึง่คํานวณจากผลเฉลยแมนตรง 

 FBg  ฟลักซซึง่คํานวณดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 STg  ฟลักซซึง่คํานวณดวยระเบียบวิธีแบบด้ังเดิม 

 h ขนาดโดยเฉลีย่ของเอลิเมนต, มิติของเอลิเมนตคุณลักษณะเฉพาะ 



 

 

ด 

 K เมทริกซสัมประสิทธิ ์

 k สัมประสิทธิก์ารนําความรอน 

 L ตัวแปรระยะทาง 

 Li พิกัดธรรมชาติ 

 M เมทริกซสมัประสิทธิ ์

 Ni ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ 

 iN  ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแบบเชิงเสน 

 n̂  ทิศทางต้ังฉาก 

 nx เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง x 

 ny เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง y 

 Q อัตราปริมาณความรอนที่ผลิตไดเองตอหนึ่งหนวยมวล 

 qs ปริมาณความรอนที่ผานขอบ 

 qx ปริมาณความรอนในแนวแกน x 

 qy ปริมาณความรอนในแนวแกน y 

 R เศษตกคาง, โหลดเวกเตอรแหลงกาํเนิด 

 s อัตราสวนระหวางความยาวเอลิเมนตทั้งสองดาน 

 T อุณหภูมิ 

 T0 อุณหภูมิอางอิง 

 U ตัวแปรปฐมภูมิ 

 ∞U  ตัวแปรทุติยภูมิ 

 u ระยะการเคลือ่นตัวในแนวแกน x 

 v ระยะการเคลือ่นตัวในแนวแกน y 

 W ฟงกชันน้ําหนกั 

 x ระยะในแนวราบ 

 y ระยะในแนวด่ิง 

 α  สัมประสิทธิก์ารขยายตัวเนือ่งจากอุณหภูมิ 

 Γ บริเวณขอบของขอบเขตการคํานวณ 

 ( )eΓ  บริเวณขอบของเอลิเมนต 

 γ  ความเครียดเฉือน 

 δ  ระยะการเคลือ่นตัว 



 

 

ต 

 ε  ความเครียด 

 θ  ดัชนีแสดงผล 

 η  เปอรเซนตความคลาดเคลื่อนแบบโพสเทอริออริสัมพัทธ 

 λ  ตัวแปรในการปรับขนาดเอลเิมนต 

 υ  อัตราสวนปวสซง 

 σ  ความเคนในแนวต้ังฉาก 

 τ  ความเคนเฉือน 

 φ ตัวแปรใด ๆ 

 φ′  ตัวแปรตามแมนตรง 

 Ω โดเมนของขอบเขตการคํานวณ 

 ( )eΩ  โดเมนของเอลิเมนต 
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บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งที่ไดรับการพัฒนา

อยางตอเนื่อง [1] เพื่อใชวิเคราะหปญหาตาง ๆ ทางวิศวกรรม เชน ปญหาความแข็งแรงของ

โครงสราง ปญหาการถายเทความรอน ปญหาลักษณะการไหลของของไหล รวมถึงปญหาความ

เคนเนื่องจากความรอนที่เกิดข้ึนบนโครงสราง [2] และปญหาดานอ่ืน ๆ อีกเปนจํานวนมากใน

ปจจุบัน ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตไดถูกนํามาประยุกตใชกันโดยแพรหลายเนื่องจากสามารถ

จําลองรูปแบบของปญหาที่มีลักษณะซับซอนไดโดยสะดวก หลักการโดยท่ัวไปของระเบียบวิธี      

ไฟไนตเอลิเมนตนี้ เร่ิมตนจากการแบงรูปแบบของปญหา (discretization) ออกเปนช้ินสวนยอย ๆ 

ที่เรียกวาเอลิเมนต (elements) จากนั้นจึงทําการสรางสมการสําหรับแตละเอลิเมนต (element 

equations) ที่แบงข้ึนมานี้ใหสอดคลองกับชนิดของปญหาที่ตองการวิเคราะหนั้น แลวจึงนําสมการ

เหลานี้มารวมเขาดวยกันซึ่งเปรียบเสมือนการนําเอลิเมนตยอย ๆ นั้นมาประกอบรวมกันข้ึนเปนรูป

แบบจําลองของปญหาที่แทจริง การรวมตัวกันของสมการยอยเหลานี้ กอใหเกิดระบบสมการรวม 

(system of equations) ซึ่งหลังจากทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions) ที่

เหมาะสมแลว จึงแกระบบสมการรวมนั้นเพื่อหาผลลัพธโดยประมาณตามตําแหนงตาง ๆ ของ

ปญหานั้น 

เอลิเมนตที่ใชในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาสองมิติมีทั้งเอลิเมนต

สามเหล่ียมและเอลิเมนตส่ีเหล่ียม [3] โดยเอลิเมนตสามเหลี่ยมนั้นเปนที่นิยมมาก เนื่องจาก

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหล่ียมจํานวนมากสามารถสรางข้ึนได

โดยงายและโดยอัตโนมัติ [4] อีกทั้งสามารถประยุกตใชงานกับขอบเขตที่เปนสวนโคงไดเปน      

อยางดี เอลิเมนตสามเหล่ียมทั่วไปมีหลายชนิด [5] ไดแก 1) เอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอซึ่งมี

การประมาณภายในเอลิเมนตเปนแบบเชิงเสน (linear interpolation functions), 2) เอลิเมนต

สามเหล่ียมหกจุดตอซึ่งมีการประมาณภายในเอลิเมนตเปนแบบควอดราติก (quadratic 

interpolation functions) และ  3) เอลิเมนตสามเหลี่ยมสิบจุดตอซ่ึงมีการประมาณภายใน             

เอลิเมนตเปนแบบคิวบิก (cubic interpolation functions) อีกทั้งเอลิเมนตสามเหล่ียมยังมีจุดเดน

ที่สามารถประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ (finite element matrices) ใหอยูในรูปแบบปด 

(closed-form) เพียงแตการประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซสําหรับสามเหล่ียมหกจุดตอและสิบ
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จุดตอนั้น มีความซับซอนมากกวาสามเหล่ียมสามจุดตอ ในงานวิจัยชิ้นนี้จึงไดนําแนวคิดเกี่ยวกับ

ตัวแปรไรจุดตอ [6] ซึ่งประสบความสําเร็จในการประยุกตใชกับปญหาความแข็งแรงของโครงสราง 

โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอนั้นใชจุดตอจํานวนสามจุดตอเทากับเอลิเมนต

สามเหลี่ยมสามจุดตอ หากแตมีการประมาณภายในเอลิเมนตเปนแบบควอดราติกเชนเดียวกับ       

เอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอ แลวจึงประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการ

ของฟลักซ [7] เขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอเพื่อลดความซับซอนในการ

ประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ 

ความถูกตองเที่ยงตรงของผลลัพธที่คํานวณไดโดยทั่วไปแลว จะข้ึนอยูกับขนาด   

เอลิเมนตที่ใช กลาวคือ หากตองการคาความถูกตองเที่ยงตรงสูงก็จําเปนตองใชเอลิเมนตขนาด

เล็กเปนจํานวนมาก ยิ่งใชเอลิเมนตขนาดเล็กมากเทาใดก็จะไดผลลัพธที่มีความถูกตองมากยิ่งข้ึน

เทานั้น แตในขณะเดียวกัน จํานวนเอลิเมนตทั้งหมดที่ใชในการจําลองแบบของปญหานั้นจะเพิ่ม

มากข้ึนตามไปดวย ซึ่งอาจจะเกินขนาดของหนวยความจําของเคร่ืองคอมพิวเตอรที่มีอยู หรืออาจ

ใชเวลาในการคํานวณมากจนเกนิความจําเปน วิธีหนึ่งที่สามารถนํามาแกปญหาขางตนโดยยังคง

รักษาคาความถูกตองเที่ยงตรงท่ีสูง ก็คือ วิธีการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive 

remeshing) [3] ซึ่งจะวางเอลิเมนตขนาดเล็กในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธสูง และ

วางเอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณท่ีมีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธตํ่า หลักการของวิธีดังกลาว

กอใหเกิดอุปสรรคในการสรางรูปแบบของไฟไนตเอลิเมนต กลาวคือ การจัดเอลิเมนตซึ่งมีขนาดไม

เทากันแตตองมีความตอเนื่องอยางคอยเปนคอยไป และสําหรับปญหาทั่วไปในทางปฏิบัติซึ่ง

ลักษณะของผลลัพธนั้นจะไมสามารถทราบลวงหนา อุปสรรคขางตนอาจกอใหเกิดความไมมั่นใจ

ในวิธีดังกลาว ทั้งในแงของความถูกตองแมนยําและจํานวนครั้งในการปรับเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

การคะเนความคลาดเคล่ือนถูกนํามาใชโดยมีวัตถุประสงคเพื่อเพิ่มความมั่นใจใน

วิธีการปรับขนาดเอลิเมนตนั้นวามีความถูกตองและแมนยํามาก โดยเร่ิมตนจากการตรวจหา          

เอลิเมนตที่มีความคลาดเคล่ือนสูงที่สุด แลวจึงแบงแยกความคลาดเคล่ือนนี้ใหนอยลงจนอยู

ภายใตขอบเขตที่ยอมรับได ในการวิเคราะหปญหาบางปญหาอาจมีการปรับขนาดเอลิเมนตหลาย

คร้ัง ดังนั้นการคะเนความคลาดเคล่ือนจึงสามารถประยุกตใชเพื่อเปนดัชนีชี้วัดการยุติการปรับ

ขนาดเอลิเมนตนั่นเอง เพียงแต การคะเนความคลาดเคลื่อนแบบคลาสสิกนั้นใชทรัพยากรในการ

คํานวณจํานวนมาก จึงมีการพยายามที่จะสรางและประดิษฐการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบใหม 

นั่นคือ “การคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ” [8, 9] ซึ่งการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบ

โพสเทอริออรินี้เปนการคะเนความคลาดเคลื่อนภายหลังจากที่ไดผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนต     
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เอลิเมนต ซึ่งกระบวนการที่วานี้จําเปนที่จะสรางคาประมาณอันดับสูงซึ่งไดมาจากผลเฉลยของ

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เพื่อทําการคะเนความคลาดเคล่ือนโดยการแทนคาดังกลาวลงใน       

ผลเฉลยแมนตรง 

งานวิจัยนี้จะอธิบายถึงการสรางและปรับขนาดของเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสําหรับ

ปญหาการถายเทความรอน ปญหาความแข็งแรงในโครงสราง และปญหาการพิจารณาความเคน

และความเครียดในโครงสรางขณะท่ีมีการถายเทความรอน โดยปญหาดังกลาวเปนปญหาที่ยังไม

ทราบลักษณะของผลลัพธมากอน งานวิจัยจะอธิบายอยางเปนข้ันตอนผานตัวอยางตาง ๆ และ

ในชวงหลังของงานวิจัยนี้จะอธิบายถึงหลักการการคะเนความคลาดเคลื่อน การคะเนความ

คลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ และดัชนีชี้วัดความคลาดเคล่ือน รวมถึงการนําเทคนิคการคะเน

ความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริมาใช เพื่อเพิ่มความแมนยําในการวิเคราะหฟลักซความรอน 

ความเคน และความเครียด 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจยั 

1.2.1 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอสําหรับวิเคราะหปญหาการ

ถายเทความรอน 

1.2.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอสําหรับวิเคราะหความเคน

ในปญหาของแข็ง 

1.2.3 ศึกษาลักษณะความเคนเนื่องจากความรอนที่เกิดข้ึนบนโครงสราง 

1.2.4 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซและประยุกตเขา

กับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ เพื่อใชแกปญหาการถายเท

ความรอนและปญหาของแข็งภายใตสภาวะคงตัว 

1.2.5 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถทํานายลักษณะความเคนและ

ความเครียดของโครงสรางขณะมีการถายเทความรอน 

1.2.6 ศึกษาและประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพใน

การคํานวณ 

1.2.7 ศึกษาและประยุกตการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ เพ่ือสราง

เงื่อนไขในการยุติการปรับขนาดเอลิเมนตซึ่งปกติจําเปนตองใชความชํานาญของ

ผูวิเคราะหปญหา 

1.2.8 พัฒนาเทคนิคการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ เพื่อเพิ่มความ

แมนยําในการวิเคราะหฟลักซความรอน ความเคน และความเครียด 
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1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

ขอบเขตของการศึกษาที่สอดคลองกับวัตถุประสงคขางตน  มีดังตอไปนี้ 

1.3.1 ศึกษาถึงพฤติกรรมการถายเทความรอนและการเสียรูปของโครงสรางภายใต

สภาวะคงตัวในสองมิติ 

1.3.2 ศึกษาถึงพฤติกรรมของความเคนเนื่องจากความรอนที่เกิดข้ึนบนโครงสราง

ภายใตสภาวะคงตัวในสองมิติ 

1.3.3 ละทิ้งน้ําหนักของตัวเองในการศึกษาปญหาของแข็ง 

1.3.4 ความสัมพันธของความเคนและความเครียดของโครงสรางมลีักษณะยืดหยุนเชิง

เสน (linear elastic) และเปล่ียนรูปนอย (small deformation) 

1.3.5 พัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซใหสามารถ

ประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ 

1.3.6 ศึกษาและพัฒนาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพในการ

คํานวณ 

1.3.7 ศึกษาการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ เพ่ือประยุกตเขากับเทคนิค

การปรับขนาดเอลิเมนต 

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรบั 

1.4.1 มีความเขาใจในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอและระเบียบวิธี   

ไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ 

1.4.2 กอใหเกิดความรูความเขาใจถึงความสัมพันธระหวางการถายเทความรอน และ

กลศาสตรของแข็ง อันเปนแนวทางพื้นฐานที่เปนประโยชนตองานวิจัยระดับสูง

ตอไป 

1.4.3 สามารถประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซในรูปแบบปดสําหรับเอลิเมนต

สามเหล่ียมที่มีฟงกชันการประมาณภายในเปนฟงกชันควอดราติก 

1.4.4 โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสามารถทํานายพฤติกรรมการกระจายของ

อุณหภูมิ และลักษณะของความเคนและความเครียดอันเนื่องจากความรอนบน

โครงสรางได 

1.4.5 สามารถนําไปสูการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถนําไปใชแกไขปญหาที่

มีรูปรางหรือเงื่อนไขขอบเขตที่แตกตางกันได 



5 

 

1.4.6 สามารถนําไปขยายผลเพ่ือศึกษาปญหาชนิดอ่ืน ๆ เชน ปญหาการถายเทความ

รอนภายใตสภาวะไมคงตัว หรือ การวิเคราะหลักษณะของความเคนและ

ความเครียดภายใตภาระที่มีการเปลี่ยนแปลง หรือ ประยุกตระเบียบวิธีไฟไนต      

เอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซและแบบตัวแปรไรจุดตอเขากับปญหาการ

ไหลแบบราบเรียบชนิดอัดตัวไมไดภายใตสภาวะคงตัว เปนตน 

1.5 วิธีดําเนินการวิจัย 

1.5.1 ศึกษาหลักการและทฤษฎีดานการถายเทความรอน กลศาสตรของแข็ง และ

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่เกี่ยวของกับงานวิจัยนี้ 

1.5.2 ศึกษาและประดิษฐระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ

สําหรับเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอ 

1.5.3 ศึกษาลักษณะการกระจายอุณหภูมิในปญหาการถายเทความรอน และลักษณะ

การกระจายความเคนในปญหาของแข็ง 

1.5.4 ศึกษาลักษณะความเคนเนื่องมาจากความรอนที่เกิดข้ึนบนโครงสราง 

1.5.5 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับปญหาขางตน 

1.5.6 ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต 

1.5.7 ทดสอบความถูกตองของวิธีที่นําเสนอทั้งหมดขางตน ดวยการเปรียบเทียบ

ผลลัพธที่ไดกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงและปญหาที่มีความซับซอน 

1.5.8 ประยุกตการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ 

1.5.9 ทดสอบโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนกับปญหาตาง ๆ 

1.5.10 จัดทํารายงานเพื่อนําเสนอ และสรุปผล 

1.6 เอกสารและงานวจิัยที่เกีย่วของ 
1.6.1 Dechaumphai, P. and Thornton, E.A. [6]  พัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

แบบตัวแปรไรจุดตอ เพื่อวิเคราะหปญหาความเคนเนื่องจากความรอนที่เกิดข้ึน

บนโครงสราง โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอนั้นใชจุดตอ

จํานวนสามจุดตอเทากับเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอหากแตมีการประมาณ

ภายในเอลิเมนตเปนแบบควอดราติกเชนเดียวกับเอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอ 

1.6.2 Pandey, A. K., Dechaumphai, P. and Wieting, A. R. [10]  ประยุกตระเบียบ

วิธีลักษณะฟลักซเชิงเสนเพื่อการวิเคราะหปญหาความเคนเนื่องจากความรอนที่

เกิดข้ึนบนโครงสรางภายใตสภาวะคงตัว โดยกําหนดฟลักซของเอลิเมนตใหอยูใน
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ลักษณะเชิงเสนเชนเดียวกับตัวแปรไมทราบคาทั่วไป ทําใหสามารถสรางไฟไนต   

เอลิเมนตเมทริกซใหอยูในรูปแบบปด ผลลัพธที่ไดมีความถูกตองแมนยํามากข้ึน 

รวมไปถึงความเร็วในการคํานวณที่เพิ่มมากข้ึนเชนเดียวกัน 

1.6.3 Polesky, S. P. [13]  ประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของ 

ฟลักซเพื่อวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนของโครงสรางใน 1 มิติ และ 2 มิติ 

โดยแสดงรายละเอียดการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและไฟไนตเอลิเมนต

เมทริกซที่อยูในรูปแบบปด รวมถึงการเพิ่มองศาความอิสระในการประมาณการ

กระจายตัวของตัวแปรไมทราบคาบนเอลิเมนตโดยใชตัวแปรไรจุดตอ 

1.6.4 Paweenawat, A. and Dechaumphai, P. [11]  ประยุกตระเบียบวิธีไฟไนต       

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอเขากับการวิเคราะหการไหลแบบหนืดชนิดอัดตัว

ไมได โดยใชฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแบบควอดราติกสําหรับพจน

ของความเร็ว และใชฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแบบเชิงเสนสําหรับ

พจนของความดัน 

1.6.5 Phongthanapanich, S., Traivivatana, S., Boonmaruth, P. and Dechaum-

phai, P. [7]  ประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ

เขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ เพื่อประดิษฐไฟไนต          

เอลิเมนตเมทริกซสําหรับตัวแปรไรจุดตอใหอยูในรูปแบบปด และนําเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตมาใชเพื่อเพิ่มความถูกตองใหกับผลลัพธ โดยนําไปประยุกต

เขากับการวิเคราะหการถายเทความรอนภายใตสภาวะคงตัวและไมคงตัว 

1.6.6 Kelly, D. W., De S.R. Gago, J. P. Zienkiewicz, O. C. and Babuska, I. [14, 

15]  นําเสนอการวิเคราะหความคลาดเคล่ือนและข้ันตอนในการปรับขนาด         

เอลิเมนตสําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยแบงออกเปน 2 สวน ไดแก 1) 

ทฤษฎีและระเบียบวิธีในการคะเนความคลาดเคล่ือน และ 2) กลยุทธในการปรับ

ขนาดเอลิเมนต โดยเนนไปที่ระเบียบวิธีการปรับขนาดแบบพี (p - refinement) 

1.6.7 Zienkiewicz, O. C. and Zhu, J. Z. [8]  นําเสนอการคะเนความคลาดเคล่ือน

แบบใหม ซึ่งมีความแมนยําและสะดวกตอการนําไปประยุกตใชกับไฟไนต            

เอลิเมนตโปรแกรม โดยสามารถคะเนความคลาดเคล่ือนโดยรวม (global error) 

และความคลาดเคล่ือนเฉพาะที่ (local error) ไดดี 

1.6.8 Ainsworth, M., Zhu, J. Z., Craig, A. W. and Zienkiewicz, O. C. [12]  

วิเคราะหตัวคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริสําหรับการวิเคราะหดวย
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ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซึ่ง Zienkiewicz และ Zhu ไดนําเสนอกอนหนานี้ 

และแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพและการลูเขา (convergence) ของการคะเน

ความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ 

1.6.9 วิทยา วัฒนนุกูลชัย [26]  นําเสนอเทคนิคการปรับปริมาตรควบคุมเฉพาะบริเวณ 

(local grid refinement) โดยใชคาความผิดพลาดตกคาง (residual error) เปน

เงื่อนไขในการปรับขนาดและเงื่อนไขในการหยุดการปรับขนาด สําหรับการ

แกปญหาความเคนเนื่องจากอุณหภูมิใน 2 มิติ ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
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บทที่  2 

สมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการถายเทความรอนและของแข็ง 

งานวิจัยนี้จะศึกษาปญหาปฏิสัมพันธระหวางโครงสรางและอุณหภูมิในสองมิติ

โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต การทําความเขาใจในการหาลักษณะความเคนเนื่องจากความ

รอนที่เกิดข้ึนในโครงสรางจะตองอาศัยทฤษฎีการถายเทความรอน และทฤษฎีกลศาสตรของแข็ง 

ดังนั้นในบทนี้จะไดกลาวถึงทฤษฎีการถายเทความรอน [17] เพื่อหาสมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับ

ปญหาการถายเทความรอน และทฤษฎีกลศาสตรของแข็ง [18] เพื่อหาสมการเชิงอนุพันธยอย

สําหรับปญหาของแข็ง ตามลําดับ 

2.1 สมการเชิงอนุพันธยอยสาํหรับปญหาการถายเทความรอน 

สมการเชิงอนุพันธที่อธิบายความสมดุลของปริมาณฟลักซ qx และ qy ซึ่งผานเขา

และออกในแนวแกน x และ y ของเอลิเมนตเล็ก ๆ ที่วางตัวอยู ณ ตําแหนงใด ๆ บนแผนระนาบดัง

แสดงในรูปที่ 2.1 คือ 

0=−
∂

∂
+

∂
∂

Q
y
q

x
q yx  (2.1) 

โดย Q แทนอัตราปริมาณความรอนที่ผลิตไดเอง (internal heat generation) ตอหนึ่งหนวย

ปริมาตร 

 
รูปที่ 2.1  ขอบเขตและเงื่อนไขขอบเขตของปญหาการถายเทความรอน 

ปริมาณฟลักซเหลานี้ ข้ึนอยูกับความชันของอุณหภูมิ (temperature gradients) T และคา

สัมประสิทธิ์การนําความรอน (thermal conductivity) k ของแผนระนาบตามกฎฟูริเยร (Fourier’s 

law) ดังนี้ 

 

 xq  
 y

q  
 

Q  

 q  

 x   n̂  

 y  
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x
Tkqx ∂

∂
−=  (2.2ก) 

y
Tkqy ∂

∂
−=  (2.2ข) 

แทนสมการ (2.2) ลงในสมการ (2.1) กอใหเกิดสมการเชิงอนุพันธสําหรับการถายเทความรอน

ภายใตสภาวะอยูตัว คือ 

0=+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

∂
∂ Q

y
Tk

yx
Tk

x
 (2.3) 

ความซับซอนของลักษณะการกระจายของอุณหภูมิ T(x, y) ที่เกิดข้ึนจากสมการ (2.3) นี้ ข้ึนอยูกับ

รูปรางลักษณะของแผนระนาบและเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดให เงื่อนไขขอบเขตตลอดขอบของ

แผนบางอาจประกอบดวย 

(ก) การกําหนดอุณหภูมิตลอดขอบ เชน 

1( ,  ) ( , )T x y T x y=  (2.4ก) 

(ข) การกําหนดปริมาณฟลักซ qs ที่ผานเขาสูขอบ 

s x y
T Tq q k n k n
x y

∂ ∂
= − = +

∂ ∂
 (2.4ข) 

โดย nx และ ny แทนทิศทางโคซายน (cosine directions) ของเวกเตอรหนึ่งหนวย n̂  ที่ต้ังฉากกับ

ขอบนั้น 

(ค) การกําหนดวาขอบเปนฉนวน ไมมีปริมาณฟลักซผานเขาหรือออกได 

0s x y
T Tq k n k n
x y

∂ ∂
= + =

∂ ∂
 (2.4ค) 

 

2.2 สมการเชิงอนุพันธยอยสาํหรับปญหาของแข็ง 

สมการเชิงอนุพันธยอยซึ่งแสดงความสมดุลของแรงในแนวแกน x และ y บนแผน

ระนาบ เมื่อไมคิดน้ําหนักของตัวเอง ดังแสดงในรูปที่ 2.2 คือ 

0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
xyx τσ  (2.5ก) 

0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
yxy στ

 (2.5ข) 
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โดย xσ , yσ  แทนคาความเคนฉาก (normal stress) ในแนวแกน x และ y ตามลําดับ สวน xyτ  

แทนคาความเคนเฉือน (shearing stress) 

 
รูปที่ 2.2  ขอบเขตและเงื่อนไขขอบเขตของปญหาของแข็ง 

ในกรณีของแผนบางซ่ึงเปนปญหาความเคนในระนาบ (plane stress) คาความ

เคนในแนวแกน z จะถูกสมมุติใหมีคาเปนศูนย โดยคาความเคนยอยตาง ๆ สามารถเขียนใหอยูใน

รูปแบบของคาความเครียดยอย (strain components) ไดดังนี้ 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−−
−−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

xy

y

x

xy

y

x

TT
TT

E

γ
αε
αε

υ
υ

υ

υ
τ
σ
σ

)(
)(

2
100

01
01

)1( 0

0

2
 (2.6) 

โดย E แทนคาโมดูลัสของยังส (Young’s modulus) และ υ  แทนคาอัตราสวนของปวสซง 

(Poisson’s ratio) สวน yx εε ,  แทนคาความเครียดฉาก (normal strain) ในแนวแกน x และแกน y 

ตามลําดับ, xyγ  แทนคาความเครียดเฉือน, α  แทนสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ 

(coefficient of thermal expansion) และ  T0  แทนอุณหภูมิอางอิงที่ วัสดุไม เกิดความเคน 

(reference temperature for zero stress) เชนอุณหภูมิหอง 

คาความเครียดยอยเหลานี้เขียนใหอยูในรูปของระยะการเคลื่อนตัว u และ v ใน

แนวแกน x และ y ไดคือ 

y
v

x
u

yx ∂
∂

=
∂
∂

= εε ;   

และ 
x
v

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ  
(2.7) 

 x  

 xσ  
 

   
yσ  

xyτ  
T(x, y) 

 y  
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ซึ่งหมายความวา ตัวไมรูคาในปญหาแผนระนาบมีเพียง 2 คา คือ u และ v เมื่อทราบคา u และ v 

แลวจึงสามารถนําไปคํานวณหาคาความเครียดและความเคนยอยตาง ๆ ไดตามลําดับ 

กรณีปญหาความเครียดในระนาบ (plane strain) คาความเครียดในแนวแกน z 

ถูกสมมุติใหมีคาเปนศูนย สมการเชิงอนุพันธยอย (2.5) และสมการ (2.7) ซึ่งแสดงความสัมพันธ

ระหวางความเครียดยอยและคาการเสียรูป ยังคงใชไดเชนเดิม ยกเวนความสัมพันธระหวางคา

ความเคนยอยและความเครียดยอยดังแสดงในสมการ (2.6) ตองเปล่ียนมาเปน 
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 (2.8) 

สําหรับเงื่อนไขขอบเขตโดยทั่วไปดังแสดงในรูปที่ 2.2 ประกอบดวย การยึดแนน 

(fixed) หรือปลอยอิสระ (free) ตลอดขอบตาง ๆ รวมทั้งอาจกําหนดแรงดัน (traction) ซึ่งแทนแรง

ที่กระทําตอพื้นที่ตลอดขอบนั้น ๆ อีกทั้งยังตองการผลการกระจายตัวของอุณหภูมิ T = T(x, y) ที่

สามารถคํานวณไดจากสมการ (2.3) กอนดวย ซึ่งผลจากอุณหภูมิ T นี้เองแฝงตัวอยูในสมการ 

(2.6) และ (2.8) ซึ่งอธิบายลักษณะของความเคนยอยนั่นเอง 
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บทที่  3 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการถายเทความรอนและของแข็ง 

ในบทนี้จะเปนการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ (nodeless 

variables) มาประยุกตใชในการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน และของแข็ง โดยจะเร่ิมจาก

ข้ันตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต จากนั้นจะอธิบายรายละเอียดของระเบียบวิธีไฟไนต

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ แลวจึงอธิบายรูปแบบของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใช

หลักการของฟลักซ และสุดทายจะเปนการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อการวิเคราะหการ

ถายเทความรอน และความเคนในของแข็ง 

3.1 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

การแกปญหาไฟไนตเอลิเมนตโดยวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางประกอบดวย

ข้ันตอนที่สําคัญ 6 ข้ันตอน [1] คือ 

ขั้นตอนที่ 1  แบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ เชน แบงออกเปน     

เอลิเมนตสามเหล่ียมยอยๆ สําหรับปญหาในสองมิติ ดังรูปที่ 3.1 

 

จุดตอ
เอลิเมนต 

x 

 y 

 
รูปที่ 3.1  การแบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ 

จากนั้นก็จึงหาสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลองกับปญหาที่ตองการแกนั้น โดยสมการเชิงอนุพันธ

ทั่วไปสามารถเขียนใหอยูในรูป 

( ) 0=′φD  (3.1) 

โดยที่ D  คือตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (differential operator) และ φ′  คือตัวแปรตามแมนตรง 
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ขั้นตอนที่ 2  เลือกลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต 

 

2φ  

3

2
1 

3φ  

1φ  x 

y 

 
รูปที่ 3.2  เอลิเมนตสามเหล่ียมแบบ 3 จุดตอและตัวไมทราบคาที่จุดตอ 

ยกตัวอยางเชน สําหรับเอลิเมนตที่ประกอบดวยสามจุดตอดังแสดงในรูปที่ 3.2 

โดยที่จุดตอนี้เปนตําแหนงของตัวไมรูคา 1φ , 2φ  และ 3φ  ตัวไมรูคาเหลานี้เปนคุณสมบัติตาง ๆ 

ของปญหา ซึ่งสามารถสรางสมการอธิบายลักษณะการกระจายของตัวไมทราบคาที่จุดตอไดดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( ) 332211 ,,,, φφφφ yxNyxNyxNyx ++=  (3.2) 

โดย ( ) 3,2,1;, =iyxNi  แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต สมการ (3.2) นี้สามารถ

เขียนใหอยูในรูปของเมทริกซไดดังนี้ 

),( yxφφ =  ⎣ ⎦
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

3

2

1

321  
φ
φ
φ

NNN   

 ( )⎣ ⎦
( )

{ }
( )1331

,
××

= φyxN  (3.3) 

โดยที่ ⎣ ⎦N  คือ  เมทริกซของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 

 { }φ  คือ  เวกเตอรเมทริกซที่ประกอบไปดวยตัวไมทราบคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้น 

ขั้นตอนท่ี 3  ประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง  (Method of Weighted 

Residual; MWR) เขากับสมการเชิงอนุพันธยอยเพื่อใหผลลัพธ โดยประมาณนั้นมีความ

คลาดเคลื่อนนอยที่สุด ซึ่งจะกอใหเกิดสมการไฟไนตเอลิเมนต (finite element equations) ที่

สอดคลองกัน ซึ่งสามารถเขียนในรูปเมทริกซไดดังนี้ 

( )φD  จะไมเทากับ 0 แตจะเทากับ R  

โดยที่ R  คือเศษตกคาง (residual) นั่นหมายถึง 
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( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∑

=

m

i
iiNDDR

1

φφ  (3.4) 

โดย m  คือจํานวนจุดตอของเอลิเมนตนั้น 

จากวิธีกาเลอรคิน (Galerkin) ซึ่งมีข้ันตอนโดยเร่ิมจากการคูณเศษตกคาง R ดวย

ฟงกชันน้ําหนัก (weighting function; W) จากนั้นจึงอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมนของเอลิเมนตแลว

กําหนดผลที่ไดใหเทากับศูนยนั่นคือ 

0=Ω∫
Ω

dRWi  mi ,,2,1 …=  (3.5) 

ปญหาการถายเทความรอนในของแข็งเราจะเลือกใชฟงกชันน้ําหนักเปน 

ii NW =  ซึ่งเรียกโดยทั่วไปวาบับโนฟ-กาเลอรคิน (Bubnov-Galerkin) 

ขั้นตอนท่ี 4  อินทิเกรตทีละสวน (integrate by part) เพื่อกอใหเกิดพจนที่เกี่ยวของกับ

ขอบเขตของเอลิเมนต ซึ่งหากแทนสมการ (3.4) ลงในสมการ (3.5) แลวอินทิเกรตทีละสวนจะได 

∫
Ω

ΩdRWi  
( )

Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ ∑

Ω =

dNDW
e

m

i
iii

1

φ  

 ( )
( )

( )
( )

0,,,, =Γ+Ω= ∫∫
ΓΩ

dNWdNW
ee

iiiiii φφ  (3.6) 

 

 

ขั้นตอนท่ี 5  แทนพจนที่เกี่ยวของกับขอบเขตของเอลิเมนต )(eΓ  ดวยภาวะขอบเขตอ่ืน ๆ 

ที่เกี่ยวของ ซึ่งจะกอใหเกิดสมการของเอลิเมนตที่สมบูรณสําหรับปญหาที่พิจารณา 

ขั้นตอนที่ 6  จากนั้นเขียนสมการของเอลิเมนต ซึ่งมีทั้งหมด m  สมการใหอยูในรูปของ     

เมทริกซ นั่นคือ 

[ ]
( )

{ }
( )

{ }
( )11 ×××

=
mmmm
FK φ  (3.7) 

โดย [ ]K  คือ เอลิเมนตเมทริกซของความแข็งเกร็ง (element stiffness matrix) { }φ  คือ เวกเตอร

ซึ่งประกอบดวยตัวไมรูคาที่จุดตอตาง ๆ ของเอลิเมนต และ { }F  คือโหลดเวกเตอรของเอลิเมนต

นั้น เมื่อไดสมการไฟไนตเอลิเมนตดังเชนแสดงในสมการ (3.7) แลวลําดับข้ันตอนตอไปก็จะทําการ

รวมสมการของเอลิเมนตยอยเขาดวยกันกอใหเกิดระบบสมการรวม จากนั้นกําหนดคาที่ขอบเขต 

แลวจึงแกระบบสมการรวมเพื่อหาคาผลลัพธที่จุดตอตาง ๆ 

พจนที่เกีย่วของกับโดเมน 

ของเอลิเมนต ( )eΩ  

พจนที่เกีย่วของกับขอบเขต 

ของเอลิเมนต ( )eΓ  
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3.2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลเิมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ 

เอลิเมนตสามเหล่ียมเปนเอลิเมนตที่นิยมใชกันมากเนื่องจากแบบจําลองไฟไนต

เอลิเมนตที่ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนมากสามารถสรางข้ึนมาโดยงายและโดย

อัตโนมัติ [4] ซึ่งเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอจะใหลักษณะการกระจายตัวของคาตาง ๆ 

(เชน อุณหภูมิสําหรับปญหาการถายเทความรอน ระยะการเคลื่อนตัวสําหรับปญหาของแข็ง เปน

ตน โดยจะใชอุณหภูมิเปนตัวอยางเพื่ออธิบายตอไป) บนเอลิเมนตเปนแบบเชิงเสนดังแสดงในรูปที่ 

3.3 และโดยการเพิ่มพจนที่เกี่ยวของกับตัวแปรไรจุดตอซึ่งมีลักษณะการกระจายตัวดังแสดงในรูป

ที่ 3.4 เพื่อที่จะสามารถประมาณการกระจายตัวของอุณหภูมิบนเอลิเมนตดวยฟงกชันควอดราติก 

ดังแสดงรูปที่ 3.5 ได 

 

  

รูปที่ 3.3  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิที่ตําแหนงจุดตอ 

 

  

รูปที่ 3.4  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิที่ตําแหนงไรจุดตอ 

 

  

รูปที่ 3.5  ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิรวม 

ดังนั้นในหัวขอนี้จะแสดงการสรางฟงกชันภายในเอลิเมนตรูปสามเหล่ียมแบบตัว

แปรไรจุดตอโดยใชพิกัดธรรมชาติ (natural coordinates) ซึ่งการใชพิกัดดังกลาวมีขอดีก็คือจะได
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ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตอยูในรูปแบบปด และสามารถที่จะแสดงจุดพิกัดของจุดใด ๆ 

ที่อยูในเอลิเมนตใหอยูในรูปของจุดตอของเอลิเมนตนั้นได ซึ่งจะอยูในรูปแบบดังตอไปนี้ 

665544332211                 ),( TNTNTNTNTNTNyxT +++++=  (3.8) 

 อุณหภูมิที่ตําแหนงจุดตอ อุณหภูมิที่ตําแหนงไรจุดตอ 

รูปที่ 3.6 แสดงรายละเอียดของเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอในระบบแกนพิกัด

ฉาก โดยมีจุด p เปนจุดที่อยูภายในเอลิเมนตสามเหล่ียม 

 

3

2
1 

),( 11 yx  
x 

y 

),( 22 yx  

),( 33 yx

),( yx  

 p 

 

รูปที่ 3.6  เอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอ และจุด p ที่อยูภายในเอลเิมนต 

ถากําหนดให Li (i = 1, 2,…, n) เปนพิกัดธรรมชาติ โดยที่ n คือจํานวนจุดตอ

ของเอลิเมนต (ในที่นี้ n = 3) เราก็สามารถเขียนจุดพิกัดของจุด p ใหอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติ 

L1, L2, และ L3 ไดดังนี้ 

332211 xLxLxLx ++=   

 332211 yLyLyLy ++=  

โดยพิกัดธรรมชาติ L1, L2, และ L3 นี้สามารถเรียกใหมวาฟงกชันถวงน้ําหนัก ซึ่งคุณสมบัติของ

ฟงกชันถวงน้ําหนักก็คือผลรวมของฟงกชันจะมีคาเทากับหนึ่ง ดังนี้ 

1321 =++ LLL  (3.10) 

เม่ือแกสมการ (3.9) กับสมการ (3.10) พรอม ๆ กันเพื่อเขียน L1, L2, และ L3 ใหอยูในระบบพิกัด

แกน x และแกน y จะได 

( ) ( ) 3,2,1
2
1, =++= iycxba
A

yxL iiii  (3.11) 

โดย A  คือ พื้นที่ของเอลิเมนตสามเหล่ียม สามารถคํานวณไดจากพิกัดของจุดตอทั้งสามจุด ดังนี้ 

(3.9) 
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( ) ( ) ( )[ ]2133211322
1 yyxyyxyyxA −+−+−=  (3.12) 

 23321 yxyxa −=  321 yyb −=  231 xxc −=  
 31132 yxyxa −=  132 yyb −=  312 xxc −=  (3.13) 

 12213 yxyxa −=  213 yyb −=  123 xxc −=  

สําหรับเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอหรือเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีอันดับสูง ๆ 

ข้ึนไป ฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสามเหล่ียมนั้น ๆ สามารถเขียนใหอยูในรูปของ

พิกัดธรรมชาติ L1, L2, และ L3 ของเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอได ซึ่งนักวิจัยที่ชื่อ Silvester 

[19] ไดใหสูตรสําหรับสรางฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสามเหล่ียมอันดับ n ใด ๆ ไว

ดังนี้ 

)()()(),,( 321321 LNLNLNLLLN γβααβγ =  (3.14) 

โดยที่ 1,
1

)(
1

1
1 ≥⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−
= ∏

=

α
α

α
i i

inL
LN  (3.15ก) 

0                        ,1 == α  (3.15ข) 

สําหรับ )( 2LNβ และ )( 3LNγ ก็สามารถเขียนอยูในรูปแบบเดียวกับสมการ (3.15ก) และ (3.15ข) 

สวน βα ,  และ γ  นั้นเปนเลขจํานวนเต็มที่ใชสําหรับอางอิงจุดตอบนเอลิเมนต ซึ่งมีคุณสมบัติวา 

n=++ γβα  โดยที่ n คืออันดับของเอลิเมนตสามเหล่ียม เชน เอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอ

เปนเอลิเมนตสามเหล่ียมอันดับที่ 2 เปนตน สวนการใชงานของเลขจํานวนเต็มชุดนี้ไดแสดงในรูปที่ 

3.5 ยกตัวอยางเชนที่จุดตอหมายเลข 1 จะมีหมายเลขอางอิงคือ 0,0,0 === γβα  ซึ่งฟงกชัน

การประมาณภายในเอลิเมนตก็คือ 200N  และจากสมการ (3.15ก) และ (3.15ข) จะไดวา 

∏
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−
==

2

1

1
2

12

i i
iL

NNα   

 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−
=

2
122

1
112 11 LL

 )12( 11 −= LL  (3.16ก) 

10 == NNβ   (3.16ข) 

10 == NNβ   (3.16ค) 

ดังนั้น )12()()()( 11302012200 −== LLLNLNLNN  (3.17) 
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x 

y 

3

2

1 

4
5

6

1=α

0=α

2=α

1=β0=β
2=β

1=γ  

0=γ  

2=γ

 
รูปที่ 3.7  การอางอิงหมายเลขจุดตอดวยตัวเลข βα ,  และ γ  บนเอลิเมนตสามเหลีย่มหกจุดตอ 

สําหรับจุดตออ่ืน ๆ ก็จะสามารถสรางฟงกชันการประมาณภายในไดดวยวิธีเดียวกัน ดังนั้นสําหรับ

เอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอจะมีฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตของแตละจุดตอดังนี้ 

,)12( −= iii LLN  3,2,1=i  

324 4 LLN =   

315 4 LLN =   

216 4 LLN =   

ดวยหลักเกณฑและข้ันตอนที่ไดกลาวขางตน ฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงจุดตอ

และฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงไรจุดตอจึงถูกประดิษฐข้ึน [10, 20] จากนั้นมีการ

ปรับฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงไรจุดตอไปใชในงานวิจัย [7] และสําหรับฟงกชัน

การประมาณภายในทั้งสองที่ใชในวิทยานิพนธนี้จะอยูในรูปดังนี้ 

ฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงจุดตอ 11 LN =  (3.19ก) 

 22 LN =  (3.19ข) 

 33 LN =  (3.19ค) 

ฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงไรจุดตอ 4 2 3N L L=  (3.19ง) 

 5 1 3N L L=  (3.19จ) 

 6 1 2N L L=  (3.19ฉ) 

 

(3.18) 
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3.3 รูปแบบของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ (Flux-Based 
Finite Element Formulation) 

รูปแบบของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซถูกประดิษฐ

ข้ึนเพื่อประยุกตใชกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ โดยมีเปาหมายเพื่อลดความ

ซับซอนในการคํานวณเมื่อเปรียบเทียบกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิม 

สําหรับปญหาสองมิ ติในระบบแกนพิกัดฉาก  สมการปวรซง  (Poisson’s 

equation) สามารถเขียนอยูในรูปแบบอนุรักษดังนี้ 

( )yxf
y
F

x
E ,=

∂
∂

+
∂
∂   (3.20) 

โดย ( )yxf ,  แทนฟงกชันแหลงกําเนิด (source function) E และ F แทนสวนประกอบของ    

ฟลักซในแนวแกน x และ y ตามลําดับ ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของตัวแปรปฐมภูมิ 

(primary variable) ไดดังนี้ 

x
UcE
∂
∂

−=  และ 
y

UcF
∂
∂

−=   (3.21) 

โดย U  แทนตัวแปรปฐมภูมิ และ c  แทนคุณสมบัติของวัสดุซึ่งแตกตางกันไปตามชนิดของปญหา 

ความซับซอนของปญหาท่ีเกิดข้ึนจากสมการ (3.20) นี้ ข้ึนอยูกับรูปรางลักษณะทางกายภาพและ

เงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดให เงื่อนไขขอบเขตตลอดขอบเขตอาจประกอบดวย 

(ก) การกําหนดคาตัวแปรปฐมภูมิตลอดขอบ เชน 

),() ,( 1 yxUyxU =  

(ข) การกําหนดปริมาณฟลักซ q ที่ผานเขาสูขอบ 

( )ˆc U n d U U q∞∇ ⋅ + − =  

โดย n̂  แทนเวกเตอรหนึ่งหนวยที่ต้ังฉากกับขอบนั้น ในขณะที่ d  และ ∞U  แทนตัวแปรทุติยภูมิ 

(secondary variable) 

ข้ันตอนที่สําคัญของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ

ประกอบดวย 6 ข้ันตอนคือ 

ขั้นตอนที่ 1  สมมุติลักษณะการกระจายของตัวแปรปฐมภูมิบนเอลิเมนตใหอยูในรูป 

( ) ( ) ( )⎣ ⎦{ }UyxNUyxNyxU i
i

i ,,,
6

1
== ∑

=

 (3.22) 
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โดย ( )⎣ ⎦yxN ,  ประกอบดวยฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตที่ตําแหนงจุดตอและที่

ตําแหนงไรจุดตอตามสมการ (3.19ก-ฉ) และ { }U  แทนเวกเตอรของตัวแปรปฐมภูมิที่ตําแหนงจุด

ตอ U1, U2, U3 และที่ตําแหนงไรจุดตอ U4, U5, U6 

ขั้นตอนท่ี 2  ประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ (3.20) ดังเชนใน

หัวขอ 3.1 โดยเลือกใชฟงกชันน้ําหนักตามฟงกชันการประมาณภายในสําหรับตําแหนงจุดตอและ

ตําแหนงไรจุดตอดังแสดงในสมการ (3.19ก-ฉ) ซึ่งสมการจะอยูในรูปดังนี้ 

( ) 0, =Ω−Ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∫ ∫
Ω Ω

dyxfNd
y
F

x
EN  (3.23) 

ขั้นตอนท่ี 3  อินทิเกรตทีละสวนโดยใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’ theorem) เพื่อ

กอใหเกิดพจนที่เกี่ยวของกับขอบเขตของเอลิเมนต ซึ่งทฤษฎีบทของเกาสวาดังนี้ 

( ) ( ) ( ) Ω⋅∇−Γ⋅=Ω⋅∇ ∫∫∫
ΩΓΩ

dVudnVudVu
KKK

ˆ  (3.24) 

เม่ือทําการเปรียบเทียบสัญลักษณสวนประกอบของฟลักซทางดานซายมือของสมการ (3.23) กับ

พจนทางดานซายมือของสมการ (3.24) จะพบวา 

Nu =
 

j
y

i
x

ˆˆ
∂
∂

+
∂
∂

=∇  

j
y
Fi

x
EV ˆˆ

∂
∂

+
∂
∂

=
K

 

และเนื่องจาก jninn yx
ˆˆˆ +=  ดังนั้น 

yx n
y
Fn

x
EnV

∂
∂

+
∂
∂

=⋅ ˆ
K

  

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⋅ yx n
y
Fn

x
ENnVu ˆ

K
  

j
y
Ni

x
Nu ˆˆ

∂
∂

+
∂
∂

=∇   

y
F

y
N

x
E

x
NVu

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=⋅∇
K

  

พจนทางดานซายมือของสมการ (3.23) จะกลายมาเปน 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇
y
F

x
EV

K
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∫∫∫
ΩΓΩ

Ω
∂
∂

−Γ=Ω
∂
∂ dE

x
NdnENd

x
EN x  (3.25ก) 

∫∫∫
ΩΓΩ

Ω
∂
∂

−Γ=Ω
∂
∂ dF

y
NdnFNd

y
FN y  (3.25ข) 

จากนั้น แทนสมการ (3.25ก-ข) ลงในสมการ (3.23) จะได 

=Ω
∂
∂

+Ω
∂
∂

∫∫
ΩΩ

dF
y
NdE

x
N  

 ( )∫∫∫
ΩΓΓ

Ω−Γ+Γ dyxfNdnFNdnEN yx ,  (3.26) 

ขั้นตอนท่ี 4  สมมุติลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนต (element flux 

distributions) สามารถคํานวณไดจากฟลักซที่ตําแหนงจุดตอซ่ึงอยูในรูป 

⎣ ⎦{ }ENENE i
i

i == ∑
=

3

1

 และ ⎣ ⎦{ }FNFNF i
i

i == ∑
=

3

1

 (3.27) 

โดย ⎣ ⎦N  แทนฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสน ⎣ ⎦321 LLL  สําหรับเวกเตอร { }E  

และ { }F  แทนเวกเตอรของฟลักซที่ตําแหนงจุดตอในแนวแกน x และ y ตามลําดับ โดยเวกเตอร

ทั้งสองมีรายละเอียดดังนี้ 

{ }

{ }

{ }

{ } ⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

=

3

2

1

U
x
Nc

U
x
Nc

U
x
Nc

E  และ { }

{ }

{ }

{ } ⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢
∂
∂

−

=

3

2

1

U
y
Nc

U
y
Nc

U
y
Nc

F  (3.28) 

ขั้นตอนท่ี 5  แทนสมการ (3.27) ลงในสมการ (3.26) จะไดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่อยูใน

รูปฟลักซที่ตําแหนงจุดตอดังแสดง 

⎣ ⎦ { } ⎣ ⎦ { } =Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

∫∫
ΩΩ

FdN
y
NEdN

x
N  

{ } ⎣ ⎦ { } { } ⎣ ⎦ { } { } ( )∫∫∫
ΩΓΓ

Ω−Γ+Γ dyxfNnFdNNnEdNN yx ,  (3.29) 



22 

 

3.4 สมการไฟไนตเอลิเมนตสาํหรับปญหาการถายเทความรอน 

ในสวนนี้จะอธิบายการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเท

ความรอน โดยระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุด

ตอซึ่งมีข้ันตอนเชนเดียวกับที่ไดอธิบายไวในสวนท่ี 3.1 โดยเร่ิมจากสมการเชิงอนุพันธสําหรับการ

ถายเทความรอนภายใตสภาวะอยูตัว 

0=+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂

∂
∂ Q

y
Tk

yx
Tk

x
  (2.3) 

เมื่อทําการเปรียบเทียบสัญลักษณของสมการ (2.3) กับสมการ (3.20) และ (3.21) จะพบวา 

TU =   

kc =   

( ) Qyxf =,  

x
TkqE x ∂

∂
−==   

y
TkqF y ∂

∂
−==   

สมการ (3.29) สําหรับปญหาการถายเทความรอนภายใตสภาวะอยูตัวจะกลายมาเปน 

⎣ ⎦ { } ⎣ ⎦ { } =Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

∫∫
ΩΩ

FdN
y
NEdN

x
N   

 { } ⎣ ⎦ { } { }( ) { }∫∫
ΩΓ

Ω−+Γ dQNnFnEdNN yx  (3.30) 

และสมการ (3.28) สําหรับปญหาการถายเทความรอนภายใตสภาวะอยูตัวก็จะกลายมาเปน 
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T
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E  และ { }
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T
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T
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F  (3.31) 

สมการ (3.30) และ (3.31) ที่ไดสามารถนําไปใชในการประดิษฐเอลิเมนตเมทริกซและโปรแกรม

คอมพิวเตอรไดโดยตรง หรืออาจเขียนใหอยูในรูปอยางงายของสมการไฟไนตเอลิเมนตไดดังนี้ 
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[ ] { } [ ] { } { } { }RBFDED yx −=+  (3.32) 

โดย [ ]xD , [ ]yD  แทน เมทริกซสวนประกอบของฟลักซ 

 { }B  แทน โหลดเวกเตอรขอบเขต 

 { }R  แทน โหลดเวกเตอรแหลงกําเนิด 

และ [ ] ⎣ ⎦ Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

dN
x
NDx  (3.33ก) 

 [ ] ⎣ ⎦ Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

dN
y
NDy  (3.33ข) 

 { } { } ⎣ ⎦ { } { }( )yx nFnEdNNB +Γ= ∫
Γ

 (3.33ค) 

 { } { }∫
Ω

Ω= dQNR  (3.33ง) 

3.5 สมการไฟไนตเอลิเมนตสาํหรับปญหาของแข็ง 

การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาของแข็ง โดยระเบียบวิธีถวง

น้ําหนักเศษตกคางดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอซึ่งมีข้ันตอนดังที่ไดอธิบาย

ขางตน โดยเร่ิมจากสมการเชิงอนุพันธแสดงความสมดุลของแรงในแนวแกน x และ y บนแผน

ระนาบ เมื่อไมคิดน้ําหนักของตัวเอง 

0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
xyx τσ   (2.5ก) 

0=
∂
∂

+
∂
∂

yx
yxy στ

  (2.5ข) 

เมื่อทําการเปรียบเทียบสัญลักษณของสมการ (2.5ก-ข) กับสมการ (3.21) จะไดสมการ (3.29) 

สําหรับปญหาของแข็งเมื่อไมคิดน้ําหนักของตัวเอง คือ 

⎣ ⎦ { } ⎣ ⎦ { } =Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

+Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

∫∫
ΩΩ

FdN
y
NEdN

x
N  

 { } ⎣ ⎦ { } { }( )yx nFnEdNN +Γ∫
Γ

 (3.34) 

โดยพจนขวามือของสมการ (3.34) ที่เกี่ยวของกับขอบ จะเปนแรงภายนอก Fx และ Fy ที่กระทําตอ

โครงสรางในทิศทาง x และ y ตามลําดับ และ 
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{ }
⎭
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⎩
⎨
⎧

=
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⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

xy
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E
E

E
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2

1   (3.35ก) 

{ }
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⎧

=
⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧=

y

xy

F
F

F
σ
τ

2

1   (3.35ข) 

ดังนั้นสมการ (3.34) จะสามารถเขียนอยูในรูป 
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0  (3.36) 

ความสัมพันธระหวางคาความเคนยอยและความเครียดยอยจากสมการ (2.6) 

และ (2.8) สามารถแสดงในรูปอยางงายคือ 

( ) ( )012121 TTCCCC yxx −+−+= αεεσ   (3.37ก) 

( ) ( )012112 TTCCCC yxy −+−+= αεεσ   (3.37ข) 

xyxy C γτ 3=   (3.37ค) 

สําหรับปญหาความเคนในระนาบ 
21 1 υ−

=
EC  ; 

22 1 υ
υ
−

=
EC  

 
( )υ+

=
123
EC  ; αα =1  

สําหรับปญหาความเครียดในระนาบ ( )
( )( )υυ

υ
211

1
1 −+

−
=

EC  ; 
( )( )υυ

υ
2112 −+

=
EC  

 
( )υ+

=
123
EC  ; ( )υαα += 11  

โดยพจนสุดทายของสมการ (3.37ก-ข) คือคาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ 

ซึ่งคาความเครียดยอยในสมการ (3.37ก-ค) สามารถเขียนใหอยูในรูปของระยะการเคล่ือนตัว u 

และ v ในแนวแกน x และ y ไดคือ 

yuxu yx ∂∂=∂∂= εε ;   

และ xuyuxy ∂∂+∂∂=γ  

เมื่อแทนคาความเครียดยอยในรูปของระยะการเคลื่อนตัวสมการ (2.7) ลงในสมการ (3.37ก-ค) จะ

ได 

(2.7) 
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( ) ( )012121 TTCC
y
vC

x
uCx −+−

∂
∂

+
∂
∂

= ασ  (3.38ก) 

( ) ( )012112 TTCC
y
vC

x
uCy −+−

∂
∂

+
∂
∂

= ασ  (3.38ข) 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
x
v

y
uCxy 3τ   (3.38ค) 

นําความสัมพันธในสมการ (3.38ก-ค) แทนลงในสมการ (3.35) เวกเตอรทั้งสองจะกลายมาเปน 
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 (3.39ข) 

รายละเอียดของเวกเตอรทั้งสองมีดังนี้ 
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   (3.40ก) 
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   (3.40ง) 

สมการ (3.36) และ (3.40ก-ง) ที่ไดสามารถนําไปใชในการประดิษฐเอลิเมนตเมทริกซและ

โปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง หรืออาจเขียนใหอยูในรูปอยางงายของสมการไฟไนตเอลิเมนตได

ดังนี้ 

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

y

x
yyxx F

F
F
F

DD
E
E

DD
2

1

2

1  (3.41) 

โดย [ ]xD , [ ]yD  แทน เมทริกซสวนประกอบของฟลักซ 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

y

x

F
F

 แทน โหลดเวกเตอรเนื่องจากแรงภายนอก 

และ [ ] ⎣ ⎦ Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

dN
x
NDx  (3.42ก) 

 [ ] ⎣ ⎦ Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

= ∫
Ω

dN
y
NDy  (3.42ข) 

จะเห็นไดวาเมทริกซสวนประกอบของฟลักซในปญหาของแข็งเหมือนกับเมทริกซสวนประกอบ 

ของฟลักซในปญหาการถายเทความรอน ดังนั้นการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการ

ใชหลักการของฟลักซเขากับปญหาอ่ืน ๆ ก็จะไดเมทริกซสวนประกอบของฟลักซลักษณะเดียวกัน 

ดังแสดงขางตน อีกทั้งเมทริกซสวนประกอบของฟลักซนั้นสามารถประดิษฐข้ึนใหอยูในรูปแบบปด 

(closed-form) เพื่อนําไปใชประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง 
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3.6 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซ 

สมการไฟไนตเอลิเมนต และคาสัมประสิทธิ์ตางๆ ดังในสมการที่ไดแสดงขางตน

นั้นสามารถประดิษฐข้ึนไดโดยงาย วิธีการดังกลาวจะไดแสดงในหัวขอนี้ 

3.6.1. เอลิเมนตเมทริกซสําหรับปญหาการถายเทความรอน 

[ ] { } [ ] { } { } { }RBFDED yx −=+  (3.32) 

จากสมการ (3.32) นําคาเวกเตอรของฟลักซ { }E  และ { }F  มาจัดรูปใหมโดยเร่ิมจากการแทนคา

ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอ โดยมีรายละเอียดดังนี ้
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 (3.43ข) 

จากนั้นแทนคาลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนตซึ่งสมมุติใหมีลักษณะเชิงเสน 

⎣ ⎦N และฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอลงในสมการ 

(3.33ก-ง) จะไดเมทริกซและเวกเตอรตาง ๆ ดังนี้ 
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ในสวนของเวกเตอร { }B  นั้นหมายถึงเวกเตอรที่เกี่ยวของกับฟลักซความรอนที่ไหลผานขอบของ

เอลิเมนต ซึ่งพจนดังกลาวจะตัดกันหมดไปภายในขอบเขตของปญหาจะคงเหลือเฉพาะที่ขอบดาน

นอกของขอบเขตที่พิจารณาเทานั้น โดยถาขอบดังกลาวถูกกําหนดใหมีอุณหภูมิคงที่หรือถูก

กําหนดใหเปนฉนวน (ฟลักซความรอนที่ผานขอบเปนศูนย) เวกเตอร { }B  ก็ไมตองทําการคํานวณ

หรือกําหนดใหมีคาเปนศูนยตามลําดับ แตหากมีฟลักซความรอนผานเขา-ออกในลักษณะต้ังฉาก

กับบริเวณขอบดังกลาว โดยสมมุติใหฟลักซความรอนผานขอบเอลิเมนตที่มีความยาว L อยู

ระหวางจุดตอหมายเลข 2 และ 3 โดยมีตําแหนงไรจุดตอ 4 อยูบริเวณก่ึงกลางของขอบนั้น 

เวกเตอร { }B  สําหรับฟลักซความรอนที่มีลักษณะขางตนจะสามารถคํานวณไดดังนี้ 
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และสุดทายคือเวกเตอร { }R  โดยมีความหมายถึงเวกเตอรที่แทนคาการผลิตความรอนภายใน       

เอลิเมนต สมมุติใหคาการผลิตความรอนภายในเอลิเมนตมีคาคงที่ Q  ซึ่งสามารถคํานวณไดดังนี้ 
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3.6.2. เอลิเมนตเมทริกซสําหรับปญหาความเคนในโครงสราง 

จากสมการ (3.41) 
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สามารถจัดรูปใหมในรูปของความเคนยอยที่จุดตอดังนี ้
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นําความสัมพันธระหวางคาความเคนยอยและความเครียดยอย และความสัมพันธระหวางคา

ความเครียดยอยและระยะการเคล่ือนตัว มาแทนในสมการ (3.45) จะได 
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เมทริกซสวนประกอบของฟลักซในปญหาความเคนในโครงสรางอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ ,xD yD  

สามารถคํานวณไดเชนเดียวกับปญหาการถายเทความรอนในหัวขอยอย 3.6.1 ขางตน และใน

สวนของเวกเตอร ⎣ ⎦xN ∂∂  และ ⎣ ⎦yN ∂∂  ก็สามารถคํานวณไดดังเชนในสมการ (3.43ก-ข) 

โดยมีรายละเอียดดังนี้ 
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บทที่  4 

โปรแกรมคอมพิวเตอร 

บทนี้จะกลาวถึงรายละเอียดและข้ันตอนการคํานวณภายในโปรแกรม

คอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนใหสอดคลองกับสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ไดแสดงไวในบทที่ 3 โดย

โปรแกรมดังกลาวไดถูกเขียนข้ึนมาดวยภาษาฟอรแทรน 90 (FORTRAN 90) ซึ่งประกอบไปดวย

โปรแกรมที่สามารถนําไปวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน ปญหาความเคนในของแข็ง และ

โปรแกรมวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ โดยรายละเอียดตาง ๆ ของโปรแกรม

มีดังนี้ 

4.1 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน ประกอบไป

ดวยโปรแกรมหลัก (main program) และ 9 โปรแกรมยอย (subroutines) โดยมีข้ันตอนการ

ทํางานดังนี้ 

4.1.1 เร่ิมตนการทํางานภายในโปรแกรมหลัก [MAIN PROGRAM] โดยจะ

เรียกโปรแกรมยอยแรก [READ_INPUT] โดยในโปรแกรมยอยดังกลาวก็

จะทําการอานขอมูลของปญหา เชน จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนต

ของปญหา คาคุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ และตําแหนงของจุดตอตาง ๆ  

4.1.2 เรียกโปรแกรมยอย [GEN_NL] เพื่อทําการสรางตําแหนงไรจุดตอ รวมไป

ถึงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตใหกับตําแหนงไรจุดตอที่สรางข้ึน และ

ประกอบหมายเลขของตําแหนงไรจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็มนาฬิกาเพิม่

เขาไปในเอลิเมนตนั้น ๆ 

4.1.3 จากนั้นจึงเรียกโปรแกรมยอย [CST] เพื่อทําการสรางเอลิเมนตเมทริกซ

ระบบรวมสําหรับระบบสมการใหญ โดยทําการเรียกโปรแกรมยอย 

[CnK_ELE] และ [ALL_LOAD] เพื่อสรางเอลิเมนตเมทริกซและโหลด

เวกเตอรสําหรับแตละเอลิเมนต และดําเนินการประกอบเมทริกซจากทุก

เอลิเมนตใหเปนเมทริกซระบบรวมโดยเรียกโปรแกรมยอย [ASMP] เมื่อ

สรางเมทริกซระบบรวมเสร็จส้ินแลวก็ทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดวย

โปรแกรมยอย [APPLBC] 
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4.1.4 เมื่อไดระบบสมการรวมและกําหนดเงื่อนไขขอบเขตเสร็จส้ิน โปรแกรม

ยอย [SYMPCG] จะทําการแกระบบสมการรวมดวยระเบียบวิธีคอนจูเกต

เกรเดียนทเพื่อหาผลลัพธของอุณหภูมิที่จุดตอ 

4.1.5 ข้ันตอนสุดทายจะเรียกโปรแกรมยอย [WRITE_OUTPUT] เพื่อทําการ

เขียนผลลัพธที่คํานวณไดลงไปในไฟลที่กําหนดไว 

 
4.2 รายละเอียดของโปรแกรม 

รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไวในภาคผนวก ก 

4.3 ลักษณะของไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการ 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรมตองการ สามารถแบงออกเปน 5 สวนยอยไดดังนี้ 

สวนที่ 1 ประโยคอธิบายกํากบัลักษณะของไฟล 

บรรทัดแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดที่เปนตัวอักษร 

บรรทัดตอไป ประโยคตาง ๆ ที่มีจาํนวนบรรทัดเทาที่ระบุไว 

ตัวอยางเชน:    1 

            FINITE ELEMENT DATA FOR HEAT TRANSFER PROBLEM 

 

สวนที่ 2 ขนาดของปญหา พรอมคาที่จะใชในการคํานวณ 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต จํานวนขอบโดเมน และจํานวน

ขอบโดเมนทีม่ฟีลักซความรอนผานเขา-ออก 

บรรทัดตอไป ตัวเลขจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต จํานวนขอบโดเมน และจํานวน

ขอบโดเมนทีม่ฟีลักซความรอนผานเขา-ออก  

ตัวอยางเชน:    NPOIN    NELEM    NBOUN    NFLUX 

    1521     2888        6        0 

 

สวนที่ 3 คุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ 

บรรทัดแรก คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ 

บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน คาความหนาแนน คาความ

รอนจําเพาะ ความหนา และผลเฉลยแมนตรงตามลําดับ 

ตัวอยางเชน:    TH-Con    Den    Spec-heat   Thick    Exact 

       1.     1.           0.      1.        1 
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หมายเหตุ: ผลเฉลยแมนตรง Exact คือการมีอยูของผลเฉลยแมนตรง หมายถึง 

 Exact  =  1 ปญหาที่วิเคราะหอยูนั้นมีผลเฉลยแมนตรง 

 Exact  =  0 ปญหาที่วิเคราะหอยูนั้นไมมีผลเฉลยแมนตรง 

 

สวนที่ 4 ลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดตอ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอ เงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิ ตําแหนงจุด

 ตอในแกน x และ y คาอุณหภูมิ และคาฟลักซความรอนที่จุดตอ 

ตัวอยางเชน:  NODE    IBCT    X-CO    Y-CO    TEMP    FLUX 

      1      1      0.0     0.0     0.0     0.0 
      2      0      1.0     0.0     0.0     0.5 
      3      0      1.0     0.5     0.0     0.0 

                                          
     51      1      1.0     1.0     0.0     0.0 
     52      1      0.0     1.0     0.0     0.0 

หมายเหตุ: เงื่อนไขขอบเขต IBCT คือเงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิ หมายถึง 

 IBC  =  1 จุดตอนั้นถกูกาํหนดใหมีคาตามที่ใหไว และไมตองทาํการ 

  คํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 

 IBC  =  0 ใหทําการคํานวณหาคาที่จุดตอดังกลาว 

 

สวนที่ 5 ลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเอลิเมนต หมายเลขของจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็มนาฬิกาที่

 ประกอบข้ึนเปนเอลิเมนต และคาความรอนผลิตเองภายในเอลิเมนต 

ตัวอยางเชน:  ELEM      I      J      K      Q 

      1     19     20     81     1.0 
      2     81     20    151     1.0 
      3    119    181    155     1.0 

                               
     51    124    126    186     1.0 
     52    117     63    120     1.0 
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4.4 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาความเคนอันเน่ืองมาจากอุณหภูม ิ

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ 

ประกอบไปดวยโปรแกรมหลัก (main program) และ 10 โปรแกรมยอย (subroutines) โดยมี

ข้ันตอนการทํางานดังนี้ 

4.4.1 เร่ิมตนการทํางานภายในโปรแกรมหลัก [MAIN PROGRAM] โดยจะ

เรียกโปรแกรมยอยแรก [READ_INPUT] โดยในโปรแกรมยอยดังกลาวก็

จะทําการอานขอมูลของปญหา เชน จํานวนจุดตอและจํานวนเอลิเมนต

ของปญหา คาคุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ และตําแหนงของจุดตอตาง ๆ  

4.4.2 เรียกโปรแกรมยอย [GEN_NL] เพื่อทําการสรางตําแหนงไรจุดตอ รวมไป

ถึงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตใหกับตําแหนงไรจุดตอที่สรางข้ึน และ

ประกอบหมายเลขของตําแหนงไรจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็มนาฬิกาเพิม่

เขาไปในเอลิเมนตนั้น ๆ เม่ือสรางตําแหนงไรจุดตอเสร็จส้ินโปรแกรมยอย 

[ARRANGE] จะทําการจัดเรียงตัวแปรทั้งหมดใหม โดยเร่ิมจากตัวแปร

คาระยะการเคล่ือนตัว u สําหรับทุกจุดตอแลวจึงคอยดําเนินการจัดเรียง

ตัวแปรคาระยะการเคล่ือนตัว v สําหรับทุกจุดตอตามลําดับ 

4.4.3 จากนั้นจึงเรียกโปรแกรมยอย [CST] เพื่อทําการสรางเอลิเมนตเมทริกซ

ระบบรวมสําหรับระบบสมการใหญ โดยทําการเรียกโปรแกรมยอย 

[CnK_ELE] และ [ALL_LOAD] เพื่อสรางเอลิเมนตเมทริกซและโหลด

เวกเตอรสําหรับแตละเอลิเมนต และดําเนินการประกอบเมทริกซจากทุก

เอลิเมนตใหเปนเมทริกซระบบรวมโดยเรียกโปรแกรมยอย [ASMP] เมื่อ

สรางเมทริกซระบบรวมเสร็จส้ินแลวก็ทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตดวย

โปรแกรมยอย [APPLBC] 

4.4.4 เมื่อไดระบบสมการรวมและกําหนดเงื่อนไขขอบเขตเสร็จส้ิน โปรแกรม

ยอย [SYMPCG] จะทําการแกระบบสมการรวมดวยระเบียบวิธีคอนจูเกต

เกรเดียนทเพื่อหาผลลัพธของคาระยะการเคล่ือนตัว u และ v ที่จุดตอ 

4.4.5 คํานวณคาความเคน yx σσ ,  และ xyτ  ที่ทุกจุดตอโดยเรียกโปรแกรม

ยอย [STRESS] 
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4.4.6 ข้ันตอนสุดทายจะเรียกโปรแกรมยอย [WRITE_OUTPUT] เพื่อทําการ

เขียนผลลัพธที่คํานวณไดลงไปในไฟลที่กําหนดไว 

 
4.5 รายละเอียดของโปรแกรม 

รายละเอียดของโปรแกรมแสดงไวในภาคผนวก ข 

4.6 ลักษณะของไฟลขอมูลที่โปรแกรมตองการ 

ลักษณะของขอมูลที่โปรแกรมตองการ สามารถแบงออกเปน 5 สวนยอยไดดังนี้ 

สวนที่ 1 ประโยคอธิบายกํากบัลักษณะของไฟล 

บรรทัดแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดที่เปนตัวอักษร 

บรรทัดตอไป ประโยคตาง ๆ ที่มีจาํนวนบรรทัดเทาที่ระบุไว 

ตัวอยางเชน:    1 

            FINITE ELEMENT DATA FOR THERMAL STRESS ANALYSIS 

 

สวนที่ 2 ขนาดของปญหา พรอมคาที่จะใชในการคํานวณ 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต จํานวนขอบโดเมน และชนิดของ

ปญหา 

บรรทัดตอไป ตัวเลขจํานวนจุดตอ จํานวนเอลิเมนต จํานวนขอบโดเมน ชนิดของปญหา 

และผลเฉลยแมนตรงตามลําดับ 

ตัวอยางเชน:    NPOIN    NELEM    NBOUN    STYPE    Exact 

    1521     2888        6        0        1 

หมายเหตุ: ชนิดของปญหา STYPE คือสมมุติฐานลักษณะของปญหา ไดแก 

 STYPE  =  0 ปญหาความเคนในระนาบ (plane stress) 

 STYPE  =  1 ปญหาความเครียดในระนาบ (plane strain) 

 ผลเฉลยแมนตรง Exact คือการมีอยูของผลเฉลยแมนตรง หมายถึง 

 Exact  =  1 ปญหาที่วิเคราะหอยูนั้นมีผลเฉลยแมนตรง 

 Exact  =  0 ปญหาที่วิเคราะหอยูนั้นไมมีผลเฉลยแมนตรง 

 

สวนที่ 3 คุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ 

บรรทัดแรก คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ 
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บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาโมดูลัสของความยืดหยุน อัตราสวนของปวสซง ระดับ

อุณหภูมิที่ไมมีความเคน สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ และ

ความหนาของของโครงสราง 

ตัวอยางเชน:      ELAS     PR    Tref   Alpha   Thick 

    1.e+5    0.3      0.      0.    0.01 
 

สวนที่ 4 ลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของจุดตอ 

บรรทัดตอ ๆ ไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอ เงื่อนไขขอบเขตในทิศทาง x และ y 

ตําแหนงจุดตอในแกน x และ y คาระยะการเคลื่อนตัวในแกน x และ y 

คาแรงดันจากภายนอกในแกน x และ y และคาอุณหภูมิของจุดตอนั้น 

ตัวอยางเชน: NODE  IBCX  IBCY  X-CO  Y-CO  DelX  DelY  Sxx  Syy  Temp 

     1     1     0   0.0   0.0   0.0   0.0  0.0  0.0  25.0 
     2     0     0   1.0   0.0   0.0   0.0  0.0  0.0  25.0 
     3     1     0   1.0   0.5   0.0   0.0  0.0  0.0  25.0 

                                                
    51     0     1   1.0   1.0   0.0   0.0  0.0  0.0  50.0 
    52     1     0   0.0   1.0   0.0   0.0  0.0  0.0  50.0 

หมายเหตุ: เงื่อนไขขอบเขต IBC ในทิศทาง x และ y หมายถึง 

 IBC  =  1 จุดตอนั้นถูกตรึงไมใหเคล่ือนที่ในทิศนั้น 

 IBC  =  0 คํานวณหาการเคลื่อนตัวที่จุดตอดังกลาวในทิศนั้น 

 

สวนที่ 5 ลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของเอลิเมนต 

บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเอลิเมนต และหมายเลขของจุดตอทั้งสามในทิศทวนเข็ม

นาฬิกาที่ประกอบข้ึนเปนเอลิเมนต 

ตัวอยางเชน:  ELEM      I      J      K 

      1     19     20     81 
      2     81     20    151 
      3    119    181    155 

                        
     51    124    126    186 
     52    117     63    120 
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บทที่  5 

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต 

ในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะเร่ิมตนจากการแบง

พื้นที่ภายในโดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ แลวทําการคํานวณหาคาตัวไมรูคาที่จุดตอ

ของเอลิเมนตนั้น ๆ ดังนั้นถาเราใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กมากเทาไร จุดตอตาง ๆ ที่เปนตัวแทนของ

ตําแหนงที่จะทําการคํานวณก็จะอยูใกลกันมากข้ึนเทานั้น ซึ่งจะเปนผลทําใหคําตอบที่ไดมีความ

ถูกตองมากยิ่งข้ึน แตการใชเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากตลอดภายในโดเมนของปญหาจะทําให

ตองใชเวลาในการคํานวณและจํานวนหนวยความจํา (RAM) จํานวนมาก และอาจทําใหเคร่ือง

คอมพิวเตอรที่มีจํานวนหนวยความจําที่จํากัดนั้นไมสามารถใชวิเคราะหปญหาได ดังนั้นหากเรา

สามารถเลือกใชเอลิเมนตขนาดเล็กเฉพาะในบริเวณที่เหมาะสมก็จะทําใหลดจํานวนจุดตอที่ตอง

ทําการคํานวณลง แตในการวิเคราะหปญหาโดยทั่ว ๆ ไปนั้นเราไมสามารถที่จะทราบผลเฉลยแมน

ตรงได จึงไมอาจทราบวาในบริเวณใดควรใชเอลิเมนตขนาดเล็ก และในบริเวณใดที่สามารถใช      

เอลิเมนตที่มีขนาดใหญได จึงตองอาศัยโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับปรับขนาดของเอลิเมนตใหมี

ขนาดที่เหมาะสม [21] โดยในบทน้ีจะไดกลาวถึงหลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติ และข้ันตอนในการนําไปประยุกตใชกับไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ได

ประดิษฐข้ึนเพื่อวิเคราะหปญหาตาง ๆ 

5.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนต 

หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ คือ จะทําการปรับใช   

เอลิเมนตที่มีขนาดเล็กในบริเวณที่มีคาการเปล่ียนแปลงของความชันของคําตอบสูง และปรับใช   

เอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณอ่ืน โดยหลักการหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมตามตําแหนงตาง ๆ

ดังกลาวจะอาศัยแนวคิดที่กําหนดใหคาความคลาดเคล่ือนจากผลเฉลยแมนตรงมีคาเทากันตลอด

ทั้งโดเมน [3] เชนถาเราสนใจคาของตัวแปรในโดเมนการไหลใน 1 มิติ คาความคลาดเคล่ือนที่

ตําแหนงใด ๆ จะมีคาดังนี้ 

คาความคลาดเคลื่อน  =  
2

2
2

x
h

∂
∂ φ   =  คาคงที ่ (5.1) 

สําหรับการวิเคราะหปญหาใน 2 มิติ จะมีพจนอนุพันธอันดับ 2 หลายพจนดังนี้ 
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กอนนําคาอนุพันธอันดับ 2 มาใชจะตองปรับคาดังกลาว โดยอาศัยหลักการหาคาความเคนใน

แนวแกนหลักในวิชากลศาสตรของแข็ง [18] 
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 (5.2) 

โดย xσ  คือความเคนในแนวแกน x, yσ  คือความเคนในแนวแกน y, xyτ  คือความเคนเฉือนที่มี

ทิศทางในแนวแกน y, yxτ  คือความเคนเฉือนที่มีทิศทางในแนวแกน x, Xσ  คือความเคนใน

แนวแกนหลัก X และ Yσ  คือความเคนในแนวแกนหลัก Y ซึ่งหากประยุกตเขากับปญหาใน 2 มิติ 

จะไดวา 
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และมุมระหวางแนวแกนหลัก X-Y กับแนวแกน x-y หาไดจาก 
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ดังนั้นคาความคลาดเคล่ือนของปญหาใน 2 มิติ คือ 

1
2
1 λh    =   2

2
2 λh    =   คาคงที่  (5.3) 

โดย h1 คือความยาวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X, h2 คือความยาวเอลิเมนตในแนวแกนหลัก 

Y ดังแสดงในรูปที่ 5.1 และ 

,
2

2

1 X∂
∂

=
φλ  

2

2

2 Y∂
∂

=
φλ   
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รูปที่ 5.1  แสดงการวางตัวของเอลิเมนตในแนวแกนหลักทั้งสอง (X, Y) 

การหาคาอนุพันธอันดับที่ 1 ของจุดตอใด ๆ เชน x∂∂φ  เปนตน จะหาไดจาก

การรวมคาอนุพันธอันดับที่ 1 ของเอลิเมนตที่ลอมรอบจุดตอนั้น ดังแสดงในรูปที่ 5.2 การหาคา

อนุพันธดันดับที่ 1 ของจุดตอ j จะรวมคาอนุพันธอันดับที่ 1 ของเอลิเมนตสามเหล่ียม 6 เอลิเมนต 

[3] ดังนี้ 
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โดย  Ni และ Nj คือฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนต 
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รูปที่ 5.2  ตัวอยางการวางตัวของเอลิเมนตสามเหล่ียมลอมจุดตอ j ใด ๆ 
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หากเราประยุกตวิธีโดยชัดแจง (explicit algorithm) เขากับสมการ (5.4) ทําให 

∫
Ω

ΩdNN ji  อยูในรูปแบบรวมตัวที่จุดตอ (lumped mass matrix) ดังนั้น 
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φφ  (5.5) 

โดย  ∫
Ω

Ω= dNNM jiij  เมื่อ i = j 

 0=  เมื่อ i ≠ j 

เราสามารถประยุกตในทํานองเดียวกันกับคาอนุพันธอันดับที่สอง ไดดังนี้ 
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2φ    คือ คาอนุพันธอันดับที่สอง ของคาตัวแปรที่พิจารณาที่จุดตอ j 
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ดังนั้นเม่ือใชสมการ (5.5) และ (5.6) เราจะสามารถหาคา 1λ  ในสมการ (5.3) ได และในทํานอง

เดียวกันก็จะสามารถหาคา 2λ  ไดเชนกัน 
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2 φφ  (5.8) 

คาอนุพันธอันดับที่สองของคาความหนาแนนที่หาไดในสมการ (5.7) และ (5.8) จากการจัดแบง     

เอลิเมนตคร้ังลาสุด จะถูกนําไปใชตอไปเพื่อทําการแบงเอลิเมนตคร้ังใหมโดยอัตโนมัติ เราจะ

กําหนดขนาดเอลิเมนตที่นอยที่สุด (hmin) สําหรับการสรางเอลิเมนตใหม ซึ่งจะเปนตําแหนงที่เกิด

คาอนุพันธอันดับสองสูงสุดดวยตามขอกําหนดที่จะใหคาความคลาดเคล่ือนเทากันตลอดทั้งโดเมน

การไหล ดังแสดงในสมการ (5.3) ดังนั้น 

=== 2
2
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และเราสามารถกําหนดขนาดเอลิเมนตที่ยาวที่สุด (hmax) ไดเชนกัน หากตําแหนงใดมีการคํานวณ

ตามสมการ (5.9) แลวไดคาความยาวเอลิเมนตที่ยาวกวา hmax ก็จะปรับใหคาความยาวเอลิเมนต

มีคาเทากับ hmax แทน 

บางคร้ังในการแบงเอลิเมนตเราจะพบวาเอลิเมนตบางตําแหนงจะไดคาอัตราสวน

ระหวางความยาวเอลิเมนตทั้งสองดาน (stretching parameter, s) มีคามากจนเกิน ไป จึงควร

กําหนดคาอัตราสวนสูงสุดไวอยางเหมาะสม (Smax) หากตําแหนงใดมีคา si มากกวา (Smax) ก็จะ

ถูกปรับคาใหเทากับ Smax แทน 

2

1

1

2

λ
λ

==
h
h

si   (5.10) 

 

5.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ในวิทยานิพนธนี้ไดใชโปรแกรม FEMESH ซึ่งไดพัฒนาข้ึนโดย อ.ดร.สุทธิศักด์ิ  

พงศธนาพาณิช [21] ในการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ โปรแกรม FEMESH เปนโปรแกรมที่

ทํางานในโหมดกราฟกสามารถที่จะสรางรูปแบบของปญหาและสรางเอลิเมนตสามเหล่ียมไดทันที 

และยังสามารถสงตอขอมูลใหกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตอ่ืน ๆ เพื่อทําการวิเคราะหปญหาไดใน

หลายรูปแบบ รวมถึงการแสดงผลลัพธที่เกิดข้ึนจากการคํานวณในรูปแบบกราฟกได โดย

ประสิทธิภาพและความถูกตองของโปรแกรม FEMESH ไดรับการตรวจสอบดวยปญหาใน

เอกสารอางอิง [22] 

ภาพโดยรวมของโครงสรางการทํางานของโปรแกรม FEMESH สามารถที่จะแบง

ออกไดเปนสามสวนหลัก ๆ ดังนี้ 

1. สวนทํางานกอนการประมวลผล (Pre-processing) เปนสวนของโปรแกรมที่

ชวยในการสรางรูปรางของปญหาตางๆ เชน การวาดเสนตรงหรือเสนโคง การสรางเอลิเมนต

สามเหล่ียม หรือการกําหนดเงื่อนไขที่ขอบ (boundary constraint) เปนตน งานหลักของสวน

ทํางานกอนการประมวลผลก็คือ การทํางานดานคอมพิวเตอรชวยการออกแบบ (CAD) ซึ่ง

ประกอบดวยคําส่ังตาง ๆ มากมายที่ชวยในการสรางรูปทรงเรขาคณิต 

2. สวนการประมวลผล (Processing) ซึ่งหมายถึง สวนของโปรแกรมที่ทําการ

คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาตาง ๆ 
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3. สวนทํางานหลังการประมวลผล (Post-processing) เปนสวนของโปรแกรมที่

ชวยในการแสดงผลลัพธที่ไดจากการคํานวณในรูปแบบกราฟก เชน การแสดงเสนชั้น (contour) 

หรือการแสดงเวกเตอรของความเร็ว (velocity vector) เปนตน นอกจากนี้การประยุกตเทคนิคการ

ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing technique) เขากับปญหาเพื่อตองการให

ไดผลลัพธที่มีความแมนยํามากยิ่งข้ึน ก็จะเปนการทํางานในสวนนี้ดวยเชนกัน โดยจะนําผลลัพธที่

ไดมาทําการคํานวณขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมและทําการสรางเอลิเมนตสามเหล่ียมข้ึนมา

ใหมตอไป 
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บทที่  6 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนเพื่อวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 

ปญหาความแข็งแรงในโครงสราง และปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ ดวยระเบียบวิธี   

ไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ จะถูกนํามาตรวจสอบความ

ถูกตองกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง และผลการวิเคราะหดวยวธิีอ่ืน ๆ ดังรายละเอียดตอไปนี้ 

6.1 ตรวจสอบโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 

ในหัวขอนี้จะตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมวิเคราะหปญหาการถายเท

ความรอน โดยจะทําการทดสอบดวยปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงคือ 

6.1.1 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมที่มีการผลิตความรอนไดเอง 

ตัวอยางแรกเปนปญหาที่มีการผลิตความรอนไดเองเพียงอยางเดียว โดยมีแผน

โลหะส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 2 ×2 หนวย หนา 0.1 หนวย และกําหนดใหสัมประสิทธิ์การนําความรอน 

k มีคาเทากับ 1 โดยมีการผลิตความรอนไดเอง Q = 1 และอุณหภูมิตลอดขอบทั้งส่ีดาน T = 0      

ดังแสดงในรูปที่ 6.1 ซึ่งปญหาดังกลาวมีผลเฉลยแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิบนแผนโลหะ 

[20] คือ 
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ในการวิเคราะหปญหาดวยโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึน จะเร่ิมตนจากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนต  

เอลิเมนตซึ่งไดแสดงไวในรูปที่ 6.2 โดยประกอบไปดวย 121 จุดตอ และ 200 เอลิเมนต จากนั้นทํา

การประยุกตเงื่อนไขขอบเขตตามที่กลาวขางตน 

รูปที่ 6.3 เปนการเปรียบเทียบอุณหภูมิในแนวแกน x ที่ตําแหนง y = 0 ที่คํานวณ

ไดจากผลเฉลยแมนตรง และจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนดวยระเบียบวิธีไฟไนต        

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ (NLFB) และประดิษฐข้ึนจาก          

เอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอ (standard) สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความรอนได

เอง 
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รูปที่ 6.1  แผนส่ีเหล่ียมที่มกีารผลิตความรอนไดเอง 

 
 

 
รูปที่ 6.2  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความรอนไดเอง 

 

ตารางที่ 6.1 แสดงการเปรียบเทียบคาเปอรเซนตความผิดพลาดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

ประดิษฐข้ึนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ 

(NLFB) และโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนจากเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอ (standard) 

ในแนวแกน x ที่ตําแหนง y = 0 สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความรอนไดเอง จาก

ตารางดังกลาวพบวาคาอุณหภูมิที่คํานวณจากโปรแกรม NLFB มีคาเปอรเซนตความผิดพลาด

นอยกวาคาอุณหภูมิที่คํานวณจากโปรแกรม standard ประมาณ 4-5 เทา 

 

 

x 

y 

ขอบเขตการคํานวณ 

2 หนวย 

2 
หน
วย

 Q 



46 

 

 
 

0.0

0.1

0.2

0.3

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
 

รูปที่ 6.3  อุณหภูมิในแนวแกน x ที่ตําแหนง y = 0 สําหรับปญหาแผนสี่เหล่ียมที่มกีารผลิต 

 ความรอนไดเอง 

 

ตารางที่ 6.1 ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาเปอรเซนตความผิดพลาดจากโปรแกรม NLFB และ

โปรแกรม standard ในแนวแกน x ที่ตําแหนง y = 0 สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความ

รอนไดเอง 

ตําแหนง x 
เปอรเซนตความผิดพลาด 

(%) จากโปรแกรม NLFB 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

(%) จากโปรแกรม standard 

0.0 0.131 0.778 

0.2 0.145 0.779 

0.4 0.165 0.781 

0.6 0.147 0.772 

0.8 0.144 0.736 

1.0 0.000 0.000 

 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 

standard 

x, หนวย 

อุณหภูมิ 
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6.2 ตรวจสอบโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาของแข็ง 

ในหัวขอนี้จะตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมวิเคราะหปญหาของแข็ง โดย

จะทําการทดสอบดวยปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรงคือ 

6.2.1 ปญหาแผนโลหะสี่เหลี่ยมมีรูกลมตรงกลาง 

ตัวอยางนี้เปนแผนโลหะส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด 30×20 in หนา 1 in มีรูกลมตรง

กลางขนาดรัศมี r = 1 in ถูกดึงตลอดขอบทั้งสองดานดวย 0σ  = 1 psi ดังรูปที่ 6.4 โดยมี

คุณสมบัติทางกลของแผนโลหะดังนี้ คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 30×106 psi และคา

อัตราสวนปวสซง  ν  = 0.25 ซึ่งปญหานี้สามารถนํามาใชตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธจาก

การคํานวณได เนื่องจาก ณ ตําแหนงเหนือรูกลม (จุด A) จะมีคาความเคนในแนวแกน x สูงสุด 

[23] เทากับ 03σσ =x  

 
รูปที่ 6.4  แผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมตรงกลาง 

เนื่องจากลักษณะของปญหามีความสมมาตร ดังนั้นสามารถใชขอบเขตในการ

คํานวณเพียง 1 ใน 4 ของแผนโลหะสี่เหล่ียมได ดังแสดงในรูปที่ 6.4 การวิเคราะหปญหาจะเร่ิม

จากการแบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ซึ่งประกอบไปดวย 351 จุดตอ 649       

เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.5 จากนั้นประยุกตเงื่อนไขขอบเขตโดยกําหนดใหตลอดขอบทาง

ดานซายไมมีการเคล่ือนตัวในแกน x และกําหนดใหตลอดขอบดานลางไมมีการเคล่ือนตัวใน

แนวแกน y แลวคํานวณหาคาการเคล่ือนตัวที่เกิดข้ึน 

A 

ขอบเขตการคํานวณ 

30 in 

20
 in

 

x 

y 

0σ
r = 1 in 
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รูปที่ 6.5  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมตรงกลาง 

ผลเฉลยแมนตรงของคาความเคนในแนวแกน x ที่จุด A สําหรับปญหาแผนโลหะ

ส่ีเหล่ียมมีรูกลมตรงกลางเทากับ 3 psi ในขณะที่ผลการคํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

ประดิษฐข้ึนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ 

(NLFB) มีคา 1.977 psi และจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนจากเอลิเมนตสามเหลี่ยม

สามจุดตอ (standard) มีคา 1.801 psi 

 

6.3 ตรวจสอบโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาความเคนอันเน่ืองมาจากอุณหภูมิ 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมวิ เคราะหปญหาความเคนอัน

เนื่องมาจากอุณหภูมิ จะทําการทดสอบดวยปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง 2 ปญหาดังนี้ 

6.3.1 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงเชิงเสนตามความยาว [24] 

ลักษณะของปญหาเปนแผนส่ีเหล่ียมขนาด 10 ×1 mm มีอุณหภูมิที่ ข้ึนกับ

ระยะทาง x ดวยความสัมพันธเชิงเสน ( ) 30 3T x x= +  โดยตลอดขอบทางซายจะมีอุณหภูมิ

เทากับ 30°C สวนตลอดขอบทางดานขวามีอุณหภูมิเทากับ 60° C ดังแสดงในรูปที่ 6.6 สวนขอบ

ทางดานซายจะไมมีการเคล่ือนที่ทางแกน x สวนคุณสมบัติทางกลของแผนส่ีเหล่ียมนี้คือ คา

โมดูลัสของความยืดหยุน E = 71,705.5 N/mm2 คาอัตราสวนปวสซง  ν  = 0.29 และสัมประสิทธิ์

การขยายตัว  α = 1.27× 10-5 mm/mm-°C 
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รูปที่ 6.6  แผนส่ีเหล่ียมที่มอุีณหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเสนตามความยาว 

 

ปญหานี้มีผลเฉลยแมนตรงดังนี้  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
330)(

2xxxu α  (6.2) 

โดย )(xu  คือคาการเคล่ือนตัวในแนวแกน x 

การคํานวณคาการเคล่ือนตัวบนแผนส่ีเหล่ียมดังที่แสดงขางตนโดยใชโปรแกรมที่

ไดประดิษฐข้ึนนี้ จะเร่ิมตนจากการแบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ จํานวน 205 

จุดตอ 320 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 6.7 จากนั้นทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขตตามที่กลาว

ขางตน และกําหนดอุณหภูมิขณะท่ีวัสดุไมมีความเคน T0 เทากับ 0°C แลวทําการคํานวณหาคา

การเคลื่อนตัวที่เกิดข้ึน 

 

 
รูปที่ 6.7  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเสน 

 ตามความยาว 

รูปที่ 6.8 เปนการเปรียบเทียบระยะการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่คํานวณไดจาก

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใช

หลักการของฟลักซ (NLFB) กับผลเฉลยแมนตรง พบวามีคาความผิดพลาดเฉล่ียเทากับ 0.123% 

 

y 

x

xxT 330)( +=  30°C 

60°C 

10 mm 

1 mm ขอบเขตการคํานวณ 
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รูปที่ 6.8  คาการเคล่ือนตัวเนื่องจากความรอนในแนวแกน x สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียม 

 ที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเสนตามความยาว 

 

6.3.2 ปญหาวงแหวนที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงตามแนวรัศมี 

ลักษณะของปญหาเปนวงแหวนที่มีรัศมีภายใน a เทากับ 100 mm รัศมีภายนอก 

b เทากับ 200 mm และวงแหวนมีอุณหภูมิเปนความสัมพันธเชิงเสนตรงกับรัศมี r ดังนี้ 

rrT 4.0110)( −=  (6.3) 

โดยอุณหภูมิตลอดขอบดานนอกเทากับ 30°C และขอบดานในเทากับ 70°C ดังแสดงในรูปที่ 6.9 

โดยที่คาสัมประสิทธิ์ทางกลของวงแหวนคือ คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 71,705.5 N/mm2 

คาอัตราสวนปวสซง   ν = 0.29 สัมประสิทธิ์การขยายตัว α = 1.27×10-5 mm/mm-°C และมี

อุณหภูมิที่วัสดุไมมีความเคน T0 เทากับ 0°C 

ปญหานี้สามารถหาผลเฉลยแมนตรงสําหรับกรณีความเคนในระนาบดังนี้ [24] 

( )( ) ( ) ( )( )
3 3

2 3 3 2 2
2 2

0.4( ) 110 1 1 1
3

b au r r r a r a
r b a
α ν ν ν−⎛ ⎛ ⎞⎞= − + − + − + +⎜ ⎜ ⎟⎟−⎝ ⎝ ⎠⎠

 

  (6.4) 

x, mm 

u(x), mm 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 
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r
Er ασθ  (6.6) 

โดย )(ru  คือคาการเคล่ือนตัวในแนวรัศมี 

 

 
รูปที่ 6.9  วงแหวนทีม่ีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี 

 

เนื่องจากลักษณะของปญหามีความสมมาตร ดังนั้นสามารถใชขอบเขตในการ

คํานวณเพียง 1 ใน 4 ของวงแหวนได ดังแสดงในรูปที่ 6.9 การวิเคราะหปญหาเร่ิมจากการแบง

ขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ซึ่งประกอบไปดวย 884 จุดตอ 1,666 เอลิเมนต       

ดังแสดงในรูปที่ 6.10 จากนั้นประยุกตเงื่อนไขขอบเขตโดยกําหนดใหตลอดขอบดานลางไมมีการ

เคล่ือนตัวในแนวแกน y และตลอดขอบทางดานซายกําหนดใหไมมีการเคลื่อนตัวในแกน x รวมทั้ง

กําหนดอุณหภูมิ )(rT  ตลอดทั้งขอบเขตการคํานวณ แลวทําการคํานวณหาคาการเคล่ือนตัวที่

เกิดข้ึน 

คาการเคล่ือนตัวในแนวรัศมี คาความเคนในแนวรัศมี และคาความเคนในแนว θ  

ที่คํานวณไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุด

ตอดวยการใชหลักการของฟลักซ (NLFB) ไดนํามาแสดงเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงจาก

สมการ (6.4) – (6.6) ดังแสดงในรูปที่ 6.11 – 6.13 ซึ่งมีคาความผิดพลาดเฉล่ียเทากับ 0.018%, 

8.089% และ 2.263% ตามลําดับ 

 70°C 

30°C 

ab

ขอบเขตการคํานวณ 

θ 

r 



52 

 

 
รูปที่ 6.10  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาวงแหวนท่ีมีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี 
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รูปที่ 6.11  การเปล่ียนแปลงของคาการเคลื่อนตัวตามทศิทางรัศม ีในแนวมุม  θ  เทากบั 0 

r, mm 

u(r), mm 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 
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รูปที่ 6.12  ความเคนในแนวรัศมี  rσ  ตามทิศทางรัศมีที่มีแนวมุม  θ  เทากับ 0 
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รูปที่ 6.13  ความเคนในทิศ  θ , θσ  ตามทิศทางรัศมีที่มีแนวมุม  θ  เทากบั 0 

 

r, mm 

)(rθσ , N/mm2 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 

r, mm 

)(rrσ , N/mm2 

ผลเฉลยแมนตรง 

NLFB 
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6.4 ตัวอยางการวิเคราะหปญหาดวยเทคนิคการปรับเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 

ในหัวขอนี้จะแสดงตัวอยางการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติกับปญหาตาง ๆ ซึ่งสามารถกระทําไดโดยการผนวกเทคนิคดังกลาวเขากับโปรแกรม 

NLFB วิธีการทดสอบจะเลือกใชปญหาการถายเทความรอน ปญหาของแข็ง และปญหาความเคน

อันเนื่องมาจากอุณหภูมิ รวมทั้งส้ิน 3 ปญหา โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

6.4.1 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมจัตุรัสภายใตกรวยของเกรเดียนทความรอน 

ตัวอยางนี้เปนปญหาที่มีการผลิตความรอนในรูปของเกรเดียนทความรอนส่ีกรวย

ภายในพ้ืนที่รูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 1× 1 หนวย ดังแสดงรายละเอียดในรูปที่ 6.14 โดยมีอุณหภูมิ

ตลอดขอบทั้งส่ีดาน T = 0 และมีการผลิตความรอนในรูปของเกรเดียนทความรอน Q เปนฟงกชัน

ของพิกัด x และ y คือ 

( )
( ) ( ) 075.0;

075.0;
sin10cos10

0
,

12 ≤
>

⎩
⎨
⎧

+
=

− B
B

ABABABA
yxQ  (6.7) 

โดย 075.0π=A  และ ( ) ( )22 25.025.0 −+−= yxB  

 

 

รูปที่ 6.14  ปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสภายใตกรวยของเกรเดียนทความรอน 

1 หนวย 

1 
หน
วย

 

x 

y 

ขอบเขตการคํานวณ 

R = 0.075 s 
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ปญหานี้มีผลเฉลยแมนตรงของลักษณะการกระจายของอุณหภูมิ [25] ดังนี้ 

( )
( )[ ] 075.0;

075.0;
075.0/cos110

0
,

≤
>

⎩
⎨
⎧

+
=

B
B

B
yxT

π
 (6.8) 

ในการวิเคราะหปญหา จะเร่ิมตนจากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตซึ่งไดแสดงไวในรูปที่ 

6.15ก โดยประกอบไปดวย 865 จุดตอ และ 1,648 เอลิเมนต จากนั้นทําการประยุกตเงื่อนไข

ขอบเขตตามที่กลาวขางตน จากน้ันทําการวิเคราะหปญหาโดยใชรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต

ในรูปที่ 6.15ก ซึ่งผลการกระจายตัวของอุณหภูมิโดยใชแบบจําลองดังกลาวไดแสดงในรูปที่ 6.15ข  

   
 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.15  ก) รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสภายใตกรวยของ 

 เกรเดียนทความรอน 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน 

จากนั้นนําผลลัพธที่ไดไปทําการปรับขนาดเอลิเมนต โดยแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการปรับ

ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 นี้ไดแสดงในรูปที่ 6.16ก ซึ่งประกอบไปดวย 1,495 จุดตอ 2,908 เอลิเมนต 

และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ไดแสดงในรูปที่ 6.16ข ซึ่งจะเห็นไดวามีการวางตัวของเอลิเมนต

ในบริเวณกรวยของเกรเดียนทความรอนทั้งส่ี  
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 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.16  ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที ่1 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิที่คํานวณได 

และเมื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 จะไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 

6.17ก ซึ่งประกอบไปดวย 2,389 จุดตอ 4,708 เอลิเมนต และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ไดแสดง

ในรูปที่ 6.17ข ซ่ึงไดผลลัพธที่มีความถูกตองมากยิ่งข้ึน 

   
 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.17  ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที ่2 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิที่คํานวณได 
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จากนั้นจึงปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังสุดทาย ซึ่งทําใหไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูป

ที่ 6.18ก ซึ่งประกอบไปดวย 3,733 จุดตอ 7,375 เอลิเมนต และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ได

แสดงในรูปที่ 6.18ข ผลลัพธที่ไดมีความถูกตองอยางมากเมื่อเทียบกับการใชเอลิเมนตเร่ิมตน 

 

   
 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.18  ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังสุดทาย 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิที่คํานวณได 

 

นําผลเฉลยที่คํานวณไดจากรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งส่ีรูปแบบมาพล็อต

อีกคร้ังในรูปแบบสามมิติดังแสดงในรูปที่ 6.19 โดยเรียงลําดับจากรูปแบบจําลองเร่ิมตน                 

รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังที่ 1 รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังที่ 2 และ                   

รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังสุดทาย จากแบบจําลองสามมิติดังกลาวพบวาการกระจาย

ตัวของอุณหภูมิบริเวณฐานของกรวยมีลักษณะการสั่นของผลเฉลยและมีการหักของยอดกรวยทัง้ส่ี 

โดยเฉพาะอยางยิ่งจากรูปแบบจําลองเร่ิมตนในรูปที่ 6.19ก และจากแบบจําลองจากการปรับ

ขนาดคร้ังที่ 1 จากนั้นการส่ันของผลเฉลยบริเวณฐานของกรวยมีแนวโนมลดลงและความสมบูรณ

ของยอดกรวยเพิ่มข้ึนเมื่อจํานวนเอลิเมนตที่อยูโดยรอบของกรวยมีจํานวนเพิ่มข้ึนจากการปรับ

ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
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(ก) 

 

 

(ข) 
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(ค) 

 

 

(ง) 

รูปที่ 6.19  ก) การกระจายตัวของอุณหภูมใินรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลองเร่ิมตน 

 ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังที่ 1 

 ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังที่ 2 

 ง) การกระจายตัวของอุณหภูมิสําหรับแบบจําลองจากการปรับขนาดคร้ังสุดทาย 
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รูปที่ 6.20 แสดงผลการเปรียบเทียบคาอุณหภูมิในแนวแกน r ที่คํานวณไดจาก

โปรแกรม NLFB ซึ่งจะเห็นไดวาผลลัพธที่ไดหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวมีคาใกลเคียง

กับผลเฉลยแมนตรงมาก 
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รูปที่ 6.20  การเปรียบเทียบผลลัพธจากการคํานวณโดยใชรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนและ 

 รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตทีท่าํการปรับขนาดกับผลเฉลยแมนตรง 

 

6.4.2 ปญหาแผนโลหะสี่เหลี่ยมมีรูกลมตรงกลาง 

ในตัวอยางนี้เปนการทดสอบเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับ

ปญหาแผนโลหะสี่เหล่ียมมีรูกลมตรงกลาง โดยมีรายละเอียดและลักษณะของปญหาแสดงใน

หัวขอ 6.2.1 ซึ่งการปรับขนาดเอลิเมนตเร่ิมตนจากการนําผลลัพธที่ไดจากหัวขอ 6.2.1 ไปทําการ

ปรับขนาด โดยแบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 นี้ประกอบดวย 209 จุดตอ 368     

เอลิเมนต แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 ประกอบดวย 187 จุดตอ 236 เอลิเมนต 

แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 3 ประกอบดวย 412 จุดตอ 755 เอลิเมนต และ

แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 4 ประกอบดวย 490 จุดตอ 901 เอลิเมนต ไดแสดง

ในรูปที่ 6.21ก – 6.21ง ผลลัพธจากการคํานวณ (คาความเคนในแนวแกน x ที่จุด A) โดยการปรับ

ขนาดเอลิเมนตในแตละคร้ังจะถูกเปรียบเทียบคาเปอรเซนตความผิดพลาดดังแสดงในตารางที่ 6.2 

Exact 

Adaptive Mesh 

Initial Mesh 

อุณหภูมิ 

s, หนวย 
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(ก) (ข) 

 
(ค) (ง) 

 รูปที่ 6.21 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 

  ข) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 

  ค) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 3 

  ง) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 4 

ตารางที่ 6.2 ตารางแสดงคาความเคนในแนวแกน x ที่จุด A และการเปรียบเทียบคาเปอรเซนต

ความผิดพลาดจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 – 4 สําหรับปญหาแผนโลหะสี่เหล่ียมมีรูกลม

ตรงกลาง 

จุด A 
คาความเคนในแนวแกน x 

(psi) 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

(%) 

ปรับขนาดคร้ังที่ 1 1.966  34.47 

ปรับขนาดคร้ังที่ 2 2.378  20.73 

ปรับขนาดคร้ังที่ 3 2.708    9.73 

ปรับขนาดคร้ังที่ 4 2.898    3.40 
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6.4.3 ปญหาวงแหวนที่มีอุณหภูมิเปลี่ยนแปลงตามแนวรัศมี 

ตัวอยางสุดทายนี้เปนการทดสอบเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับ

ปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ โดยเลือกใชปญหาวงแหวนที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลง

ตามแนวรัศมี ซึ่งมีรายละเอียดและลักษณะของปญหาแสดงในหัวขอ 6.3.2 การปรับขนาด                

เอลิเมนตเร่ิมตนจากการนําผลลัพธที่ไดจากหัวขอ 6.3.2 ไปทําการปรับขนาดเอลิเมนต โดย

แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 นี้ประกอบดวย 1,470 จุดตอ 2,815 เอลิเมนต 

แบบจําลองของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 ประกอบดวย 2,008 จุดตอ 3,878 เอลิเมนต ได

แสดงในรูปที่ 6.22ก - 6.22ข ภายหลังจากการคํานวณผลลัพธ (คาการเคล่ือนตัวตามทิศทางรัศมี 

ความเคนในแนวรัศมี และความเคนในทิศ  θ ในแนวมุม  θ เทากับ 0) และคาเปอรเซนตความ

ผิดพลาดเฉลี่ยโดยการการปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองคร้ัง ผลทั้งหมดที่ไดจะถูกนําไปเปรียบเทียบ

กับผลลัพธที่ไดจากแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน โดยจะนําความเคนในแนวรัศมีแสดงในรูป

ที่ 6.23 และคาเปอรเซนตความผิดพลาดเฉล่ียของผลลัพธทั้งหมดจะแสดงในตารางที่ 6.3 

 

   
 (ก) (ข) 

รูปที่ 6.22  ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที ่1 

 ข) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
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รูปที่ 6.23  การเปรียบเทียบความเคนในแนวรัศมี  rσ  ที่มีแนวมุมθ  เทากบั 0 ระหวาง 

 ผลเฉลยแมนตรง รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน รูปแบบปรับขนาดคร้ังที่ 1  

 และรูปแบบปรับขนาดคร้ังที ่2 

ตารางที่ 6.3  ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาเปอรเซนตความผิดพลาดของผลลัพธ (คาการเคล่ือน

ตัวตามทิศทางรัศมี ความเคนในแนวรัศมี และความเคนในทิศ  θ ในแนวมุม θ  เทากับ 0) จาก

รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตน และรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตจากการปรับขนาด        

เอลิเมนตคร้ังที่ 1 และ 2 

แนวมุม θ เทากับ 0 
แบบจําลอง

เร่ิมตน 

แบบจําลอง 

การปรับคร้ังที ่1 

แบบจําลอง 

การปรับคร้ังที ่2 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

ของคาการเคล่ือนตัว (%) 
0.018 0.018 0.023 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

ของความเคนในแนวรัศม ี(%) 
8.089 7.604 1.398 

เปอรเซนตความผิดพลาด 

ของความเคนในทิศ θ (%) 
2.263 3.167 2.410 

 

r, mm 

)(rrσ , N/mm2 

Exact 
Initial Mesh 
1st  Adaptive Mesh 
2nd Adaptive Mesh 
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บทที่  7 

การคะเนความคลาดเคลื่อนแบบโพสเทอริออริ 

การคะเนความคลาดเคล่ือนถูกนํามาใชโดยมีวัตถุประสงคเพื่อใหวิธีการปรับ

ขนาดเอลิเมนตนั้นมีความถูกตองแมนยํามากยิ่งข้ึน โดยเร่ิมตนจากการตรวจหาเอลิเมนตที่มีความ

คลาดเคลื่อนสูงที่สุด แลวจึงแบงแยกความคลาดเคล่ือนนี้ใหนอยลงจนอยูภายใตขอบเขตที่ยอมรับ

ได ในการวิเคราะหปญหาบางปญหาอาจมีการปรับขนาดเอลิเมนตหลายคร้ังซ่ึงจําเปนตองใช

ความชํานาญของผูวิเคราะหปญหาเพื่อยุติการปรับขนาดเอลิเมนต ดังนั้นการคะเนความ

คลาดเคล่ือนจึงสามารถนํามาใชในอีกวัตถุประสงคเพื่อเปนดัชนีชี้วัดการยุติการปรับขนาด           

เอลิเมนตนั่นเอง ในบทนี้จึงเร่ิมตนจากการอธิบายความหมาย นิยาม และที่มาการคะเนของความ

คลาดเคล่ือน จากนั้นจะอธิบายรายละเอียดของการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ 

และสุดทายจะนําไปสูการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการคะเนความคลาดเคล่ือน

แบบโพสเทอริออริ และดัชนีชี้วัดความคลาดเคล่ือน 

 
7.1 ตัวชี้วัดความคลาดเคลื่อน (Error Indicator) 

คาความคลาดเคล่ือนในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต [3] ถูกนิยามวา “ผลตาง

ระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต” 

คาความคลาดเคลื่อน  ( ) ( ) ( )yxTyxTyxE FE ,,, −==  (7.1) 

โดย ( )yxT ,  แทน ผลเฉลยแมนตรง 

 ( )yxTFE ,  แทน ผลเฉลยโดยประมาณจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ซึ่งคาความคลาดเคล่ือนนี้จะแปรเปล่ียนไปบนโดเมนของปญหา ดังนั้นการที่จะวัดความคลาด 

เคล่ือนโดยรวม (global error) ที่ลดลงเนื่องจากการปรับขนาดเอลิเมนต จึงใชนอรมของความ

คลาดเคลื่อน (norm of the error), E , เปนตัวชี้วัด ซึ่งนอรมที่ใชอยางกวางขวางก็คือ แอลทู, 

2L , โดยนอรมดังกลาวจะทําการวัดคาความคลาดเคล่ือนรากที่สองของกําลังสองเฉล่ีย (root-

mean-square error) บนโดเมน 

แอลทูนอรม  
21

2
2 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ω== ∫

Ω

dEE L  (7.2) 

แตคาความคลาดเคล่ือนที่วัดไดจากแอลทูนอรมนั้นจําเปนที่จะตองทราบคาผลเฉลยแมนตรงดัง

เห็นไดจากสมการ (7.1) ซึ่งอันที่จริงแลวสําหรับปญหาทั่ว ๆ ไปผลเฉลยแมนตรงนั้นไมสามารถ
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ทราบคาได อีกทั้งความคลาดเคล่ือนที่วัดไดนั้นเปนความคลาดเคลื่อนโดยรวมซ่ึงในความเปนจริง

แลวความคลาดเคล่ือนที่ตองการก็คือความคลาดเคล่ือนเฉพาะที่ (local error) ที่อยูในระดับของ

เอลิเมนต เพราะสามารถแสดงใหเห็นถึงบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงเกรเดียนทอยางสูงได 

หากพิจารณาเอลิเมนตหนึ่งมิติที่มีความยาว h ซึ่งประกอบดวยจุดตอ i และ i+1 

สําหรับปญหาการถายเทความรอนในหนึ่งมิติดังแสดงในรูปที่ 7.1 โดยใชอนุกรมเทเลอร (Taylor 

series) คาความคลาดเคล่ือนที่จุด x  ใด ๆ บนเอลิเมนตสามารถเขียนอยูในรูป 

( ) ( ) ( ) ( ) …+−+−+= 2

2

2

2
1 xx

xd
Edxx

xd
EdxExE

xx

 (7.3) 

 

 

i i+1 M 
h 

x 

T ผลเฉลยแมนตรง 

ผลเฉลย

ไฟไนตเอลิเมนต

( )MxE

 

รูปที่ 7.1  ความคลาดเคล่ือนจากการประมาณภายในสําหรับปญหาการถายเทความรอนหนึ่งมิติ 

จากสมการ (7.3) แทนจุด x  ดวยจุด Mx  ซึ่งเปนจุดที่มีคาความคลาดเคล่ือนสูงสุด จะได 

( ) 0=Mx
xd
Ed   (7.4) 

เมื่อละทิ้งพจนอนุพันธที่มีอันดับสูง จะกอใหเกิดคาของพจนอนุพันธอันดับสองโดยประมาณของ

สมการ (7.3) คือ 

( ) ( ) ( )2

2

2

2
1

M
x

M xx
xd
EdxExE

M

−+=  (7.5) 

สมมุติใหผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีคาแมนตรงที่จุดตอทั้งสอง ซึ่ง

จะได ( ) ( ) 01 == +ii xExE  ดังนั้นที่จุดตอ ix  สามารถเขียนสมการ (7.5) ไดเปน 
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( ) ( )2

2

2

2
10 Mi

x
M xx

xd
EdxE

M

−+=   

หรือ ( ) ( )2

2

2

2
1

Mi
x

M xx
xd
EdxE

M

−−=  (7.6) 

เชนเดียวกับที่จุดตอ 1+ix  สามารถเขียนสมการ (7.5) ไดเปน 

( ) ( )2
12

2

2
1

Mi
x

M xx
xd
EdxE

M

−−= +  (7.7) 

จากการแกสมการ (7.6) และ (7.7) จะได 

21
hxx Mi <−+  หรือ 

2
hxx Mi <−  (7.8) 

ดังนั้นคาความคลาดเคล่ือนจะมีคา 

2
2

2

8
1 h

xd
EdE

Mx

≤   (7.9) 

และเนื่องจากคาความคลาดเคล่ือนนั้นข้ึนอยูกับผลเฉลยแมนตรงที่ไมทราบคา ดังนั้นคาอนุพันธ

อันดับที่สองจึงไมสามารถคํานวณไดเชนกัน แตอยางไรก็ตามคาอนุพันธนั้นสามารถประมาณดวย 

[3] 

( )e

FE

x xd
Td

xd
Ed

M
2

2

2

2
=   (7.10) 

คาความคลาดเคล่ือนตามสมการ (7.9) จึงเขียนอยูในรูปแบบของเอลิเมนตไดดังนี้ 

( )
( )

2
2

2

8
1 h

xd
TdE

e

FE
e ≤   (7.11) 

ซึ่งสมการ (7.11) นี้ก็คือตัวช้ีวัดความคลาดเคล่ือน และในทํานองเดียวกันกับปญหาสองมิติ 

ตัวช้ีวัดความคลาดเคล่ือนจะอยูในรูป 

( )
2

2

22

2

2
2

8
1 h

yd
Td

ydxd
Td

xd
TdE FEFEFE

e ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++≤  (7.12) 

โดย h  แทน มิติของเอลิเมนตคุณลักษณะเฉพาะ (characteristic element dimension) 

หากเปรียบเทียบสมการ (5.1) และ (7.11) จะพบวาสมการทั้งสองมีลักษณะ

เดียวกันก็เพราะวาหลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติก็คือ การกระจายคา

ความคลาดเคลื่อนเฉพาะที่ใหมีความสม่ําเสมอตลอดโดเมนดังอธิบายในบทที่ 5 
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การพิจารณาคาความคลาดเคล่ือนในปญหาของแข็งก็มีหลักการเชนเดียวกัน นั่นคือ 

คาความคลาดเคลื่อน  =  uue ˆ−=  (7.13) 

โดย u  แทน ระยะการเคลื่อนตัวแมนตรง 

 û  แทน ระยะการเคลื่อนตัวโดยประมาณ 

ในทํานองเดียวกัน หากสนใจคาความคลาดเคล่ือนในพจนของความเครียดหรือความเคน ก็

สามารถแสดงอยูในรูปดังนี้ 

εεε ˆ−=e   (7.14) 

σσσ ˆ−=e   (7.15) 

โดย ε  แทน ความเครียดแมนตรง 

 ε̂  แทน ความเครียดโดยประมาณ 

 σ  แทน ความเคนแมนตรง 

 σ̂  แทน ความเคนโดยประมาณ 

 
7.2 การคะเนความคลาดเคลือ่นแบบโพสเทอริออริ 

การคะเนความคลาดเคล่ือนแบบคลาสสิก (a-prior error estimation) นั้นใช

กระบวนการทางคณิตศาสตรเพื่อคํานวณหาความคลาดเคล่ือน ซึ่งกระบวนการทางคณิตศาสตรนี้

จําเปนตองกําหนดลักษณะเฉพาะของปญหา เชน คาสัมประสิทธิ์ในสมการเชิงอนุพันธ เงื่อนไข

ขอบเขต เงื่อนไขเร่ิมตน ลักษณะและขนาดของเมช (mesh) ความราบเรียบของผลเฉลย 

(smoothness) ดีกรีโพลิโนเมียลที่มิติ (space) เปนฟงกชันตอเนื่อง เปนตน แลวจึงคํานวณดวยวิธี

ทางคณิตศาสตรทําใหสามารถที่จะคะเนความคลาดเคล่ือนกอนที่จะไดผลเฉลยจากระเบียบวิธี   

ไฟไนตเอลิเมนต แตเมื่อลักษณะเฉพาะของปญหามีการเปลี่ยนแปลงก็จําเปนที่จะตองวิเคราะห

ปญหาน้ันใหม โดยเฉพาะอยางยิ่งการวิเคราะหปญหาบนเมชที่สามารถปรับขนาดเอลิเมนตไดก็

จําเปนที่จะวิเคราะหซ้ําหลายคร้ัง ทําใหสิ้นเปลืองเวลาและทรัพยากรการคํานวณจํานวนมาก จึงมี

ความจําเปนตองหากระบวนการใหมที่สะดวกกวาการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบคลาสสิก 

กระบวนการใหมที่วานี้คือการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ (a-posteriori error 

estimation) ซึ่งเปนการคะเนความคลาดเคล่ือนภายหลังจากที่ไดผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนต   

เอลิเมนต ดวยเหตุที่ลักษณะเฉพาะของปญหาถูกกําหนดไวแลวในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตทํา

ใหการคํานวณความคลาดเคล่ือนหลังจากท่ีไดผลเฉลยนั้นมีความสอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนต

เอลิเมนต กระบวนการนี้จะสรางคาประมาณอันดับสูงซ่ึงไดมาจากผลเฉลยของระเบยีบวิธีไฟไนต
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เอลิเมนต เพื่อทําการคะเนความคลาดเคล่ือนโดยการแทนคาดังกลาวลงในผลเฉลยแมนตรง [8, 9] 

ดังเชนการแทนคาประมาณอันดับสูงลงในสมการ (7.1) คาความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ

สามารถเขียนไดเปน 

( ) ( ) ( )yxTyxTyxE FE ,,, −≈ ∗  (7.16) 

โดย ( )yxT ,∗  แทน ผลเฉลยโดยประมาณอันดับสูงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

ประสิทธิภาพของตัวชี้วัดความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริสามารถพิจารณา

ไดจากดัชนีชี้วัดความคลาดเคล่ือน 2 คา ซึ่งไดแก 

(ก) ดัชนีแสดงผล (effectivity index) ซึ่งเปนสัดสวนระหวางคาความคลาด 

เคล่ือนแบบโพสเทอริออริกับคาความคลาดเคล่ือนแทจริง นั่นคือ 

E

Eo

=θ   (7.17) 

(ข) เปอร เซนตความคลาดเคลื่อนแบบโพสเทอริออริสัมพัทธ  (relative 

percentage of posteriori error) สามารถเขียนอยูในรูป 

( )
%100

2122o

2o

o ×
+

=
FETE

E
η  (7.18) 

โดย Eo  แทน คาความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ 

 
7.3 การคะเนความคลาดเคลือ่นดวยการใชหลักการของฟลกัซ 

ตัวชี้วัดความคลาดเคล่ือนดวยการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริซึ่ง

อธิบายไวในหัวขอ 7.1 และ 7.2 นั้นไดจากการหาผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลย

โดยประมาณอันดับสูงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต แตในวิทยานิพนธเลมนี้จะนําเสนอตัวชี้วดั

ความคลาดเคลื่อนซ่ึงคํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยโดยประมาณดวยการใชหลักการของ  

ฟลักซและผลเฉลยโดยประมาณแบบด้ังเดิม ทั้งนี้เนื่องมาจากการศึกษาระเบียบวิธีไฟไนต            

เอลิเมนตแบบด้ังเดิมและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซดังที่อธิบายใน

บทที่ 3 พบวา ลักษณะการกระจายของฟลักซที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิมจะมี

ลักษณะไมตอเนื่องระหวางเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 7.2 แตจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวย

การใชหลักการของฟลักซนั้นจะใหลักษณะการกระจายของฟลักซที่มีลักษณะตอเนื่องซึ่งแสดงดวย

รูปที่ 7.3 
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รูปที่ 7.2  ลักษณะการกระจายของฟลักซที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบดั้งเดิม 

 

 
รูปที่ 7.3  ลักษณะการกระจายของฟลักซที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการ

ของฟลักซ 

 

7.3.1 ความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจากผลตางของฟลักซ 

ความคลาดเคล่ือนโดยประมาณดังที่กลาวมาขางตนสามารถเขียนในรูปสมการ

ไดดังนี้ 
STFB

g gge −=  (7.19) 

โดย ge  แทน ความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่คํานวณจากผลตางของฟลักซ 

 FBg  แทน ฟลักซซึ่งคํานวณดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 STg  แทน ฟลักซซึ่งคํานวณดวยระเบียบวธิีแบบดั้งเดิม 

จากนั้นจึงประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางเขากับสมการ (7.19) สมการจะอยูในรูปดังนี้ 

{ }( ) 0Ω
Ω

=−∫ dggN STFB  (7.20ก) 
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หรือ { }( ) { }( )∫∫ =
ΩΩ

ΩΩ dgNdgN STFB  (7.20ข) 

แทนลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนตดังสมการ (3.27) ลงในพจนทางดานซายของ

สมการ (7.20ข) จะได 

{ } ⎣ ⎦{ }( ) { } { }∫∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

−=
ΩΩ

ΩΩ dU
x
NcNdgNN

i

FB  (7.21) 

โดย { }FBg  แทน เวกเตอรของฟลักซที่ตําแหนงจุดตอซ่ึงคํานวณดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 { }U  แทน ตัวแปรปฐมภูมิ 

 c  แทน คุณสมบัติของวัสดุ 

จัดรูปใหมจะไดสมการไฟไนตเอลิเมนตที่อยูในรูปของฟลักซที่ตําแหนงจุดตอดังแสดง 

[ ]{ } [ ]{ }UGcgM FB −=  (7.22) 

โดย [ ] { }⎣ ⎦∫=
Ω

ΩdNNM  (7.23ก) 

[ ] { }∫ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

=
Ω

Ωd
x
NNG

i

 (7.23ข) 

สมการไฟไนตเอลิเมนตในสมการ (7.22) สําหรับการวิเคราะหปญหาการถายเท

ความรอนและปญหาความแข็งแรงของโครงสราง มีลักษณะดังนี้ 

[ ]{ } [ ]{ }TGkqM FB −=  สําหรับปญหาการถายเทความรอน (7.24ก) 

[ ]{ } [ ]{ }δσ GM FB =  สําหรับปญหาความแข็งแรงของโครงสราง (7.24ข) 

 
7.3.2 คาแอลทูนอรม 

2

FE
g L

e สําหรับความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ 

คากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่คํานวณ

จากผลตางของฟลักซดังสมการ (7.19) จะอยูในรูปสมการดังนี้  

( )∫
Ω

Ω−= dgge STFB
L

FE
g

22

2
 (7.25) 

แทนลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนตเขากับสมการ (7.25) จะไดสมการไฟไนต       

เอลิเมนตสําหรับคากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณดังนี้ 

 ⎣ ⎦{ } { }∫
Ω

Ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
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x
NcgNe
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FE
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2
2

2
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 ⎣ ⎦{ } { }∫
Ω

Ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
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⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
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i
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FB
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FE
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 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }UKUcUGgcgMge FBFBFB
L

FE
g

2
2 2

2
++=  (7.26) 

โดย [ ] ∫ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
∂

=
Ω

Ωd
x
N

x
NK

ii

 (7.27) 

 

 ดังนั้นคากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณใน

สมการ (7.26) สําหรับการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนและปญหาความแข็งแรงของ

โครงสราง มีลักษณะดังนี้ 

 สําหรับปญหาการถายเทความรอน 

⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }TKTkTGqkqMqe FBFBFB
L

FE
g

2
2 2

2
++=  (7.28ก) 

 สําหรับปญหาความแข็งแรงของโครงสราง 

⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }δδδσσσ KGMe FBFBFB
L

FE
g +−= 22

2
  (7.28ข) 

คาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณจึงคํานวณไดจาก 

 
2

1
2

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∑ d

element
L

FE
gg

FE
g Aee  (7.29) 

โดย dA  แทน พื้นที่โดเมนรวม 

 
7.3.3 คาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนแมนตรง 

ในกรณีที่ปญหานั้น ๆ มีผลเฉลยแมนตรง คาความคลาดเคล่ือนก็สามารถ

พิจารณาไดจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณ ทั้งจากระเบียบวิธี       

ไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิมและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ นั่นคือ 

FBEXFB
g gge −=  (7.30ก) 

และ STEXST
g gge −=  (7.30ข) 
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โดย FB
ge  แทน ความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลย

  โดยประมาณจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 ST
ge  แทน ความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลย

  โดยประมาณจากระเบียบวธิีไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิม 

 EXg  แทน ฟลักซซึ่งคํานวณจากผลเฉลยแมนตรง 

 คาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลย

แมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณทั้งสองวิธีสามารถคํานวณไดเชนเดียวกับข้ันตอนในหัวขอ 

7.3.2 โดยเร่ิมจากการแทนคาสมการ (7.30ก) และ (7.30ข) ลงในพจนทางขวามือของสมการ 

(7.25) จะได 

( )∫
Ω

Ω−= dgge FBEX
L

FB
g

22

2
 (7.31ก) 

และ ( )∫
Ω

Ω−= dgge STEX
L

ST
g

22

2
 (7.31ข) 

โดย 2

2L
FB
ge  แทน คากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจาก

ผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณจากระเบียบวิธี      

ไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 2

2L
ST
ge  แทน คากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจาก

ผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณจากระเบียบวิธี      

ไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิม 

จากนั้นจึงแทนลักษณะการกระจายของฟลักซสําหรับเอลิเมนตเขากับสมการ (7.31ก) และ 

(7.31ข) จะไดสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับคากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความ

คลาดเคลื่อนทั้งสองดังนี้ 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }FBFBFBEXEXEX
L

FB
g gMggMggMge +−= 22

2
 (7.32ก) 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }UKUcUGgcgMge EXEXEX
L

ST
g

2
2 2

2
++=  (7.32ข) 

ดังนั้นคากําลังสองของแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจากผลตางระหวางผล

เฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณในสมการ (7.32ก) และ (7.32ข) สําหรับการวิเคราะห

ปญหาการถายเทความรอนและปญหาความแข็งแรงของโครงสรางมีลักษณะดังนี้ 
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 สําหรับปญหาการถายเทความรอน 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }FBFBFBEXEXEX
L

FB
g qMqqMqqMqe +−= 22

2
 (7.33ก) 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }TKTkTGqkqMqe EXEXEX
L

ST
g

2
2 2

2
++=  (7.33ข) 

 สําหรับปญหาความแข็งแรงของโครงสราง 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }FBFBFBEXEXEX
L

FB
g MMMe σσσσσσ +−= 22

2
 (7.34ก) 

 ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ } ⎣ ⎦[ ]{ }δδδσσσ KGMe EXEXEX
L

ST
g +−= 22

2
 (7.34ข) 

และคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและ

ผลเฉลยโดยประมาณจากทั้งสองระเบียบวิธี จะคํานวณไดจาก 

 
2

1
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2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∑ d

element
L

FB
gg

FB
g Aee  (7.35ก) 

และ 
2

1
2

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∑ d

element
L

ST
gg

ST
g Aee  (7.35ข) 

 
7.4 โปรแกรมสําหรับการคะเนความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจากผลตางของฟลกัซ 

ในการประยุกตการคะเนความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางของฟลักซเขา

กับการวิเคราะหปญหาตาง ๆ นั้น สามารถกระทําไดอยางสะดวกโดยเร่ิมจากการนําโปรแกรม

วิเคราะหปญหาตาง ๆ ที่อธิบายอยางละเอียดในบทที่ 4 และทําการเรียกโปรแกรมยอย 

[ERR_EST] ซึ่ งจะอยู กอนโปรแกรมยอยสุดทาย  [WRITE_OUTPUT] โดยโปรแกรมยอย 

[ERR_EST] จะทําการคํานวณความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่คํานวณจากผลตางของฟลักซ

และคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ หากปญหาน้ัน ๆ มีผลเฉลยแมนตรง

โปรแกรมยอย [ERR_EST] ก็จะทําการคํานวณความคลาดเคล่ือนก็สามารถพิจารณาไดจาก

ผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณ ทั้งจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบ

ด้ังเดิมและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ และคาแอลทูนอรมสําหรับ

ความคลาดเคลื่อนที่คํานวณจากผลตางระหวางผลเฉลยแมนตรงและผลเฉลยโดยประมาณจากทัง้

สองระเบียบวิธีดวยเชนกัน 
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7.5 การทดสอบโปรแกรมยอยสําหรับการคะเนความคลาดเคลื่อนท่ีคํานวณจากผลตาง
ของฟลักซ 

 ในหัวขอนี้จะทดสอบโปรแกรมยอยสําหรับการคะเนความคลาดเคล่ือนที่คํานวณ

จากผลตางของฟลักซ โดยจะทําการทดสอบดวยปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง ผลเฉลยเชิงวิเคราะห 

และปญหาที่มีความซับซอน ดังนี้ 

7.5.1 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมผืนผาซ่ึงถูกกําหนดอุณหภูมิที่ขอบ 

ตัวอยางแรกเปนปญหาแผนส่ีเหล่ียมผืนผาซ่ึงถูกกําหนดอุณหภูมิที่ขอบ โดยแผน

โลหะส่ีเหล่ียมผืนผามีขนาด 2 ×1 หนวย หนา 0.1 หนวย และกําหนดใหสัมประสิทธิ์การนําความ

รอน k มีคาเทากับ 1 และอุณหภูมิตลอดขอบดานซาย ขอบดานขวา และขอบดานลาง T = 0 สวน

อุณหภูมิตลอดขอบดานบนแปรผันกับระยะในรูปแบบของ ( )2sin xπ  แตเนื่องจากลักษณะของ

ปญหามีความสมมาตร ดังนั้นสามารถใชขอบเขตในการคํานวณเพียงคร่ึงซายของแผนโลหะดัง

แสดงในรูปที่ 7.4 ซึ่งปญหาดังกลาวมีผลเฉลยแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิบนแผนโลหะ [26] 

คือ 
( ) ( )

( )2sinh
2sinh2siny),(

π
ππ yxxT =  (7.36) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 7.4  ปญหาแผนส่ีเหล่ียมผืนผาซึ่งถกูกําหนดอุณหภูมิที่ขอบ 

symmetry 

x 

y 

( )2sin)( xxT π=  

T = 0 

T = 0 

2 0T∇ =   in Ω 

for 10 ≤≤ x  ; 10 ≤≤ y  

A 

A 
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 ในการวิเคราะหปญหา จะเร่ิมตนจากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(T3NL–M1) ซึ่งไดแสดงไวในรูปที่ 7.5ก โดยประกอบไปดวย 4 จุดตอ และ 2 เอลิเมนต จากนั้นทํา

การประยุกตเงื่อนไขขอบเขตตามที่กลาวขางตน จากนั้นทําการวิเคราะหปญหาโดยใชรูป

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในรูปที่ 7.5ก ซึ่งผลการกระจายตัวของอุณหภูมิโดยใชแบบจําลอง

ดังกลาวไดแสดงในรูปที่ 7.5ข แลวจึงนําผลการกระจายตัวของอุณหภูมิมาพล็อตอีกคร้ังในรูปแบบ

สามมิติดังแสดงในรูปที่ 7.5ค 

 

 

   
 (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.5 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M1 

  ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M1 

  ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M1 
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 จากนั้นนําผลลัพธที่ไดไปทําการปรับขนาดเอลิเมนต โดยแบบจําลองไฟไนต       

เอลิเมนตของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 นี้ (T3NL–M2) แสดงในรูปที่ 7.6ก ซึ่งประกอบไป

ดวย 9 จุดตอ 8 เอลิเมนต และผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้ไดแสดงในรูปแบบสองมิติและสามมิติ

ดังแสดงในรูปที่ 7.6ข และรูปที่ 7.6ค ตามลําดับ 
 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.6 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M2 

  ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M2 

  ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M2 
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และเมื่อทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 จะไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต (T3NL–M3) ซึ่ง

ประกอบไปดวย 49 จุดตอ 72 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 7.7ก ผลลัพธจากรูปแบบจําลองนี้มีความ

ถูกตองมากยิ่งข้ึนดังแสดงในแบบสองมิติและสามมิติในรูปที่ 7.7ข และรูปที่ 7.7ค 

 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.7 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M3 

  ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M3 

  ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M3 
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 จากนั้นจึงปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังสุดทายทําใหไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(T3NL–M4) ซึ่งประกอบไปดวย 121 จุดตอ 200 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 7.8ก และ จากผลลัพธ

ที่ไดแสดงในรูปแบบสองมิติและสามมิติในรูปที่ 7.8ข และรูปที่ 7.8ค พบวามีความถูกตองอยาง

มากเมื่อเทียบกับการใชเอลิเมนตเร่ิมตน 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.8 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M4 

  ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสองมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M4 

  ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในรูปแบบสามมิติสําหรับแบบจําลอง T3NL–M4 

 

 รูปที่ 7.9 แสดงผลการเปรียบเทียบคาอุณหภูมิซึ่งไดจากผลเฉลยแมนตรงและได

จากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน (NLFB) ในแนวแกน AA ซึ่งจะเห็นไดวาผลลัพธที่ได

หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมาก จากนั้นจึง

เปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือน (คาใน
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วงเล็บ) ระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งส่ีแบบดังแสดงในตารางที่ 7.1 โดยเร่ิมจากความ

คลาดเคลื่อนแมนตรงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ ความคลาด

เคล่ือนแมนตรงจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบด้ังเดิม และความคลาดเคล่ือนโดยประมาณ

จากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตทั้งสองแบบ ตามลําดับ 

 จากตารางที่ 7.1 พบวาคาความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่นําเสนอนั้น

สอดคลองกับคาความคลาดเคล่ือนแมนตรงทั้งสองแบบ และรวมไปถึงคาแอลทูนอรมสําหรับความ

คลาดเคลื่อนเชนเดียวกัน 

 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

NLFB
Exact

 
รูปที่ 7.9  ผลการเปรียบเทยีบคาอุณหภูมิซึ่งไดจากผลเฉลยแมนตรงและจากโปรแกรม NLFB  

 ในแนวแกน AA 

 

ตารางที่ 7.1  ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคา

เปอรเซนตความคลาดเคล่ือนระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งส่ีแบบ 

Element 
g

FB
ge , ( )FBη  

g
ST
ge , ( )STη  

g
FE
ge , ( )FEη  

T3NL–M1 0.455 (33.28%) 0.527 (36.66%) 0.267 (20.75%) 

T3NL–M2 0.182 (16.44%) 0.242 (20.77%) 0.160 (14.55%) 

T3NL–M3 0.027 (2.83%) 0.038 (3.90%) 0.026 (2.75%) 

T3NL–M4 0.010 (1.02%) 0.013 (1.41%) 0.009 (0.98%) 

T 

AA 
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7.5.2 ปญหาแผนสี่เหลี่ยมจัตุรัสพรอมแหลงกําเนิด 

ตัวอยางนี้เร่ิมตนดวยการแกสมการปงวซงพรอมแหลงกําเนิดเจาะจง โดยแผน

โลหะส่ีเหล่ียมจัตุรัสมีขนาด 1 ×1 หนวย หนา 0.1 หนวย และกําหนดตัวแปรปฐมภูมิตลอดขอบทั้ง

ส่ีดานมีคาเทากับศูนย U = 0 โดยแหลงกําเนิดเจาะจงบนแผนโลหะมีคา 

( ) ( )( ) ( )( )xyyyxxyxf 211421114, −−−−−−=  

 ( ) ( ) ( )[ ]yyxxyx −+−+++ 117212  (7.37) 

 

รายละเอียดและลักษณะของปญหาแสดงในรูปที่ 7.10 ซึ่งปญหานี้มีผลเฉลยแมน

ตรงของการกระจายตัวแปรปฐมภูมิบนแผนโลหะ [27] ดังนี้ 

( ) ( ) ( )( )yxyyxxyxU 72111, ++−−=  (7.38) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 7.10  ปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสพรอมแหลงกาํเนดิ 

 

x 

y 

U = 0 

U = 0 U = 0 

U = 0 

2U f∇ = −   in Ω 

for 10 ≤≤ x  ; 10 ≤≤ y  
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 เร่ิมตนในการวิเคราะหปญหาดวยการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

(T3NL–M1) ประกอบไปดวย 25 จุดตอ 32 เอลิเมนต ดังแสดงไวในรูปที่ 7.11ก จากนั้นทําการ

วิเคราะหปญหาเพื่อหาผลลัพธ โดยผลการกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิบนแผนโลหะแสดงไวใน

รูปที่ 7.11ข และนําผลการกระจายตัวที่ไดมาพล็อตในรูปแบบสามมิติดังแสดงในรูปที่ 7.11ค 

 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.11 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M1 

  ข) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสองมิติของแบบจําลอง T3NL–M1 

  ค) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสามมิติของแบบจําลอง T3NL–M1 
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รูปที่ 7.12ก แสดงแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 

1 นี้ (T3NL–M2) ซึ่งไดจากการนําผลลัพธที่ไดมาปรับขนาดเอลิเมนตประกอบดวย 81 จุดตอ 128 

เอลิเมนต รูปที่ 7.12ข และรูปที่ 7.12ค แสดงผลการกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิบนแผนโลหะใน

รูปแบบสองมิติและสามมิติตามลําดับ 

 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.12 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M2 

  ข) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสองมิติของแบบจําลอง T3NL–M2 

  ค) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสามมิติของแบบจําลอง T3NL–M2 
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และดําเนินการปรับขนาดเอลิเมนตซ้ําอีกคร้ังจะไดแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของการปรับขนาด

เอลิเมนตคร้ังที่ 2 (T3NL–M3) ซึ่งประกอบไปดวย 289 จุดตอ 512 เอลิเมนต ดังแสดงไวในรูปที่ 

7.13ก และผลการกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิบนแผนโลหะในรูปแบบสองมิติและสามมิติไดถูก

แสดงไวในรูปที่ 7.13ข และรูปที่ 7.13ค ตามลําดับ 

 

 

  
  (ก) (ข) 

 

 
(ค) 

 รูปที่ 7.13 ก) รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต T3NL–M3 

  ข) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสองมิติของแบบจําลอง T3NL–M3 

  ค) การกระจายตัวของตัวแปรปฐมภูมิในรูปแบบสามมิติของแบบจําลอง T3NL–M3 

 



84 

 

 ผลการเปรียบเทียบคาตัวแปรปฐมภูมิซึ่งไดจากผลเฉลยแมนตรงและไดจาก

โปรแกรม NLFB ตลอดแนว x = 0.5 พบวาภายหลังการปรับขนาดเอลิเมนตเพียงสองคร้ังผลลัพธที่

ไดมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงเปนอยางมากดังแสดงในรูปที่ 7.14 และในตารางท่ี 7.2 ได

แสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนและคาเปอรเซนตความ

คลาดเคลื่อน (คาในวงเล็บ) ระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งสามแบบ จากตารางดังกลาว

พบวาคาความคลาดเคล่ือนและคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนโดยประมาณที่นําเสนอมี

ความสอดคลองกับคาความคลาดเคล่ือนและคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคลื่อนแมนตรงทั้ง

สองแบบ เชนเดียวกันกับตัวอยาง 7.5.1 ขางตน 

 

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T3NL–M3
T3NL–M2
T3NL–M1
Exact

 
รูปที่ 7.14  ผลการเปรียบเทยีบคาตัวแปรปฐมภูมิซึ่งไดจากผลเฉลยแมนตรงและจากโปรแกรม  

 NLFB ตลอดแนว x = 0.5 

 

ตารางที่ 7.2  ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคา

เปอรเซนตความคลาดเคล่ือนระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งสามแบบ 

Element g
FB
ge , ( )FBη  

g
ST
ge , ( )STη  

g
FE
ge , ( )FEη  

T3NL–M1 0.210 (19.98%) 0.283 (25.20%) 0.190 (19.22%) 

T3NL–M2 0.065 (6.96%) 0.089 (9.29%) 0.061 (6.52%) 

T3NL–M3 0.018 (1.99%) 0.025 (2.72%) 0.017 (1.88%) 

U 

y 
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7.5.3 ปญหาแผนโลหะสี่เหลี่ยมมีรูกลมภายใตแรงดึงทิศทางเดียว 

ตัวอยางนี้เปนแผนโลหะส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด 30×20 in หนา 1 in มีรูกลมตรง

กลางขนาดรัศมี r = 1 in ถูกดึงตลอดขอบทั้งสองดานดวย 0σ  = 1 psi ดังแสดงในรูปที่ 7.15ก 

แผนโลหะอยูภายใตเงื่อนไขความเครียดในระนาบและมีคุณสมบัติทางกลดังนี้ คาโมดูลัสของ

ความยืดหยุน E = 1000 psi และคาอัตราสวนปวสซง  ν  = 0.3 ซึ่งขอบเขตในการคํานวณของ

ปญหานี้แสดงอยูในรูปที่ 7.15ข โดยมีเงื่อนไขขอบเขตแบบสมมาตรตลอดขอบ AB และ ED สวน

ขอบ BC และ DC ของแผนโลหะนั้นถูกกําหนดแรงที่ขอบจากผลเฉลยเชิงวิเคราะห [28] ดังนี้ 

θθθσ 4cos
2
34cos2cos

2
31

4

4

2

2

r
a

r
a

x +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  (7.39ก) 

θθθσ 4cos
2
34cos2cos

2
1

4

4

2

2

r
a

r
a

y −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=  (7.39ข) 

θθθτ 4sin
2
34sin2sin

2
1

4

4

2

2

r
a

r
a

xy +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  (7.39ค) 

โดย a  แทน รัศมีของรูกลม และ ( )θ,r  แทน พิกัดเชิงข้ัว (polar coordinates) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (ก) (ข) 

 รูปที่ 7.15 ก) ปญหาแผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมภายใตแรงดึงทิศทางเดียว 

  ข) ขอบเขตการคํานวณ 

x 

y 

3 

x 

y 
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3

1
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การคํานวณคาการเคล่ือนตัวบนแผนส่ีเหล่ียมดังที่แสดงขางตนโดยใชโปรแกรมที่ไดประดิษฐข้ึน 

จะเร่ิมตนจากการแบงขอบเขตของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ดวยการสรางรูปแบบจําลอง  

ไฟไนตเอลิเมนตซึ่งประกอบไปดวยรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ (structured mesh) และรูป

แบบจําลองอยางไรระเบียบ (unstructured mesh) แตกตางกันทั้งส้ิน 6 รูปแบบ ดังนี้ 

 1) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 1 (Mesh S1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 91 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 144 เอลิเมนต 

 2) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 2 (Mesh S2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 325 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 576 เอลิเมนต 

 3) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 3 (Mesh S3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 

1225 จุดตอและจาํนวนเอลิเมนต 2304 เอลิเมนต 

 4) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 1 (Mesh U1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 51 จุด

ตอและจํานวนเอลิเมนต 83 เอลิเมนต 

 5) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 2 (Mesh U2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 180 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 308 เอลิเมนต 

 6) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 3 (Mesh U3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 180 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 299 เอลิเมนต 

โดยรายละเอียดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตขางตนแสดงในรูปที่ 7.16ก - 7.16ฉ 

 รูปที่ 7.17 – 7.19 แสดงการเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงวิเคราะหและผลเฉลย

โดยประมาณของคาความเคนต้ังฉาก xσ , yσ และความเคนเฉือน xyτ  ตลอดแนวความโคงของ    

รูกลม จากรูปดังกลาวพบวาการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับ

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ ชวยใหผลเฉลยโดยประมาณมีความถูก

ตองแมนยําอยางมากดวยการใชจํานวนจุดตอที่ไมตางจากแบบจําลองเริ่มตน (Mesh U1) อีกทั้ง

ลักษณะการกระจายตัวที่สม่ําเสมอของคาความเคนทั้งสามโดยเปนผลมาจากระเบียบวิธีไฟไนต    

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ อันมีลักษณะแตกตางจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาตรฐานที่ใช

สามเหล่ียม CST (Constant Strain Triangle) ซึ่งปกติแลวจะเกิดการส่ันของการกระจายตัวของ

ความเคน [29] 
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 ก) Mesh S1 ข) Mesh S2 

   

 ค) Mesh S3 ง) Mesh U1 

   

 จ) Mesh U2 ฉ) Mesh U3 

รูปที่ 7.16 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางเปนระเบียบ ก) Mesh S1, ข) Mesh S2,  

 ค) Mesh S3 และรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางไรระเบียบ ง) Mesh U1, 

 จ) Mesh U2, ฉ) Mesh U3 
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รูปที่ 7.17  ผลการเปรียบเทยีบผลเฉลยเชงิวิเคราะหและผลเฉลยโดยประมาณ 

 ของความเคนต้ังฉาก xσ  
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รูปที่ 7.18  ผลการเปรียบเทยีบผลเฉลยเชงิวิเคราะหและผลเฉลยโดยประมาณ 

 ของความเคนต้ังฉาก yσ  

 

xσ  

θ

yσ  

θ
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รูปที่ 7.19  ผลการเปรียบเทยีบผลเฉลยเชงิวิเคราะหและผลเฉลยโดยประมาณ 

 ของความเคนเฉือน xyτ  

 

ตารางที่ 7.3 แสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคาเปอรเซนต

ความคลาดเคล่ือน (คาในวงเล็บ) ระหวางรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ และรูปแบบจําลอง

อยางไรระเบียบรวมทั้งส้ินหกแบบจําลอง โดยผลจากตารางแสดงใหเห็นวาคาความคลาดเคล่ือนที่

เกิดข้ึนในรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบนั้นมีคาลดลงเมื่อจํานวนเอลิเมนตเพิ่มข้ึน แตสําหรับ

แบบจําลองอยางไรระเบียบมีคาความคลาดเคล่ือนลดลงโดยใชจํานวนเอลิเมนตใกลเคียงกันอัน

เปนผลมาจากเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต รวมไปถึงคาความคลาดเคล่ือนและคาแอลทูนอรม

โดยประมาณที่นําเสนอมีความสอดคลองไปในทางเดียวกันกับคาความคลาดเคล่ือนและคาแอล

ทูนอรมแมนตรง  จากตัวอยางนี้จึงชี้ ให เห็นวาคาความคลาดเคล่ือนและคาแอลทูนอรม

โดยประมาณที่นําเสนอสามารถประยุกตใชกับเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตไดเปนอยางดี 

 

ตารางที่ 7.3  ตารางแสดงการเปรียบเทียบคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคา

เปอรเซนตความคลาดเคล่ือนระหวางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งหกแบบของปญหาแผนโลหะ

ส่ีเหล่ียมมีรูกลมภายใตแรงดึงทิศทางเดียว 

Element g
FB
ge , ( )FBη  

g
ST
ge , ( )STη  

g
FE
ge , ( )FEη  

Mesh S1 0.068 (6.07%) 0.083 (7.27%) 0.047 (4.29%) 

xyτ  

θ
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Element g
FB
ge , ( )FBη  

g
ST
ge , ( )STη  

g
FE
ge , ( )FEη  

Mesh S2 0.026 (2.39%) 0.031 (2.84%) 0.017 (1.58%) 

Mesh S3 0.016 (1.53%) 0.017 (1.59%) 0.005 (0.44%) 

Mesh U1 0.076 (6.69%) 0.094 (8.17%) 0.056 (5.09%) 

Mesh U2 0.018 (1.69%) 0.019 (1.79%) 0.006 (0.60%) 

Mesh U3 0.020 (1.93%) 0.021 (2.01%) 0.006 (0.59%) 

 

7.5.4 ปญหาคานปลายยื่นชนิดสั้น (short cantilever beam) ภายใตแรงกด 

ตัวอยางนี้เปนปญหาคานปลายย่ืนชนิดส้ันซ่ึงมีขนาด 1 ×1 หนวย อยูภายใตแรง

กดขนาด 1=σ  [29] โดยตลอดขอบดานซายของคานยึดแนนดังแสดงอยูในรูปที่ 7.20 ปญหาคาน

ปลายยื่นชนิดส้ันถูกสมมุติใหอยูภายใตเงื่อนไขความเครียดในระนาบและมีคุณสมบัติทางกลดังนี้ 

คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 10,000 psi และคาอัตราสวนปวสซง  ν  = 0.3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 7.20  ปญหาคานปลายยื่นชนิดส้ันภายใตแรงกด 

 

รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาคานปลายย่ืนชนิดส้ันภายใตแรงกด

ประกอบดวย รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบจํานวน 5 รูปแบบ (S1 ถึง S5) และรูปแบบจําลอง

อยางไรระเบียบจํานวน 3 รูปแบบ (U1 ถึง U3) โดยรูปแบบจําลองเร่ิมตน (U1) เปนรูปแบบ

x 

y 

1

1

1=σ  
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เดียวกันกับรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ S1 และรูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตอีก 

2 รูปแบบ (U2 และ U3) รายละเอียดของรูปแบบจําลองทั้ง 8 รูปแบบมีดังนี้ 

 1) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 1 (Mesh S1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 9 จุด

ตอและจํานวนเอลิเมนต 8 เอลิเมนต 

 2) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 2 (Mesh S2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 25 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 32 เอลิเมนต 

 3) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 3 (Mesh S3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 81 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 128 เอลิเมนต 

 4) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 4 (Mesh S4) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 289 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 512 เอลิเมนต 

 5) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 5 (Mesh S5) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 

1089 จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 2048 เอลิเมนต 

 6) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 1 (Mesh U1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 9 จุด

ตอและจํานวนเอลิเมนต 8 เอลิเมนต 

 7) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 2 (Mesh U2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 287 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 526 เอลิเมนต 

 8) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 3 (Mesh U3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 219 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 384 เอลิเมนต 

โดยรายละเอียดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตขางตนแสดงในรูปที่ 7.21ก - 7.21ช ข้ันตอนตอมา

คือทําการคํานวณหาคาการเคล่ือนตัวและคาความเคนตาง ๆ ตามลําดับ จากนั้นนําผลลัพธที่

ไดมาคํานวณคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือน 

 การเปรียบเทียบจํานวนจุดตอและคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือนของรูป

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้ง 8 รูปแบบ แสดงอยูในตารางที่ 7.4 โดยรูปแบบจําลองจากการปรับ

ขนาดเอลิเมนตทั้งสองนั้นใชจํานวนจุดตอในระดับใกลเคียงกัน ในขณะท่ีแบบจําลองสุดทายของ

รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบนั้นใชจํานวนจุดตอมากกวารูปแบบจําลองจากการปรับขนาด      

เอลิเมนตประมาณส่ีเทาเมื่อเปรียบเทียบในระดับคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือนเดียวกัน  
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 ก) Mesh S1 (U1) ข) Mesh S2 

 

   

 ค) Mesh S3 ง) Mesh S4 

 

   

 จ) Mesh S5 ฉ) Mesh U2 
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ช) Mesh U3 

รูปที่ 7.21 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางเปนระเบียบ ก) Mesh S1 (U1), ข) Mesh S2,  

 ค) Mesh S3, ง) Mesh S4, จ) Mesh S5 และรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยาง 

 ไรระเบียบ ฉ) Mesh U2, ช) Mesh U3 

 

ตารางที่ 7.4  ตารางแสดงการเปรียบเทียบจํานวนจุดตอและคาความคลาดเคล่ือนระหวาง

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งแปดรูปแบบของปญหาคานปลายย่ืนชนิดส้ันภายใตแรงกด 

Element จํานวนจุดตอ 
FEη  

Mesh S1 (U1) 9 15.67% 

Mesh S2 25 10.19% 

Mesh S3 81 4.71% 

Mesh S4 289 3.91% 

Mesh S5 1,089 2.42% 

Mesh U2 287 4.17% 

Mesh U3 219 1.97% 

 

การเปรียบเทียบการลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณระหวางรูปแบบจําลองอยาง

เปนระเบียบและรูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 7.22 แสดงใหเห็นถึง

ประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตที่ประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบ

ตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ 



94 

 

Uniform Mesh
Adaptive Mesh

 
รูปที่ 7.22  ผลการเปรียบเทยีบการลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณระหวางรูปแบบจาํลอง 

 อยางเปนระเบียบและรูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตสําหรับปญหา 

 คานปลายย่ืนชนิดส้ันภายใตแรงกด 

 

7.5.5 ปญหาแผนโลหะรูปตัวแอล (L-shaped plate) ภายใตแรงดึง 

ตัวอยางนี้เปนแผนโลหะรูปตัวแอลซึ่งมีรายละเอียดของขนาดและเงื่อนไขขอบเขต

แสดงอยูในรูปที่ 7.23 แผนโลหะนี้ถูกดึงดวยแรงดึงขนาด 1=σ  [30] และอยูภายใตเงื่อนไขความ

เคนในระนาบโดยมีคุณสมบัติทางกลดังนี้ คาโมดูลัสของความยืดหยุน E = 100,000 psi และคา

อัตราสวนปวสซง  ν  = 0.3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 7.23  ปญหาแผนโลหะรูปตัวแอลภายใตแรงดึง 

x 

y 

5050

50

50

1=σ  

1 2 3 4 

-1.0 

-2.0 

0.0 

1.0 

0.38 

Log (N) Log (
2Le ) 
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รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาแผนโลหะรูปตัวแอลภายใตแรงดึง

ประกอบดวย รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบจํานวน 4 รูปแบบ (S1 ถึง S4) และรูปแบบจําลอง

อยางไรระเบียบจํานวน 4 รูปแบบ (U1 ถึง U4) ซึ่งเปนรูปแบบจําลองเร่ิมตน 1 รูปแบบ (U1) และ

รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนต 3 รูปแบบ (U2 และ U4) รายละเอียดของรูป

แบบจําลองมีดังนี้ 

 1) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 1 (Mesh S1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 21 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 24 เอลิเมนต 

 2) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 2 (Mesh S2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 96 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 150 เอลิเมนต 

 3) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 3 (Mesh S3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 341 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 600 เอลิเมนต 

 4) รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 4 (Mesh S4) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 

1281 จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 2400 เอลิเมนต 

 5) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 1 (Mesh U1) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 166 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 290 เอลิเมนต 

 6) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 2 (Mesh U2) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 228 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 390 เอลิเมนต 

 7) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 3 (Mesh U3) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 409 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 729 เอลิเมนต 

 8) รูปแบบจําลองอยางไรระเบียบ 4 (Mesh U4) ประกอบดวยจํานวนจุดตอ 257 

จุดตอและจํานวนเอลิเมนต 445 เอลิเมนต 

โดยรายละเอียดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตขางตนแสดงในรูปที่ 7.24ก - 7.24ซ ข้ันตอนตอมา

คือทําการคํานวณหาคาการเคล่ือนตัวและคาความเคนตาง ๆ ตามลําดับ จากนั้นนําผลลัพธที่

ไดมาคํานวณคาแอลทูนอรมสําหรับความคลาดเคล่ือนและคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือน 

 ตารางที่ 7.5 แสดงการเปรียบเทียบจํานวนจุดตอและคาเปอรเซนตความ

คลาดเคลื่อนของรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้ง 8 รูปแบบ โดยรูปแบบจําลองจากการปรับ

ขนาดเอลิเมนตทั้งสามนั้นใชจํานวนจุดตอในระดับใกลเคียงกันหรืออาจกลาวไดวาเกือบจะคงที่ 

ในขณะที่รูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบ 4 นั้นใชจํานวนจุดตอมากกวารูปแบบจําลองจากการ
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ปรับขนาดเอลิเมนตประมาณหาเทาเมื่อเปรียบเทียบในระดับคาเปอรเซนตความคลาดเคล่ือน

เดียวกัน  

 

   

 ก) Mesh S1 ข) Mesh S2 

 

   

 ค) Mesh S3 ง) Mesh S4 

 

   

 จ) Mesh U1 ฉ) Mesh U2 
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 ช) Mesh U3 ซ) Mesh U4 

รูปที่ 7.24 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางเปนระเบียบ ก) Mesh S1, ข) Mesh S2,  

 ค) Mesh S3, ง) Mesh S4 และรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตอยางไรระเบียบ 

 จ) Mesh U1, ฉ) Mesh U2, ช) Mesh U3, ซ) Mesh U4 

 

 

ตารางที่ 7.5  ตารางแสดงการเปรียบเทียบจํานวนจุดตอและคาความคลาดเคล่ือนระหวาง

แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตทั้งแปดรูปแบบของปญหาแผนโลหะรูปตัวแอลภายใตแรงดึง 

Element จํานวนจุดตอ 
FEη  

Mesh S1 21 12.08% 

Mesh S2 96 6.35% 

Mesh S3 341 4.07% 

Mesh S4 1,281 2.67% 

Mesh U1 166 6.21% 

Mesh U2 228 3.53% 

Mesh U3 409 2.24% 

Mesh U4 257 2.35% 
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การเปรียบเทียบการลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณระหวางรูปแบบจําลองอยางเปนระเบียบและ

รูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 7.25 แสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพของ

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตที่ประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ

ดวยการใชหลักการของฟลักซ 

 

 

Uniform Mesh
Adaptive Mesh

 
รูปที่ 7.25  ผลการเปรียบเทยีบการลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณระหวางรูปแบบจาํลอง 

 อยางเปนระเบียบและรูปแบบจําลองจากการปรับขนาดเอลิเมนตสําหรับปญหา 

 แผนโลหะรูปตัวแอลภายใตแรงดึง 

 

1 2 3 4 

-1.0 

-2.0 

0.0 

1.0 

1.0 

0.36 

2.59 

Log (N) Log (
2Le ) 
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บทที่  8 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 

8.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธนี้ เนนการการประดิษฐระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใช

หลักการของฟลักซสําหรับเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอ และใชวิธีดังกลาวในการ

วิเคราะหปญหาอุณหภูมิและโครงสราง รวมไปถึงการนําเสนอการคะเนความคลาดเคลื่อนแบบ   

โพสเทอริออริและนําไปประยุกตใชรวมกับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ เพื่อเพิ่มความ

ถูกตองเที่ยงตรงของผลลัพธที่คํานวณไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวย

การใชหลักการของฟลักซใหสูงข้ึน 

ในการวิเคราะหปญหาอุณหภูมิและโครงสรางดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

จําเปนที่จะตองมีความรูพื้นฐานในทฤษฎีการถายเทความรอนและทฤษฎีทางดานกลศาสตร

ของแข็ง สมการเชิงอนุพันธที่เกี่ยวของไดแก สมการเชิงอนุพันธของปญหาการถายเทความรอน 

และสมการเชิงอนุพันธของปญหาการหาคาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิภายในของแข็งดัง

แสดงในบทที่ 2 จากนั้นบทที่ 3 ไดอธิบายถึงข้ันตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดย

วิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง แลวจึงอธิบายรายละเอียดของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัว

แปรไรจุดตอ และข้ันตอนการประดิษฐระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตดวยการใชหลักการของฟลักซ

เพื่อใชแกปญหาการถายเทความรอนและปญหาของแข็งตามลําดับ อีกทั้งแสดงข้ันตอนในการ

ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาการถายเทความรอนและสมการไฟไนตเอลิเมนต

สําหรับปญหาของแข็งที่สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธขางตน และยังแสดงรายละเอียดของ     

ไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซตาง ๆ ที่ประดิษฐในรูปแบบที่สามารถนําไปประดิษฐเปนโปรแกรม

คอมพิวเตอรไดโดยตรง  

ในบทที่ 4 เปนการอธิบายโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนโดยนําเสนอถึง

ข้ันตอนการทํางาน รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร และรูปแบบของไฟลขอมูลนําเขาที่

จะตองเตรียมเพื่อทําการคํานวณสําหรับการวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนและปญหาความ

เคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิตามลําดับ จากนั้นจึงไดอธิบายหลักการของเทคนิคการปรับขนาด     

เอลิเมนตโดยอัตโนมัติและนําเสนอโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดย

อัตโนมัติ (FEMESH) และภาพโดยรวมของโครงสรางการทํางานของโปรแกรม FEMESH ดังแสดง

ในบทที่ 5 คํานวณ จากนั้นโปรแกรมคอมพิวเตอรประดิษฐข้ึนในบทที่ 4 จะไดรับการตรวจสอบ
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ความถูกตองในบทที่ 6 โดยนําผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหดวยไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรม

คอมพิวเตอรไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง การตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้แบงการ

ตรวจสอบออกเปน 4 สวน ไดแก 1) การวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 2) การวิเคราะห

ปญหาของแข็ง 3) การวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิ และ 4) การวิเคราะห

ปญหาดวยเทคนิคการปรับเอลิเมนตแบบอัตโนมัติ จํานวนปญหาที่ใชในการตรวจสอบทั้ง 4 

สวนรวมทั้งส้ิน 7 ปญหา โดยมีรายละเอียดดังนี้ 1) การวิเคราะหปญหาการถายเทความรอนนั้นใช

ปญหาในการตรวจสอบ 1 ปญหาคือ ปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีการผลิตความรอนไดเอง 2) การ

วิเคราะหปญหาของแข็งใชปญหาในการตรวจสอบ 1 ปญหาคือปญหาแผนโลหะสี่เหล่ียมมีรูกลม

ตรงกลาง 3) การวิเคราะหปญหาความเคนอันเนื่องมาจากอุณหภูมิใชปญหาในการตรวจสอบ 2 

ปญหา ไดแก ปญหาแผนส่ีเหล่ียมที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงเชิงเสนตามความยาวและปญหาวง

แหวนที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี และ 4) การวิเคราะหปญหาดวยเทคนิคการปรับ       

เอลิเมนตแบบอัตโนมัติใชปญหาในการตรวจสอบ 3 ปญหา ไดแก ปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัส

ภายใตกรวยของเกรเดียนทความรอน ปญหาแผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมตรงกลาง และปญหาวง

แหวนที่มีอุณหภูมิเปล่ียนแปลงตามแนวรัศมี 

สุดทายในบทที่ 7 เปนการอธิบายความหมาย นิยาม และที่มาการคะเนของความ

คลาดเคลื่อน จากนั้นจึงอธิบายหลักการการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริซึ่งเปนการ

คะเนความคลาดเคล่ือนภายหลังจากที่ไดผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยมี

วัตถุประสงคเพื่อเปนดัชนีชี้วัดการยุติการปรับขนาดเอลิเมนตและแสดงความถูกตองแมนยําของ

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต แลวจึงนําเสนอรายละเอียดของการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบ

โพสเทอริออริดวยการใชหลักการของฟลักซ กอนที่จะนําไปประดิษฐเปนโปรแกรมคอมพิวเตอร

สําหรับการคะเนความคลาดเคล่ือนที่คํานวณจากผลตางของฟลักซ โดยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่

ประดิษฐข้ึนจะถูกนําไปทดสอบกับปญหาที่มีผลเฉลยแมนตรง ผลเฉลยเชิงวิเคราะห และปญหาที่

มีความซับซอนรวมทั้งส้ิน 5 ปญหา ประกอบดวย ปญหาแผนส่ีเหล่ียมผืนผาซ่ึงถูกกําหนดอุณหภูมิ

ที่ขอบ ปญหาแผนส่ีเหล่ียมจัตุรัสพรอมแหลงกําเนิด ปญหาแผนโลหะส่ีเหล่ียมมีรูกลมภายใตแรง

ดึงทิศทางเดียว ปญหาคานปลายยื่นชนิดส้ันภายใตแรงกด และปญหาแผนโลหะรูปตัวแอลภายใต

แรงดึง การทดสอบแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพการคะเนความคลาดเคล่ือนแบบโพสเทอริออริ

ดวยการใชหลักการของฟลักซที่ไดนําเสนอ และประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตที่

ประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใชหลักการของฟลักซ 
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8.2 ปญหาท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธ 

ปญหาสําคัญที่พบในขณะทําวิทยานิพนธก็คือ การประดิษฐระเบียบวิธีไฟไนต     

เอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอ เนื่องจากเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอมีความหมาย

ทางกายภาพที่แตกตางออกไปจากเอลิเมนตทั่วไป (เอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอเอลิเมนตหรือ

เอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอ) ทําใหจําเปนตองพิจารณาเงื่อนไขเร่ิมตนและเงื่อนไขขอบเขตตาง ๆ 

ของเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอใหสอดคลองกับกายภาพของปญหาที่ทําการ

วิเคราะห และอีกปญหาท่ีพบก็คือ สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ไดจากการวิเคราะหการกระจายของ   

ฟลักซที่มีลักษณะตอเนื่องดังแสดงในสมการ (7.22) นั้น ไมสามารถที่จะใชรวมกับเมทริกซมวล

แบบรวมที่จุดตอ (lumped mass matrix) ได เนื่องดวยเมทริกซมวลแบบรวมที่จุดตอมีหลักการ

ประดิษฐที่ขัดกับกายภาพของเอลิเมนตสามเหล่ียมแบบตัวแปรไรจุดตอนั่นเอง 

 
8.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 

การพัฒนางานวิจัยตอจากวิทยานิพนธนี้มีอยูดวยกนัหลายแนวทาง ยกตัวอยาง

เชน การปรับปรุงไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อวิเคราะหปญหาในสภาวะช่ัวขณะ 

(transient problems) การประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแบบตัวแปรไรจุดตอดวยการใช

หลักการของฟลักซเพื่อวิเคราะหปญหาการไหลหรือวิเคราะหปญหาการปฏิสัมพันธรวมกันระหวาง

ของไหล ของแข็งและการถายเทความรอน การพัฒนาและประยุกตการคะเนความคลาดเคล่ือน

แบบโพสเทอริออริสําหรับวิเคราะหปญหาการไหล และการปรับปรุงวิธีในการแกระบบสมการใหดี

ยิ่งข้ึน 
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ภาคผนวก ก 
รายละเอียดของโปรแกรมวิเคราะหปญหาการถายเทความรอน 

 
 
PROGRAM HEAT_CONDUCT 
 
use HC 
 
implicit none 
 
call MAIN() 
 
END PROGRAM HEAT_CONDUCT 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
MODULE HC 
 
implicit none 
 
character(len=20)                         :: name1 
 
integer(4), allocatable, dimension(:,:)   :: intmat             ! Node connection on element 
integer(4), allocatable, dimension(:)     :: ibcp               ! boundary condition for variable  
integer(4), dimension(20)                 :: text               ! buffer for reading  
 
real(8), allocatable, dimension(:,:)      :: coord, sysk, sysky ! Coordinate of each node  
real(8), allocatable, dimension(:)        :: p,     flux 
real(8), allocatable, dimension(:)        :: sysf,  one,  sysfy 
real(8), allocatable, dimension(:)        :: Q,     qxfb, qyfb, qxex, qyex 
 
integer(4)                                :: neq, npoi, nelem, nflux, ip, ie, ierror 
integer(4)                                :: i,   j,    k,     ii,    jj,     kk 
integer(4)                                :: ll,  mm,   nn 
integer(4)                                :: nlines, iline, nside, nboun, exact 
 
real(8)                                   :: xg1, xg2, xg3, yg1, yg2,  yg3, theta 
real(8)                                   :: b1,  b2,  b3,  c1,  c2,   c3 
real(8)                                   :: area,    x,       y,       zero 
real(8)                                   :: tc,      lo ,     cee,     tk 
real(8)                                   :: aread,   efind 
real(8)                                   :: rprfb,   rprst,   rprfe,   ergfb,   ergst,   ergfe  
real(8)                                   :: maxlfbx, maxlfby, maxlstx, maxlsty, maxlfex, maxlfey 
 
real(8), dimension(6,6)                   :: kele 
real(8), dimension(6,3)                   :: deex, deey 
real(8), dimension(3,6)                   :: eele, fele    
real(8), dimension(6)                     :: r, rboun, rsurf 
 
integer(4)                                :: tnode, lflux, fcount 
integer(4), allocatable, dimension(:,:)   :: number 
integer(4), allocatable, dimension(:,:,:) :: acheck 
 
CONTAINS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine MAIN() 
 
use solve 
 
implicit none 
   
call READ_INPUT() 
call GEN_NL() 
call CST() 
call SYMPCG(sysk, sysf, p, neq) 
call ERR_EST() 
call WRITE_OUTPUT()        
 
End Subroutine MAIN 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine READ_INPUT() 
 
implicit none 
 
write(6,10) 
10 format(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
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read(5, '(A)') name1 
 
open(unit=7, file=name1, status='OLD', ACTION='read', iostat=ierror) 
 
! 
! read input data 
! 
 
read(7,*) nlines                 
                                 
do iline = 1,nlines              
   read(7,1) text                
   1 format(20A4)                
enddo                           
 
read(7,1) text 
read(7,*) tnode, nelem, nboun, nflux 
 
read(7,1) text 
read(7,*) tc, lo, cee, tk, exact 
      
nside = (3*nelem+nboun)/2 
npoi  = tnode+nside 
neq   = npoi 
 
allocate(     intmat(nelem,6),         coord(npoi,2)) 
allocate(       sysk(neq,neq),             sysf(neq)) 
allocate(          ibcp(npoi),                p(neq)) 
allocate(            Q(nelem),           flux(tnode),  one(tnode)) 
allocate( number(tnode,tnode), acheck(tnode,tnode,2)) 
allocate(         qxfb(tnode),           qyfb(tnode)) 
 
if (exact == 1) allocate(qxex(tnode), qyex(tnode))  
 
read(7,1) text 
do ip = 1,tnode 
   read(7,*) i, ibcp(i), (coord(i,k), k=1,2), p(i), flux(i) 
   if(i /= ip) write(6,40) ip 
   40 format(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   if(i /= ip) stop 
enddo 
 
read(7,1) text 
do ie = 1,nelem 
   read(7,*) i, (intmat(i,j), j=1,3), Q(i) 
   if(i /= ie) write(6,50) ie 
   50 format(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   if(i /= ie) stop 
enddo 
 
close(unit=7, status='keep') 
 
write(6,60) tnode, nelem 
60 format(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,   & 
            '      NUMBER OF TIP NODES          =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =', I6, /) 
 
End Subroutine READ_INPUT 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine CST() 
 
implicit none 
 
sysf = 0. 
sysk = 0. 
 
! 
!  Loop over the number of elements: 
! 
 
const: DO ie = 1,nelem 
 
!  Find element local coordinates: 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
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   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
!  Setup & clear matrix: 
 
    kele = 0.  
       r = 0. 
   rboun = 0. 
 
!  Set the value for  
!  the coefficient of diffusion term 
 
   call CnK_ELE() 
 
!  Compute all loads  
 
   call ALL_LOAD() 
 
!  Assemble element  
 
   call ASMP()  
 
Enddo const 
 
call APPLBC() 
 
End Subroutine CST 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine CnK_ELE() 
 
implicit none 
 
deex(1,1) = 4.*b1 
deex(1,2) = deex(1,1) 
deex(1,3) = deex(1,1) 
 
deey(1,1) = 4.*c1 
deey(1,2) = deey(1,1) 
deey(1,3) = deey(1,1) 
 
deex(2,1) = 4.*b2 
deex(2,2) = deex(2,1) 
deex(2,3) = deex(2,1) 
 
deey(2,1) = 4.*c2 
deey(2,2) = deey(2,1) 
deey(2,3) = deey(2,1) 
 
deex(3,1) = 4.*b3 
deex(3,2) = deex(3,1) 
deex(3,3) = deex(3,1) 
 
deey(3,1) = 4.*c3 
deey(3,2) = deey(3,1) 
deey(3,3) = deey(3,1) 
 
deex(4,1) =    b2 +    b3 
deex(4,2) =    b2 + 2.*b3 
deex(4,3) = 2.*b2 +    b3 
 
deey(4,1) =    c2 +    c3 
deey(4,2) =    c2 + 2.*c3 
deey(4,3) = 2.*c2 +    c3 
 
deex(5,1) =    b1 + 2.*b3 
deex(5,2) =    b1 +    b3 
deex(5,3) = 2.*b1 +    b3 
 
deey(5,1) =    c1 + 2.*c3 
deey(5,2) =    c1 +    c3 
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deey(5,3) = 2.*c1 +    c3 
 
deex(6,1) =    b1 + 2.*b2 
deex(6,2) = 2.*b1 +    b2 
deex(6,3) =    b1 +    b2 
 
deey(6,1) =    c1 + 2.*c2 
deey(6,2) = 2.*c1 +    c2 
deey(6,3) =    c1 +    c2 
 
deex = deex*tk/24. 
deey = deey*tk/24. 
 
eele(1,1) = b1 
eele(2,1) = eele(1,1) 
eele(3,1) = eele(1,1) 
 
eele(1,2) = b2 
eele(2,2) = eele(1,2) 
eele(3,2) = eele(1,2) 
 
eele(1,3) = b3 
eele(2,3) = eele(1,3) 
eele(3,3) = eele(1,3) 
 
eele(1,4) = 0. 
eele(1,5) = b3 
eele(1,6) = b2 
 
eele(2,4) = b3 
eele(2,5) = 0. 
eele(2,6) = b1 
 
eele(3,4) = b2 
eele(3,5) = b1 
eele(3,6) = 0. 
 
fele(1,1) = c1 
fele(2,1) = fele(1,1) 
fele(3,1) = fele(1,1) 
 
fele(1,2) = c2 
fele(2,2) = fele(1,2) 
fele(3,2) = fele(1,2) 
 
fele(1,3) = c3 
fele(2,3) = fele(1,3) 
fele(3,3) = fele(1,3) 
 
fele(1,4) = 0. 
fele(1,5) = c3 
fele(1,6) = c2 
 
fele(2,4) = c3 
fele(2,5) = 0. 
fele(2,6) = c1 
 
fele(3,4) = c2 
fele(3,5) = c1 
fele(3,6) = 0. 
 
eele = eele/2./area 
fele = fele/2./area 
 
kele = kele + matmul(deex,eele) + matmul(deey,fele) 
 
End Subroutine CnK_ELE 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ALL_LOAD() 
 
implicit none 
 
real(8)                   ::   dx, dy, dl, QS 
real(8)                   ::   xgc, ygc, sqcond, pi 
 
! Compute Nodal Flux 
 
if (nflux /= 0) then 
 
   if ((flux(ii) /= 0.) .and. (flux(jj) /= 0.)) then 
      dx = xg2 - xg1 
      dy = yg2 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
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      QS = (flux(ii) + flux(jj))/2. 
      rboun(1) = QS*dl/2. 
      rboun(2) = QS*dl/2. 
      rboun(6) = 0. 
   endif 
 
   if ((flux(jj) /= 0.) .and. (flux(kk) /= 0.)) then 
      dx = xg3 - xg2 
      dy = yg3 - yg2 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
      QS = (flux(jj) + flux(kk))/2. 
      rboun(2) = QS*dl/2. 
      rboun(3) = QS*dl/2. 
      rboun(4) = 0. 
   endif 
 
   if ((flux(kk) /= 0.) .and. (flux(ii) /= 0.)) then 
      dx = xg3 - xg1 
      dy = yg3 - yg1 
      dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
      QS = (flux(kk) + flux(ii))/2. 
      rboun(1) = QS*dl/2. 
      rboun(3) = QS*dl/2. 
      rboun(5) = 0. 
   endif 
 
endif 
 
! Compute Constant Surface Heating 
! with specified function 
 
xgc    = abs((xg1+xg2+xg3)/3.) 
ygc    = abs((yg1+yg2+yg3)/3.) 
sqcond = sqrt((xgc-0.25)*(xgc-0.25)+(ygc-0.25)*(ygc-0.25)) 
pi     = 4.*atan(1.) 
 
if (sqcond .gt. 0.075) then 
    Q(ie) = 0. 
else 
    Q(ie) = 10.*pi/0.075*(pi/0.075*cos(sqcond*pi/0.075)+sin(sqcond*pi/0.075)/sqcond) 
endif 
 
rsurf(1) = Q(ie)*area*tk/3. 
rsurf(2) = rsurf(1) 
rsurf(3) = rsurf(1) 
rsurf(4) = 0. 
rsurf(5) = rsurf(4) 
rsurf(6) = rsurf(4) 
 
! Compute Total Load 
 
r = rboun + rsurf 
 
End Subroutine ALL_LOAD 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ASMP() 
 
implicit none 
 
!  Assembling system load vector 
 
do i = 1,6 
   ii = intmat(ie,i) 
   do j = 1,6 
      jj = intmat(ie,j) 
      sysk(ii,jj) = sysk(ii,jj) + kele(i,j) 
   enddo 
   sysf(ii) = sysf(ii)  + r(i) 
enddo 
 
End Subroutine ASMP 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine applbc() 
 
implicit none 
 
integer(4)                 ::   ieq, ir, ic 
 
outer1: do ieq = 1,neq 
 
          if(ibcp(ieq) == 0) cycle outer1 
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          inner1: do ir = 1,neq 
                     if(ir == ieq) cycle inner1 
                     sysf(ir) = sysf(ir) - sysk(ir,ieq)*p(ieq) 
                     sysk(ir,ieq) = 0. 
                  enddo inner1 
 
          do ic = 1,neq 
             sysk(ieq,ic) = 0.   
          enddo 
 
          sysk(ieq,ieq) = 1. 
          sysf(ieq)     = p(ieq)  
 
        enddo outer1 
 
End Subroutine applbc 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ERR_EST() 
 
use solve 
 
implicit none 
 
real(8)                               ::  pi 
 
real(8), dimension(1,1)               ::  eqxfb, eqyfb, eqxst, eqyst, eqxfe, eqyfe 
real(8), dimension(1,1)               ::  tlqfe, tlqfb 
real(8), dimension(3,1)               ::  bele,  cele, qxfbe, qyfbe 
real(8), dimension(1,3)               ::  belet, celet 
real(8), dimension(6,1)               ::  tbar 
real(8), dimension(1,6)               ::  tbart 
real(8), dimension(3,3)               ::  mele 
real(8), dimension(3,6)               ::  geex, geey 
real(8), dimension(6,6)               ::  kcx,  kcy 
 
deallocate(sysk, sysf, stat=ierror) 
allocate  (sysk(tnode,tnode), sysky(tnode,tnode), sysf(tnode), sysfy(tnode)) 
 
 sysk   = 0. 
 sysf   = 0. 
Sysky   = 0. 
sysfy   = 0. 
aread   = 0. 
  one   = 0. 
 qxfb   = 0. 
 qyfb   = 0. 
tlqfe   = 0. 
tlqfb   = 0. 
ergfb   = 0. 
ergst   = 0. 
ergfe   = 0. 
maxlfbx = 0. 
maxlfby = 0. 
maxlstx = 0. 
maxlsty = 0. 
maxlfex = 0. 
maxlfey = 0. 
 
pi = 4.*atan(1.) 
 
! 
!  Setup element matrices to compute nodal fluxes : 
! 
 
Do ie = 1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
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   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
   tbar(1,1) = p(ii) 
   tbar(2,1) = p(jj) 
   tbar(3,1) = p(kk) 
   tbar(4,1) = p(ll) 
   tbar(5,1) = p(mm) 
   tbar(6,1) = p(nn) 
 
!  Setup mass matrix [M] : 
 
   mele(1,1) = 2. 
   mele(1,2) = 1. 
   mele(1,3) = 1. 
   mele(2,1) = 1. 
   mele(2,2) = 2. 
   mele(2,3) = 1. 
   mele(3,1) = 1. 
   mele(3,2) = 1. 
   mele(3,3) = 2. 
 
   mele = mele*area/12. 
 
!  Setup matrix [Gx] & [Gy] : 
 
   geex(1,1) = 4.*b1 
   geex(2,1) = geex(1,1) 
   geex(3,1) = geex(1,1) 
 
   geey(1,1) = 4.*c1 
   geey(2,1) = geey(1,1) 
   geey(3,1) = geey(1,1) 
 
   geex(1,2) = 4.*b2 
   geex(2,2) = geex(1,2) 
   geex(3,2) = geex(1,2) 
 
   geey(1,2) = 4.*c2 
   geey(2,2) = geey(1,2) 
   geey(3,2) = geey(1,2) 
 
   geex(1,3) = 4.*b3 
   geex(2,3) = geex(1,3) 
   geex(3,3) = geex(1,3) 
 
   geey(1,3) = 4.*c3 
   geey(2,3) = geey(1,3) 
   geey(3,3) = geey(1,3) 
 
   geex(1,4) =    b2 +    b3 
   geex(2,4) =    b2 + 2.*b3 
   geex(3,4) = 2.*b2 +    b3 
 
   geey(1,4) =    c2 +    c3 
   geey(2,4) =    c2 + 2.*c3 
   geey(3,4) = 2.*c2 +    c3 
 
   geex(1,5) =    b1 + 2.*b3 
   geex(2,5) =    b1 +    b3 
   geex(3,5) = 2.*b1 +    b3 
 
   geey(1,5) =    c1 + 2.*c3 
   geey(2,5) =    c1 +    c3 
   geey(3,5) = 2.*c1 +    c3 
 
   geex(1,6) =    b1 + 2.*b2 
   geex(2,6) = 2.*b1 +    b2 
   geex(3,6) =    b1 +    b2 
 
   geey(1,6) =    c1 + 2.*c2 
   geey(2,6) = 2.*c1 +    c2 
   geey(3,6) =    c1 +    c2 
 
   geex = geex/24. 
   geey = geey/24. 
 
!  Compute element load vecters (qxfbe, qyfbe) : 
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   qxfbe = -tc*matmul(geex,tbar) 
   qyfbe = -tc*matmul(geey,tbar) 
 
!  Assemble element 
 
   do i=1,3 
      ii = intmat(ie,i) 
      do j=1,3 
         jj = intmat(ie,j) 
         sysk(ii,jj)  = sysk(ii,jj)  + mele(i,j) 
         sysky(ii,jj) = sysky(ii,jj) + mele(i,j) 
      enddo 
      sysf(ii)  = sysf(ii)  + qxfbe(i,1) 
      sysfy(ii) = sysfy(ii) + qyfbe(i,1) 
   enddo 
 
Enddo 
 
!  Compute NLFB nodal flux (qxfb, qyfb) : 
 
call sympcg( sysk,  sysf,  qxfb, tnode) 
call sympcg( sysky, sysfy, qyfb, tnode) 
 
!  Compute exact nodal flux (qxex, qyex) : 
!  with specified function 
 
If (exact == 1) then 
   do ip = 1, tnode 
      qxex(ip) = -tc*0.5*pi*dcos(0.5*pi*coord(ip,1))*dsinh(0.5*pi*coord(ip,2))/dsinh(0.5*pi) 
      qyex(ip) = -tc*0.5*pi*dsin(0.5*pi*coord(ip,1))*dcosh(0.5*pi*coord(ip,2))/dsinh(0.5*pi) 
   enddo 
Endif 
 
! 
!  Compute square of L2-norm error both x&y directions  
!  which in the form |B|[M]{B}, |B|[M]{C}, |C|[M]{C} 
! 
 
Do ie = 1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
   aread = aread + area 
 
   tbar(1,1) = p(ii) 
   tbar(2,1) = p(jj) 
   tbar(3,1) = p(kk) 
   tbar(4,1) = p(ll) 
   tbar(5,1) = p(mm) 
   tbar(6,1) = p(nn) 
 
   tbart = transpose(tbar) 
 
!  Setup mass matrix [M] : 
 
   mele(1,1) = 2. 
   mele(1,2) = 1. 
   mele(1,3) = 1. 
   mele(2,1) = 1. 
   mele(2,2) = 2. 
   mele(2,3) = 1. 
   mele(3,1) = 1. 
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   mele(3,2) = 1. 
   mele(3,3) = 2. 
 
   mele = mele*area/12. 
 
!  Setup matrix [Gx] & [Gy] : 
 
   geex(1,1) = 4.*b1 
   geex(2,1) = geex(1,1) 
   geex(3,1) = geex(1,1) 
 
   geey(1,1) = 4.*c1 
   geey(2,1) = geey(1,1) 
   geey(3,1) = geey(1,1) 
 
   geex(1,2) = 4.*b2 
   geex(2,2) = geex(1,2) 
   geex(3,2) = geex(1,2) 
 
   geey(1,2) = 4.*c2 
   geey(2,2) = geey(1,2) 
   geey(3,2) = geey(1,2) 
 
   geex(1,3) = 4.*b3 
   geex(2,3) = geex(1,3) 
   geex(3,3) = geex(1,3) 
 
   geey(1,3) = 4.*c3 
   geey(2,3) = geey(1,3) 
   geey(3,3) = geey(1,3) 
 
   geex(1,4) =    b2 +    b3 
   geex(2,4) =    b2 + 2.*b3 
   geex(3,4) = 2.*b2 +    b3 
 
   geey(1,4) =    c2 +    c3 
   geey(2,4) =    c2 + 2.*c3 
   geey(3,4) = 2.*c2 +    c3 
 
   geex(1,5) =    b1 + 2.*b3 
   geex(2,5) =    b1 +    b3 
   geex(3,5) = 2.*b1 +    b3 
 
   geey(1,5) =    c1 + 2.*c3 
   geey(2,5) =    c1 +    c3 
   geey(3,5) = 2.*c1 +    c3 
 
   geex(1,6) =    b1 + 2.*b2 
   geex(2,6) = 2.*b1 +    b2 
   geex(3,6) =    b1 +    b2 
 
   geey(1,6) =    c1 + 2.*c2 
   geey(2,6) = 2.*c1 +    c2 
   geey(3,6) =    c1 +    c2 
 
   geex = geex/24. 
   geey = geey/24. 
 
!  Setup matrix [Kcx] & [Kcy] : 
 
   kcx(1,1) = 12.*b1*b1 
   kcx(1,2) = 12.*b1*b2 
   kcx(1,3) = 12.*b1*b3 
   kcx(2,1) = kcx(1,2) 
   kcx(2,2) = 12.*b2*b2 
   kcx(2,3) = 12.*b2*b3 
   kcx(3,1) = kcx(1,3) 
   kcx(3,2) = kcx(2,3) 
   kcx(3,3) = 12.*b3*b3 
 
   kcy(1,1) = 12.*c1*c1 
   kcy(1,2) = 12.*c1*c2 
   kcy(1,3) = 12.*c1*c3 
   kcy(2,1) = kcy(1,2) 
   kcy(2,2) = 12.*c2*c2 
   kcy(2,3) = 12.*c2*c3 
   kcy(3,1) = kcy(1,3) 
   kcy(3,2) = kcy(2,3) 
   kcy(3,3) = 12.*c3*c3 
 
   kcx(1,4) = 4.*b1*(b2+b3) 
   kcx(1,5) = 4.*b1*(b1+b3) 
   kcx(1,6) = 4.*b1*(b1+b2) 
   kcx(2,4) = 4.*b2*(b2+b3) 
   kcx(2,5) = 4.*b2*(b3+b1) 
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   kcx(2,6) = 4.*b2*(b1+b2) 
   kcx(3,4) = 4.*b3*(b2+b3) 
   kcx(3,5) = 4.*b3*(b3+b1) 
   kcx(3,6) = 4.*b3*(b1+b2) 
 
   kcy(1,4) = 4.*c1*(c2+c3) 
   kcy(1,5) = 4.*c1*(c1+c3) 
   kcy(1,6) = 4.*c1*(c1+c2) 
   kcy(2,4) = 4.*c2*(c2+c3) 
   kcy(2,5) = 4.*c2*(c3+c1) 
   kcy(2,6) = 4.*c2*(c1+c2) 
   kcy(3,4) = 4.*c3*(c2+c3) 
   kcy(3,5) = 4.*c3*(c3+c1) 
   kcy(3,6) = 4.*c3*(c1+c2) 
 
   kcx(4,1) = kcx(1,4) 
   kcx(4,2) = kcx(2,4) 
   kcx(4,3) = kcx(3,4) 
   kcx(5,1) = kcx(1,5) 
   kcx(5,2) = kcx(2,5) 
   kcx(5,3) = kcx(3,5) 
   kcx(6,1) = kcx(1,6) 
   kcx(6,2) = kcx(2,6) 
   kcx(6,3) = kcx(3,6) 
 
   kcy(4,1) = kcy(1,4) 
   kcy(4,2) = kcy(2,4) 
   kcy(4,3) = kcy(3,4) 
   kcy(5,1) = kcy(1,5) 
   kcy(5,2) = kcy(2,5) 
   kcy(5,3) = kcy(3,5) 
   kcy(6,1) = kcy(1,6) 
   kcy(6,2) = kcy(2,6) 
   kcy(6,3) = kcy(3,6) 
 
   kcx(4,4) = 2.*(b2*b2 + b2*b3 + b3*b3) 
   kcx(4,5) = 1.*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) 
   kcx(4,6) = 1.*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) 
   kcx(5,4) = kcx(4,5) 
   kcx(5,5) = 2.*(b1*b1 + b1*b3 + b3*b3) 
   kcx(5,6) = 1.*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) 
   kcx(6,4) = kcx(4,6) 
   kcx(6,5) = kcx(5,6) 
   kcx(6,6) = 2.*(b1*b1 + b1*b2 + b2*b2) 
 
   kcy(4,4) = 2.*(c2*c2 + c2*c3 + c3*c3) 
   kcy(4,5) = 1.*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
   kcy(4,6) = 1.*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
   kcy(5,4) = kcy(4,5) 
   kcy(5,5) = 2.*(c1*c1 + c1*c3 + c3*c3) 
   kcy(5,6) = 1.*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
   kcy(6,4) = kcy(4,6) 
   kcy(6,5) = kcy(5,6) 
   kcy(6,6) = 2.*(c1*c1 + c1*c2 + c2*c2) 
 
   kcx = kcx/48./area 
   kcy = kcy/48./area 
 
!  Compute exact & approximate total fluxes : 
 
   if (exact == 1) then 
 
      bele(1,1) = qxex(ii) 
      bele(2,1) = qxex(jj) 
      bele(3,1) = qxex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      cele(1,1) = qyex(ii) 
      cele(2,1) = qyex(jj) 
      cele(3,1) = qyex(kk) 
 
      celet = transpose(cele) 
 
      tlqfb = tlqfb + matmul(belet,matmul(mele,bele)) + matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
 
   endif 
 
   bele(1,1) = qxfb(ii) 
   bele(2,1) = qxfb(jj) 
   bele(3,1) = qxfb(kk) 
 
   belet = transpose(bele) 
 
   cele(1,1) = qyfb(ii) 
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   cele(2,1) = qyfb(jj) 
   cele(3,1) = qyfb(kk) 
 
   celet = transpose(cele) 
 
   tlqfe = tlqfe + matmul(belet,matmul(mele,bele)) + matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
 
!  Compute error of flux-based and standard Nodeless : 
 
   If (exact == 1) then 
 
      bele(1,1) = qxex(ii) 
      bele(2,1) = qxex(jj) 
      bele(3,1) = qxex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      cele(1,1) = qxfb(ii) 
      cele(2,1) = qxfb(jj) 
      cele(3,1) = qxfb(kk) 
 
      celet = transpose(cele) 
 
      eqxfb = matmul(belet,matmul(mele,bele)) - 2.*matmul(belet,matmul(mele,cele))    +    & 
              matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
      eqxst = matmul(belet,matmul(mele,bele)) + 2.*tc*matmul(belet,matmul(geex,tbar)) +    & 
              tc*tc*matmul(tbart,matmul(kcx,tbar)) 
 
      if (abs(eqxfb(1,1)) < 0.0000000001) eqxfb = 0. 
      if (abs(eqxst(1,1)) < 0.0000000001) eqxst = 0. 
 
      bele(1,1) = qyex(ii) 
      bele(2,1) = qyex(jj) 
      bele(3,1) = qyex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      cele(1,1) = qyfb(ii) 
      cele(2,1) = qyfb(jj) 
      cele(3,1) = qyfb(kk) 
 
      celet = transpose(cele) 
 
      eqyfb = matmul(belet,matmul(mele,bele)) - 2.*matmul(belet,matmul(mele,cele))    +    & 
              matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
      eqyst = matmul(belet,matmul(mele,bele)) + 2.*tc*matmul(belet,matmul(geey,tbar)) +    & 
              tc*tc*matmul(tbart,matmul(kcy,tbar)) 
 
      if (abs(eqyfb(1,1)) < 0.0000000001) eqyfb = 0. 
      if (abs(eqyst(1,1)) < 0.0000000001) eqyst = 0. 
 
      ergfb = ergfb + eqxfb(1,1) + eqyfb(1,1) 
      ergst = ergst + eqxst(1,1) + eqyst(1,1) 
 
      if (eqxfb(1,1) > maxlfbx) maxlfbx = eqxfb(1,1) 
      if (eqyfb(1,1) > maxlfby) maxlfby = eqyfb(1,1) 
 
      if (eqxst(1,1) > maxlstx) maxlstx = eqxst(1,1) 
      if (eqyst(1,1) > maxlsty) maxlsty = eqyst(1,1) 
 
   Endif 
 
!  Compute error of approximate nodal flux : 
 
   bele(1,1) = qxfb(ii) 
   bele(2,1) = qxfb(jj) 
   bele(3,1) = qxfb(kk) 
 
   belet = transpose(bele) 
 
   cele(1,1) = qyfb(ii) 
   cele(2,1) = qyfb(jj) 
   cele(3,1) = qyfb(kk) 
 
   celet = transpose(cele) 
 
   eqxfe = matmul(belet,matmul(mele,bele)) + 2.*tc*matmul(belet,matmul(geex,tbar)) +    & 
           tc*tc*matmul(tbart,matmul(kcx,tbar)) 
   eqyfe = matmul(celet,matmul(mele,cele)) + 2.*tc*matmul(celet,matmul(geey,tbar)) +    & 
           tc*tc*matmul(tbart,matmul(kcy,tbar)) 
 
   if (abs(eqxfe(1,1)) < 0.0000000001) eqxfe = 0. 
   if (abs(eqyfe(1,1)) < 0.0000000001) eqyfe = 0. 
 
   ergfe = ergfe + eqxfe(1,1) + eqyfe(1,1) 
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   if (eqxfe(1,1) > maxlfex) maxlfex = eqxfe(1,1) 
   if (eqyfe(1,1) > maxlfey) maxlfey = eqyfe(1,1) 
 
Enddo 
 
ergfe = sqrt(ergfe/aread) 
tlqfe = sqrt(tlqfe/aread) 
rprfe = ergfe/(ergfe + tlqfe(1,1))*100 
 
If (exact == 1) then 
 
   ergfb = sqrt(ergfb/aread) 
   tlqfb = sqrt(tlqfb/aread) 
   rprfb = ergfb/(ergfb + tlqfb(1,1))*100 
 
   ergst = sqrt(ergst/aread) 
   rprst = ergst/(ergst + tlqfb(1,1))*100 
   efind = ergfe/ergst 
 
   write(6,100) ergst 
   100 format(' Exact-ST global error is :', e12.4) 
   write(6,125) maxlstx 
   125 format(' Max x-local EST error is :', e12.4) 
   write(6,150) maxlsty 
   150 format(' Max y-local EST error is :', e12.4) 
   write(6,175) rprst 
   175 format(' Relative EST  % error is :', e12.4, ' %',/) 
 
   write(6,200) ergfb 
   200 format(' Exact-FB global error is :', e12.4) 
   write(6,225) maxlfbx 
   225 format(' Max x-local EFB error is :', e12.4) 
   write(6,250) maxlfby 
   250 format(' Max y-local EFB error is :', e12.4) 
   write(6,275) rprfb 
   275 format(' Relative EFB  % error is :', e12.4, ' %',/) 
 
   write(6,300) efind 
   300 format(' Effectivity Index is     :', e12.4,/) 
 
Endif 
 
write(6,400) ergfe 
400 format(' Approximate global error is  :', e12.4) 
write(6,425) maxlfex 
425 format(' Max x-local approx error is  :', e12.4) 
write(6,450) maxlfey 
450 format(' Max y-local approx error is  :', e12.4) 
write(6,500) rprfe 
500 format(' Relative percentage error is :', e12.4, ' %') 
 
End Subroutine ERR_EST 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine WRITE_OUTPUT() 
 
implicit none 
 
integer(4)                            :: leng  
 
leng = len_trim(name1) - 4 
 
open(unit=8,file=name1(1:leng)//'.oup',status='unknown',iostat=ierror) 
 
     if (exact == 1) then 
        write(8,100) ergst 
        100 format(' Exact-ST global error is :', e16.6) 
        write(8,125) maxlstx 
        125 format(' Max x-local EST error is :', e16.6) 
        write(8,150) maxlsty 
        150 format(' Max y-local EST error is :', e16.6) 
        write(8,175) rprst 
        175 format(' Relative EST  % error is :', e16.6, ' %',/) 
        write(8,200) ergfb 
        200 format(' Exact-FB global error is :', e16.6) 
        write(8,225) maxlfbx 
        225 format(' Max x-local EFB error is :', e16.6) 
        write(8,250) maxlfby 
        250 format(' Max y-local EFB error is :', e16.6) 
        write(8,275) rprfb 
        275 format(' Relative EFB  % error is :', e16.6, ' %',/) 
        write(8,300) efind 
        300 format(' Effectivity Index is     :', e16.6,/) 
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     endif 
 
     write(8,400) ergfe 
     400 format(' Approximate global error is  :', e16.6) 
     write(8,425) maxlfex 
     425 format(' Max x-local approx error is  :', e16.6) 
     write(8,450) maxlfey 
     450 format(' Max y-local approx error is  :', e16.6) 
     write(8,500) rprfe 
     500 format(' Relative percentage error is :', e16.6, ' %',/) 
 
     write(8,600) 
     600 format('  Node    X-coor      Y-coor      Temp            Xflux           Yflux') 
 
     do i = 1,tnode 
        write(8,700) i, coord(i,1), coord(i,2), p(i), qxfb(i), qyfb(i)  
        700 format(i6,2f12.6,3e16.6) 
     enddo 
 
     do i = tnode+1,npoi 
        write(8,710) i, coord(i,1), coord(i,2), p(i) 
        710 format(i6,2f12.6,e16.6) 
     enddo 
 
     do ie = 1, nelem 
        write(8,750) ie, (intmat(ie,j),j=1,6) 
        750 format(7i6) 
     enddo 
 
close(unit=8, status='keep') 
 
open(unit=9,file=name1(1:leng)//'.plt',status='unknown',iostat=ierror) 
 
     write(9,800) tnode, nelem 
     800 format('Variables = "X-coor","Y-coor","Temp","Xflux","Yflux"',/,'ZONE     & 
                 N=',I6,',E=',I6,',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE') 
 
     do ip = 1, tnode 
        write(9,850) coord(ip,1), coord(ip,2), p(ip), qxfb(ip), qyfb(ip) 
        850 format(2f12.6,3e16.6) 
     enddo 
 
     do ie = 1, nelem 
        write(9,900) (intmat(ie,j),j=1,3) 
        900 format(3i6) 
     enddo 
 
close(unit=9, status='keep') 
 
End Subroutine WRITE_OUTPUT 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine GEN_NL() 
 
implicit none 
 
real(8)                               ::  pi 
 
pi = 4.*atan(1.) 
 
! 
!  Generate Nodeless 
! 
 
acheck = 0 
npoi = tnode 
 
Do ie = 1,nelem 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
 
!  Node 4 is between Node 2 & 3 
 
   acheck(jj,kk,2) = acheck(jj,kk,2) + 1 
   acheck(kk,jj,2) = acheck(kk,jj,2) + 1 
   if (acheck(jj,kk,1)==1) goto 10 
   acheck(jj,kk,1) = 1 
   acheck(kk,jj,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,4)  = npoi 
   number(jj,kk) = npoi 
   number(kk,jj) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(jj,1)+coord(kk,1))/2. 
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   coord(npoi,2) = (coord(jj,2)+coord(kk,2))/2. 
 
   ! Check boundary for node 4 <p(4)=0.> 
 
   if (ibcp(jj)==1 .and. ibcp(kk)==1) then 
      ibcp(npoi) = 1 
 
   !  specified boundary condition 
      p(npoi) = 0. 
 
   endif 
   goto 15 
10 continue 
   intmat(ie,4) = number(jj,kk) 
15 continue 
 
!  Node 5 is between Node 3 & 1 
 
   acheck(ii,kk,2) = acheck(ii,kk,2) + 1 
   acheck(kk,ii,2) = acheck(kk,ii,2) + 1 
   if (acheck(ii,kk,1)==1) goto 20 
   acheck(ii,kk,1) = 1 
   acheck(kk,ii,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,5)  = npoi 
   number(ii,kk) = npoi 
   number(kk,ii) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(ii,1)+coord(kk,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(ii,2)+coord(kk,2))/2. 
 
   ! Check boundary for node 5 <p(5)=0.> 
 
   if (ibcp(ii)==1 .and. ibcp(kk)==1) then 
      ibcp(npoi) = 1 
 
   !  specified boundary condition 
      p(npoi) = 0. 
 
   endif 
   goto 25 
20 continue 
   intmat(ie,5) = number(ii,kk) 
25 continue 
 
!  Node 6 is between Node 1 & 2 
 
   acheck(ii,jj,2) = acheck(ii,jj,2) + 1 
   acheck(jj,ii,2) = acheck(jj,ii,2) + 1 
   if (acheck(ii,jj,1)==1) goto 30 
   acheck(ii,jj,1) = 1 
   acheck(jj,ii,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,6)  = npoi 
   number(ii,jj) = npoi 
   number(jj,ii) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(ii,1)+coord(jj,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(ii,2)+coord(jj,2))/2. 
 
   ! Check boundary for node 6 <p(6)=0.> 
 
   if (ibcp(ii)==1 .and. ibcp(jj)==1) then 
      ibcp(npoi) = 1 
 
   !  specified boundary condition 
      p(npoi) = 0. 
 
   endif 
   goto 35 
30 continue 
   intmat(ie,6) = number(ii,jj) 
35 continue 
 
Enddo 
 
End Subroutine GEN_NL 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
END MODULE HC 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Module solve 
 
implicit none 
 
contains 
 
! 
! Subroutine preconditioned conjugate gradient method 
! 
 
subroutine unsympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax, atb 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija, ijat, ijata 
real(8),    allocatable, dimension(:)  ::  sa,  sat,  sata 
 
  iter = 1 
   tol = 1.d-6 
 maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 1000000 
 
write(6,*) count 
 
allocate(  sa(count),   ija(count)) 
allocate( sat(count),  ijat(count)) 
allocate(sata(count), ijata(count)) 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin( a,n,n,thresh,count, sa, ija) 
call sprsint(a,n,n,thresh,count,sat,ijat) 
 
!-------------- 
! Compute At*A  
!-------------- 
call sprstm(sat,ijat,sat,ijat,sata,ijata,thresh,count) 
 
!-------------- 
! Compute At*b  
!-------------- 
call sprsax(sat,ijat,b,atb,n,count) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(sata(i)) 
end do 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
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Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sata,ijata,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
     call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
     do i = 1,n 
        r(i) = atb(i) - ax(i) 
     end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
   do i = 1,n 
      s(i) = pre(i)*r(i) 
   end do 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
   dold = dnew 
   dnew = 0. 
   do i = 1,n 
      dnew = dnew + r(i)*s(i) 
   end do 
 
   beta = dnew/dold 
   do i = 1,n 
      d(i) = s(i) + beta*d(i) 
   end do 
 
   iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine unsympcg 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija 
real(8),    allocatable, dimension(:)  :: sa 
 
 iter = 1 
  tol = 1.d-6 
maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 10000000 
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allocate(sa(count), ija(count)) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(a(i,i)) 
end do 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin(a,n,n,thresh,count,sa,ija) 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = b(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sa,ija,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
      call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
      do i = 1,n 
         r(i) = b(i) - ax(i) 
      end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
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!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
 
iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine sympcg 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsin(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do i = 1,n 
   do j = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) then 
               write(6,*) k, nmax !, 'nmax too small in sprsin'    
               pause 'nmax too small in sprsin' 
            endif 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = j 
         endif 
      endif 
   enddo 
   ija(i+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsin 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsax(sa,ija,x,b,n,nmax) 
 
! Multiply a matrix in sparse storage by a vector x(1:n) 
! and the result is a vector b(1:n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, i, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8), dimension(n)        :: b, x 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
if (ija(1) /= n+2) pause 'mismatched vector and matrix in sprsax' 
do i = 1,n 
   b(i) = sa(i) * x(i) 
   do k = ija(i),ija(i+1)-1 
      b(i) = b(i) + sa(k) * x(ija(k)) 
   enddo 
enddo 
 
END subroutine sprsax 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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subroutine sprstm(sa,ija,sb,ijb,sc,ijc,thresh,nmax) 
 
! 
! Multiply At*A 
! 
! Input for sa must be At 
! Input for sb must be At 
! output of sc will be At*A 
! 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax 
integer(4)                   :: i,ijma,ijmb,j,k,ma,mb,mbb 
 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija, ijb, ijc 
real(8)   , dimension(nmax)  ::  sa,  sb,  sc 
 
real(8)                      :: sum, thresh 
 
if(ija(1) /= ijb(1)) pause 'sprstm sizes do not match' 
k = ija(1) 
ijc(1) = k 
do i = 1,ija(1)-2 
   do j = 1,ijb(1)-2 
      if(i==j) then 
         sum = sa(i)*sb(j)                      
      else                            
         sum = 0.d0                   
      endif                      
      mb = ijb(j)                      
      do ma = ija(i),ija(i+1)-1                      
         ijma = ija(ma)                   
         if(ijma == j) then                   
            sum = sum + sa(ma)*sb(j)                
         else                   
2           if(mb < ijb(j+1)) then                            
               ijmb = ijb(mb)             
               if(ijmb == i) then             
                  sum = sum + sa(i)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2                 
               else if(ijmb < ijma) then             
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               else if(ijmb == ijma) then             
                  sum = sum + sa(ma)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               endif                    
            endif                
         endif                   
      enddo                      
       
      do mbb = mb,ijb(j+1)-1                      
         if(ijb(mbb) == i) then                   
            sum = sum + sa(i)*sb(mbb)                       
         endif                   
      enddo                                                 
                            
      if(i == j) then                      
         sc(i) = sum                   
      else if(abs(sum) > thresh) then                      
          if(k > nmax) pause 'sprstm: nmax to small'                         
          sc(k) = sum                  
          ijc(k) = j                         
          k = k + 1                  
      endif                                                 
   enddo 
   ijc(i+1) = k                         
enddo                            
                            
end subroutine sprstm 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsint(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
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real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do j = 1,n 
   do i = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) pause 'nmax too small in sprsin' 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = i 
         endif 
      endif 
   enddo 
   ija(j+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsint 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
end module solve 
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ภาคผนวก ข 
รายละเอียดของโปรแกรมวิเคราะหปญหาความเคน 

อันเนื่องมาจากอุณหภูมิ 
 
 
Program SOLID_STRESS 
 
use SOLID 
 
implicit none 
 
call MAIN() 
 
end Program SOLID_STRESS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
MODULE SOLID 
 
implicit none 
 
character(len=20)                         :: name1 
 
integer(4), allocatable, dimension(:,:)   :: intmat              ! Node connection on element 
integer(4), allocatable, dimension(:)     :: ibcx, ibcy          ! boundary condition for variable  
integer(4), dimension(20)                 :: text                ! buffer for reading  
 
real(8), allocatable, dimension(:,:)      :: coord,   sysk       ! Coordinate of each node  
real(8), allocatable, dimension(:)        :: p, displx, disply 
real(8), allocatable, dimension(:)        :: sysf,   temp,    sxx,  syy, sxy, sigma 
real(8), allocatable, dimension(:)        :: sxxex,  syyex,  sxyex 
 
integer(4)                                :: neq,  npoi, nelem, ierror,  ip,  ie 
integer(4)                                :: i,    j,    k,     ii,      jj,  kk 
integer(4)                                :: ll,   mm,   nn 
integer(4)                                :: nlines, iline 
integer(4)                                :: nside,  nboun 
 
real(8)                                   :: xg1, xg2, xg3, yg1, yg2,  yg3, theta 
real(8)                                   :: b1,  b2,  b3,  c1,  c2,   c3 
real(8)                                   :: uj,  vj 
real(8)                                   :: area,   x,      y,     sum,   xx,    yy 
real(8)                                   :: elas,   pr,     tref,  alpha, thick 
real(8)                                   :: c11,    c12,    c21,   c22,   c33,   lfa 
real(8)                                   :: aread,  efind 
real(8)                                   :: rprfb,  rprst,  rprfe, ergfb, ergst, ergfe 
real(8)                                   :: maxlfb, maxlst, maxlfe 
 
real(8), dimension(12,12)                 :: kele 
real(8), dimension(12)                    :: r, rsur, rtemp 
 
integer(4)                                :: tnode, stype, exact 
integer(4), allocatable, dimension(:,:)   :: number 
integer(4), allocatable, dimension(:,:,:) :: acheck 
 
CONTAINS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine MAIN() 
 
use solve 
 
implicit none 
 
call READ_INPUT() 
call GEN_NL() 
call ARRANGE() 
call CST() 
call SYMPCG(sysk, sysf, p, neq) 
call STRESS() 
call ERR_EST()    
call WRITE_OUTPUT()        
 
End Subroutine MAIN 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Subroutine read_input() 
 
implicit none 
 
write(6,10) 
10 format(/, ' PLEASE ENTER INPUT FILE NAME:',/) 
read(5, '(A)') name1 
 
open(unit=7, file=name1, status='OLD', action='read', iostat=ierror) 
 
! 
! read input data 
! 
 
read(7,*) nlines                 
                                 
do iline = 1,nlines              
   read(7,1) text                
   1 format(20A4)                
enddo                           
 
read(7,1) text 
read(7,*) tnode, nelem, nboun, stype, exact 
      
nside = (3*nelem+nboun)/2 
npoi  = tnode+nside 
neq   = 2*npoi 
 
allocate(     intmat(nelem,6),   coord(npoi,2),      p(neq)) 
allocate(          ibcx(npoi),      ibcy(npoi), displx(npoi), disply(npoi), temp(tnode)) 
allocate(       sysk(neq,neq),       sysf(neq),    sxx(npoi),    syy(npoi),   sxy(npoi)) 
allocate( number(tnode,tnode),         acheck(tnode,tnode,2)) 
 
if (exact == 1) allocate(sxxex(tnode), syyex(tnode), sxyex(tnode))  
 
read(7,1) text 
read(7,*) elas,  pr, tref, alpha, thick 
read(7,1) text 
do ip = 1,tnode 
   read(7,*) i, ibcx(i), ibcy(i), (coord(i,k), k=1,2), displx(i), disply(i),   & 
             sxx(i), syy(i), temp(i) 
   if(i /= ip) write(6,40) ip 
   40 format(/, ' NODE NO.', I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
   if(i /= ip) stop 
enddo 
 
read(7,1) text 
do ie = 1,nelem 
   read(7,*) i, (intmat(i,j), j=1,3) 
   if(i /= ie) write(6,50) ie 
   50 format(/, ' ELEMENT NO.', I5, ' IN DATA FILE IS MISSING') 
   if(i /= ie) stop 
enddo 
 
close(unit=7, status='keep') 
 
write(6,60) tnode, nelem 
60 format(/,'   THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF :',/,   & 
            '      NUMBER OF TIP NODES          =', I6, /,   & 
            '      NUMBER OF ELEMENTS           =', I6, /) 
 
End Subroutine read_input 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine CST() 
 
implicit none 
 
sysf = 0. 
sysk = 0. 
 
if (stype == 0) then 
   c11 =            elas / (1 - pr*pr) 
   c12 =      pr  * elas / (1 - pr*pr) 
   c33 = (1 - pr) * elas / (1 - pr*pr)/2. 
   lfa = alpha 
endif 
 
if (stype == 1) then 
   c11 =    (1 - pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr) 
   c12 =         pr  * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr) 
   c33 = (1 - 2.*pr) * elas / (1 + pr) / (1 - 2.*pr)/2. 
   lfa = alpha*(1+pr) 
endif 



130 

 
c21 = c12 
c22 = c11 
 
! 
!  Loop over the number of elements: 
! 
 
const: do ie = 1,nelem 
 
!  Find element local coordinates: 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
!  Setup & clear matrices: 
 
    kele = 0.  
    rsur = 0. 
   rtemp = 0. 
       r = 0. 
 
!  Set the value for  
!  the coefficient of diffusion term 
 
   call CnK_ELE()  
 
!  Compute all loads 
 
   call ALL_LOAD() 
 
!  Assemble element 
 
   call asmp() 
 
enddo const 
 
call applbc() 
 
end Subroutine CST 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine CnK_ELE() 
 
implicit none 
 
! 
!   upper left (quardrant 2) 
! 
    kele(1,1) = 12.*(c11*b1*b1 + c33*c1*c1) 
    kele(1,2) = 12.*(c11*b1*b2 + c33*c1*c2) 
    kele(1,3) = 12.*(c11*b1*b3 + c33*c1*c3) 
    kele(2,1) = kele(1,2) 
    kele(2,2) = 12.*(c11*b2*b2 + c33*c2*c2) 
    kele(2,3) = 12.*(c11*b2*b3 + c33*c2*c3) 
    kele(3,1) = kele(1,3) 
    kele(3,2) = kele(2,3) 
    kele(3,3) = 12.*(c11*b3*b3 + c33*c3*c3) 
 
    kele(1,4) = 4.*(c11*b1*(b2+b3) + c33*c1*(c2+c3)) 
    kele(2,4) = 4.*(c11*b2*(b2+b3) + c33*c2*(c2+c3)) 
    kele(3,4) = 4.*(c11*b3*(b2+b3) + c33*c3*(c2+c3)) 
    kele(1,5) = 4.*(c11*b1*(b3+b1) + c33*c1*(c3+c1)) 
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    kele(2,5) = 4.*(c11*b2*(b3+b1) + c33*c2*(c3+c1)) 
    kele(3,5) = 4.*(c11*b3*(b3+b1) + c33*c3*(c3+c1)) 
    kele(1,6) = 4.*(c11*b1*(b1+b2) + c33*c1*(c1+c2)) 
    kele(2,6) = 4.*(c11*b2*(b1+b2) + c33*c2*(c1+c2)) 
    kele(3,6) = 4.*(c11*b3*(b1+b2) + c33*c3*(c1+c2)) 
 
    kele(4,1) = kele(1,4) 
    kele(4,2) = kele(2,4) 
    kele(4,3) = kele(3,4) 
    kele(5,1) = kele(1,5) 
    kele(5,2) = kele(2,5) 
    kele(5,3) = kele(3,5) 
    kele(6,1) = kele(1,6) 
    kele(6,2) = kele(2,6) 
    kele(6,3) = kele(3,6) 
 
    kele(4,4) = c11*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + c33*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 2.*c3*c3) 
    kele(5,5) = c11*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + c33*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 2.*c3*c3) 
    kele(6,6) = c11*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + c33*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 2.*c2*c2) 
    kele(4,5) = c11*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + c33*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
    kele(4,6) = c11*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + c33*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
    kele(5,6) = c11*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + c33*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
    kele(5,4) = kele(4,5) 
    kele(6,4) = kele(4,6) 
    kele(6,5) = kele(5,6) 
 
! 
!   lower right (quardrant 4) 
! 
    kele(7,7) = 12.*(c33*b1*b1 + c22*c1*c1) 
    kele(7,8) = 12.*(c33*b1*b2 + c22*c1*c2) 
    kele(7,9) = 12.*(c33*b1*b3 + c22*c1*c3) 
    kele(8,7) = kele(7,8) 
    kele(8,8) = 12.*(c33*b2*b2 + c22*c2*c2) 
    kele(8,9) = 12.*(c33*b2*b3 + c22*c2*c3) 
    kele(9,7) = kele(7,9) 
    kele(9,8) = kele(8,9) 
    kele(9,9) = 12.*(c33*b3*b3 + c22*c3*c3) 
 
    kele(7,10) = 4.*(c33*b1*(b2+b3) + c22*c1*(c2+c3)) 
    kele(8,10) = 4.*(c33*b2*(b2+b3) + c22*c2*(c2+c3)) 
    kele(9,10) = 4.*(c33*b3*(b2+b3) + c22*c3*(c2+c3)) 
    kele(7,11) = 4.*(c33*b1*(b3+b1) + c22*c1*(c3+c1)) 
    kele(8,11) = 4.*(c33*b2*(b3+b1) + c22*c2*(c3+c1)) 
    kele(9,11) = 4.*(c33*b3*(b3+b1) + c22*c3*(c3+c1)) 
    kele(7,12) = 4.*(c33*b1*(b1+b2) + c22*c1*(c1+c2)) 
    kele(8,12) = 4.*(c33*b2*(b1+b2) + c22*c2*(c1+c2)) 
    kele(9,12) = 4.*(c33*b3*(b1+b2) + c22*c3*(c1+c2)) 
 
    kele(10,7) = kele(7,10) 
    kele(10,8) = kele(8,10) 
    kele(10,9) = kele(9,10) 
    kele(11,7) = kele(7,11) 
    kele(11,8) = kele(8,11) 
    kele(11,9) = kele(9,11) 
    kele(12,7) = kele(7,12) 
    kele(12,8) = kele(8,12) 
    kele(12,9) = kele(9,12) 
 
    kele(10,10) = c33*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + c22*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 2.*c3*c3) 
    kele(11,11) = c33*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + c22*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 2.*c3*c3) 
    kele(12,12) = c33*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + c22*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 2.*c2*c2) 
    kele(10,11) = c33*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + c22*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
    kele(10,12) = c33*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + c22*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
    kele(11,12) = c33*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + c22*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
    kele(11,10) = kele(10,11) 
    kele(12,10) = kele(10,12) 
    kele(12,11) = kele(11,12) 
 
! 
!   upper right (quardrant 1) 
! 
    kele(1,7) = 12.*(c12*b1*c1 + c33*b1*c1) 
    kele(2,7) = 12.*(c12*b2*c1 + c33*b1*c2) 
    kele(3,7) = 12.*(c12*b3*c1 + c33*b1*c3) 
    kele(1,8) = 12.*(c12*b1*c2 + c33*b2*c1) 
    kele(2,8) = 12.*(c12*b2*c2 + c33*b2*c2) 
    kele(3,8) = 12.*(c12*b3*c2 + c33*b2*c3) 
    kele(1,9) = 12.*(c12*b1*c3 + c33*b3*c1) 
    kele(2,9) = 12.*(c12*b2*c3 + c33*b3*c2) 
    kele(3,9) = 12.*(c12*b3*c3 + c33*b3*c3) 
 
    kele(1,10) = 4.*(c12*b1*(c3+c2) + c33*(b3+b2)*c1) 
    kele(2,10) = 4.*(c12*b2*(c3+c2) + c33*(b3+b2)*c2) 
    kele(3,10) = 4.*(c12*b3*(c3+c2) + c33*(b3+b2)*c3) 
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    kele(1,11) = 4.*(c12*b1*(c1+c3) + c33*(b1+b3)*c1) 
    kele(2,11) = 4.*(c12*b2*(c1+c3) + c33*(b1+b3)*c2) 
    kele(3,11) = 4.*(c12*b3*(c1+c3) + c33*(b1+b3)*c3) 
    kele(1,12) = 4.*(c12*b1*(c2+c1) + c33*(b2+b1)*c1) 
    kele(2,12) = 4.*(c12*b2*(c2+c1) + c33*(b2+b1)*c2) 
    kele(3,12) = 4.*(c12*b3*(c2+c1) + c33*(b2+b1)*c3) 
 
    kele(4,7) = 4.*(c12*(b3+b2)*c1 + c33*b1*(c3+c2)) 
    kele(5,7) = 4.*(c12*(b1+b3)*c1 + c33*b1*(c1+c3)) 
    kele(6,7) = 4.*(c12*(b2+b1)*c1 + c33*b1*(c2+c1)) 
    kele(4,8) = 4.*(c12*(b3+b2)*c2 + c33*b2*(c3+c2)) 
    kele(5,8) = 4.*(c12*(b1+b3)*c2 + c33*b2*(c1+c3)) 
    kele(6,8) = 4.*(c12*(b2+b1)*c2 + c33*b2*(c2+c1)) 
    kele(4,9) = 4.*(c12*(b3+b2)*c3 + c33*b3*(c3+c2)) 
    kele(5,9) = 4.*(c12*(b1+b3)*c3 + c33*b3*(c1+c3)) 
    kele(6,9) = 4.*(c12*(b2+b1)*c3 + c33*b3*(c2+c1)) 
 
    kele(4,10) = c12*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2) +    & 
                 c33*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2) 
    kele(5,10) = c12*(  b1*c3  + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2) +    & 
                 c33*(   b3*c1 +    b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3) 
    kele(6,10) = c12*(   b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2) +    & 
                 c33*(   b3*c2 + 2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1) 
    kele(4,11) = c12*(   b3*c1 +    b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3) +    & 
                 c33*(   b1*c3 + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2) 
    kele(5,11) = c12*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3) +    & 
                 c33*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3) 
    kele(6,11) = c12*(   b2*c1 + 2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3) +    & 
                 c33*(   b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1) 
    kele(4,12) = c12*(   b3*c2 + 2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1) +    & 
                 c33*(   b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2) 
    kele(5,12) = c12*(   b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1) +    & 
                 c33*(   b2*c1 + 2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3) 
    kele(6,12) = c12*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1) +    & 
                 c33*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1) 
! 
!   lower left (quardrant 3) 
! 
    kele(7,1) = kele(1,7) 
    kele(7,2) = kele(2,7) 
    kele(7,3) = kele(3,7) 
    kele(7,4) = kele(4,7) 
    kele(7,5) = kele(5,7) 
    kele(7,6) = kele(6,7) 
 
    kele(8,1) = kele(1,8) 
    kele(8,2) = kele(2,8) 
    kele(8,3) = kele(3,8) 
    kele(8,4) = kele(4,8) 
    kele(8,5) = kele(5,8) 
    kele(8,6) = kele(6,8) 
 
    kele(9,1) = kele(1,9) 
    kele(9,2) = kele(2,9) 
    kele(9,3) = kele(3,9) 
    kele(9,4) = kele(4,9) 
    kele(9,5) = kele(5,9) 
    kele(9,6) = kele(6,9) 
 
    kele(10,1) = kele(1,10) 
    kele(10,2) = kele(2,10) 
    kele(10,3) = kele(3,10) 
    kele(10,4) = kele(4,10) 
    kele(10,5) = kele(5,10) 
    kele(10,6) = kele(6,10) 
 
    kele(11,1) = kele(1,11) 
    kele(11,2) = kele(2,11) 
    kele(11,3) = kele(3,11) 
    kele(11,4) = kele(4,11) 
    kele(11,5) = kele(5,11) 
    kele(11,6) = kele(6,11) 
 
    kele(12,1) = kele(1,12) 
    kele(12,2) = kele(2,12) 
    kele(12,3) = kele(3,12) 
    kele(12,4) = kele(4,12) 
    kele(12,5) = kele(5,12) 
    kele(12,6) = kele(6,12) 
 
    kele = kele*thick/area/48. 
 
End Subroutine CnK_ELE 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Subroutine ALL_LOAD() 
 
implicit none 
 
real(8)                   ::   dx, dy, dl, SL, tavg, Q, xx, yy 
 
real(8), dimension(12,3)  ::   bmat 
real(8), dimension( 3,3)  ::   cmat 
real(8), dimension(3)     ::   lmat  
 
! surface load 
 
if ((sxx(ii) /= 0.) .and. (sxx(jj) /= 0.)) then 
 
   dx = xg2 - xg1 
   dy = yg2 - yg1 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (sxx(ii) + sxx(jj))/2. 
 
   rsur(1) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(2) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(6) = 0. 
 
endif 
 
if ((sxx(jj) /= 0.) .and. (sxx(kk) /= 0.)) then 
 
   dx = xg3 - xg2 
   dy = yg3 - yg2 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (sxx(jj) + sxx(kk))/2. 
 
   rsur(2) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(3) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(4) = 0. 
   
endif 
 
if ((sxx(kk) /= 0.) .and. (sxx(ii) /= 0.)) then 
 
   dx = xg3 - xg1 
   dy = yg3 - yg1 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (sxx(kk) + sxx(ii))/2. 
 
   rsur(1) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(3) = SL*thick*dl/2. 
   rsur(5) = 0. 
   
endif 
 
if ((syy(ii) /= 0.) .and. (syy(jj) /= 0.)) then 
 
   dx = xg2 - xg1 
   dy = yg2 - yg1 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (syy(ii) + syy(jj))/2. 
 
   rsur(7)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(8)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(12) = 0. 
   
endif 
 
if ((syy(jj) /= 0.) .and. (syy(kk) /= 0.)) then 
 
   dx = xg3 - xg2 
   dy = yg3 - yg2 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (syy(jj) + syy(kk))/2. 
 
   rsur(8)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(9)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(10) = 0. 
   
endif 
 
if ((syy(kk) /= 0.) .and. (syy(ii) /= 0.)) then 
 
   dx = xg3 - xg1 
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   dy = yg3 - yg1 
   dl = sqrt(dx*dx + dy*dy) 
    
   SL = (syy(kk) + syy(ii))/2. 
 
   rsur(7)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(9)  = SL*thick*dl/2. 
   rsur(11) = 0. 
   
endif 
 
! Compute Constant Surface Heating 
! with specified function 
 
xx = (xg1+xg2+xg3)/3. 
yy = (yg1+yg2+yg3)/3. 
Q  = ((xx*xx+yy*yy)*(xx**3.+yy*yy)-6.*xx-2.)*dsin(xx*yy) - 2.*xx*yy*(3.*xx+2.)*dcos(xx*yy) 
rsur(1) = Q*area*thick/3. 
rsur(2) = rsur(1) 
rsur(3) = rsur(1) 
rsur(4) = 0. 
rsur(5) = rsur(4) 
rsur(6) = rsur(4) 
 
! average element temperature 
 
tavg = (temp(ii) + temp(jj) + temp(kk))/3. 
 
Q = tavg - tref 
 
bmat = 0. 
cmat = 0. 
lmat = 0. 
 
bmat(1,1)    = b1/2. 
bmat(2,1)    = b2/2. 
bmat(3,1)    = b3/2. 
bmat(4,1)    = (b2+b3)/6. 
bmat(5,1)    = (b1+b3)/6. 
bmat(6,1)    = (b2+b1)/6. 
 
bmat(7,2)    = c1/2. 
bmat(8,2)    = c2/2. 
bmat(9,2)    = c3/2. 
bmat(10,2)   = (c2+c3)/6. 
bmat(11,2)   = (c1+c3)/6. 
bmat(12,2)   = (c2+c1)/6. 
 
bmat(1,3)    = c1/2. 
bmat(2,3)    = c2/2. 
bmat(3,3)    = c3/2. 
bmat(4,3)    = (c2+c3)/6. 
bmat(5,3)    = (c1+c3)/6. 
bmat(6,3)    = (c2+c1)/6. 
 
bmat(7,3)    = b1/2. 
bmat(8,3)    = b2/2. 
bmat(9,3)    = b3/2. 
bmat(10,3)   = (b2+b3)/6. 
bmat(11,3)   = (b1+b3)/6. 
bmat(12,3)   = (b2+b1)/6. 
 
cmat(1,1)  = c11 
cmat(1,2)  = c12 
cmat(2,1)  = c21 
cmat(2,2)  = c22 
cmat(3,3)  = c33 
 
lmat(1) = lfa 
lmat(2) = lfa 
 
! temp load 
 
rtemp = matmul(bmat,matmul(cmat,lmat))*Q*thick 
 
! total load = surface load + temp load 
 
r = rsur + rtemp 
 
End Subroutine ALL_LOAD 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Subroutine ASMP() 
 
implicit none 
 
!  Assembling system load vector 
!  Contribution of coefficients associated with psi 
 
do i = 1,6 
 
   do j = 1,6 
 
      ii = intmat(ie,i) 
      jj = intmat(ie,j) 
 
      sysk(ii     ,jj     ) = sysk(ii     ,jj     ) + kele(i  ,j  ) 
      sysk(ii+npoi,jj     ) = sysk(ii+npoi,jj     ) + kele(i+6,j  ) 
      sysk(ii     ,jj+npoi) = sysk(ii     ,jj+npoi) + kele(i  ,j+6) 
      sysk(ii+npoi,jj+npoi) = sysk(ii+npoi,jj+npoi) + kele(i+6,j+6) 
 
   enddo 
     
   sysf(ii) = sysf(ii)  + r(i) 
   sysf(ii+npoi) = sysf(ii+npoi)  + r(i+6) 
 
enddo 
 
End Subroutine ASMP 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine applbc() 
 
implicit none 
 
integer(4)                 ::   ieq, ir, ic 
 
outer1: do ieq = 1,npoi 
 
          if(ibcx(ieq) == 0) cycle outer1 
 
          inner1: do ir = 1,neq 
                     if(ir == ieq) cycle inner1 
                     sysf(ir) = sysf(ir) - sysk(ir,ieq)*p(ieq) 
                     sysk(ir,ieq) = 0. 
                  enddo inner1 
 
                  do ic = 1,neq 
                     sysk(ieq,ic) = 0.   
                  enddo 
 
                  sysk(ieq,ieq) = 1. 
                  sysf(ieq)     = p(ieq) 
 
        enddo outer1 
 
outer: do ieq = 1,npoi 
 
          if(ibcy(ieq) == 0) cycle outer 
 
          inner: do ir = 1,neq 
                    if(ir == ieq) cycle inner 
                    sysf(ir) = sysf(ir) - sysk(ir,ieq+npoi)*p(ieq+npoi) 
                    sysk(ir,ieq+npoi) = 0. 
                 enddo inner 
 
                 do ic = 1,neq 
                    sysk(ieq+npoi,ic) = 0.   
                 enddo 
 
                 sysk(ieq+npoi,ieq+npoi) = 1. 
                 sysf(ieq+npoi)          = p(ieq+npoi) 
 
       enddo outer 
 
End Subroutine applbc 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine STRESS() 
 
use solve 
 
implicit none 
 
integer(4)                :: l, m, nnode, ndf, nsr, ner, nsc, nec 
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real(8)                   :: tavg 
 
real(8), dimension(3)     :: lmat 
real(8), dimension(9)     :: lvec 
real(8), dimension(12)    :: tbar 
real(8), dimension(3,3)   :: cmat 
real(8), dimension(9,3)   :: pmat 
real(8), dimension(9,9)   :: mele 
real(8), dimension(9,12)  :: gmat 
 
deallocate(sysk, sysf, stat=ierror) 
allocate(sysk(3*tnode,3*tnode), sysf(3*tnode), sigma(3*tnode)) 
 
sxx   = 0. 
syy   = 0. 
sxy   = 0. 
sysk  = 0. 
sysf  = 0. 
cmat  = 0. 
lmat  = 0. 
sigma = 0. 
 
cmat(1,1)  = c11 
cmat(1,2)  = c12 
cmat(2,1)  = c21 
cmat(2,2)  = c22 
cmat(3,3)  = c33 
 
lmat(1) = lfa 
lmat(2) = lfa 
 
! 
!  Setup element matrices to compute nodal stress : 
! 
 
Do ie=1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
   tbar(1)  = p(ii) 
   tbar(2)  = p(jj) 
   tbar(3)  = p(kk) 
   tbar(4)  = p(ll) 
   tbar(5)  = p(mm) 
   tbar(6)  = p(nn) 
   tbar(7)  = p(ii + npoi) 
   tbar(8)  = p(jj + npoi) 
   tbar(9)  = p(kk + npoi) 
   tbar(10) = p(ll + npoi) 
   tbar(11) = p(mm + npoi) 
   tbar(12) = p(nn + npoi) 
 
!  Setup mass matrix [M] : 
 
   mele = 0. 
    
   mele(1,1)  = 2. 
   mele(1,4)  = 1. 
   mele(1,7)  = 1. 
   mele(2,2)  = 2. 
   mele(2,5)  = 1. 
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   mele(2,8)  = 1. 
   mele(3,3)  = 2. 
   mele(3,6)  = 1. 
   mele(3,9)  = 1. 
   mele(4,1)  = 1. 
   mele(4,4)  = 2. 
   mele(4,7)  = 1. 
   mele(5,2)  = 1. 
   mele(5,5)  = 2. 
   mele(5,8)  = 1. 
   mele(6,3)  = 1. 
   mele(6,6)  = 2. 
   mele(6,9)  = 1. 
   mele(7,1)  = 1. 
   mele(7,4)  = 1. 
   mele(7,7)  = 2. 
   mele(8,2)  = 1. 
   mele(8,5)  = 1. 
   mele(8,8)  = 2. 
   mele(9,3)  = 1. 
   mele(9,6)  = 1. 
   mele(9,9)  = 2. 
 
   mele = mele*area/12. 
 
!  Setup mass matrix [G] : 
 
   gmat(1,1) = 4.*c11*b1 
   gmat(1,2) = 4.*c11*b2 
   gmat(1,3) = 4.*c11*b3 
   gmat(2,1) = 4.*c21*b1 
   gmat(2,2) = 4.*c21*b2 
   gmat(2,3) = 4.*c21*b3 
   gmat(3,1) = 4.*c33*c1 
   gmat(3,2) = 4.*c33*c2 
   gmat(3,3) = 4.*c33*c3 
 
   gmat(4,1) = gmat(1,1) 
   gmat(4,2) = gmat(1,2) 
   gmat(4,3) = gmat(1,3) 
   gmat(5,1) = gmat(2,1) 
   gmat(5,2) = gmat(2,2) 
   gmat(5,3) = gmat(2,3) 
   gmat(6,1) = gmat(3,1) 
   gmat(6,2) = gmat(3,2) 
   gmat(6,3) = gmat(3,3) 
 
   gmat(7,1) = gmat(1,1) 
   gmat(7,2) = gmat(1,2) 
   gmat(7,3) = gmat(1,3) 
   gmat(8,1) = gmat(2,1) 
   gmat(8,2) = gmat(2,2) 
   gmat(8,3) = gmat(2,3) 
   gmat(9,1) = gmat(3,1) 
   gmat(9,2) = gmat(3,2) 
   gmat(9,3) = gmat(3,3) 
 
   gmat(1,4) = c11*(   b2 +    b3) 
   gmat(1,5) = c11*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(1,6) = c11*(   b1 + 2.*b2) 
   gmat(2,4) = c21*(   b2 +    b3) 
   gmat(2,5) = c21*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(2,6) = c21*(   b1 + 2.*b2) 
   gmat(3,4) = c33*(   c2 +    c3) 
   gmat(3,5) = c33*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(3,6) = c33*(   c1 + 2.*c2) 
 
   gmat(4,4) = c11*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(4,5) = c11*(   b1 +    b3) 
   gmat(4,6) = c11*(2.*b1 +    b2) 
   gmat(5,4) = c21*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(5,5) = c21*(   b1 +    b3) 
   gmat(5,6) = c21*(2.*b1 +    b2) 
   gmat(6,4) = c33*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(6,5) = c33*(   c1 +    c3) 
   gmat(6,6) = c33*(2.*c1 +    c2) 
 
   gmat(7,4) = c11*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(7,5) = c11*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(7,6) = c11*(   b1 +    b2) 
   gmat(8,4) = c21*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(8,5) = c21*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(8,6) = c21*(   b1 +    b2) 
   gmat(9,4) = c33*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(9,5) = c33*(2.*c1 +    c3) 
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   gmat(9,6) = c33*(   c1 +    c2) 
 
   gmat(1,7) = 4.*c21*c1 
   gmat(1,8) = 4.*c21*c2 
   gmat(1,9) = 4.*c21*c3 
   gmat(2,7) = 4.*c11*c1 
   gmat(2,8) = 4.*c11*c2 
   gmat(2,9) = 4.*c11*c3 
   gmat(3,7) = 4.*c33*b1 
   gmat(3,8) = 4.*c33*b2 
   gmat(3,9) = 4.*c33*b3 
 
   gmat(4,7) = gmat(1,7) 
   gmat(4,8) = gmat(1,8) 
   gmat(4,9) = gmat(1,9) 
   gmat(5,7) = gmat(2,7) 
   gmat(5,8) = gmat(2,8) 
   gmat(5,9) = gmat(2,9) 
   gmat(6,7) = gmat(3,7) 
   gmat(6,8) = gmat(3,8) 
   gmat(6,9) = gmat(3,9) 
 
   gmat(7,7) = gmat(1,7) 
   gmat(7,8) = gmat(1,8) 
   gmat(7,9) = gmat(1,9) 
   gmat(8,7) = gmat(2,7) 
   gmat(8,8) = gmat(2,8) 
   gmat(8,9) = gmat(2,9) 
   gmat(9,7) = gmat(3,7) 
   gmat(9,8) = gmat(3,8) 
   gmat(9,9) = gmat(3,9) 
 
   gmat(1,10) = c21*(   c2 +    c3) 
   gmat(1,11) = c21*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(1,12) = c21*(   c1 + 2.*c2) 
   gmat(2,10) = c11*(   c2 +    c3) 
   gmat(2,11) = c11*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(2,12) = c11*(   c1 + 2.*c2) 
   gmat(3,10) = c33*(   b2 +    b3) 
   gmat(3,11) = c33*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(3,12) = c33*(   b1 + 2.*b2) 
 
   gmat(4,10) = c21*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(4,11) = c21*(   c1 +    c3) 
   gmat(4,12) = c21*(2.*c1 +    c2) 
   gmat(5,10) = c11*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(5,11) = c11*(   c1 +    c3) 
   gmat(5,12) = c11*(2.*c1 +    c2) 
   gmat(6,10) = c33*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(6,11) = c33*(   b1 +    b3) 
   gmat(6,12) = c33*(2.*b1 +    b2) 
 
   gmat(7,10) = c21*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(7,11) = c21*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(7,12) = c21*(   c1 +    c2) 
   gmat(8,10) = c11*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(8,11) = c11*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(8,12) = c11*(   c1 +    c2) 
   gmat(9,10) = c33*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(9,11) = c33*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(9,12) = c33*(   b1 +    b2) 
 
   gmat = gmat/24. 
 
!  Setup mass matrix [P] : 
 
   pmat = 0. 
 
   pmat(1,1) = 1. 
   pmat(2,2) = 1. 
   pmat(3,3) = 1. 
   pmat(4,1) = 1. 
   pmat(5,2) = 1. 
   pmat(6,3) = 1. 
   pmat(7,1) = 1. 
   pmat(8,2) = 1. 
   pmat(9,3) = 1. 
 
   pmat = pmat*area/3. 
 
!  Compute element load vecters : 
 
   tavg = (temp(ii) + temp(jj) + temp(kk))/3. 
   lvec = matmul(gmat,tbar) - matmul(pmat,matmul(cmat,lmat))*(tavg - tref) 
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!  Assemble element eqn into system eqn 
 
   nnode = 3 
   ndf   = 3 
 
   do i=1,nnode 
      ii = intmat(ie,i) 
 
   do l=1, ndf 
 
!     denote: nsr = row position in the system  eqs. 
!             ner = row position in the element eqs. 
      nsr = (ii-1)*ndf + l 
      ner = ( i-1)*ndf + l 
      sysf(nsr) = sysf(nsr) + lvec(ner) 
 
      do j=1,nnode 
         jj = intmat(ie,j) 
 
      do m=1, ndf 
 
!     denote: nsc = column position in the system  eqs. 
!             nec = column position in the element eqs. 
      nsc = (jj-1)*ndf + m 
      nec = ( j-1)*ndf + m 
      sysk(nsr,nsc) = sysk(nsr,nsc) + mele(ner,nec) 
 
      enddo 
      enddo 
 
   enddo 
   enddo 
 
Enddo 
 
! 
!  Compute NLFB nodal stress (Sxx, Syy, Sxy) : 
! 
 
call sympcg( sysk,  sysf, sigma, 3*tnode) 
 
do ip = 1,tnode 
   sxx(ip) = sigma(3*ip-2) 
   syy(ip) = sigma(3*ip-1) 
   sxy(ip) = sigma(3*ip  ) 
enddo 
 
End Subroutine STRESS 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ERR_EST() 
 
implicit none 
 
real(8)                     ::  d1, d2, d3, xx, yy 
real(8)                     ::  pi, rr, zeta 
 
real(8), dimension(1,1)     ::  tlgfe, tlgfb 
real(8), dimension(1,1)     ::  eqfbe, eqste, eqfee 
 
real(8), dimension(1,9)     ::  belet, celet 
real(8), dimension(1,12)    ::  tbart 
real(8), dimension(9,1)     ::  bele,  cele 
real(8), dimension(9,9)     ::  mele 
real(8), dimension(9,12)    ::  gmat 
real(8), dimension(12,1)    ::  tbar 
real(8), dimension(12,12)   ::  hmat 
 
aread  = 0. 
tlgfb  = 0. 
tlgfe  = 0. 
ergfb  = 0. 
ergst  = 0. 
ergfe  = 0. 
maxlfb = 0. 
maxlst = 0. 
maxlfe = 0. 
 
pi = 4.*atan(1.) 
 
!  Compute exact nodal stress : 
!  with specified function 
 
if (exact == 1) then 
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   do ip = 1, tnode 
      xx = coord(ip,1) 
      yy = coord(ip,2) 
      rr = dsqrt(xx*xx + yy*yy) 
      if (xx == 0.) then 
         zeta = 0.5*pi 
      else 
         zeta = datan(yy/xx) 
      endif 
      sxxex(ip) = 1. - (1.5*cos(2.*zeta) + cos(4.*zeta))/rr/rr + 1.5*cos(4.*zeta)/rr**4. 
      syyex(ip) =    - (0.5*cos(2.*zeta) - cos(4.*zeta))/rr/rr - 1.5*cos(4.*zeta)/rr**4. 
      sxyex(ip) =    - (0.5*sin(2.*zeta) + sin(4.*zeta))/rr/rr + 1.5*sin(4.*zeta)/rr**4. 
   enddo 
endif 
 
!  Compute square of L2-norm error both x&y directions  
!  which in the form |B|[M]{B}, |B|[M]{C}, |C|[M]{C} 
 
d1 = c11*c11 + c12*c12 
d2 = 2.*c11*c12 
d3 = c33*c33 
 
Do ie = 1,nelem 
 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
   ll = intmat(ie,4) 
   mm = intmat(ie,5) 
   nn = intmat(ie,6) 
 
   xg1 = coord(ii,1) 
   xg2 = coord(jj,1) 
   xg3 = coord(kk,1) 
       
   yg1 = coord(ii,2) 
   yg2 = coord(jj,2) 
   yg3 = coord(kk,2) 
 
   area = 0.5*(xg2*(yg3-yg1)+xg1*(yg2-yg3)+xg3*(yg1-yg2)) 
 
   b1 = (yg2 - yg3) 
   b2 = (yg3 - yg1) 
   b3 = (yg1 - yg2) 
 
   c1 = (xg3 - xg2) 
   c2 = (xg1 - xg3) 
   c3 = (xg2 - xg1) 
 
   aread = aread + area 
 
   tbar(1,1)  = p(ii) 
   tbar(2,1)  = p(jj) 
   tbar(3,1)  = p(kk) 
   tbar(4,1)  = p(ll) 
   tbar(5,1)  = p(mm) 
   tbar(6,1)  = p(nn) 
   tbar(7,1)  = p(ii + npoi) 
   tbar(8,1)  = p(jj + npoi) 
   tbar(9,1)  = p(kk + npoi) 
   tbar(10,1) = p(ll + npoi) 
   tbar(11,1) = p(mm + npoi) 
   tbar(12,1) = p(nn + npoi) 
 
   tbart = transpose(tbar) 
 
!  Setup mass matrix [M] : 
 
   mele = 0. 
    
   mele(1,1)  = 2. 
   mele(1,4)  = 1. 
   mele(1,7)  = 1. 
   mele(2,2)  = 2. 
   mele(2,5)  = 1. 
   mele(2,8)  = 1. 
   mele(3,3)  = 2. 
   mele(3,6)  = 1. 
   mele(3,9)  = 1. 
   mele(4,1)  = 1. 
   mele(4,4)  = 2. 
   mele(4,7)  = 1. 
   mele(5,2)  = 1. 
   mele(5,5)  = 2. 
   mele(5,8)  = 1. 
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   mele(6,3)  = 1. 
   mele(6,6)  = 2. 
   mele(6,9)  = 1. 
   mele(7,1)  = 1. 
   mele(7,4)  = 1. 
   mele(7,7)  = 2. 
   mele(8,2)  = 1. 
   mele(8,5)  = 1. 
   mele(8,8)  = 2. 
   mele(9,3)  = 1. 
   mele(9,6)  = 1. 
   mele(9,9)  = 2. 
 
   mele = mele*area/12. 
 
!  Setup mass matrix [G] : 
 
   gmat(1,1) = 4.*c11*b1 
   gmat(1,2) = 4.*c11*b2 
   gmat(1,3) = 4.*c11*b3 
   gmat(2,1) = 4.*c21*b1 
   gmat(2,2) = 4.*c21*b2 
   gmat(2,3) = 4.*c21*b3 
   gmat(3,1) = 4.*c33*c1 
   gmat(3,2) = 4.*c33*c2 
   gmat(3,3) = 4.*c33*c3 
 
   gmat(4,1) = gmat(1,1) 
   gmat(4,2) = gmat(1,2) 
   gmat(4,3) = gmat(1,3) 
   gmat(5,1) = gmat(2,1) 
   gmat(5,2) = gmat(2,2) 
   gmat(5,3) = gmat(2,3) 
   gmat(6,1) = gmat(3,1) 
   gmat(6,2) = gmat(3,2) 
   gmat(6,3) = gmat(3,3) 
 
   gmat(7,1) = gmat(1,1) 
   gmat(7,2) = gmat(1,2) 
   gmat(7,3) = gmat(1,3) 
   gmat(8,1) = gmat(2,1) 
   gmat(8,2) = gmat(2,2) 
   gmat(8,3) = gmat(2,3) 
   gmat(9,1) = gmat(3,1) 
   gmat(9,2) = gmat(3,2) 
   gmat(9,3) = gmat(3,3) 
 
   gmat(1,4) = c11*(   b2 +    b3) 
   gmat(1,5) = c11*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(1,6) = c11*(   b1 + 2.*b2) 
   gmat(2,4) = c21*(   b2 +    b3) 
   gmat(2,5) = c21*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(2,6) = c21*(   b1 + 2.*b2) 
   gmat(3,4) = c33*(   c2 +    c3) 
   gmat(3,5) = c33*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(3,6) = c33*(   c1 + 2.*c2) 
 
   gmat(4,4) = c11*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(4,5) = c11*(   b1 +    b3) 
   gmat(4,6) = c11*(2.*b1 +    b2) 
   gmat(5,4) = c21*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(5,5) = c21*(   b1 +    b3) 
   gmat(5,6) = c21*(2.*b1 +    b2) 
   gmat(6,4) = c33*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(6,5) = c33*(   c1 +    c3) 
   gmat(6,6) = c33*(2.*c1 +    c2) 
 
   gmat(7,4) = c11*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(7,5) = c11*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(7,6) = c11*(   b1 +    b2) 
   gmat(8,4) = c21*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(8,5) = c21*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(8,6) = c21*(   b1 +    b2) 
   gmat(9,4) = c33*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(9,5) = c33*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(9,6) = c33*(   c1 +    c2) 
 
   gmat(1,7) = 4.*c21*c1 
   gmat(1,8) = 4.*c21*c2 
   gmat(1,9) = 4.*c21*c3 
   gmat(2,7) = 4.*c11*c1 
   gmat(2,8) = 4.*c11*c2 
   gmat(2,9) = 4.*c11*c3 
   gmat(3,7) = 4.*c33*b1 
   gmat(3,8) = 4.*c33*b2 
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   gmat(3,9) = 4.*c33*b3 
 
   gmat(4,7) = gmat(1,7) 
   gmat(4,8) = gmat(1,8) 
   gmat(4,9) = gmat(1,9) 
   gmat(5,7) = gmat(2,7) 
   gmat(5,8) = gmat(2,8) 
   gmat(5,9) = gmat(2,9) 
   gmat(6,7) = gmat(3,7) 
   gmat(6,8) = gmat(3,8) 
   gmat(6,9) = gmat(3,9) 
 
   gmat(7,7) = gmat(1,7) 
   gmat(7,8) = gmat(1,8) 
   gmat(7,9) = gmat(1,9) 
   gmat(8,7) = gmat(2,7) 
   gmat(8,8) = gmat(2,8) 
   gmat(8,9) = gmat(2,9) 
   gmat(9,7) = gmat(3,7) 
   gmat(9,8) = gmat(3,8) 
   gmat(9,9) = gmat(3,9) 
 
   gmat(1,10) = c21*(   c2 +    c3) 
   gmat(1,11) = c21*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(1,12) = c21*(   c1 + 2.*c2) 
   gmat(2,10) = c11*(   c2 +    c3) 
   gmat(2,11) = c11*(   c1 + 2.*c3) 
   gmat(2,12) = c11*(   c1 + 2.*c2) 
   gmat(3,10) = c33*(   b2 +    b3) 
   gmat(3,11) = c33*(   b1 + 2.*b3) 
   gmat(3,12) = c33*(   b1 + 2.*b2) 
 
   gmat(4,10) = c21*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(4,11) = c21*(   c1 +    c3) 
   gmat(4,12) = c21*(2.*c1 +    c2) 
   gmat(5,10) = c11*(   c2 + 2.*c3) 
   gmat(5,11) = c11*(   c1 +    c3) 
   gmat(5,12) = c11*(2.*c1 +    c2) 
   gmat(6,10) = c33*(   b2 + 2.*b3) 
   gmat(6,11) = c33*(   b1 +    b3) 
   gmat(6,12) = c33*(2.*b1 +    b2) 
 
   gmat(7,10) = c21*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(7,11) = c21*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(7,12) = c21*(   c1 +    c2) 
   gmat(8,10) = c11*(2.*c2 +    c3) 
   gmat(8,11) = c11*(2.*c1 +    c3) 
   gmat(8,12) = c11*(   c1 +    c2) 
   gmat(9,10) = c33*(2.*b2 +    b3) 
   gmat(9,11) = c33*(2.*b1 +    b3) 
   gmat(9,12) = c33*(   b1 +    b2) 
 
   gmat = gmat/24. 
 
!  Setup mass matrix [H] : 
!  upper left (quardrant 2) 
  
   hmat(1,1) = 12.*(d1*b1*b1 + d3*c1*c1) 
   hmat(1,2) = 12.*(d1*b1*b2 + d3*c1*c2) 
   hmat(1,3) = 12.*(d1*b1*b3 + d3*c1*c3) 
   hmat(2,1) = hmat(1,2) 
   hmat(2,2) = 12.*(d1*b2*b2 + d3*c2*c2) 
   hmat(2,3) = 12.*(d1*b2*b3 + d3*c2*c3) 
   hmat(3,1) = hmat(1,3) 
   hmat(3,2) = hmat(2,3) 
   hmat(3,3) = 12.*(d1*b3*b3 + d3*c3*c3) 
 
   hmat(1,4) = 4.*(d1*b1*(b2+b3) + d3*c1*(c2+c3)) 
   hmat(2,4) = 4.*(d1*b2*(b2+b3) + d3*c2*(c2+c3)) 
   hmat(3,4) = 4.*(d1*b3*(b2+b3) + d3*c3*(c2+c3)) 
   hmat(1,5) = 4.*(d1*b1*(b3+b1) + d3*c1*(c3+c1)) 
   hmat(2,5) = 4.*(d1*b2*(b3+b1) + d3*c2*(c3+c1)) 
   hmat(3,5) = 4.*(d1*b3*(b3+b1) + d3*c3*(c3+c1)) 
   hmat(1,6) = 4.*(d1*b1*(b1+b2) + d3*c1*(c1+c2)) 
   hmat(2,6) = 4.*(d1*b2*(b1+b2) + d3*c2*(c1+c2)) 
   hmat(3,6) = 4.*(d1*b3*(b1+b2) + d3*c3*(c1+c2)) 
 
   hmat(4,1) = hmat(1,4) 
   hmat(4,2) = hmat(2,4) 
   hmat(4,3) = hmat(3,4) 
   hmat(5,1) = hmat(1,5) 
   hmat(5,2) = hmat(2,5) 
   hmat(5,3) = hmat(3,5) 
   hmat(6,1) = hmat(1,6) 
   hmat(6,2) = hmat(2,6) 
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   hmat(6,3) = hmat(3,6) 
 
   hmat(4,4) = d1*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + d3*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 2.*c3*c3) 
   hmat(5,5) = d1*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + d3*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 2.*c3*c3) 
   hmat(6,6) = d1*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + d3*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 2.*c2*c2) 
   hmat(4,5) = d1*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + d3*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
   hmat(4,6) = d1*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + d3*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
   hmat(5,6) = d1*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + d3*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
   hmat(5,4) = hmat(4,5) 
   hmat(6,4) = hmat(4,6) 
   hmat(6,5) = hmat(5,6) 
 
!  lower right (quardrant 4) 
  
   hmat(7,7) = 12.*(d3*b1*b1 + d1*c1*c1) 
   hmat(7,8) = 12.*(d3*b1*b2 + d1*c1*c2) 
   hmat(7,9) = 12.*(d3*b1*b3 + d1*c1*c3) 
   hmat(8,7) = hmat(7,8) 
   hmat(8,8) = 12.*(d3*b2*b2 + d1*c2*c2) 
   hmat(8,9) = 12.*(d3*b2*b3 + d1*c2*c3) 
   hmat(9,7) = hmat(7,9) 
   hmat(9,8) = hmat(8,9) 
   hmat(9,9) = 12.*(d3*b3*b3 + d1*c3*c3) 
 
   hmat(7,10) = 4.*(d3*b1*(b2+b3) + d1*c1*(c2+c3)) 
   hmat(8,10) = 4.*(d3*b2*(b2+b3) + d1*c2*(c2+c3)) 
   hmat(9,10) = 4.*(d3*b3*(b2+b3) + d1*c3*(c2+c3)) 
   hmat(7,11) = 4.*(d3*b1*(b3+b1) + d1*c1*(c3+c1)) 
   hmat(8,11) = 4.*(d3*b2*(b3+b1) + d1*c2*(c3+c1)) 
   hmat(9,11) = 4.*(d3*b3*(b3+b1) + d1*c3*(c3+c1)) 
   hmat(7,12) = 4.*(d3*b1*(b1+b2) + d1*c1*(c1+c2)) 
   hmat(8,12) = 4.*(d3*b2*(b1+b2) + d1*c2*(c1+c2)) 
   hmat(9,12) = 4.*(d3*b3*(b1+b2) + d1*c3*(c1+c2)) 
 
   hmat(10,7) = hmat(7,10) 
   hmat(10,8) = hmat(8,10) 
   hmat(10,9) = hmat(9,10) 
   hmat(11,7) = hmat(7,11) 
   hmat(11,8) = hmat(8,11) 
   hmat(11,9) = hmat(9,11) 
   hmat(12,7) = hmat(7,12) 
   hmat(12,8) = hmat(8,12) 
   hmat(12,9) = hmat(9,12) 
 
   hmat(10,10) = d3*(2.*b2*b2 + 2.*b2*b3 + 2.*b3*b3) + d1*(2.*c2*c2 + 2.*c2*c3 + 2.*c3*c3) 
   hmat(11,11) = d3*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b3 + 2.*b3*b3) + d1*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c3 + 2.*c3*c3) 
   hmat(12,12) = d3*(2.*b1*b1 + 2.*b1*b2 + 2.*b2*b2) + d1*(2.*c1*c1 + 2.*c1*c2 + 2.*c2*c2) 
   hmat(10,11) = d3*(b3*b3 + b1*b3 + b2*b3 + 2.*b1*b2) + d1*(c3*c3 + c1*c3 + c2*c3 + 2.*c1*c2) 
   hmat(10,12) = d3*(b2*b2 + b1*b2 + b2*b3 + 2.*b1*b3) + d1*(c2*c2 + c1*c2 + c2*c3 + 2.*c1*c3) 
   hmat(11,12) = d3*(b1*b1 + b1*b2 + b1*b3 + 2.*b2*b3) + d1*(c1*c1 + c1*c2 + c1*c3 + 2.*c2*c3) 
   hmat(11,10) = hmat(10,11) 
   hmat(12,10) = hmat(10,12) 
   hmat(12,11) = hmat(11,12) 
  
!  upper right (quardrant 1) 
  
   hmat(1,7) = 12.*(d2*b1*c1 + d3*b1*c1) 
   hmat(2,7) = 12.*(d2*b2*c1 + d3*b1*c2) 
   hmat(3,7) = 12.*(d2*b3*c1 + d3*b1*c3) 
   hmat(1,8) = 12.*(d2*b1*c2 + d3*b2*c1) 
   hmat(2,8) = 12.*(d2*b2*c2 + d3*b2*c2) 
   hmat(3,8) = 12.*(d2*b3*c2 + d3*b2*c3) 
   hmat(1,9) = 12.*(d2*b1*c3 + d3*b3*c1) 
   hmat(2,9) = 12.*(d2*b2*c3 + d3*b3*c2) 
   hmat(3,9) = 12.*(d2*b3*c3 + d3*b3*c3) 
 
   hmat(1,10) = 4.*(d2*b1*(c3+c2) + d3*(b3+b2)*c1) 
   hmat(2,10) = 4.*(d2*b2*(c3+c2) + d3*(b3+b2)*c2) 
   hmat(3,10) = 4.*(d2*b3*(c3+c2) + d3*(b3+b2)*c3) 
   hmat(1,11) = 4.*(d2*b1*(c1+c3) + d3*(b1+b3)*c1) 
   hmat(2,11) = 4.*(d2*b2*(c1+c3) + d3*(b1+b3)*c2) 
   hmat(3,11) = 4.*(d2*b3*(c1+c3) + d3*(b1+b3)*c3) 
   hmat(1,12) = 4.*(d2*b1*(c2+c1) + d3*(b2+b1)*c1) 
   hmat(2,12) = 4.*(d2*b2*(c2+c1) + d3*(b2+b1)*c2) 
   hmat(3,12) = 4.*(d2*b3*(c2+c1) + d3*(b2+b1)*c3) 
 
   hmat(4,7) = 4.*(d2*(b3+b2)*c1 + d3*b1*(c3+c2)) 
   hmat(5,7) = 4.*(d2*(b1+b3)*c1 + d3*b1*(c1+c3)) 
   hmat(6,7) = 4.*(d2*(b2+b1)*c1 + d3*b1*(c2+c1)) 
   hmat(4,8) = 4.*(d2*(b3+b2)*c2 + d3*b2*(c3+c2)) 
   hmat(5,8) = 4.*(d2*(b1+b3)*c2 + d3*b2*(c1+c3)) 
   hmat(6,8) = 4.*(d2*(b2+b1)*c2 + d3*b2*(c2+c1)) 
   hmat(4,9) = 4.*(d2*(b3+b2)*c3 + d3*b3*(c3+c2)) 
   hmat(5,9) = 4.*(d2*(b1+b3)*c3 + d3*b3*(c1+c3)) 
   hmat(6,9) = 4.*(d2*(b2+b1)*c3 + d3*b3*(c2+c1)) 
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   hmat(4,10) = d2*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2) +    & 
                d3*(2.*b3*c3 +    b3*c2 +    b2*c3 + 2.*b2*c2) 
   hmat(5,10) = d2*(   b1*c3 + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2) +    & 
                d3*(   b3*c1 +    b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3) 
   hmat(6,10) = d2*(   b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2) +    & 
                d3*(   b3*c2 + 2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1) 
   hmat(4,11) = d2*(   b3*c1 +    b3*c3 + 2.*b2*c1 +    b2*c3) +    & 
                d3*(   b1*c3 + 2.*b1*c2 +    b3*c3 +    b3*c2) 
   hmat(5,11) = d2*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3) +    & 
                d3*(2.*b1*c1 +    b1*c3 +    b3*c1 + 2.*b3*c3) 
   hmat(6,11) = d2*(   b2*c1 + 2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3) +    & 
                d3*(   b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1) 
   hmat(4,12) = d2*(   b3*c2 + 2.*b3*c1 +    b2*c2 +    b2*c1) +    & 
                d3*(   b2*c3 +    b2*c2 + 2.*b1*c3 +    b1*c2) 
   hmat(5,12) = d2*(   b1*c2 +    b1*c1 + 2.*b3*c2 +    b3*c1) +    & 
                d3*(   b2*c1 + 2.*b2*c3 +    b1*c1 +    b1*c3) 
   hmat(6,12) = d2*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1) +    & 
                d3*(2.*b2*c2 +    b2*c1 +    b1*c2 + 2.*b1*c1) 
  
!  lower left (quardrant 3) 
  
   hmat(7,1) = hmat(1,7) 
   hmat(7,2) = hmat(2,7) 
   hmat(7,3) = hmat(3,7) 
   hmat(7,4) = hmat(4,7) 
   hmat(7,5) = hmat(5,7) 
   hmat(7,6) = hmat(6,7) 
 
   hmat(8,1) = hmat(1,8) 
   hmat(8,2) = hmat(2,8) 
   hmat(8,3) = hmat(3,8) 
   hmat(8,4) = hmat(4,8) 
   hmat(8,5) = hmat(5,8) 
   hmat(8,6) = hmat(6,8) 
 
   hmat(9,1) = hmat(1,9) 
   hmat(9,2) = hmat(2,9) 
   hmat(9,3) = hmat(3,9) 
   hmat(9,4) = hmat(4,9) 
   hmat(9,5) = hmat(5,9) 
   hmat(9,6) = hmat(6,9) 
 
   hmat(10,1) = hmat(1,10) 
   hmat(10,2) = hmat(2,10) 
   hmat(10,3) = hmat(3,10) 
   hmat(10,4) = hmat(4,10) 
   hmat(10,5) = hmat(5,10) 
   hmat(10,6) = hmat(6,10) 
 
   hmat(11,1) = hmat(1,11) 
   hmat(11,2) = hmat(2,11) 
   hmat(11,3) = hmat(3,11) 
   hmat(11,4) = hmat(4,11) 
   hmat(11,5) = hmat(5,11) 
   hmat(11,6) = hmat(6,11) 
 
   hmat(12,1) = hmat(1,12) 
   hmat(12,2) = hmat(2,12) 
   hmat(12,3) = hmat(3,12) 
   hmat(12,4) = hmat(4,12) 
   hmat(12,5) = hmat(5,12) 
   hmat(12,6) = hmat(6,12) 
 
   hmat = hmat/48./area 
 
!  Compute exact & approximate total stress : 
 
   if (exact == 1) then 
 
      bele(1,1) = sxxex(ii) 
      bele(2,1) = syyex(ii) 
      bele(3,1) = sxyex(ii) 
      bele(4,1) = sxxex(jj) 
      bele(5,1) = syyex(jj) 
      bele(6,1) = sxyex(jj) 
      bele(7,1) = sxxex(kk) 
      bele(8,1) = syyex(kk) 
      bele(9,1) = sxyex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      tlgfb = tlgfb + matmul(belet,matmul(mele,bele)) 
 
   endif 
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   bele(1,1) = sxx(ii) 
   bele(2,1) = syy(ii) 
   bele(3,1) = sxy(ii) 
   bele(4,1) = sxx(jj) 
   bele(5,1) = syy(jj) 
   bele(6,1) = sxy(jj) 
   bele(7,1) = sxx(kk) 
   bele(8,1) = syy(kk) 
   bele(9,1) = sxy(kk) 
 
   belet = transpose(bele) 
 
   tlgfe = tlgfe + matmul(belet,matmul(mele,bele)) 
 
!  Compute error of flux-based and standard Nodeless : 
 
   if (exact == 1) then 
 
      bele(1,1) = sxxex(ii) 
      bele(2,1) = syyex(ii) 
      bele(3,1) = sxyex(ii) 
      bele(4,1) = sxxex(jj) 
      bele(5,1) = syyex(jj) 
      bele(6,1) = sxyex(jj) 
      bele(7,1) = sxxex(kk) 
      bele(8,1) = syyex(kk) 
      bele(9,1) = sxyex(kk) 
 
      belet = transpose(bele) 
 
      cele(1,1) = sxx(ii) 
      cele(2,1) = syy(ii) 
      cele(3,1) = sxy(ii) 
      cele(4,1) = sxx(jj) 
      cele(5,1) = syy(jj) 
      cele(6,1) = sxy(jj) 
      cele(7,1) = sxx(kk) 
      cele(8,1) = syy(kk) 
      cele(9,1) = sxy(kk) 
    
      celet = transpose(cele) 
 
      eqfbe = matmul(belet,matmul(mele,bele)) - 2.*matmul(belet,matmul(mele,cele)) +    & 
              matmul(celet,matmul(mele,cele)) 
      eqste = matmul(belet,matmul(mele,bele)) - 2.*matmul(belet,matmul(gmat,tbar)) +    & 
              matmul(tbart,matmul(hmat,tbar)) 
 
      if (abs(eqfbe(1,1)) < 0.0000000001) eqfbe = 0. 
      if (abs(eqste(1,1)) < 0.0000000001) eqste = 0. 
 
      ergfb = ergfb + eqfbe(1,1) 
      ergst = ergst + eqste(1,1) 
 
      if (eqfbe(1,1) > maxlfb) maxlfb = eqfbe(1,1) 
      if (eqste(1,1) > maxlst) maxlst = eqste(1,1) 
 
   endif 
 
!  Compute error of approximate nodal stress : 
 
   cele(1,1) = sxx(ii) 
   cele(2,1) = syy(ii) 
   cele(3,1) = sxy(ii) 
   cele(4,1) = sxx(jj) 
   cele(5,1) = syy(jj) 
   cele(6,1) = sxy(jj) 
   cele(7,1) = sxx(kk) 
   cele(8,1) = syy(kk) 
   cele(9,1) = sxy(kk) 
 
   celet = transpose(cele) 
 
   eqfee = matmul(celet,matmul(mele,cele)) - 2.*matmul(celet,matmul(gmat,tbar)) +    & 
           matmul(tbart,matmul(hmat,tbar)) 
  
   if (abs(eqfee(1,1)) < 0.0000000001) eqfee = 0. 
 
   ergfe = ergfe + eqfee(1,1) 
 
   if (eqfee(1,1) > maxlfe) maxlfe = eqfee(1,1) 
 
Enddo 
 
ergfe = sqrt(ergfe/aread) 
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tlgfe = sqrt(tlgfe/aread) 
rprfe = ergfe/(ergfe + tlgfe(1,1))*100 
 
if (exact == 1) then 
 
   ergfb = sqrt(ergfb/aread) 
   tlgfb = sqrt(tlgfb/aread) 
   rprfb = ergfb/(ergfb + tlgfb(1,1))*100 
 
   ergst = sqrt(ergst/aread) 
   rprst = ergst/(ergst + tlgfb(1,1))*100 
   efind = ergfe/ergst 
 
   write(6,100) ergst 
   100 format(' Exact-ST global error is :', e12.4) 
   write(6,125) maxlst 
   125 format(' Max local EST error is   :', e12.4) 
   write(6,150) rprst 
   150 format(' Relative EST  % error is :', e12.4, ' %',/) 
 
   write(6,200) ergfb 
   200 format(' Exact-FB global error is :', e12.4) 
   write(6,225) maxlfb 
   225 format(' Max local EFB error is   :', e12.4) 
   write(6,250) rprfb 
   250 format(' Relative EFB  % error is :', e12.4, ' %',/) 
 
   write(6,300) efind 
   300 format(' Effectivity Index is     :', e12.4,/) 
 
endif 
 
write(6,400) ergfe 
400 format(' Approximate global error is  :', e12.4) 
write(6,425) maxlfe 
425 format(' Max local approx error is    :', e12.4) 
write(6,450) rprfe 
450 format(' Relative percentage error is :', e12.4, ' %') 
 
End Subroutine ERR_EST 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine write_output() 
 
implicit none 
 
integer(4)           :: leng  
 
leng = len_trim(name1) - 4 
 
open(unit=8,file=name1(1:leng)//'.oup',status='unknown',iostat=ierror) 
 
     if (exact == 1) then 
        write(8,100) ergst 
        100 format(' Exact-ST global error is :', e16.6) 
        write(8,125) maxlst 
        125 format(' Max local EST error is   :', e16.6) 
        write(8,150) rprst 
        150 format(' Relative EST  % error is :', e16.6, ' %',/) 
 
        write(8,200) ergfb 
        200 format(' Exact-FB global error is :', e16.6) 
        write(8,225) maxlfb 
        225 format(' Max local EFB error is   :', e16.6) 
        write(8,250) rprfb 
        250 format(' Relative EFB  % error is :', e16.6, ' %',/) 
 
        write(8,300) efind 
        300 format(' Effectivity Index is     :', e16.6,/) 
     endif 
 
     write(8,400) ergfe 
     400 format(' Approximate global error is  :', e16.6) 
     write(8,425) maxlfe 
     425 format(' Max local approx error is    :', e16.6) 
     write(8,450) rprfe 
     450 format(' Relative percentage error is :', e16.6, ' %',/) 
 
     write(8,500) 
     500 format('  Node    X-coor      Y-coor      DisX            DisY            & 
                  SigXX           SigYY           SigXY') 
 
     do i = 1,tnode 
        write(8,600) i, coord(i,1), coord(i,2), p(i), p(i+npoi), sxx(i), syy(i), sxy(i)  
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        600 format(i6,2f12.6,5e16.6) 
     enddo 
 
     do i = tnode+1,npoi 
        write(8,700) i, coord(i,1), coord(i,2), p(i), p(i+npoi) 
        700 format(i6,2f12.6,2e16.6) 
     enddo 
 
close(unit=8, status='keep') 
 
 
open(unit=9,file=name1(1:leng)//'.plt',status='unknown',iostat=ierror) 
 
     write(9,800) tnode, nelem 
     800 format('Variables = "X-coor","Y-coor","DispX","DispY","SigXX","SigYY","SigXY"'    & 
                ,/,'ZONE N=',I6,',E=',I6,',F=FEPOINT,ET=TRIANGLE') 
 
     do i = 1,tnode 
        write(9,850) coord(i,1), coord(i,2), p(i), p(i+npoi), sxx(i), syy(i), sxy(i)  
        850 format(2f12.6,5e16.6) 
     enddo 
 
     do ie = 1,nelem 
        write(9,900) (intmat(ie,j),j=1,3) 
        900 format(3i6) 
     enddo 
 
close(unit=9, status='keep') 
 
End Subroutine write_output 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine GEN_NL() 
 
implicit none 
 
! 
!  Generate Nodeless 
! 
 
acheck = 0 
npoi = tnode 
 
do ip = 1, nside 
   displx(ip+tnode) = 0. 
   disply(ip+tnode) = 0. 
enddo 
 
do ie = 1,nelem 
   ii = intmat(ie,1) 
   jj = intmat(ie,2) 
   kk = intmat(ie,3) 
 
!  Node 4 is between Node 2 & 3 
 
   acheck(jj,kk,2) = acheck(jj,kk,2) + 1 
   acheck(kk,jj,2) = acheck(kk,jj,2) + 1 
   if (acheck(jj,kk,1)==1) goto 10 
   acheck(jj,kk,1) = 1 
   acheck(kk,jj,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,4) = npoi 
   number(jj,kk) = npoi 
   number(kk,jj) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(jj,1) + coord(kk,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(jj,2) + coord(kk,2))/2. 
    
   ! Check boundary for node 4 <p(4)=0.> 
 
   if (ibcx(jj)==1 .and. ibcx(kk)==1) then 
      ibcx(npoi)   = 1 
      displx(npoi) = 0. 
   endif 
   if (ibcy(jj)==1 .and. ibcy(kk)==1) then 
      ibcy(npoi)   = 1 
      disply(npoi) = 0. 
   endif 
 
   goto 15 
10 continue 
   intmat(ie,4) = number(jj,kk) 
15 continue 
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!  Node 5 is between Node 3 & 1 
 
   acheck(ii,kk,2) = acheck(ii,kk,2) + 1 
   acheck(kk,ii,2) = acheck(kk,ii,2) + 1 
   if (acheck(ii,kk,1)==1) goto 20 
   acheck(ii,kk,1) = 1 
   acheck(kk,ii,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,5) = npoi 
   number(ii,kk) = npoi 
   number(kk,ii) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(ii,1) + coord(kk,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(ii,2) + coord(kk,2))/2. 
    
   ! Check boundary for node 5 <p(5)=0.> 
    
   if (ibcx(ii)==1 .and. ibcx(kk)==1) then 
      ibcx(npoi)   = 1 
      displx(npoi) = 0. 
   endif 
   if (ibcy(ii)==1 .and. ibcy(kk)==1) then 
      ibcy(npoi)   = 1 
      disply(npoi) = 0. 
   endif 
 
   goto 25 
20 continue 
   intmat(ie,5) = number(ii,kk) 
25 continue 
 
!  Node 6 is between Node 1 & 2 
 
   acheck(ii,jj,2) = acheck(ii,jj,2) + 1 
   acheck(jj,ii,2) = acheck(jj,ii,2) + 1 
   if (acheck(ii,jj,1)==1) goto 30 
   acheck(ii,jj,1) = 1 
   acheck(jj,ii,1) = 1 
   npoi = npoi + 1 
   intmat(ie,6) = npoi 
   number(ii,jj) = npoi 
   number(jj,ii) = npoi 
   coord(npoi,1) = (coord(ii,1) + coord(jj,1))/2. 
   coord(npoi,2) = (coord(ii,2) + coord(jj,2))/2. 
    
   ! Check boundary for node 6 <p(6)=0.> 
    
   if (ibcx(ii)==1 .and. ibcx(jj)==1) then 
      ibcx(npoi)   = 1 
      displx(npoi) = 0. 
   endif 
   if (ibcy(ii)==1 .and. ibcy(jj)==1) then 
      ibcy(npoi)   = 1 
      disply(npoi) = 0. 
   endif 
 
   goto 35 
30 continue 
   intmat(ie,6) = number(ii,jj) 
35 continue 
 
enddo 
 
End Subroutine GEN_NL 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
Subroutine ARRANGE() 
 
implicit none 
 
do ip=1,npoi 
   p(ip)      = displx(ip) 
   p(ip+npoi) = disply(ip) 
enddo 
 
deallocate(displx, disply, stat=ierror) 
 
End Subroutine ARRANGE 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
END MODULE SOLID 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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Module solve 
 
implicit none 
 
contains 
 
! 
! Subroutine preconditioned conjugate gradient method 
! 
 
subroutine unsympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax, atb 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija, ijat, ijata 
real(8),    allocatable, dimension(:)  ::  sa,  sat,  sata 
 
  iter = 1 
   tol = 1.d-6 
 maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 1000000 
 
write(6,*) count 
 
allocate(  sa(count),   ija(count)) 
allocate( sat(count),  ijat(count)) 
allocate(sata(count), ijata(count)) 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin( a,n,n,thresh,count, sa, ija) 
call sprsint(a,n,n,thresh,count,sat,ijat) 
 
!-------------- 
! Compute At*A  
!-------------- 
call sprstm(sat,ijat,sat,ijat,sata,ijata,thresh,count) 
 
!-------------- 
! Compute At*b  
!-------------- 
call sprsax(sat,ijat,b,atb,n,count) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(sata(i)) 
end do 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = atb(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
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Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sata,ijata,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
     call sprsax(sata,ijata,x,ax,n,count) 
     do i = 1,n 
        r(i) = atb(i) - ax(i) 
     end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
   do i = 1,n 
      s(i) = pre(i)*r(i) 
   end do 
 
!----------- 
! Find beta 
!----------- 
   dold = dnew 
   dnew = 0. 
   do i = 1,n 
      dnew = dnew + r(i)*s(i) 
   end do 
 
   beta = dnew/dold 
   do i = 1,n 
      d(i) = s(i) + beta*d(i) 
   end do 
 
   iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine unsympcg 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sympcg(a, b, x, n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                    :: maxit, iter, count 
integer(4)                    ::     i,    j,     n 
real(8)                       ::   del, dnew,   tol, bottom 
real(8)                       :: alpha, dold,  beta,  check, thresh 
real(8), dimension(n,n)       ::     a 
real(8), dimension(n)         ::     q, r, d, pre, s, x, b, ax 
 
integer(4), allocatable, dimension(:)  :: ija 
real(8),    allocatable, dimension(:)  :: sa 
 
 iter = 1 
  tol = 1.d-6 
maxit = 50000 
thresh = 1.e-10 
 
count = 10000000 
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allocate(sa(count), ija(count)) 
 
!---------------------------------------------------------------- 
! Construct precondition matrix P (but this will find P inverse) 
!---------------------------------------------------------------- 
do i = 1,n 
   pre(i) = 1./abs(a(i,i)) 
end do 
 
!----------------------------------------------- 
! Convert square matrix into row-indexed sparse 
!----------------------------------------------- 
call sprsin(a,n,n,thresh,count,sa,ija) 
 
!--------- 
! Find Ro 
!--------- 
call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
do i = 1,n 
   r(i) = b(i) - ax(i) 
end do 
 
!--------- 
! Find Do 
!--------- 
do i = 1,n 
   d(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
 
!------------ 
! Find D-New 
!------------ 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*d(i) 
end do 
 
del = dnew 
 
Do 
   if(iter >= maxit.OR.dnew <= (tol*tol*del)) exit 
      
!------------- 
! Find Q(i+1) 
!------------- 
   call sprsax(sa,ija,d,q,n,count) 
 
!------------ 
! Find Alpha 
!------------ 
   bottom = 0. 
   do i = 1,n 
      bottom = bottom + d(i)*q(i) 
   end do 
 
   alpha = dnew/bottom 
   do i = 1,n 
      x(i) = x(i) + alpha*d(i) 
   end do 
 
!------------- 
! Find R(i+1) 
!------------- 
   check = mod(iter,50) 
   if(check == 0.) then 
      call sprsax(sa,ija,x,ax,n,count) 
      do i = 1,n 
         r(i) = b(i) - ax(i) 
      end do 
   else 
      do i = 1,n 
         r(i) = r(i) - alpha*q(i) 
      end do 
   endif 
 
!------------- 
! Find S(i+1) 
!------------- 
do i = 1,n 
   s(i) = pre(i)*r(i) 
end do 
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!----------- 
! Find beta 
!----------- 
dold = dnew 
dnew = 0. 
do i = 1,n 
   dnew = dnew + r(i)*s(i) 
end do 
 
beta = dnew/dold 
do i = 1,n 
   d(i) = s(i) + beta*d(i) 
end do 
 
iter = iter + 1 
 
End do 
 
end subroutine sympcg 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsin(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do i = 1,n 
   do j = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) then 
               write(6,*) k, nmax !, 'nmax too small in sprsin'    
               pause 'nmax too small in sprsin' 
            endif 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = j 
         endif 
      endif 
   enddo 
   ija(i+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsin 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsax(sa,ija,x,b,n,nmax) 
 
! Multiply a matrix in sparse storage by a vector x(1:n) 
! and the result is a vector b(1:n) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, i, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
 
real(8), dimension(n)        :: b, x 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
if (ija(1) /= n+2) pause 'mismatched vector and matrix in sprsax' 
do i = 1,n 
   b(i) = sa(i) * x(i) 
   do k = ija(i),ija(i+1)-1 
      b(i) = b(i) + sa(k) * x(ija(k)) 
   enddo 
enddo 
 
END subroutine sprsax 
 
!--------------------------------------------------------------- 
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subroutine sprstm(sa,ija,sb,ijb,sc,ijc,thresh,nmax) 
 
! 
! Multiply At*A 
! 
! Input for sa must be At 
! Input for sb must be At 
! output of sc will be At*A 
! 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax 
integer(4)                   :: i,ijma,ijmb,j,k,ma,mb,mbb 
 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija, ijb, ijc 
real(8)   , dimension(nmax)  ::  sa,  sb,  sc 
 
real(8)                      :: sum, thresh 
 
if(ija(1) /= ijb(1)) pause 'sprstm sizes do not match' 
k = ija(1) 
ijc(1) = k 
do i = 1,ija(1)-2 
   do j = 1,ijb(1)-2 
      if(i==j) then 
         sum = sa(i)*sb(j)                      
      else                            
         sum = 0.d0                   
      endif                      
      mb = ijb(j)                      
      do ma = ija(i),ija(i+1)-1                      
         ijma = ija(ma)                   
         if(ijma == j) then                   
            sum = sum + sa(ma)*sb(j)                
         else                   
2           if(mb < ijb(j+1)) then                            
               ijmb = ijb(mb)             
               if(ijmb == i) then             
                  sum = sum + sa(i)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2                 
               else if(ijmb < ijma) then             
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               else if(ijmb == ijma) then             
                  sum = sum + sa(ma)*sb(mb)          
                  mb = mb + 1          
                  goto 2          
               endif                    
            endif                
         endif                   
      enddo                      
       
      do mbb = mb,ijb(j+1)-1                      
         if(ijb(mbb) == i) then                   
            sum = sum + sa(i)*sb(mbb)                       
         endif                   
      enddo                                                 
                            
      if(i == j) then                      
         sc(i) = sum                   
      else if(abs(sum) > thresh) then                      
          if(k > nmax) pause 'sprstm: nmax to small'                         
          sc(k) = sum                  
          ijc(k) = j                         
          k = k + 1                  
      endif                                                 
   enddo 
   ijc(i+1) = k                         
enddo                            
                            
end subroutine sprstm 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
subroutine sprsint(a,n,np,thresh,nmax,sa,ija) 
 
implicit none 
 
integer(4)                   :: n, nmax, np 
integer(4)                   :: i, j, k 
integer(4), dimension(nmax)  :: ija 
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real(8)                      :: thresh 
real(8), dimension(np,np)    :: a 
real(8), dimension(nmax)     :: sa 
 
do j = 1,n 
   sa(j) = a(j,j) 
enddo 
ija(1) = n+2 
k = n+1 
do j = 1,n 
   do i = 1,n 
      if (abs(a(i,j)) >= thresh) then 
         if (i /= j) then 
            k = k+1 
            if (k > nmax) pause 'nmax too small in sprsin' 
            sa(k) = a(i,j) 
            ija(k) = i 
         endif 
      endif 
   enddo 
   ija(j+1) = k+1 
enddo 
 
END subroutine sprsint 
 
!--------------------------------------------------------------- 
 
end module solve 
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