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บทคัดย่อ 

ในงานวิจัยนี้ได้ศึกษาผลเฉลย (𝑥, 𝑦, 𝑧) เมื่อ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการ
ไดโอเฟนไทน์ 8𝑥 + 61𝑦 = 𝑧2 และ 8𝑥 + 67𝑦 = 𝑧2 โดยพบว่าสมการทั้งสองมีผลเฉลยเพียงผล
เฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3) 
ค าส าคัญ:  สมการไดโอเฟนไทน์ ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน 

ABSTRACT 
In this paper, we study solutions (𝑥, 𝑦, 𝑧) where 𝑥, 𝑦 and 𝑧 are non - negative 

integers of Diophantine equations 8𝑥 + 61𝑦 = 𝑧2 and 8𝑥 + 67𝑦 = 𝑧2. We find that both 
of them have a unique solution, that is (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3). 
Keywords:  Diophantine equation, Catalan’s conjecture  
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1. บทน า  
สมการไดโอเฟนไทน์ เป็นสมการที่ได้ศึกษากันอย่างมากมาย และศึกษาในหลายรูปแบบ รูปแบบ

หนึ่งที่ได้ศึกษากันอย่างกว้างขวางคือ สมการที่อยู่ในรูป 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑧2 เช่น 
ในปี ค.ศ. 2011 Suvarnamani [9] ได้ศึกษาผลเฉลยของสมการไดโอเฟนไทน์ 2𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2

 
เมื่อ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบและ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ 

ในปี ค.ศ. 2012 Chotchaisthit [1] ได้ศึกษาผลเฉลยทั้งหมดที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของ
สมการไดโอเฟนไทน์ 4

𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 โดยที่ p เป็นจ านวนเฉพาะ และในปีเดียวกัน Sroysang [4] ได้
พิสูจน์ว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3) เป็นผลเฉลยเดียวที่ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการ
ไดโอเฟนไทน์ 8𝑥 + 19𝑦 = 𝑧2 

ในปี ค.ศ. 2013 Sroysang [5], [7] ได้แสดงว่าสมการไดโอเฟนไทน์ 2𝑥 + 3𝑦 = 𝑧2 มีเพียงสาม
ผลเฉลยคือ (0,1,2), (3,0,3) และ (4,2,5) และได้ศึกษาสมการไดโอเฟนไทน์ 7𝑥 + 8𝑦 = 𝑧2 โดยที่
 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และพบว่าสมการดังกล่าวมีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว  
นั่นคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,1,3) 

ในปี ค.ศ. 2014 Sroysang [8], [6] ได้แสดงให้เห็นว่า (1,0,3) เป็นผลเฉลยเดียวของสมการ 
ไดโอเฟนไทน์ 8𝑥 + 13𝑦 = 𝑧2 และ 8𝑥 + 59𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

ในงานวิจัยนี้ได้ศึกษาสมการไดโอเฟนไทน์ ที่อยู่ในรูป 8𝑥 + 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะ
อีกสองจ านวนที่อยู่ถัดจาก 59 นั่นคือ สมการ 8𝑥 + 61𝑦 = 𝑧2 และ 8𝑥 + 67𝑦 = 𝑧2 

2. ผลลัพธ์หลัก 
ทฤษฎีบท 2.1 [3] (ข้อคาดการณ์ของคาตาลาน)  
ส าหรับ 𝑎, 𝑏, 𝑥 และ 𝑦 ที่เป็นจ านวนเต็ม ซึ่ง min{𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦} > 1 
สมการไดโอเฟนไทน์ 𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 = 1 มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวคือ (𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦) = (3,2,2,3) 

ทฤษฎีบท 2.2 [4] ส าหรับ 𝑥 และ 𝑧 ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
สมการไดโอเฟนไทน์ 8𝑥 + 1 = 𝑧2 มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑧) = (1,3) 

ทฤษฎีบท 2.3 [2] ส าหรับ 𝑥 และ 𝑧 ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
สมการไดโอเฟนไทน์ 1 + 𝑝𝑥 = 𝑧2 โดยที่ 𝑝 เป็นจ านวนเฉพาะที่เป็นจ านวนคี่ จะมีผลเฉลยเพียงผล
เฉลยเดียวคือ (𝑝, 𝑥, 𝑧) = (3,1,2) 
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บทแทรก 2.4 สมการไดโอเฟนไทน์ 1 + 61𝑥 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
บทพิสูจน์ โดยทฤษฎีบท 2.3 เนื่องจาก 61 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 61 ≠ 3    

บทแทรก 2.5 สมการไดโอเฟนไทน์ 1 + 67𝑥 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
บทพิสูจน์ โดยทฤษฎีบท 2.3 เนื่องจาก 67 เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ 67 ≠ 3    

ทฤษฎีบท 2.6 ส าหรับ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
สมการไดโอเฟนไทน์ 8𝑥+61𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3) 

บทพิสูจน์ ให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบที่ท าให้ 8𝑥+61𝑦 = 𝑧2   (1) 
สมมติให ้𝑥 = 0 จะได้ 1 + 61𝑦 = 𝑧2       (2) 
โดยบทแทรก 2.4 จะได้ว่า (2) ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
สมมติให้ 𝑥 ≥ 1 เราจะพิจารณา 𝑦 เป็น 2 กรณีดังต่อไปนี้ 
กรณี 1 ถ้า 𝑦 เป็นจ านวนคี่ แล้วจะมีจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑟 ที่ท าให้ 𝑦 = 2𝑟 + 1 
จาก (1) จะได้ 8𝑥+612𝑟+1 = 𝑧2 นั่นคือ 8𝑥+61(3721)𝑟 = 𝑧2 
เนื่องจาก 8𝑥+61𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧2 เป็นจ านวนคี่ นั่นคือ 𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ให้ 𝑧 = 2𝑞 + 1 เมื่อ 𝑞 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
ท าให้ได ้𝑧2 = 4𝑞(𝑞 + 1) + 1         (3) 
จะได้ว่า 𝑧2 ≡ 1 (mod 8) 
เนื่องจาก 3721 ≡ 1 (mod 8) จะได้ 3721𝑟 ≡ 1 (mod 8) 
เนื่องจาก 61 ≡ 5 (mod 8) ท าให้ได้ 61(3721𝑟) ≡ 5 (mod 8) 
ดังนั้น 8𝑥 + 61(3721𝑟) ≡ 5 (mod 8) นั่นคือ 𝑧2 ≡ 5 (mod 8) เกิดข้อขัดแย้ง 
กรณ ี2 ถ้า 𝑦 เป็นจ านวนคู่ 

กรณีย่อย 2.1 𝑦 = 0 
จาก (1) จะได้ 8𝑥 + 1 = 𝑧2        (4) 
โดยทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่า (4) มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวคือ (𝑥, 𝑧) = (1,3) 
นั่นคือ (1) มีผลเฉลยคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3) 

กรณีย่อย 2.2 𝑦 > 1 
ให้ 𝑦 = 2𝑠 เมื่อ 𝑠 เป็นจ านวนนับ 
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จะได้ว่า (1) สามารถเขียนเป็น 8𝑥 + 612𝑠 = 𝑧2 
นั่นคือ 23𝑥 = (𝑧 − 61𝑠)(𝑧 + 61𝑠)       (5) 
ให้ 𝑢 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ที่ท าให้ 2𝑢 = 𝑧 − 61𝑠 และ 23𝑥−𝑢 = 𝑧 + 61𝑠  
โดยที ่3𝑥 > 2𝑢 
เราพิจารณา 23𝑥−𝑢 − 2𝑢 = (𝑧 + 61𝑠) − (𝑧 − 61𝑠) = 2(61𝑠) 
เราจะได้ 2𝑢(23𝑥−2𝑢 − 1) = 2(61𝑠)       (6) 
จาก (6) จะเป็นไปได้เพียง 1 กรณี นั่นคือ 2𝑢 = 2 และ 23𝑥−2𝑢 − 1 = 61𝑠  (7) 
นั่นคือจะได้ 𝑢 = 1 ท าให้ได้ว่า 23𝑥−2 − 1 = 61𝑠     (8) 
ถ้า 𝑠 = 1 จะได้ 23𝑥−2 = 62 ซึ่งกรณีนี้เป็นไปไม่ได้ 
ดังนั้น 𝑠 > 1 จะได้ว่า 61𝑠 > 61 
นั่นคือ 61𝑠 + 1 > 62 > 32 
จาก (8) เราจะได้ 23𝑥−2 = 61𝑠 + 1 > 25 ดังนั้น 3𝑥 − 2 > 5 
ซึ่งจะได้ว่า min{2, 61, 3𝑥 − 2, 𝑠} > 1 และโดยทฤษฎีบท 2.1 จะได้ว่า 
สมการ 23𝑥−2 − 61𝑠 = 1 ไม่มีผลเฉลย 

นั่นคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3) เป็นเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอเฟนไทน์ 8𝑥+61𝑦 = 𝑧2 
โดยที่ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ       

ทฤษฎีบท 2.7 ส าหรับ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
สมการไดโอเฟนไทน์ 8𝑥+67𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3) 
บทพิสูจน์ ให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ที่ท าให้ 8𝑥+67𝑦 = 𝑧2   (9) 
สมมติให้ 𝑥 = 0 จะได้ 1+67𝑦 = 𝑧2       (10) 
โดยบทแทรก 2.5 จะได้ว่า (10) ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
สมมติให้ 𝑥 ≥ 1 
เนื่องจาก 8𝑥+67𝑦 เป็นจ านวนคี่ จะได้ว่า 𝑧2 เป็นจ านวนคี่ นั่นคือ 𝑧 เป็นจ านวนคี่ 
ให้ 𝑧 = 2𝑡 + 1 เมื่อ 𝑡 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
จะได้ว่า    8𝑥+67𝑦 = (2𝑡 + 1)2 
    8𝑥+67𝑦 = 4(𝑡2 + 𝑡) + 1 

67𝑦 − 1 = 4(𝑡2 + 𝑡) − 8𝑥 
67𝑦 − 1 = 4[(𝑡2 + 𝑡) − 2 ∙ 8𝑥−1] 
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ดังนั้น 67𝑦 ≡ 1 (mod 4) 
เราจะแสดงว่า 𝑦 เป็นจ านวนคู่ 
สมมติให ้𝑦 เป็นจ านวนคี่ แล้วจะมีจ านวนเต็ม 𝑘 ที่ไม่เป็นลบที่ท าให้ 𝑦 = 2𝑘 + 1 

เนื่องจาก 67 ≡ 3 (mod 4) จะได้ว่า 672 ≡ 9 (mod 4) 

ท าให้ 672 ≡ 1 (mod 4) ดังนั้น 672𝑘 ≡ 1 (mod 4) 

จะได้ว่า  672𝑘+1 ≡ 3 (mod 4) นั่นคือ 67𝑦 ≡ 3 (mod 4) จึงเกิดข้อขัดแย้ง 

ท าให้ 𝑦 เป็นจ านวนคู่ เราจะแบ่งพิจารณาออกเป็น 2 กรณ ีต่อไปนี้ 
กรณ ี1 𝑦 = 0 
จะได้ว่า 8𝑥 + 1 = 𝑧2         (11) 
โดยทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่า (11) มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวคือ (𝑥, 𝑧) = (1,3) 
นั่นคือ สมการ 8𝑥+67𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3) 
กรณ ี2 𝑦 > 1 
ให้ 𝑦 = 2𝑚 เมื่อ 𝑚 เป็นจ านวนนับ 
เราจะได้ (9) เขียนเป็น 8𝑥+672𝑚 = 𝑧2 
นั่นคือ 23𝑥 = (𝑧 − 67𝑚)(𝑧 + 67𝑚)       (12) 
ให้ 𝑢 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบที่ท าให้ 2𝑢 = 𝑧 − 67𝑚 และ 23𝑥−𝑢 = 𝑧 + 67𝑚 โดยที ่3𝑥 > 2𝑢 
เราพิจารณา 23𝑥−𝑢−2𝑢 = (𝑧 + 67𝑚) − (𝑧 − 67𝑚) = 2(67𝑚) 
เราจะได้ 2𝑢(23𝑥−2𝑢 − 1) = 2(67𝑚)       (13) 
จาก (13) จะเป็นไปได้เพียง 1 กรณี นั่นคือ 2𝑢 = 2 และ 23𝑥−2𝑢 − 1 = 67𝑚 
ท าให้ 𝑢 = 1 ดังนั้น 23𝑥−2 = 67𝑚 + 1 
ถ้า 𝑚 = 1 จะได้ 23𝑥−2 = 68 ซ่ึงเป็นไปไม่ได้ 
ท าให้ 𝑚 > 1 และ 23𝑥−2 = 67𝑚 + 1 > 67 + 1 > 64 = 26 
จะได้ว่า 3𝑥 − 2 > 6 
ท าให้ min {2,67,3𝑥 − 2, 𝑚} > 1 
โดยทฤษฎีบท 2.1 จะได้สมการ 23𝑥−2 − 67𝑚 = 1 ไม่มีผลเฉลย 
นั่นคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3) เป็นเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอเฟนไทน์ 8𝑥+67𝑦 = 𝑧2 
โดยที่ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ       
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3. สรุป 
ส าหรับในงานวิจัยนี้เราได้ศึกษาผลเฉลย (𝑥, 𝑦, 𝑧) เมื่อ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ

ของสมการไดโอเฟนไทน์ 8𝑥+61𝑦 = 𝑧2 และ 8𝑥+67𝑦 = 𝑧2 ซึ่งเราได้พบว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,0,3) 
เป็นผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอเฟนไทน์ทั้งสอง 
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