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บทคดัย่อ 

จุดประสงคข์องงานวจิยันี้เพื่อแสดงว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 2
3 5 7

x y z
u+  =  มผีลเฉลย ( , , , )x y z u  

ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นจ านวนลบเพียง 4 ชุดเท่านัน้ ได้แก่ (1, 0, 0, 2) , (2, 0,1, 4) , (4, 2,1,16)  และ 
(14, 4,1, 2188)  

 

ค าส าคญั : สมการไดโอแฟนไทน์; ส่วนตกคา้งก าลงัสอง; สญัลกัษณ์เลอชอ็งดร์; ผลเฉลยทีเ่ป็นจ านวนเตม็ที่
ไม่เป็นจ านวนลบ 

 
Abstract 

The purpose of this research is to show that the Diophantine equation 2
3 5 7

x y z
u+  =  has only 

four non- negative integer solutions ( , , , )x y z u , which are , (1, 0, 0, 2) , (2, 0,1, 4) , (4, 2,1,16)  and 
(14, 4,1, 2188) .  

 

Keywords: diophantine equation; quadratic residue; Legendre symbol; non-negative integer solution 
 
1. ค าน า 

ในทศวรรษทีผ่่านมามผีูใ้หค้วามสนใจศกึษา
ปัญหาเกีย่วกบัสมการไดโอแฟนไทน์เป็นอย่างมาก 
นักวจิยัจ านวนมากไดศ้กึษาหาผลเฉลยของสมการ
ไดโอแฟนไทน์ในหลากหลายสมการ ตวัอย่าง เช่น 
ปี ค.ศ. 2012 Sroysang ได้หาผลเฉลยของสมการ
ไดโอแฟนไทน์ 2

3 5
x y

z+ =  ซึง่พบว่าสมการนี้มผีล

เฉลยทีเ่ป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นจ านวนลบ ( , , )x y z  
เพยีงผลเฉลยเดยีว คอื (1, 0, 2)  

ต่อมาในปี ค.ศ. 2013 Rabago ได้ศึกษา
สมการไดโอแฟนไทน์สองสมการ คอื 2

3 19
x y

z+ =  
และ 2

3 91
x y

z+ =  ซึ่งพบว่าผลเฉลยทีเ่ป็นจ านวน
เต็มที่ไม่ เ ป็นจ านวนลบ ( , , )x y z  ของสมการ 

2
3 19

x y
z+ =  คือ  (1, 0, 2)  และ  (4,1,10)  ส่วน
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สมการ 2
3 91

x y
z+ =  มผีลเฉลยเป็น (1, 0, 2)  และ 

(2,1,10)   
หลงัจากนัน้ในปี ค.ศ. 2015  Xu และ Deng 

ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 2
3 5 19

x y z
u+  =  

เมื่อ , ,x y z  และ u  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่ เ ป็น
จ านวนลบ จากการศกึษาพวกเขาพบว่าสมการนี้มี
ผ ล เ ฉ ลย  ( , , , )x y z u  ทั ้ง ห ม ด  3 ชุ ด  ไ ด้ แ ก่  
(1, 0, 0, 2) , (4, 0,1,10)  และ (2, 2,1, 22)   

ถัดมาในปี ค.ศ. 2016 Rabago ก็ได้ศึกษา
ผลเฉลยของสมการ 2

2 17
x y

z+ =  และพบว่า
สมการนี้มีผลเฉลย ( , , )x y z  เพียงแค่ห้าชุด คือ 
(3,1, 5) , (5,1, 7) , (6,1, 9) , (7, 3, 71)  แ ล ะ 
(9,1, 23)  ต่อมาในปี ค .ศ .  2017 Asthana และ 
Singh ได้หาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 

2
3 13

x y
z+ =  ซึ่ ง พ บ ว่ า มี เ พี ย ง  ( , , )x y z =

(1, 0, 2) , (1,1, 4) , (3, 2,14)  และ (5,1,16)  ที่ เ ป็น
ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์นี้  

ส าหรับในบทความวิจัยนี้ เราสนใจศึกษา
สมการ ได โอแฟนไท น์  2

3 5 7
x y z

u+  =  เ มื่ อ 
, ,x y z  และ u  เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นจ านวนลบ 

และพบว่าผลเฉลยทีส่อดคลอ้งกบัสมการไดโอแฟน
ไทน์นี้มีเพียงแค่ 4 ชุดเท่านัน้ คือ ( , , , )x y z u =

(1, 0, 0, 2) , (2, 0,1, 4) , (4, 2,1,16)  และ (14, 4,1, 2188)  
 
2. ความรู้พื้นฐาน 

หัวข้อนี้กล่าวถึงบทนิยามและทฤษฎีบท
ส าคัญที่ได้น ามาใช้ในงานวิจยันี้ โดยไม่ได้พิสูจน์
ทฤษฎบีท แต่ผูส้นใจสามารถศกึษาเพิม่เตมิได้จาก
เอกสารอา้งองิ 

บทนิยาม 2.1 (Burton, 2007) ให้ p  เป็น
จ านวนเฉพาะซึ่งเป็นจ านวนเต็มคี่  และ a  เป็น
จ านวนเต็มบวกที่ ( , ) 1a p =  จะกล่าวว่า a  เป็น
ส่วนตกค้างก าลงัสอง (quadratic residue) ของ p  
ถา้มจี านวนเตม็  1, 2, 3, , 1x p −  ทีท่ าให ้  

2
(mod )x a p  
บทนิยาม 2.2 (Burton, 2007) ให้ p  เป็น

จ านวนเฉพาะซึ่งเป็นจ านวนเต็มคี่ และ a  เป็น
จ านวนเต็มที่ ( , ) 1a p =  สัญลักษณ์เลอช็องดร์ 
(Legendre symbol) ( / )a p  นิยามดงันี้ 

 
ทฤษฎีบท 2.1 (Burton, 2007) ให้ p  เป็น

จ านวนเฉพาะซึ่งเป็นจ านวนเต็มคี่ a  และ b  เป็น
จ านวนเตม็ใด ๆ แลว้สญัลกัษณ์เลอชอ็งดรม์สีมบตัิ
ดงันี้ 

(1) ถา้ (mod )a b p  แลว้ ( / ) ( / )a p b p=  
(2) 2

( / ) 1a p =  

(3) 
1

2( / ) (mod )
p

a p a p
−

  
(4) ( / ) ( / )( / )ab p a p b p=  

(5) (1 / ) 1p =  และ 
1

2( 1 / ) ( 1)
p

p
−

− = −  
และผลจากทฤษฎบีท 2.1 จะไดว้่า ( / )

n
a p

( / )
n

a p=  ส าหรบัจ านวนเตม็บวก n  ใด ๆ 
ทฤษฎีบท 2.2 (Rabago, 2013) ผลเฉลยที่

เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นจ านวนลบ ( , )x z  เพยีงผล
เฉลยเดียวของสมการไดโอแฟนไทน์ 2

3 1
x

z+ =  
คอื (1, 2)   
 
3. ผลการศึกษา 

การศกึษาสมการไดโอแฟนไทน์ 
2

3 5 7
x y z

u+  =      (1) 
เมื่ อ  , ,x y z  และ u  เ ป็นจ านวนเต็มที่ไม่ เ ป็น
จ านวนลบ พบว่าเราสามารถหาผลเฉลยของ (1) ได้
ซึ่งผลเฉลยจะมเีพยีงแค่สี่ชุดเท่านัน้ ดงัทฤษฎีบท
ต่อไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.1  สมการไดโอแฟนไทน์ (1) มี
ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นจ านวนลบเพยีง
แค่ 4 ชุด เท่านัน้ คอื ( , , , ) (1, 0, 0, 2)x y z u =  ,  
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(2, 0,1, 4) , (4, 2,1,16)  และ (14, 4,1, 2188)   
พิสูจน์ แบ่งการพิจารณาสมการไดโอแฟน

ไทน์ (1) ออกเป็น 4 กรณี ดงันี้ 
กรณี1  ถ้ า  0y z= =  จาก  (1) จ ะ ได้  

2
3 1

x
u+ =  โดยทฤษฎีบท 2.2 ได้ว่า 1x =  และ 

2u =  ดังนัน้ผลเฉลยของ (1) ส าหรับกรณีนี้ คือ 
( , , , ) (1, 0, 0, 2)x y z u =   

กรณี 2  ถา้ 0y =  และ 0z   จาก (1) จะได ้ 
2

3 7
x z

u+ =       (2) 
จ าก  (2) ได้ ว่ า  2

3 7
x z

u− = −  จึงท า ให้  
2

3 (mod 7)
x

u  โดยอาศัยบทนิยาม 2.2 และ
ทฤษฎีบท 2.1 จะได้ ( 1) (3 / 7) (3 / 7)

x x x
− = =

2
( / 7) 1u= =  ดงันัน้ x  เป็นจ านวนเต็มคู่ สมมติ

ให ้
1

2x x=  เมื่อ 
1

x  เป็นจ านวนเตม็ทีม่ากกว่าหรอื
เท่ากบัศนูย ์เมื่อแทนลงใน (2) จะได ้ 1

2 2
3 7

x z
u+ =  

หรือ 1
22

3 7
x z

u − =  ท าให้ได้ว่า 1 1( 3 )( 3 )
x x

u u− +

7
z

=  เนื่องจาก 7 เป็นจ านวนเฉพาะ จึงได้ว่าจะมี
จ านวนเตม็ทีม่ากกว่าหรอืเท่ากบัศนูย ์ a  และ b  ที่
ท า ใ ห้  13 7

x a
u + =  แ ล ะ  13 7

x b
u − =  โ ด ย ที่  

0a b   แ ล ะ  a b z+ =   ซึ่ ง ท า ใ ห้ ไ ด้ ว่ า 
12 3 7 7 7 (7 1)

x a b b a b−
 = − = −  เราจึงได้ 0b =  

ดงันัน้ 13 1
x

u − = , 13 7
x z

u + =  และไดว้่า 
12 3 7 1

x z
 = −         (3) 

จาก (3) ถา้ 1z =  แลว้จะได ้
1

1x =  และ 
4u =  ดงันัน้ผลเฉลย ( , , , )x y z u  ของ (1) กรณีที ่
1z =  กค็อื  (2, 0,1, 4)  สว่นกรณี 1z   โดยอาศยั

หลกัการอุปนยัเชงิคณติศาสตรเ์ราสามารถพสิจูน์ 
ไดว้่า 1 2

7 1 (7 1)(7 7 7 1)
z z z− −
− = − + + + + =

1

0

(7 1) 7
z

i

i

−

=

−   เน่ืองจาก 7 1(mod 3)
z
  ท าให ้ 1 2

7 7
z z− −
+

7 1 1 1 1 1 (mod 3)z+ + +  + + + +  และ
จาก (3) ยงัไดอ้กีว่า 12 3 7 1 (7 1) (mod 3)

x z
z = −  −  

นัน่คอื 0 (mod 3)z   จงึสมมตใิห ้
1

3z z=  เมื่อ 
1

z  
เป็นจ านวนเตม็บวก ดงันัน้ 1 1

3
2 3 7 1 7 1

x zz
 = − = − =  

1 1
1 1

3 3 2 3

0 0

(7 1) (7 ) 2 3 19 (7 )

z z

i i

i i

− −

= =

− =     ซึ่งท าให้ (1) 

ไม่มีผลเฉลยส าหรบักรณีนี้ สรุปได้ว่าส าหรบักรณี 
0y =  และ 0z   ไดผ้ลเฉลยของ (1) คอื ( , , , )x y z u

(2, 0,1, 4)=  
กรณี 3 ถา้ 0y   และ 0z =  จาก (1) จะได ้

2
3 5

x y
u+ =       (4) 

จาก (4) จะได ้ 2
3 (mod 5)

x
u  โดยอาศยั

บทนิยาม 2.2 และทฤษฎบีท 2.1 จะได ้ ( 1) (3 / 5)
x x

− =  
2

(3 / 5) ( / 5) 1
x

u= = =  สมมติให้ 
2

2x x=  เมื่อ 
2

x  
เป็นจ านวนเต็มที่มากกว่าหรอืเท่ากบัศูนย ์แทนลง
ใน (4) ได ้ 2

2
9 5

x y
u+ =  เนื่องจาก 29 5 2 (mod 4)

x y
+   

แต่ 2
0,1(mod 4)u   จงึท าใหส้มการ (1) ไม่มผีล

เฉลยส าหรบักรณีนี้ 
กรณี 4  ถา้ , 0y z   ในท านองเดยีวกนักบั

กรณี 2 และ 3  จงึสมมติให ้
3

2x x=  เมื่อ 
3

x  เป็น
จ านวนเต็มที่มากกว่าหรอืเท่ากบัศูนย์ จาก (1) จะ
ได้ 3

2 2
3 5 7

x y z
u+  =  ดงันัน้ 3 3( 3 )( 3 ) 5 7

x x y z
u u− + = 

แบ่งการพจิารณาออกไดท้ัง้หมดอกี 4 กรณี ดงันี้ 
กรณี 4.1 ให ้ 33 1

x
u − =  และ 33 5 7

x y z
u + =   

จะได ้ 
32 3 5 7 1

x y z
 =  −      (5) 

จาก (5) พบว่ า  32 3 0 (mod 3)
x

   และ 
5 7 1 2 1(mod 3)

y z y
 −  −  ถ้ า  1(mod 2)y   

แล้วท าให้ 5 7 1 1(mod 3)
y z
 −   ซึ่งท าให้ (5) ไม่

มผีลเฉลย จงึได ้ 0 (mod 2)y   ในท านองเดยีวกนั
เมื่อพจิารณา (5) ภายใต้การมอดุโล 4 และ 8 ท าให้
ไ ด้  1(mod 2)z   แ ล ะ  

3
1(mod 2)x   

ตามล าดบั ดงันัน้ 
3

1(mod 2)x  , 0 (mod 2)y   
และ 1(mod 2)z   ซึง่ท าให ้

3
1, 3, 5, 7 (mod 8)x  , 

0, 2, 4, 6 (mod 8)y   และ 1, 3, 5, 7 (mod 8)z   
จากนัน้พจิารณากรณีย่อยตามกรณีของ 

3
x  พบว่า 

ถา้ 
3

1, 5 (mod 8)x   แลว้เมื่อพจิารณา (5) ภายใต้
การมอดุโล 5 จะท าให้ (5) ไม่มีผลเฉลย ดังนัน้ 
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3
3, 7 (mod 8)x   ต่อมาเนื่องจาก 0, 2, 4, 6 (mod 8)y  , 
1, 3, 5, 7 (mod 8)z   และ 

3
3, 7 (mod 8)x   ท า

ใหไ้ดว้่า 
0, 2, 4, 6,8,10 (mod 12)y  , 
1, 3, 5, 7, 9,11(mod 12)z  และ 

3
3, 7,11(mod12)x   

ถ้า  
3

3,11(mod 12)x   แล้ว เมื่ อพิจารณา (5) 
ภายใตก้ารมอดุโล 7 จะไดว้่า 32 3 3, 5 (mod 7)

x
   

แต่ 5 7 1 6 (mod 7)
y z
 −   ท าให ้(5) ไม่มผีลเฉลย 

ดั ง นั ้น  
3

7 (mod 12)x   ใ น ท า น อ ง เ ดี ย ว กัน
พจิารณา (5) ภายใตก้ารมอดุโล 13, 9 และ 16  โดย
ที่  

3
7 (mod 12)x  ,  0, 2, 4, 6,8,10 (mod 12)y   

แ ล ะ  1, 3, 5, 7, 9,11(mod 12)z   จ ะ ไ ด้ ว่ า 
4 (mod 12)y   แ ล ะ  1(mod 12)z   ต่ อ ไ ป จ ะ

แ ส ด ง ว่ า  1z =  ส ม ม ติ ว่ า  1z   จ า ก 

3
7 (mod 12),x  4 (mod 12)y   แ ล ะ 

1(mod 12)z   ท าใหไ้ด ้

3
1, 7,13,19, 25, 31, 37 (mod 42)x  , 
4,10,16, 22, 28, 34, 40 (mod 42)y  และ 
1, 7,13,19, 25, 31, 37 (mod 42)z    

พจิารณา (5) ภายใตก้ารมอดุโล 43 เมื่อ 
3

x  และ 

y  เป็นตามกรณีย่อยขา้งตน้ พบวา่ 32 3
x

   
6,10, 23, 24, 40 (mod 43)  เมื่ อ  

3
1,13, 25, 31,x 

37 (mod 42)  และ  5 7 1 1, 7, 21, 26, 41(mod 43)
y z
 − 

เมื่อ 16, 22, 28, 34, 40 (mod 42)y  ซึ่งท าให้ (5) 
ไม่มีผลเฉลย จึงเหลือเพียงสองกรณีเท่านั ้นที่
สอดคล้องกบั (5) คอื 

3
7 (mod 42) , 4 (mod 42)x y    

ห รือ  
3

19 (mod 42) , 10 (mod 42)x y   เ มื่ อ
พิจารณา 

3
x  ที่เป็นไปตามสองกรณีข้างต้นจะได้ 

32 3 13, 27 (mod 49)
x

   แต่เน่ืองจาก 1z   ท าให้
ได้ว่ า  7 0 (mod 49)

z
  ซึ่ งท า ให้  5 7 1

y z
 − 

48 (mod 49)  ดังนัน้ (5) ไม่มีผลเฉลย จึงสรุปว่า 
1z =  และเมื่อแทนลงใน (5) จะได ้ 

32 3 1 7 5
x y

 + =                  (6) 

ต่อไปจะแสดงว่า 4y =  โดยสมมตใิห ้ 4y    
จะได้ 7 5 0 (mod 3125)

y
   จึงท าให้ (6) ไม่มผีล

เฉลย ดงันัน้ 4y =  เมื่อแทนลงใน (6) จะได ้
3

7x =  
และจาก (1) จะได้ 2188u =  ดังนัน้ผลเฉลยของ 
(1) ในกรณีนี้ คอื ( , , , ) (14, 4,1, 2188)x y z u =   

กรณี 4.2 ให ้ 33 5
x y

u − =  และ 33 7
x z

u + =  
จะได ้ 

32 3 7 5
x z y

 = −      (7) 
ท านองเดยีวกนักบักรณี 4.1 เมื่อพจิารณา (7) 

ภายใตก้ารมอดุโล 3, 4 และ 8 จะได ้ 0 (mod 2)y  , 
1(mod 2)z   และ  

3
1(mod 2)x   เนื่ อ ง จ าก 

32 3 1, 4 (mod 5)
x

   แ ต่  7 5 2, 3(mod 5)
z y
−   

จงึได้ว่า (7) ไม่มผีลเฉลย ดงันัน้ส าหรบักรณีนี้ (1) 
จงึไม่มผีลเฉลย 

กรณี 4.3 ให ้ 33 7
x z

u − =  และ 33 5
x yu + =  

จะได ้ 
32 3 5 7

x y z
 = −      (8) 

ในท านองเดียวกับกรณี 4.1 และ 4.2 เมื่อ
พจิารณา (8) ภายใต้การมอดุโล 3, 4 และ 8 จะได้ 

0 (mod 2)y  , 1(mod 2)z   และ 
3

0 (mod 2)x   
ถ้า 

3
0x =  แลว้จาก (8) ไดว้่า 2 5 7

y z

= −  ซึง่เกดิขอ้
ขดัแยง้ ต่อไปจะแสดงว่า 

3
2x =  สมมตใิห ้

3
2x   

เนื่ อ ง จ าก  0 (mod 2)y  , 1(mod 2)z   และ 

3
0 (mod 2)x  ท าใหไ้ด ้ 0, 2, 4, 6,8,10,12,14,y   

16 (mod 18) , 1, 3, 5, 7, 9,11,13,15,17 (mod 18)z    
และ 

3
0, 2, 4, 6,8,10,12,14,16 (mod 18)x   ตาม 

ล าดบั 
เมื่อพิจารณา (8) ภายใต้การมอดุโล 76 

พบว่ามีกรณีย่อยที่สอดคล้องกับ (8) ทัง้หมด 12 
กรณีย่อย ดงันี้  

3
0 (mod18), 14 (mod18),x y  1, 7,13(mod18)z  , 

3
2 (mod18), 2 (mod18),x y  1, 7,13(mod18)z  , 

3
4 (mod18), 4 (mod18),x y  1, 7,13(mod18)z  , 

3
4 (mod18), 12 (mod18),x y  3, 9,15 (mod18)z  , 
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3
6 (mod18), 2 (mod18),x y  5,11,17 (mod18)z  ,   

3
8 (mod18), 8 (mod18),x y  5,11,17 (mod18)z  , 

3
10 (mod18), 0 (mod18),x y  1, 7,13(mod18)z  , 

3
10 (mod18), 10 (mod18),x y  5,11,17 (mod18)z  , 

3
12 (mod18), 8 (mod18),x y  3, 9,15 (mod18)z  , 

3
14 (mod18), 14 (mod18),x y  3, 9,15 (mod18)z  , 

3
16 (mod18), 6 (mod18),x y  5,11,17(mod18)z  และ 

3
16 (mod18), 16 (mod18),x y    3, 9,15 (mod18)z   

พิจารณา (8) ภายใต้การมอดุโล 7  เมื่อ 

3
,x y  และ z  เป็นไปตามกรณีข้างต้น พบว่าถ้า 

3
0, 6,12 (mod18)x   และ 4,10,16 (mod18)y   

แล้ว (8) ไม่มีผลเฉลย ส าหรับกรณีที่ เหลือซึ่ง
สอดคล้องกับ (8) ท าให้ได้ 

3
2, 20 (mod 36),x   

2, 20 (mod 36), 1, 7,13,19, 25, 31(mod 36)y z  ; 

3
4, 22 (mod 36), 12, 30 (mod 36),x y 

3, 9,15, 21, 27, 33(mod 36)z  ; 
3

8, 26 (mod 36),x   
8, 26 (mod 36), 5,11,17, 23, 29, 35 (mod 36)y z  ; 

3
10, 28 (mod 36), 0,18 (mod 36),x y 

1, 7,13,19, 25, 31(mod 36)z  ; 
3

14, 32 (mod 36),x   
14, 32 (mod 36), 3, 9,15, 21, 27, 33(mod 36)y z   

และ  
3

16, 34 (mod 36), 6, 24 (mod 36),x y   
5,11,17, 23, 29, 35 (mod 36)z   

ในท านองเดยีวกนัพจิารณา (8) ภายใต้การ
มอดุโล 37  เมื่อ 

3
,x y  และ z  เป็นตาม 6 กรณีนี้ 

พบว่าจะเหลอืเพยีงสองกรณีเท่านัน้ทีส่อดคล้องกบั 
(8) ไดแ้ก่ 

3
2, 20 (mod 36), 2 (mod 36),x y   

1,19 (mod 36)z   แ ล ะ 

3
10, 28 (mod 36),x 

0 (mod 36), 1,19 (mod 36)y z   พิจารณาทัง้ 2 
กรณีย่อย ดงัต่อไปนี้ 

กรณี 4.3.1 ให ้
3

2, 20 (mod 36), 2 (mod 36)x y   
และ 1,19 (mod 36)z   เน่ืองจาก 32 3 0 (mod 27)

x
   

แต่ 5 7 18 (mod 27)
y z
−   จึงท าให้ (8) ไม่มีผล

เฉลย 

กรณี 4.3.2 ให้  
3

10, 28 (mod 36),x y 

0 (mod 36)  แ ล ะ  1,19 (mod 36)z   เ นื่ อ ง จ าก 
32 3 0 (mod 27)

x
   แ ต่  5 7 21(mod 27)

y z
−   

จงึท าให ้(8) ไม่มผีลเฉลย 
ดังนัน้จึงสรุปได้ว่า 

3
2x =  เมื่อแทนลงใน 

(8) จะได ้
18 5 7

y z
= −      (9)  

เนื่องจาก 0 (mod 2)y   และ 1(mod 2)z   
จะได ้ 0, 2, 4, , 58 (mod 60)y   และ 1,3,5,z 

, 59 (mod 60)  ถ้า 0, 4,8,12,16, 20, 24, 28,y 

32, 36, 40, 44, 48, 52, 56 (mod 60)  แล้วจะได้ 
5 7 10(mod16)

y z
−   ซึง่ท าให ้(9) ไม่มผีลเฉลย 

ดังนัน้ 2, 6,10,14,18, 22, 26,30,34,38, 42, 46,y 

50, 54, 58 (mod 60)  ถา้ 3,5,7,9,11,15,17,19,z 

21, 23, 27, 29,31,33,35,39, 41, 43, 45, 47,51,53,

55, 57, 59 (mod 60)  แลว้ 5 7 4, 6,10,14,
y z
− 

20 (mod 26)  ท า ให้  (9) ไม่ มีผ ล เฉลย  ดังนั ้น 
1,13, 25, 37, 49 (mod 60)z   ในท านองเดียวกัน

พจิารณา (9) ภายใต้การมอดุโล 61 จะไดก้รณีย่อย
ทีเ่ป็นไปไดท้ัง้หมดสีก่รณีดงันี้  

2 (mod 60), 1(mod 60)y z  , 
14 (mod 60), 13(mod 60)y z  , 
18 (mod 60), 25 (mod 60)y z   

และ 42 (mod 60), 49 (mod 60)y z   
ส าหรบักรณี 14 (mod 60), 13(mod 60)y z   

และกรณี 18 (mod 60), 25 (mod 60)y z   จะได้
ว่า 5 7 6, 38 (mod 62)

y z
−   ซึ่งท าให้ (9) ไม่มผีล

เฉลย ส่วนถ้า 42 (mod 60), 49 (mod 60)y z   
แล้ว 5 7 6 (mod 66)

y z
−   จึงท าให้ (9) ไม่มีผล

เฉลยเช่นกนั ดงันัน้ 2 (mod 60), 1(mod 60)y z    
ให ้ 60 2y m= +  และ 60 1z n= +  ส าหรบั

บางจ านวนเต็ม m  และ n  ที่มากกว่าหรอืเท่ากบั
ศู น ย์  จ าก  (9) ไ ด้ ว่ า  60 2 60 1

5 7 18
m n+ +

− =  หรือ 
60 60

25 5 7 7 25 7
m n

 −  = −  ท าใหไ้ดว้่า 
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   60 60
25(5 1) 7(7 1)

m n
− = −    (10) 

เน่ืองจาก 60
7 1 0 (mod 125)

n
−   จงึได ้ 

60
7 1 125

n
k− =  ส าหรบับางจ านวนเตม็ k  และยงั

ได้อีกว่า 60
25(5 1) 7(125 ) 875

m
k k− = =   ดังนัน้ 

60
5 1 35

m
k− =  ท าให้ได้ 0m =  เมื่ อแทนลงใน 

(10) จะได ้ 60
7 1

n
=  นัน่คอื 0n =  ซึง่ท าให ้ 2y =  

และ 1z =  จาก (1) จะได้ 16u =  ดงันัน้ผลเฉลย
ของ (1) กค็อื ( , , , ) (4, 2,1,16)x y z u =   

กรณี  4.4  ถ้ า ใ ห้  33 5 7
x y z

u − =   แ ล ะ 
33 1

x
u + =  แล้ว  32 3 1 5 7

x y z
 = −    ซึ่ ง เกิดข้อ

ขดัแยง้ จงึท าให ้(1) ไม่มผีลเฉลยส าหรบักรณีนี้ 
จากกรณี 4.1-4.4 เราสรุปไดว้่าส าหรบักรณี 

4 ถ้า  , 0y z   แล้ว  (1) มีผลเฉลย ( , , , )x y z u  
ทั ้ ง ห ม ด  2 ชุ ด  ไ ด้ แ ก่  (4, 2,1,16)  แ ล ะ 
(14, 4,1, 2188)  

นอกจากนี้เราสามารถน าผลทีไ่ดจ้ากทฤษฎี
บท 3.1 มาพจิารณาผลเฉลยของสมการไดโอแฟน
ไทน์บางสมการไดด้งับทแทรกต่อไปนี้ 

บทแทรก 3.2  ผลเฉลยทีเ่ป็นจ านวนเตม็ไม่
เป็นจ านวนลบ ( , , )x y z  ของสมการไดโอแฟนไทน์ 

2
3 5

x y
z+ =  คอื (1, 0, 2)   

พิสูจน์  แทน  0z =  แ ละ  u z=  ล ง ใน
ทฤษฎีบท 3.1  ซึ่งผลเฉลยทีไ่ด้ยงัคงสอดคลอ้งกบั
ผลการศกึษาในรายการอา้งองิ (Sroysang, 2012) 

บทแทรก 3.3  ผลเฉลยทีเ่ป็นจ านวนเตม็ไม่
เป็นจ านวนลบ ( , , )x y z  ของสมการไดโอแฟนไทน์ 

2
3 7

x y
z+ =  คอื (2,1, 4)   

พิสูจน์ แทน 0y =  และ  u z=  ลงใน
ทฤษฎบีท 3.1 จะไดผ้ลเฉลย ( , , ) (2,1, 4)x y z =   

บทแทรก 3.4  ผลเฉลยทีเ่ป็นจ านวนเตม็ไม่
เป็นจ านวนลบ ( , , )x y z  ของสมการไดโอแฟนไทน์  

2
3 7 5

x y
z+  =  คอื (4, 2,16)  และ (14, 4, 2188)   

พิสูจน์ แทน 1z =  และ u z=  ลงในทฤษฎี
บท 3.1 จะได้ผลเฉลย ( , , ) (4, 2,16)x y z = ,
(14, 4, 2188)  
 

4. สรปุผลการศึกษา 
การศึกษานี้พบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 

2
3 5 7

x y z
u+  =  เมื่อ , ,x y z  และ u  เป็นจ านวน

เต็มที่ไม่เป็นจ านวนลบ มีผลเฉลยทัง้หมด 4 ชุด
เท่านัน้ คอื (1, 0, 0, 2) , (2, 0,1, 4) , (4, 2,1,16)  และ 
(14, 4,1, 2188)  
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