
บทท่ี 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

 
ในบทน้ีไดกลาวถึงทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของกับอุปกรณอิเล็กตรอนเด่ียว โดยหัวขอ 2.1 

ไดแสดงปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบซึ่งเปนปรากฏการณที่สําคัญในการควบคุมการเคลื่อนที่
ของอิเล็กตรอน ในหัวขอ 2.2 และ 2.3 ไดแสดงองคประกอบของกลองอิเล็กตรอนเด่ียวและ
ทรานซีสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียวพรอมทั้งแสดงผลของปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบที่เกิดข้ึน 
หัวขอ 2.4 ไดกลาวถึงปมอิเล็กตรอนเด่ียวซึ่งเปนอุปกรณที่ศึกษาจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในงานวิจัยน้ี 
ดวยวิธีควอนตัมมอนติคารโลดังในหัวขอ 2.5  

       
2.1 ปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบ  
 จากการศึกษาการสงผานอิเล็กตรอนครั้งละหน่ึงตัว ในโครงสรางที่ประกอบดวยรอยตอ
การทะลุผานและเกาะโลหะ พบวา การสงผานอิเล็กตรอนในระดับดังกลาวตองอาศัยปรากฏการณการ
ขัดขวางแบบคูลอมบ [1] ซึ่งเปนปรากฏการณที่การเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนถูกขัดขวางดวยอันตรกิริยาคู
ลอมบ (Coulomb interaction) เน่ืองจากอิเล็กตรอนสวนเกิน (excess electron) ที่อยูบนเกาะโลหะ 
ดังน้ันเงื่อนไขสําคัญคือเกาะโลหะตองสามารถกักอิเล็กตรอนสวนเกินใหอยูเฉพาะที่ กลาวคือ ที่เกาะ
โลหะไดในชวงเวลาหน่ึง หรือกลาวอีกนัยหน่ึงคืออัตราการทะลุผาน    ของอิเล็กตรอนสวนเกินใน

เกาะโลหะตองมีคานอย โดยอัตราการทะลุผานดังกลาวสามารถกําหนดไดจากสมการ 
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เมื่อ n  เปนการเปลี่ยนแปลงจํานวนประจุที่อยูในเกาะโลหะ และ t  คือชวงเวลาของการทะลุผาน
สองเหตุการณที่เกิดข้ึนติดกัน  V  คือแรงดันไฟฟาที่ตกครอมรอยตอการทะลุผานสวน e  แทนขนาด
ประจุของอิเล็กตรอน 19(1.6 10  คูลอมบ )  และ TR  เปนความตานทานของรอยตอการทะลุผาน 

ดังน้ัน ชวงเวลาของการทะลุผานของสองเหตุการณที่เกิดข้ึนติดกันสามารถแสดงไดดังสมการ 
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เมื่อ /C ne V    ซึ่งเปนคาความจุไฟฟารวมของระบบเมื่อมองออกจากเกาะโลหะ นอกจากน้ี ใน

การเพิ่มอิเล็กตรอนหน่ึงตัวเขาไปในเกาะโลหะจําเปนตองใชพลังงานอยางนอยที่สุดเทากับ 
2 / 2 Ce C E   ซึ่งถูกเรียกวาพลังงานการเพิ่มประจุ ดังน้ัน ความไมแนนอนในการวัดคาพลังงานของ

อิเล็กตรอนในเกาะโลหะที่นอยที่สุดที่เปนไปได คือ 2 / 2E e C   จากหลักความไมแนนอนของไฮ

เซนเบรก (Heisenberg’s uncertainty principle) ที่กลาว วาผลคูณของความคลาดเคลื่อนในการวัด
พลังงานและเวลาของอนุภาค มีคาเปนไปตามสมการ 
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ในกรณีน้ีเมื่อแทนคา E  และ t  ลงสมการที่ (2.3) พบวา 
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โดยที่ QR  เรียกวา ความตานควอนตัม (quantum resistance) ดังน้ัน เงื่อนไขที่เกาะโลหะจะสามารถ

กักอิเล็กตรอนใหอยูภายในเกาะโลหะ คาความตานทานของรอยตอการทะลุผานตองเปนไปตามสมการ 

T QR R     (2.5) 

 
นอกจากน้ี เงื่อนไขที่สําคัญอีกขอหน่ึงในการเกิดปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบคือ

อุณหภูมิ เน่ืองจากอุณหภูมิของระบบจะแสดงถึงคาพลังงานจลนเฉลี่ยของอิเล็กตรอน ซึ่งถาพลังงาน
จลนของอิเล็กตรอนมีคามากกวาพลังงานการเพิ่มประจุ จะทําใหอิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่ผานระบบ
ไปไดอยางตอเน่ือง ดังน้ัน ในกรณีที่ตองการควบคุมใหอิเล็กตรอนเคลื่อนที่ผานระบบครั้งละหน่ึงตัว 
พลังงานจลนของอิเล็กตรอนตองมีคานอยกวาพลังงานการเพิ่มประจุ เงื่อนไขดังกลาวสามารถแสดงไดดัง
สมการ 

B Ck T E                                                  (2.6) 

 
เมื่อ Bk  เปนคาคงที่โบสมันต (Boltzman’s constant) และ T  คืออุณหภูมิของระบบในหนวยเคลวิน 

ดังน้ัน เมื่อระบบที่ประกอบดวยรอยตอการทะลุผานและเกาะโลหะถูกกําหนดใหมีคุณสมบัติเปนไปตาม
สมการ (2.5) และ สมการ (2.6) ระบบดังกลาว จะสามารถแสดงการเกิดข้ึนของปรากฏการณการ
ขัดขวางแบบคูลอมบและสามารถควบคุมใหอิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่ผานระบบไดทีละหน่ึงตัว ใน
หัวขอตอไปจะไดกลาวถึงอุปกรณอิเล็กตรอนเด่ียว ผลการทดลองที่เกี่ยวของและทฤษฎีที่ใชอธิบาย
ปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบที่เกิดข้ึนในอุปกรณอิเล็กตรอนเด่ียว  
 
2.2 กลองอิเล็กตรอนเด่ียว 

กลองอิเล็กตรอนเด่ียวเปนอุปกรณอิเล็กตรอนที่ประกอบดวยเกาะโลหะหน่ึงเกาะและมรีอยตอ
ของการทะลุผานหน่ึงรอยตอค่ันอยูระหวางเกาะโลหะและข้ัวไฟฟา (electrode) ดังภาพประกอบ 2.1 
นอกจากน้ันยังมีตัวเก็บประจุ gC  ค่ันอยูระหวางเกาะโลหะและข้ัวเกต (Gate electrode) ซึ่งเมื่อเพิ่ม

แรงดันไฟฟาที่ข้ัวเกตจะทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงของประจุเหน่ียวนําที่บริเวณรอยตอและรอยตอของ
การทะลุผานโดยมีขนาดเทากันแตมีประจุตรงขามกัน 
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 ภาพประกอบ 2.1 (a) แบบจําลองของกลองอิเล็กตรอนเด่ียว ซึ่งประกอบดวยรอยตอของการทะลุผาน
และเกาะโลหะ (b) วงจรสมมูลของกลองอิเล็กตรอนเด่ียว ภายในเสนประแสดงบริเวณของเกาะโลหะ 
จากภาพประกอบ 2.1 (b) จํานวนอิเล็กตรอนสวนเกิน (excess electron) ในกลองอิเล็กตรอนเด่ียว
เปนผลรวมของประจุเหน่ียวนําที่รอยตอการทะลุผาน tQ  กับ ประจุที่ถูกเหน่ียวนําที่ข้ัวเกต gQ  แสดง

ไดดังสมการ 
( ) t gn e Q Q        (2.7) 

เมื่อ n  หมายถึงจํานวนอิเล็กตรอนสวนเกินในกลองอิเล็กตรอนเด่ียวซึ่งเกิดจากอิเล็กตรอนที่ทะลุผาน
รอยตอของการทะลุผานเขามายังเกาะโลหะ ในการอธิบายปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบที่ไมได
พิจาณาผลของปรากฏการณการทะลุผานสามารถอธิบายไดจากจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะ ซึ่ง
คํานวณไดตามสมการ [3] ในกรณี 
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เมื่อ  E n  หมายถึงพลังงานรวมของระบบซึ่งเปนฟงกชันของจํานวนอิเล็กตรอนในระบบ และ 

1/ Bk T   ใ น ก ร ณี ที่ พิ จ า ร ณ า เ ฉ พ า ะ ค า พ ลั ง ง า น ไ ฟ ฟ า ส ถิ ต ข อ ง ร ะ บ บ ก ล า ว คื อ 

   22 / 2gE n e n n C   เมื่อ t gC C C    เปนความจุไฟฟารวมของระบบที่มองออกจากเกาะ

โลหะ และ /g g gn C V e  เปนจํานวนประจุที่ถูกเหน่ียวนําจากข้ัวเกต ดังน้ันจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยจะ

มีคาเพิ่มข้ึนเมื่อคา gn  มีคาเพิ่มข้ึน ดังแสดงในภาพประกอบ 2.2 

 

tQ gQ
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ภาพประกอบ 2.2 ผลการคํานวณจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในกลองอิเล็กตรอนเด่ียวจากสมการ (2.8) ที่
อุณหภูมิ 1 2 3T T T   [3]  

 
ภาพประกอบ 2.2 แสดงจํานวนประจุเฉลี่ยในเกาะโลหะที่เพิ่มหรือลดลงเมื่อคา gn  มีการเปลี่ยนแปลง 

โดยมีคาบวกเมื่อแรงดันไฟฟาที่ข้ัวเกตมีคาเปนบวกและมีคาเปนลบเมื่อแรงดันไฟฟาที่ข้ัวเกตมีคาเปนลบ 
ในกรณีที่อุณหภูมิสูง  กลาวคือ พลังงานจลนของอิเล็กตรอนที่เกิดจากความรอนมีคามากกวาพลังงาน
การเพิ่มประจุ ในกรณีน้ีระบบจะไมสามารถกักอิเล็กตรอนใหอยูในเกาะโลหะได อิเล็กตรอนจะเคลื่อนที่
ผานระบบไดอยางตอเน่ือง แตในกรณีที ่ B Ck T E  ซึ่งเปนกรณีที่เกิดปรากฏการณการขัดขวางแบบคู

ลอมบ อิเล็กตรอนจะไมสามารถทะลุผานเขามายังเกาะโลหะ จนกวาจะไดรับพลังงานจากภายนอก ดัง
แสดงดวยกราฟเสนทึบ    และเสนประ      ดังน้ัน ถาตองการเพิ่มอิเล็กตรอนหน่ึงตัวเขาไปใน

เกาะโลหะจําเปนตองใหพลังงานอยางนอยเทากับพลังงานการเพิ่มประจุ เชน 0.5gn   ในทํานอง

เดียวกัน ถาตองการเพิ่มอิเล็กตรอนอีกหน่ึงตัวเขาไปในระบบ ก็ตองใหพลังงานเทากับพลังงานการเพิ่ม
ประจุอีกครั้งหน่ึง ทําใหกราฟมีลักษณะเปนแบบข้ันบันไดดังภาพประกอบ 2.2 ดังน้ันเมื่อระบบอยูใน
อุณหภูมิตํ่า จํานวนอิเล็กตรอนสามารถควบคุมใหเพิ่มข้ึน (หรือลดลง) ไดทีละหน่ึงไดโดยการ
เปลี่ยนแปลงคาความศักยที่ข้ัวเกต  

นอกจากน้ี ประจุที่รอยตอการทะลุผานเฉลี่ย tQ   ในกลองอิเล็กตรอนเด่ียวสามารถเขียน

ในพจนของจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยไดดังสมการ [3] 

 t
t g g

CQ n e C V
C

           (2.9) 

โดยผลการคํานวณและผลการทดลองดังกลาว ไดถูกเปรียบเทียบในภาพประกอบ 2.3  
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ภาพประกอบ 2.3 จํานวนประจทุี่รอยตอการทะลุผาน โดยเสนทึบแสดงผลการทดลองที่อุณหภูมิคา
ตางๆ และเสนประแสดงคาที่คํานวณจากสมการ (2.8) และสมการ (2.9) [3] 
 
จากภาพประกอบ 2.3 เสนประแสดงผลการคํานวณจากทฤษฎีแบบฉบับในสมการ (2.8) และ (2.9) โดย
เมื่อเปรียบเทียบกับผลการทดลอง พบวาที่บริเวณอุณหภูมิสูง เชน 312mK  ผลการคํานวณมีคา
สอดคลองกับผลการทดลอง แตที่อุณหภูมิตํ่า เชน 20mK  ผลการคํานวณที่เกดิข้ึนมีคาแตกตางจากผล

การทดลองอยางชัดเจ ดังน้ัน จึงกลาวไดวาสมการดังกลาวไมสามารถอธิบายผลการทดลองที่เกิดข้ึนใน
กรณีของอุณหภูมิตํ่าได จากที่กลาวมาขางตนไดแสดงใหเห็นวาจากการเปลี่ยนแปลงความตางศักยที่ข้ัว
เกตสามารถควบคุมใหอิเล็กตรอนเพิ่มข้ึนทีละหน่ึงตัว แตอยางไรก็ตาม เน่ืองจากในระบบน้ี มีรอยตอ
การทะลุผานเพียงหน่ึงรอยตอ อิเล็กตรอนจึงไมสามารถเคลื่อนผานระบบออกไปได ทําใหอุปกรณน้ีมี
ขอจํากัดในการประยุกตใชงาน หัวขอตอไปจะกลาวถึงอุปกรณอิเล็กตรอนเด่ียวที่สามารถควบคุมให
อิเล็กตรอนเคลื่อนที่ผานระบบไปไดทีละหน่ึงตัว 
 
2.3 ทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียว 

ทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียวเปนอุปกรณอิเล็กตรอนเด่ียวที่มีความซับซอนมากกวากลอง
อิเล็กตรอนเด่ียว กลาวคือ อุปกรณดังกลาวประกอบดวยรอยตอการทะลุผานสองรอยตอ โดยมีรอยตอ
การทะลุผานค่ันอยูระหวางข้ัวซอรส (source) กับเกาะโลหะ และรอยตอการทะลุผานค่ันอยูระหวาง
เกาะโลหะกับข้ัวเดรน (drain) ดังแสดงในภาพประกอบ 2.4 เมื่อระบบประกอบดวยสองรอยตอการทะลุ
ผาน ทําใหอิเล็กตรอนสามารถทะลุผานระบบไปยังข้ัวไฟฟาอีกดานหน่ึงได นอกจากน้ี รอยตอที่อยู



9 

 

 

ระหวางเกาะโลหะกับข้ัวเกตเปนรอยตอที่ถูกสรางใหมีขนาดใหญมากพอ จนกระทั้งอิเล็กตรอนไม
สามารถเคลื่อนที่ทะลุผานไปยังข้ัวเกตได  

 
 

ภาพประกอบ 2.4 แบบจําลองของทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียว ซึ่งประกอบดวยสองรอยตอการ
ทะลุผาน โดยมีข้ัวเกตทําหนาทีค่วบคุมจํานวนอิเล็กตรอนในเกาะโลหะ 
 
 
2.3.1 การกวัดแกวงของคาความนําไฟฟาของทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียว 

ในป ค.ศ. 2002 วอลลิสเซอรและคณะ [10] ไดรายงานผลการเปรียบเทียบคาความนําไฟฟา
ของทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียวที่ไดจากผลการทดลองและผลการคํานวณดวยวิธีควอนตัมมอนติ
คารโล ดังแสดงในภาพประกอบ 2.5 
 

dV

gV

sV
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ภาพประกอบ 2.5 ความนําไฟฟาของทรานซิสเตอรอิเล็กตรอนเด่ียว โดย   เปนขอมูลที่ไดจากการ

ทดลอง และ    เปนขอมูลที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีการควอนตัมมอนติคารโล [10] 

 
จากภาพประกอบ 2.5 พบวา ในกรณีที่อุณหภูมิสูง กลาวคือ 1CE   คาความนําไฟฟาของระบบมี

คาคงที่ไมข้ึนอยูกับคาพารามิเตอรที่แสดงความตางศักยไฟฟาที่ข้ัวเกต /g g gn C V e  ซึ่งเปนผล

เน่ืองจาก อิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่ผานระบบไดอยางตอเน่ือง เพราะในกรณีน้ีไมเกิดปรากฏการณ
การขัดขวางแบบคูลอมบ แตในกรณีอุณหภูมิตํ่า กลาวคือ 1CE   ระบบไดแสดงการเกิดข้ึนของ

ปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบ กลาวคือ ความนําไฟฟามีคาข้ึนอยูกับแรงดันไฟฟาที่ข้ัวเกต 
เน่ืองจากในกรณีน้ี พลังงานจลนของอิเล็กตรอนมีคานอยกวาพลังงานการเพิ่มประจุ ดังน้ัน ถาตองการ
ใหอิเล็กตรอนเคลื่อนที่เขาไปที่เกาะโลหะจําเปนตองใหพลังงานกับอิเล็กตรอน หรือลดระดับศักยเคมี 
(chemical potential) ของเกาะโลหะใหมีคาลดตํ่าลง นอกจากน้ี เมื่อนําผลการคํานวณคาความนํา
ไฟฟาดวยวิธีควอนตัมมอนติคารโลไปเปรียบเทียบกับผลการทดลอง พบวา ผลการคํานวณของวิธี
ควอนตัมมอนติคารโลมีคาใกลเคียงกับผลการทดลองตลอดทุกชวงอุณหภูมิ ซึ่งผลการทดลองในชวงน้ี
การเกิดปรากฏการณขัดขวางแบบคูลอมบไมสามารถอธิบายไดดวยวิธีการการประมาณแบบกึ่งฉบับ 
(semiclassical approximation) และทฤษฎีการรบกวน (perturbation theory) [10] 

 
อยางไรก็ตาม ในการคํานวณดวยวิธีควอนตัมมอนติคารโล [10] คาความนําไฟฟาดังกลาวไม

สามารถคํานวณไดโดยตรง กลาวคือ ใชวิธีควอนตัมมอนติคารโลคํานวณในคอรริเลชันฟงกชัน 
(correlation function) เพื่อนําไปคํานวณสเปคตรัลฟงก (spectral function) [10] ซึ่งปริมาณทั้งสอง
น้ีไมสามารถตีความทางฟสิกสไดอยางโดยตรง จากน้ัน จึงนําสเปคตรัลฟงกชันไปคํานวณคาความนํา
ไฟฟาดวยวิธีการแกปญหาแบบผกผัน (inverse problem) [10] ทําใหการคํานวณคาความนําไฟฟามี
ความซับซอน แตอยางไรก็ตาม ในงานวิจัยของ ทองสุข [13] ไดใชวิธีควอนตัมมอนติคารโลในการ
คํานวณจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะเพื่ออธิบายปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบที่เกิดข้ึน
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ในทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียว ซึ่งปริมาณดังกลาวสามารถตีความหมายทางฟสิกสไดโดยตรง ดัง
รายละเอียดจะไดแสดงไวในหัวขอตอไป  
 
2.3.2 จํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของทรานซีสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียว 
 จากจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะที่นิยามตามสมการ (2.8) แตในกรณีที่พิจารณา
ปรากฏการณการทะลุผานของอิเล็กตรอนและคํานวณดวยวิธีควอนตัมมอนติคารโลสมการ (2.8) 
สามารถคําณวนวาจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะในรูปของฟงกชันนัลอินทิกรัล (Functional 
integral) ไดดังสมการ [17]  

1 ln
2g

C g

Zn n
E n


 


    (2.10) 

เมื่อ 

 

 

 0 2

0

k
S

k
Z D e

 











         (2.11) 

โดย Z  เปนฟงกชันแบงสวน (partition function) ของทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียวและ
สัญลักษณ 

 

 

 

 0 2 0 2

1
0 0

...
k k

PD d d
   

 

  
 

       (2.12) 

แอ็กชันของทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียวเปนไปตามสมการ  
      C TS S S         (2.13) 

โดย  CS   เปนคูลอมบแอ็กชัน (Coulomb action) ซึ่งในที่น้ีไดแสดงในหนวยของคา CE เปนดัง

สมการ 

   
2

0 4

CE

C gS d in
 

   
 
  
  
 





     (2.14) 

และ  TS   เปนแอก็ชันของการทะลุผาน (tunneling action) เปนดังสมการ 

 
 

        ' ' '

0 0

cos
C CE E

TS g d d
 

               (2.15) 

 
เมื่อ 22 /clg G e  โดย clG หมายถึงความนําไฟฟารวมของระบบที่อุณหภูมิสูง และ เคอรเนลการ

ทะลุผาน (tunneling kernel) นิยามตามสมการ  

 
   

'

2 2 '

1

4 sinC
C

E
E

  
  


 
 

 
 

   (2.16) 
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จากสมการ (2.11) ที่แสดงขอบเขตของการคํานวณคาปริพันธเปนมีคาข้ึนอยูกับคา k  ที่เรียกวาเลขไวน
ดิงน (winding number) เพื่อความสะดวกในการคํานวณดวยวิธีการควอนตัมมอนติคารโลใหเปลี่ยนตัว
แปรในสมการ (2.11) ใหเปนดังตอไปน้ี 

    k                     เมื่อ            2
k

C

k
E



                         (2.17) 

 
โดยที่เงื่อนไขขอบเขต    0 0CE     ดังน้ันสมการ (2.10) สามารถเขียนใหมไดเปน 

 

g
C

i k
n n

E



                                                   (2.18) 

เมื่อคาเฉลี่ยของ k  นิยามตามสมการ 
 

 

   
0

1 CE S

k
k D k e

Z
  









                                      (2.19) 

 
เมื่อใชพารามิเตอรจากการทดลองของวอลลิสเซอรและคณะ [10] สามารถนําไปคํานวณจํานวน
อิเล็กตรอนเฉลี่ยในสมการที่ (2.18) โดยผลการคํานวณไดแสดงในภาพประกอบ 2.6  
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ภาพประกอบ 2.6 จํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียวโดยกราฟสีดําเปนคาที่
คํานวณไดจากสมการ (2.10) และกราฟสีแดงเปนผลการคํานวณจากสมการ (2.18) ดวยวิธีการควอนตัม
มอนติคารโลตาม [13]  
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จากภาพประกอบ 2.6 ในกรณีที่ 0.1CE   และ 1CE   ผลการคํานวณที่ไดมีลักษณะ

เปนเสนตรง แสดงวาจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียวมีคาแปรผันตรงกับ
คา gn  ซึ่งในกรณีอุณหภูมิสูง อิเล็กตรอนมีพลังงานจลนมากกวาพลังงานการเพิ่มประจุทําใหอิเล็กตรอน

สามารถทะลุผานไปยังเกาะโลหะไดโดยตรง ซึ่งในสภาวะน้ีไมเกิดปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบ 
แตในกรณีที่ {5, 10, 15CE   และ 20} เปนกรณีที่พลังงานจลนของอิเล็กตรอนมีคานอยกวา

พลังงานการเพิ่มประจุ กลาวคือ B Ck T E สอดคลองกับเงื่อนไขการเกิดปรากฏการณการขัดขวาง

แบบคูลอมบ ดังน้ันเมื่อคา 0.5gn   อิเล็กตรอนจะสามารถทะลุผานเขาไปยังเกาะโลหะ โดยจุดสีดําคือ

ผลจากการคํานวณดวยทฤษฎีแบบฉบับ ลักษณะของกราฟมีการเปลี่ยนแปลงแบบทันทีที่ คา 0.5gn   

เน่ืองจากทฤษฎีดังกลาวไมไดพิจารณาผลของปรากฏการณการทะลุผาน แตในการคํานวณโดยวิธี
ควอนตัมมอนติคารโลเสนกราฟมีลักษณะคลายกัน แตจํานวนอิเล็กครอนเฉลี่ยจะมีการเปลี่ยนแปลงของ
กอนที่ gn  จะมากกวา 0.5  เน่ืองจากผลของการเกิดปรากฏการณการทะลุผานของอิเล็กตรอน จากการ

พิจารณาการเปลี่ยนแปลงจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในภาพประกอบ 2.6 สามารถอธิบายปรากฏการณ
การขัดขวางแบบคูลอมบไดและสอดคลองกับงานวิจัยของวอลลิสเซอรและคณะ ที่ศึกษาการเกิด
ปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบจากคาความนําไฟฟาของทรานซิสเตอรแบบอิเล็กตรอนเด่ียว 
ดังน้ัน ในงานวิจัยน้ีจึงมีวัตถุประสงคที่จะประยุกตใชวิธีการดังกลาวไปศึกษาปรากฏการณการขัดขวาง
แบบคูลอมบในปมอิเล็กตรอนเด่ียว ซึ่งเปนอุปกรณที่มีความซับซอนมากกวาทรานซิสเตอรแบบ
อิเล็กตรอนเด่ียว ดังจะกลาวถึงรายละเอียดในหัวขอตอไป 

    
2.4 ปมอิเล็กตรอนเด่ียวชนิดโลหะ  
 ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงปมอิเล็กตรอนเด่ียวซึ่งประกอบดวยเกาะโลหะสองเกาะและมีรอยตอการ
ทะลุผานภายใน (inner tunneling contact) ค่ันอยูตรงกลางระหวางเกาะโลหะทั้งสอง ดังแสดงใน
ภาพประกอบ 2.7 นอกจากน้ีระบบมีข้ัวเกต 2 ข้ัว ทําหนาควบคุมใหอิเล็กตรอนเคลื่อนที่ผานเกาะโลหะ
แตละเกาะโลหะ  

 
 
ภาพประกอบ 2.7  โครงสรางของปมอิเล็กตรอนเด่ียว ที่ถูกสรางจากจากกระบวนการอิเล็กตรอนบีมลิ-
โทกราฟฟและกระบวนการชาโดอีวาพอเรชัน [11] 
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โดยทั่วไปปมอิเล็กตรอนเด่ียวประกอบดวยรอยตอการทะลุผาน 3 รอยตอ แตในโครงสรางน้ี
ไดออกแบบใหประกอบดวยรอยตอการทะลุผาน 5 รอยตอ เพื่อใหสามารถวัดคาความจุไฟฟาและคา
ความนําไฟฟาของแตละรอยตอได แตในการศึกษาปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบ ข้ัวซอรสห
มายเลข 1 กับ 2 และข้ัวเดรนหมายเลข 1 กับ 2 จะถูกรวมเขาดวยกัน ดังน้ันระบบดังกลาวสามารถ
เขียนวงจรสมมูลไดดังภาพประกอบ 2.8    

 
ภาพประกอบ 2.8 วงจรสมมูลของปมอิเล็กตรอนเด่ียว [11] โดยข้ัวซอรสหมายเลข 1 กับ หมายเลข2 
และข้ัวเดรนหมายเลข 1 กับ หมายเลข 2 ไดถูกรวมเขาดวยกันเพื่อใชในการศึกษาปรากฏการณการ
ขัดขวางแบบคูลอมบ พารามิเตอรตางๆ ในภาพประกอบ 2.8 ไดแสดงไวในตารางที่ 2.1   
 
ตาราง 2.1 คาพารามิเตอรในวงจรสมมูลของปมอิเล็กตรอนเด่ียว jg  เปนคาความนําไฟฟาที่แตละ

รอยตอการทะลุผาน  , ,j L M R  โดยนิยามจาก /j j Kg G G  และ 2 /KG e h  และ 0G  เปน

คาความนําไฟฟาที่อุณหภูมิสูงของปมอิเล็กตรอนเด่ียว [11] 
 

Parameters  LC  MC  RC  1LC  1RC  2LC  2RC  Lg  Mg  Rg  0G  

หมายเลข 1 181 173  236  50.5  18.0  21.5  58.6  0.52  1.32  0.83  10.0  
หมายเลข 2 244 43 242 50.9 18.6 18.5 53.6 0.73 0.026 0.57 0.95 

Units  (aF)  (aF)  (aF)  (aF)  (aF)  (aF)  (aF)  - - - ( S)  

 
2.4.1 พลังงานศักยไฟฟาสถิตของปมอิเล็กตรอนเด่ียว  
 พลังงานไฟฟาสถิตของปมอิเล็กตรอนเด่ียวสามารถแสดงดังสมการ [12] 
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เมื่อ  ,Ri L  คา CLE  และ CRE  เปนพลังงานศักยไฟฟาสถิตของเกาะโลหะทางซายและทางขวา

ตามลําดับ CME  เปนพลังงานที่เช่ือมโยงระหวางเกาะโลหะทั้งสอง สวนคา Ln และ Rn  เปนจํานวน

ประจุที่อยูบนเกาะโลหะทางซายและทางขวาตามลําดับ เมื่อ 0Ln และ 0Rn  เปนจํานวนประจุที่ถูก

เหน่ียวนําจากสนามไฟฟาที่ข้ัวเกตทางซายและทางขวาตามลําดับ  
 
2.4.2 แผนภาพเสถียร  

แผนภาพเสถียรของปมอิเล็กตรอนเด่ียวถูกสรางข้ึนเพื่ออธิบายสถานะของประจุที่อยูในแตละ
เกาะโลหะและเงื่อนไขเบื้องตนของการสงผานประจุ โดยแผนภาพดังกลาวสามารถสรางไดจากการ
พิจารณาการสงผานของอิเล็กตรอนในปมอิเล็กตรอนเด่ียวซึ่ง สามารถเกิดข้ึนได 6 กรณี แสดงดัง
ภาพประกอบ 2.9 

 
ภาพประกอบ 2.9 ลักษณะการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนทั้ง 6 กรณี กลาวคือ กรณีที่ 1 อิเล็กตรอนหน่ึง

ตัวเคลื่อนที่จากข้ัวซอรสไปยังเกาะโลหะหน่ึง กรณีที2่ อิเล็กตรอนหน่ึงเคลื่อนที่จากเกาะโลหะหน่ึงไปยัง

ข้ัวซอรส กรณีที่ 3  อิเล็กตรอนหน่ึงตัวเคลื่อนที่จากข้ัวเดรนไปยังเกาะโลหะสอง กรณีที่ 4 อิเล็กตรอน
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หน่ึงตัวเคลื่อนที่จากเกาะโลหะสองไปยังข้ัวเดรน กรณีที่ 5 อิเล็กตรอนเคลื่อนหน่ึงตัวที่จากเกาะโลหะ

หน่ึงไปยังเกาะโลหะสอง กรณีที่ 6 อิเล็กตรอนหน่ึงตัวเคลื่อนที่จากเกาะโลหะสองไปยังเกาะโลหะหน่ึง 

 รายละเอียดในการคํานวณแผนภาพเสถียรของปมอิเล็กตรอนเด่ียวไดถูกแสดงไวในงานวิจัยของ 

ฟูจิวาวาและคณะ (Fujisawa et al) [14] และรังสีและคณะ [15] ในงานวิจัยน้ีไดแสดงตัวอยางของ

แผนภาพเสถียรของปมอิเล็กตรอนเด่ียวของหมายเลข 1 ดังภาพประกอบ 2.10  

 

 
ภาพประกอบ 2.10 แผนภาพเสถียรของปมอิเลก็ตรอนเด่ียวหมายเลข 1 ซึ่งถูกคํานวณโดยรังสีและคณะ 
[15] 
 

จากภาพประกอบ 2.10 แผนภาพเสถียรมีลักษณะรูปหกเหลี่ยมคลายกับหน่ึงหนวยของรังผึ้ง 
(honeycomb unit) และคูอันดับที่อยูขางในแสดงตัวเลขที่บอกจํานวนเทาของประจุ e  ในแตละเกาะ

โลหะ เมื่อพิจารณาที่สถานะเริ่มตน กลาวคือที่ตําแหนง 0 0 0L Rn n   อิเล็กตรอนไมสามารถเคลื่อนที่

จากข้ัวซอรสไปในเกาะโลหะทางซาย หรือเคลื่อนที่จากข้ัวเดรนเขาไปในเกาะโลหะทางขวา หรือการ
เคลื่อนยายอิเล็กตรอนระหวางเกาะโลหะ ดังน้ันบริเวณน้ีจึงไมมีอิเล็กตรอนเพิ่มข้ึน (หรือลดลง) ซึ่งแสดง
สถานะในเชลลหกเหลี่ยมไดเปน (0,0)  แตในกรณีที่มีอิเล็กตรอนในเกาะโลหะฝงซายหน่ึงตัวสามารถ

แสดงสถานะในเชลลหกเหลี่ยมเปน (1,0)  เมื่อพิจารณาจุดทริปเปลพอยท (วงกลมสีแดงและวงกลมสีนํ้า
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เงิน) ซึ่งเปนเงื่อนไขที่เกิดการสงผานอิเล็กตรอน ในกรณีที่ไมพิจารณาผลของการทะลุผาน เมื่อปรับ
แรงดันไฟฟาที่ข้ัวเกตทั้งสองใหมีคาเทากับจุดทริปเปลพอยท สงผลใหอิเล็กตรอนหน่ึงตัวสามารถสงผาน
จากข้ัวซอรสไปยังข้ัวเดรน ดังน้ันจุดทริปเปลพอยทจึงเปนเงื่อนไขที่ทําใหเกิดคาความนําไฟฟาสูงสุด 

max( )G  จากภาพประกอบ 2.10 จุดทริปเปลพอยทในวงกลมสีแดงและสีนํ้าเงินอยูที่ ตําแหนง 

0 0( , ) (0.376,0.347)L Rn n   และ 0 0( , ) (0.623,0.625)L Rn n   ซึ่งเมื่อนําคาดังกลาวไปเปรียบเทียบ

กับผลการวัดคาความนําไฟฟาที่ข้ึนกับแรงดันไฟฟารวมที่ข้ัวเกตรวม กลาวคือ 0 0x L Rn n n   ดัง

ภาพประกอบ 2.11 พบวา คาความนําไฟฟาสูงสุดปรากฏข้ึนที่ 0.7xn   และ 1.3xn   มีคาใกลเคียง

กับจุดทริปเปลพอยทที่อยูในแผนภาพเสถียร แตอยางไรก็ตาม ในการสรางแผนภาพเสถียรไมไดพิจารณา
ผลของการทะลุผานและอุณหภูมิรวมดวย  ดังน้ัน แผนภาพเสถียรของปมอิเล็กตรอนเด่ียวจึงไมสามารถ
ระบุตําแหนงของคาความนําไฟฟาสูงสุดไดแมนยําทุกคาของอุณหภูมิ   
 

 
ภาพประกอบ 2.11 ผลการทดลองวัดคาความนําไฟฟาของปมอิเลก็ตรอนเด่ียวของตัวอยางหมายเลข 1 
[12] 

จากภาพประกอบ 2.11 ในกรณีอุณหภูมิสูง / 0.44B Ck T E   เชน เสนกราฟสีมวง คาความ

นําไฟฟในชวงดังกลาวมีคาเปลี่ยนแปลงนอย เมื่อพารามิเตอรแรงดันไฟฟาของข้ัวเกตทั้งสอง xn  มีคา

เปลี่ยนแปลงซึ่งเปนผลเน่ืองจากอิเล็กตรอนมีพลังงานจลนที่เกิดจากความรอนใกลเคียงกับคาพลังงาน
การเพิ่มประจุ และเมื่อศักยไฟฟาภายในควอนตัมดอททั้งสองเปลี่ยนแปลงไปจึงเกิดการถายโอนประจุได
อยางตอเน่ือง แตในกรณีของอุณหภูมิตํ่า เชน เสนสีเขียว พลังงานจลนที่เกิดจากความรอนเมื่อเทียบ
พลังงานการเพิ่มประจุ / 0.04B Ck T E   ซึ่งมีคานอยมาก ดังน้ันเมื่อแรงดันไฟฟาที่ข้ัวเกตเปลี่ยนแปลง

ไป คาความนําไฟฟาของระบบจึงข้ึนอยูกับคา xn  นอกจากน้ีในภาพประกอบ 2.11 คาความนําไฟฟา

สูงสุดเกิดข้ึนบริเวณที่พารามิเตอร xn  มีคาประมาณ 0.7 และ 1.3 เน่ืองจากที่ตําแหนงดังกลาวเปน

สภาวะที่อุปกรณไดรับแรงดันไฟฟาจากข้ัวเกตทั้งสองอยางเหมาะสม กลาวคือ เทากับพลังงานการเพิ่ม
ประจุของระบบ ทําใหอิเล็กตรอนสามารถเคลื่อนที่จากข้ัวซอรสไปยังข้ัวเดรนได แตชวงที่แรงดันไฟฟาที่
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ข้ัวเกตมีคานอยกวาคาดังกลาว อิเล็กตรอนจะมีพลังงานไมเพียงพอที่จะเคลื่อนที่จากข้ัวซอรสไปยังข้ัว
เดรน ทําใหคาความนําไฟฟามีคานอยกวาคาความนําไฟฟาสูงสุด ซึ่งผลการทดลองที่เกิดข้ึนดังกลาว 
สะทอนผลของปรากฏการณการขัดขวางแบบคูลอมบภายในปมอิเล็กตรอนเด่ียว   
 
2.4.3 จํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในปมอิเล็กตรอนเด่ียว 

จากฮามิลโตเนียน (Hamitoltonian) ของระบบปมอิเล็กตรอนเด่ียวเปนไปตามสมการ [12] 
 

 ˆ ˆ ˆ ˆ
B C TH H H H      (2.26) 

 
โดย ˆ

BH  เปนพจนที่บรรยายอิเล็กตรอนที่อยูในข้ัวไฟฟาและเกาะโลหะเปนไปตามสมการ 

 
† †

, , , ,

ˆ
B Jk Jk Jk Ik Ik Ik

J S D k I L R k
H c c d d     

 
 

 
             (2.27) 

 
เมื่อ JkE   เปนพลังงานของอิเล็กตรอนที่มีเลขคลื่น k  ในชองการทะลุผาน   ของข้ัวไฟฟา 

 ,J S D  โดยมี Jkc   และ †
Jkc   เปนตัวดําเนินการลบลาง (annihilation operator) และตัว

ดําเนินการสราง (creation operator) อิเล็กตรอนในข้ัวโลหะ สวนอิเล็กตรอนในเกาะโลหะมีพลังงาน 

Ik  โดยมี k  เปนเลขคลื่นในชองการทะลุผาน   เกาะโลหะ I  ซึ่ง  { , }I L R  โดยมี Ikd   และ 
†
Ikd   เปนตัวดําเนินการลบลางและตัวดําเนินการสรางอิเล็กตรอนในเกาะโลหะ นอกจากน้ีกําหนดให 

อิเล็กตรอนสามารถทะลุผานจากข้ัวไฟฟาไปยังเกาะโลหะและจากเกาะโลหะไปยังเกาะโลหะ ซึ่ง
เหตุการณการทะลุผานน้ีถูกบรรยายดวยสมการ 
 

ˆ ˆ ˆ ˆ( )† † †

, ,

ˆ ( . .)L L R Ri i i
T LSkq Lk Sq RLkq Rk Lq DRkq Dk Rq

k q

H t e d c t e d d t e c d h c   
        



        (2.28) 

 
โดย LSkq RLkqt t   และ DRkqt   เปนสัมประสิทธ์ิการทะลุของแตละรอยตอ ยกตัวอยางเชน LSkqt   เปน

ขนาดของสัมประสิทธ์ิการทะลุผานของอิเล็กตรอนในสถานะ q  ในข้ัวไฟฟา S  ที่ผานไปยังเกาะ

โลหะ L  และมีสถานะสุดทายเปน k  ตัวดําเนินการ ˆI  เปนสังยุคของตัวดําเนินการจํานวน

อิเล็กตรอน ˆIn  บนเกาะโลหะ I  กลาวคือ  ˆˆ ,I In i    

จากกลศาสตรควอนตัมเชิงสถิติที่อธิบายคุณสมบัติของระบบดวยฟงกชันแบบแบงสวน ดังน้ัน
ฟงกชันแบบแบงสวนของปมอิเล็กตรอนเด่ียวสามารถเขียนไดดังสมการ 

 
 jE

j

Z e   (2.29) 

โดย j C B TE E E E    แทนพลังงานรวมของระบบที่สถานะ โดย CE  BE  และ TE  สอดคลองกับ

สมการ (2.20) (2.27) และ (2.28) จํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยของเกาะนิยามไดจาก 
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1 jE
I I

j

n n e
Z

       (2.30) 

โดย  ,I L Rn n n  พิจารณาการคํานวณ 

 
0 0

0 0

( , )

[ 2 ( ) 2 ( )]

j j

j

E E
C L R

j jL L

E
CL L L CM R R

j

e e E n n
n n

e E n n E n n

 

 

 



 


 

     

 


 (2.31) 

 
จากสมการ (2.31) สามารถเขียนใหอยูในพจนของ Ln   ไดดังสมการ 

 

0 0
1 ( )

2
j j j jE E E E CM

L L R R
j j j jCL L L L CL

En e e e n e n n
E n n n E

   


     

   
        (2.32)

 
เมื่อแทนสมการ (2.32) ลงในสมการ (2.30) จะได 

 

0
0 0

0
0

0 0
0

1 1
2

1 1 ( )
2

1( ) ln
2

j j

j

E E
L L

j jCL L L

E CM
R R

jCL L CL
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L R R

CL CL L

n e e n
Z E n n

Ee n n
Z E n E
En n n Z
E E n

 









 



 
 

 


 




     



 

             (2.33) 

 
ในทํานองเดียวกันจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในเกาะโลหะฝงขวา 
 

 0 0
0

1( ) ln
2

CM
R R L L

CR CR R

En n n n Z
E E n


     


  (2.34) 

 

จากสมการ (2.33) และ (2.34) ไมสามารถหาผลเฉลยแบบแมนตรงไดเน่ืองจากฟงกชันแบงสวน ( )Z  

ไมสามารถคํานวณไดโดยตรง ดังน้ันในงานวิจัยน้ีจึงไดประยุกตใชวิธีการควอนตัมมอนติคารโลเพื่อ
คํานวณสมการ (2.33) และ (2.34) โดยในหัวขอตอไปจะไดกลาวถึงวิธีการควอนตัมมอนติคารโลเพื่อเปน
พื้นฐานในการคํานวณ 
 
2.5 วิธคีวอนตัมมอนติคารโล  
 โดยในป ค.ศ. 1949 อูลาม (Ulam) และ เมโทรโปลิส (Metropolis) ไดเสนอวิธีการ
คํานวณแบบมอนติคารโล (Monte Carlo method) [18] ซึ่งตอมาวิธีการดังกลาวไดถูกนําไป
ประยุกตใชอยางกวางขวางในการแกปญหาทางฟสิกส เชน กลศาสตรเชิงสถิติ (statistic mechanics) 
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และกลศาสตรควอนตัม (quantum mechanics) เพื่อแสดงวิธีการคํานวณแบบมอนติคารโล ในหัวขอน้ี 
ไดกลาวถึงการคํานวณคาปริพันธดวยวิธีการมอนติคารโลและแสดงการคํานวณคาคาดหมาย 
(expectation value) ในกลศาสตรควอนตัม ดวยวิธีการคํานวนปริพันธตามวิถีแบบมอนติคารโล (path 
integral Monte Carlo method) 
 
2.5.1 การคํานวณคาปริพันธดวยวิธกีารมอนติคารโล 

การคํานวณคาปริพันธดวยวิธีการเชิงตัวเลข (numerical methods) สามารถทําไดหลายวิธี 
เชน วิธีแบบนิวตันโคตส (Newton Cotes formula) [19] ซึ่งวิธีการดังกลาวมีขอจํากัดคือ คา
ความคลาดเคลื่อนของการคํานวณจะมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อตัวแปรของการหาปริพันธมีคาเพิ่มมากข้ึน ดังน้ันวิธี
ดังกลาวจึงไมเหมาะสมที่จะนํามาประยุกตใชในการคํานวณปริพันธตามวิถี แตการคํานวณคาปริพันธ
ดวยวิธีการมอนติคารโล คาความคลาดจะเคลื่อนไมข้ึนอยูกับจํานวนตัวแปรของการหาคาปริพันธ [20] 
ดังน้ันงานวิจัยน้ีจึงไดเลือกใชวิธีการมอนติคารโลในการคํานวณคาคาดหมายทางควอนตัม เพื่ออธิบาย
การคํานวณคาปริพันธดวยวิธีการมอนติคารโล ใหพิจารณาตัวอยางการหาคาปริพันธตามสมการ   

1

0

( )I dxf x               (2.35) 

สมการ (2.35) สามารถคํานวณดวยวิธีการมอนติคารโล โดยการกําหนดให ( )x   เปนฟงกชันการแจก
แจงความนาจะเปน ดังน้ันสมการ (2.35) สามารถเขียนใหมได ดังสมการ 

   
1

0

( )f x fI dx x
x 


 

     (2.36) 

โดยคาคาดหมายหมาย /f   สามารถคํานวณดวยวิธีการมอนติคารโลคาสมการ 

 
 1

( )1

i

M
i

i i
x x

f xf
M x


 



                  (2.37) 

เมื่อ สัญลักษณ  ix x  แสดงการสุมตัวอยางจากฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปน ( )x  และ 

M  เปนจํานวนของตัวอยาง โดยคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการสุมสามารถพิจารณาไดจากทฤษฎี
แนวโนมเขาสูสวนกลาง (central limit theorem) [20] ซึ่งกลาววา คาความแปรปรวนของคาเฉลี่ย
สามารถคํานวณไดจากสมการ 

22
2

2

1 f f
M 


 

 
   

 
 

    (2.38) 

โดยทั่วไปคาความคลาดเคลื่อนเชิงสถิติ (statistic error) ที่เกิดข้ึนในการคํานวณดวยวิธีมอนติคาร
โลสามารถกําหนดไดจากคาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (standard deviation)    ดังน้ัน การคํานวณคา
คาดหมายในสมการที่ (2.36) สามารถเขียนใหม ในพจนของคาความเคลื่อนดังสมการ 
 

 
 

1/2
2 2

1

( )1 1
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i i
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f xf f f
M x M 

   


         
   (2.39) 
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จากสมการที่ (2.39) พบวาคาความคลาดเคลื่อนของการหาปริพันธดวยวิธีมอนติคารโลข้ึนอยูกับจํานวน
ของตัวอยางสุม M  ซึ่งคาความคลาดเคลื่อนแปรผันตรงกับคาสวนกลับของรากที่สองของจํานวนของ
ตัวอยางสุม ยกตัวอยางเชน ถาตองการใหคําตอบมีความละเอียดเพิ่มข้ึนทศนิยมหน่ึงตําแหนงจําเปนตอง
ใชตัวอยางสุมเพิ่มข้ึนรอยเทาของตัวอยางสุมเดิม นอกจากน้ี ในการลดคาความคลาดเคลื่อนของการ
คํานวณดวยวิธีการมอนติคารโลสามารถทําไดอีกหน่ึงวิธีคือการเลือกคา ( )x  ที่เหมาะสมซึ่งจะไดกลาว
ในหัวขอตอไป   
 
2.5.2 การสุมตัวอยางตามความสําคัญ 
 การสุมตัวอยางตามความสําคัญ (importance sampling) เปนวิธีการเลือกสุมตัวอยาง ใน
บริเวณที่สําคัญ เพื่อใหการคํานวณลูเขาสู คําตอบอยางมีประสิทธิภาพ โดยการสุมตัวอยางตาม
ความสําคัญ ไดกลาวถึงการเลือกฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปน โดยการพิจารณาจากคา
ความคลาดเคลื่อนที่นิยามไดจากคาความแปรปรวน ในกรณีน้ีสามารถคํานวณไดตามสมการ 
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   (2.40) 

 
จากสมการ (2.40) คาความคลาดเคลื่อนจะมีคาเปนศูนยเมื่อใชคา  ( ) /x f x    แตเน่ืองจากคา   

เปนพารามิเตอรที่ไมทราบคา เพราะคาดังกลาวเปนคําตอบของคาปริพันธที่ตองการคํานวณ ดังน้ันจึงไม
สามารถเลือก ( )x  เพื่อทําใหคาความคลาดเคลื่อนเทากับศูนยได กอนการคํานวณคาปริพันธ แต

อยางไรก็ตาม เพื่อลดคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดข้ึนควรเลือกฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปน ( )x  
ใหมีรูปรางใกลเคียงกับ ( )f x มากที่สุด เพื่อทําใหคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดข้ึนมีคานอยที่สุด นอกจากน้ี

ฟงกชันแจกแจงความนาจะเปน ( )x  ที่เลือกตองมีคุณสมบัติตอไปน้ี  
1) ความนาจะเปนของทุกคา x  ตองมีคามากกวาหรือเทากับศูนย 

( ) 0x      (2.41)
    

2) ผลรวมของความนาจะเปนทั้งหมดทุกคา x  ตองมีคาเทากับหน่ึง 

( ) 1x dx



      (2.42) 

ซึ่งทั้งสองขอเปนคุณสมบัติของฟงกชันแจกแจงความนาจะเปน ดวยเหตุน้ีวิธีการเลือกฟงกชันแจกแจง
ความนาจะเปนในแบบทีจ่ะคลายคลึงกับฟงกชันที่ตองการหาคาปริพันธ จึงเรียกวาวิธีการสุมตัวอยาง
ตามความสําคัญ 
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2.5.3 ระเบียบวิธีของเมโทรโปรลิส  
 ในการสรางกลุมตัวอยางใหเปนไปตามกับฟงกชันแจกแจงความนาจะเปนสามารถทําไดโดย

อาศัยระเบียบวิธีของเมโทรโปรลิส เมื่อกําหนดฟงกชันแจกแจงความนาจะเปน ( )x  และสถานะ
เริ่มตน 1x   คาความนาจะเปนในการเลือกสถานะถัด 2x  ไปสามารถคํานวณไดจากเงื่อนไขของเมโทรโป

รลิส  

  2
1 2

1

( )min 1,
( )
xA x x
x




 
   

 
       (2.43) 

โดย  1 2A x x หมายถึงความนาจะเปนของการเปลี่ยนจากสถานะ 1x  ไปยังสถานะ 2x  เมื่อ 

2( )x และ 1( )x  เปนความนาจะเปนของเหตุการณ 2x  และ 1x  ตามลําดับ จากสัญลักษณใน

สมการ (2.35) สามารถแบงออกไดเปน 2 กรณี  
 

 1) ถา 2 1( ) ( )x x   แลว  1 2 1A x x   

 2) ถา 2 1( ) ( )x x   แลว  1 2 2 1( ) ( )A x x x x    

ในกรณีที่ 1) คา    2 1x x   มีคามากกวาหน่ึง สถานะ 2x  จะถูกยอมรับทันที แตในกรณีที่ 2 คา 

   2 1x x   มีคานอยกวาหน่ึงสถานะ 2x  จะยังไมถูกยอมรับทันที แตจะตองกําหนดใหความนาจะ

เปนในการยอมรับหรือไมยอมรับสถานะ 2x  มีคาเทากัน เมื่อใชวิธีของ เมโทรโปรสในการสรางเซต

ตัวอยางสุม  1 2, ,... ,...i Mx x x x  เมื่อ i  มีคามากพอจะทําใหเซตของตัวอยางสุม  1 2, , ,...i i i Mx x x x 

กระจายตัวเปนไปตามฟงกชันแจกแจงความนาจะเปน ( )x  ซึ่งถูกกําหนดไวในเบื้องตน โดยวิธีการน้ี
ตัวอยางต้ังแต ix  เปนตนไปสามารถนําไปใชคํานวณตามสมการ (2.37)  

2.6 การคํานวณฟงกชันนัลอินทิกรัลดวยวิธีการมอนติคารโล 

ฟงกชันแบงสวนเปนปริมาณที่สําคัญในการบรรยายระบบทางกลศาสตรเชิงสถิติ เพราะเปน

ปริมาณที่แจกแจงสถานะที่เปนไปไดทั้งหมดของระบบ ซึ่งสามารถอยูเขียนอยูในรูปของฟงกชันนัล

อินทิกรัลไดดังสมการ [21] 

        SZ D e             (2.44) 

 
โดยสัญลักษณ

   1 2 1...ND d d d           หมายถึง ผลรวมของทุกเสนทางปดที่ เปนไปได

ทั้งหมด ตามเงื่อนไข    0    และ คาแอ็กชัน
  S      หมายถึง แอ็กชันของเสนทางที่เขียน

อยูในพจนของเวลาจินตภาพ นิยามตามสมการ 
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         2

0 2
mS d V



                 (2.45) 

 
เมื่อ ( )   หมายถึง เสนทางของอนุภาคในเวลาจินตภาพ   และ ( ) ( )d d      จากฟงกชันแบง
สวนสามารถนํามาใชในการคํานวณคาคาดหมาย (expectation value) หรือคาเฉลี่ย (mean value) 
ในกลศาสตรควอนตัม ไดดังสมการ 

  

      
    

      
     

ˆ expˆ
exp

1 ˆ exp

ˆ

D O S
O

D S

D O S
Z
D O

    

  

    

     

      
   

       

       












   (2.46) 

 
เมื่อ        เปนฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปนซึ่งในสมการ (2.46) นิยามเปน 

       1 Se
Z

             (2.47) 

และในกรณีที่  S      เปนจํานวนจริงบวก พบวา        มีคุณสมบัติเปนไปตามสมการ (2.41) 

และ สมการ (2.42)  
 
การสุมตัวอยางของเสนทางจินตภาพ 
 เสนทางที่ตอเน่ือง (continuous path) ในเวลาจินตภาพ  สามารถแบงออกเปนชวงที่ไม
ตอเน่ือง (discretized path) ได ยกตัวอยางเชน เสนทางตอเน่ืองถูกประมาณโดยการแบงออกเปน 10 
ชวงเทาๆ ดังภาพประกอบ 2.12  

 
ภาพประกอบ 2.12 ตัวอยางการแบงเสนทางที่ไมตอเน่ืองออกเปน 10 ชวงเทาๆ กัน ซึ่งเมื่อ N  มีคา
มากๆ ความคลาดเคลื่อนในการประมาณก็จะมีคานอยลงตามไปดวย 
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จากภาพประกอบ 2.12 พบวา เสนทางที่ไมตอเน่ืองสามารถประมาณดวยจุดจํานวนมากคลาย

กับการรอยลูกปดตอกัน ดังน้ันในการคํานวณคาคาดหมายในสมการ (2.46) สามารถประมาณไดจาก
ผลรวมทุกเสนทาง ดังสมการ 

1

1ˆ ˆ
M

j
j

O O
M




   
 

               (2.48) 

โดยที่ j  หมายถึงจํานวนเสนทางในลําดับที่ j  เมื่อ  1,2,3,..,j M  และ M  คือ จํานวนตัวอยาง

ของเสนทางที่สุมทั้งหมด ซึ่งเสนทางดังกลาวไดจากการสุมจากฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปน 
( )   เมื่อประยุกตใชระเบียบวิธีของเมโทรโปลิสในสมการ  (2.43) ในการเลือกเสนทางใหม ในกรณีน้ี

สมการ (2.43) สามารถเขียนใหมไดเปน  
  

    
 

 

 

 

 

new new

int int

new
int new

int

S S
S

S S

e Z eA e
e Z e

 

 

 
 

 

 


 
    

 
(2.49) 

 
โดย  int   และ  new  คือความนาจะเปนของสถานะของเสนทางเริ่มตนและเสนทางใหม 

ตามลําดับ จากสมการ (2.49) พบวาในการเลือกเสนทางใหม ไมจําเปนตองทราบคาฟงกชันแบงสวน ซึ่ง
เปนปริมาณที่ไมสามารถคํานวณไดในระบบที่มีความซับซอน ทําใหเงื่อนไขของเมโทรโปลิสในสมการ 
(2.43) สามารถเขียนใหมไดตามสมการ 

 

 int new min 1, SA e          
(2.50) 

 
จากสมการ (2.50) บรรยายถึงเงื่อนไขในการคัดเลือกเสนทางใหม กลาวคือ เมื่อเปรียบเทียบผลตางของ 

   new intS S S     แลว 

 1) ถา 0S  เสนทางใหมจะถูกยอมรับทันที 

 2) ถา 0S   ใหทําการสรางตัวเลขสุมที่อยูในชวง 0 ถึง 1 กลาวคือ  0,1r  

ข้ึนมาคาหน่ึง แลวนําไปเปรียบเทียบกับคา Se  ถา Se r   แลวเสนทางใหมจะถูกยอมรับ แตถา 
Se r  แลวเสนทางใหมจะถูกปฏิเสธและใหคงสถานะเดิมไว จากน้ันทําซ้ําโดยการสุมเสนทางใหม

และตรวจสอบเสนทางใหมตาม ขอ 1) และ 2) จนกวาจะไดชุดตัวอยาง  1 2, ,..., M    ตามจํานวน

ตัวอยางที่ตองการ จากที่กลาวมาขางตน ไดแสดงวิธีการคํานวณคาคาดหมาย ดวยวิธีการควอนตัมมอนติ
คารโล ซึ่งวิธีการดังกลาวน้ีจะถูกนําไปประยุกตใชในการคํานวณจํานวนอิเล็กตรอนเฉลี่ยในปม
อิเล็กตรอนเด่ียวในบทตอไป 


