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บทคัดย่อ

	 บทความนีไ้ด้ประยกุต์ใช้จ�ำนวนเศษเหลอืและหลกัการอปุนยัเชงิคณติศาสตร์ในการศกึษาและหารปูทัว่ไปของผลบวก

ของผลคูณของจ�ำนวนเต็มหนึ่งกับเลขโดด 9  กับผลบวกของจ�ำนวนเต็มเดียวกันกับเลขโดด 9  ผลการศึกษา พบว่ารูปทั่วไป

ของผลบวกของผลคูณของจ�ำนวนเต็ม n  กับเลขโดด 9  กับผลบวกของจ�ำนวนเต็มเดียวกันกับเลขโดด 9  นี ้สามารถเขียน

ได้ในรูปของจ�ำนวนเศษเหลือ 9n

ค�ำส�ำคัญ : หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ์ผลคูณ จ�ำนวนเศษเหลือ ผลบวก

Abstract

	 This paper applies the remainder number and the Principle of Mathematical Induction to find a 

general form of the sum of the product of any integer and the digit number 9  and the sum of the same 

integer and the digit number 9 . The results show that the general form of the sum of the product of 

an integer n  and the digit number 9  and the sum of the same integer and the digit number 9  can be 

written in the form of remainder number 9n .

Keywords : Principle of Mathematical Induction, product, remainder number, sum.

บทน�ำและทฤษฎีบทที่เกี่ยวข้อง

	 การประยุกต์ใช้จ�ำนวนเศษเหลือในการคํานวณหา

ผลลพัธ์ของผลคณู (ในบทความน้ี จะใช้สญัลกัษณ์การคณูด้วย 
⋅  หรือ × ) หรือผลบวกของจ�ำนวนที่มีจ�ำนวนหลักมากๆ นั้น 

ได้ศึกษาในหลายลักษณะที่น่าสนใจ ดังนี ้อัยเรศ เอี่ยมพันธ์ 

(2554) ได้ศึกษาและหารูปทั่วไปของผลการยกก�ำลังสอง

ของจ�ำนวนที่ทุกหลักเป็นเลข 1 โดยไดป้ระยุกต์ใช้จ�ำนวนเศษ

เหลือ qn r=  เมื่อ 10n q r= ⋅ +  โดยที่ q  และ r  เป็น

จ�ำนวนเต็ม ซึ่ง 0 10r≤ <  และพบว่าผลการยกก�ำลังสองนี้

สามารถเขยีนอยูใ่นรปูทัว่ไปทีแ่น่นอนได้และมลีกัษณะทีส่วยงาม 

ดังนี้ ก�ำหนดให้ n  เป็นจ�ำนวนเต็มบวก โดยที่ qn r=  เมื่อ 
q  และ r  เป็นจ�ำนวนเต็ม ซึ่ง 0 10r≤ <  จะได้ว่า
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อภิสิทธิ์ เมืองมา และอัยเรศ เอี่ยมพันธ ์(2556) ได้ศึกษาและ

หารูปทั่วไปของผลคูณของจ�ำนวนท่ีเลขเรียงกันเพิ่มข้ึนจาก

เลข 1 ไปทางซ้ายกับเลข 9  โดยได้พบว่าผลการยกก�ำลัง

สองนี้สามารถเขียนอยู่ในรูปทั่วไปที่แน่นอนได ้ดังนี้ ส�ำหรับ
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ทุกจ�ำนวนเต็มบวก n  จะได้ว่า ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 
n  โดยที่ qn r=  เมื่อ q  และ r  เป็นจ�ำนวนเต็ม ซึ่ง 

0 10r≤ <  จะได้ว่า

ณัฐพงษ์ พรมวงษ์ และอัยเรศ เอ่ียมพันธ์ (2555) ได้ศึกษา

และหารปูทัว่ไปของผลการยกก�ำลงัสองของจ�ำนวนทีท่กุหลกั

เป็นเลข 3  (เลข 6 ) ยกเว้นหลักหน่วยเป็นเลข 4  (เลข 7 ) 
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โดยได้พบว่าผลการยกก�ำลงัสองนีส้ามารถเขยีนอยูใ่นรปูทัว่ไป

ที่แน่นอนได้ ดังนี้ ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก n  จะได้ว่า

แสงประทีป นนกระโทก และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2555)  

ได้ศกึษาและหารปูทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก�ำลงัสอง

ของจ�ำนวนทีท่กุหลกัเป็นเลข 6  (เลข 3  และ 9  ตามล�ำดบั) 

กับจ�ำนวนที่ทุกหลักเป็นเลข 6  (เลข 3  และ 9  ตามล�ำดับ) 
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=    และ 

โดยได้พบว่าผลบวกของผลการยกก�ำลังสองนี้สามารถเขียน

อยู่ในรูปทั่วไปที่แน่นอนได้ ดังน้ี ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 
n  จะได้ว่า

ดาราวรรณ ดั้นเมฆ และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2555) ได้ศึกษา

และหารูปทั่วไปของผลคูณของจ�ำนวน 143  กับจ�ำนวนเต็ม

บวกที่หารลงตัวด้วยจ�ำนวนที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 7  ซึ่งพบ
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ว่า ก�ำหนดให้ m  เป็นจ�ำนวนเต็มบวก ซ่ึง 3m ≥  และ

ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก n  จะได้ว่า
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รัตติญา บุญเรือง และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2555) ได้ศึกษา

และหารูปทั่วไปของผลคูณของจ�ำนวน 12345679  กับ
จ�ำนวนเต็มบวกทีเ่ลข 9  หารลงตวั ซึง่พบว่า ถ้า qn r=  แล้ว

#( ) 9

12345679 9
q

q q q q

r

n r r r r
=

⋅ ⋅ = 


	 จากการสังเกตผลบวกของผลคูณของจ�ำนวนเต็ม

หนึ่งกับเลขโดด 9  กับผลบวกของจ�ำนวนเต็มเดียวกันกับ 

เลขโดด 9  ซึ่งลักษณะผลลัพธ์ที่ได้นั้นสามารถอธิบายในรูป

ของจ�ำนวนเศษเหลือได้ และมีรูปทั่วไปที่แน่นอน

	 ก่อนอื่นเราขอแนะน�ำให้รู้จักกับสองทฤษฎีบทที่เป็น

เครื่องมือส�ำคัญในการศึกษา ดังนี้

ทฤษฎบีท 1 ขัน้ตอนวธิกีารหาร (The Division Algorithm) 

(Clark, 2002) ถ้า a  และ b  เป็นจ�ำนวนเตม็ โดยที ่ 0b ≠  

แล้วมีจ�ำนวนเต็ม q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซึ่ง

	 a b q r= ⋅ +  และ 0 | |r b≤ <
ทฤษฎีบท 2 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The 

Principle of Mathematical Induction) (Clark, 2002) 

ก�ำหนดให้ ( )P n  แทนข้อความเก่ียวกับจ�ำนวนเต็มบวก 
n  และก�ำหนดให้ 0n  เป็นจ�ำนวนเต็มบวก ซ่ึงสอดคล้อง

กับข้อความต่อไปนี้

(1) 0( )P n  เป็นจริง

#(1)

111 111 9 123 ( 3) ( 2) ( 1)
q

q q q q
r

r r r r
=

 = ⋅ − − − +  

(2) ถ้า ( )P k  เป็นจริง ส�ำหรับจ�ำนวนเต็มบวก 0k n≥  

แล้ว ( 1)P k +  เป็นจริง

สรุปได้ว่า ( )P n  เป็นจริง ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 

0n n≥
	 เพื่อความสะดวกต่อการศึกษาจะแนะน�ำให้รู ้จักกับ

สัญลักษณ์ดังต่อไปนี้ 

	 จากขั้ นตอนวิ ธี การหารที่ ไ ด ้ กล ่ าว ไว ้ ข ้ า งต ้น 

อัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2554) และณัฐวุฒิ พลอาสา และ 

อัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) ได้นิยามจ�ำนวนเศษเหลือ 

(remainder number) ไว้ดังนี้ ก�ำหนดให้ a  เป็นจ�ำนวน

เต็มใดๆ และ 10b =  จะได้ว่ามีจ�ำนวนเต็ม q  (ผลหาร) 

และ r  (เศษเหลือ) ซึ่ง 10a q r= ⋅ +  และ 0 10r≤ <  

ฉะนัน้ r  เป็นจ�ำนวนหนึง่หลกัหรอืเลขโดดนัน่เอง สัญลกัษณ์

จ�ำนวนเศษเหลือส�ำหรับ a  โดย

	 qa r= 	 	 	 	 	 	 (1)

เช่น
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9 9 109 9 1009 9 9 1 109 1 1009 1
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− −
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                
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 เอีย่มพนัธ์ (2556) ได้ศกึษาและหารปูทัว่ไประหว่างจ�ำนวนที่

ทกุหลกัเป็นเลข 1 กบัสมการเชงิเส้น โดยได้พบความสมัพนัธ์ 
ดงันี ้ก�ำหนดให้ n  เป็นจ�ำนวนเตม็บวก โดยที ่ qn r=  เมือ่ 
q  และ r  เป็นจ�ำนวนเต็ม ซึ่ง 0 10r≤ <  จะได้ว่า



มหาวิทยาลัยราชภัฏกาญจนบุรี 113

	 { | ,q r r q= ∈Z ZR   Z  และ 0 10}r≤ < 	 	 	 (2)

และเราจะเรียกสมาชิกของ Z R  ว่า จ�ำนวนเศษเหลือ 

(remainder number)

	 จากการแปลงเลขฐานสบิใน (1) น้ัน จะเห็นว่าเลขทีถู่ก

แปลงข้ึนมาไม่ใช่เลขฐานสิบปกติ ฉะนั้นก่อนที่จะกล่าวถึง

ทฤษฎีบทที่ส�ำคัญและน�ำทฤษฎีบทไปประยุกต์ใช้ เพื่อให้

1 3 2 11 3 2 1 1 3 2 2 1 1( ) ( )( )
n nq n q n q q q n n nr r r r r q r q r q r q r

− − −= + + +   ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก n

7 98 857 1 9

9 86 1

9

1

1 4263 85 4 2 7(1 98)426(3 857)8(5 1)(4 9)2
7(99)426(860)86(13)2
7 9426 086 32
(7 9)942(6 86)08(6 1)32
(16)942(92)08732
16942 208732
1694(2 9)208732
1694(11)208732
1694 1208732
169(4 1)1208732
16

= + + + +
=
=
= + + +
=
=
= +
=
=
= +
= 951208732

เช่นการแปลง 7 98 857 1 91 4263 85 4 2  ที่ได้จากการเรียงกัน

ของจ�ำนวนเศษเหลือกลับเป็นเลขฐานสิบ ดังนี้

การศึกษาและการประยุกต์ของจ�ำนวนเศษเหลือดูได้จาก

เอกสารอ้างอิง [1-9]

1 2 3 1 2 3
#(0)

1000 0m n n
n

s s s s m s s s s
=

= ⋅ +   	 	 	 	 (4)

เข้าใจผลลัพธ์ได้ง่ายจะแนะน�ำการแปลงเลขจาก (1) กลับไป

เป็นเลขฐานสิบที่ทุกคนคุ้นเคย

	 จาก อภิสิทธิ ์ เมืองมา และอัยเรศ เอี่ยมพันธ ์(2556) 

จะได้ว่าการแปลงจ�ำนวนทีไ่ด้จากการเรยีงกนัของจ�ำนวนเศษ

เหลือเป็นเลขฐานสิบ ท�ำได้ดังนี้

บทต้ัง 1 ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) 

ก�ำหนดให้ n∈N  N  ซึ่ง qn r= แล้ว

			 
( 1)

0 ; 0
(10 ) ; 0

q

q

r
n

r r
−

− +

=
− =  − ≠

	 	 	 	 (3)

ทฤษฎีบท 3 อภิสิทธิ์ เมืองมา และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) 

ก�ำหนดให้ 1 2 3, , , , ,ns s s s m∈ Z  Z
ซึ่ง 0 9is≤ ≤  จะได้ว่า

		

	 เพื่อความสะดวก ยังคงจะเขียน 0 r  ด้วย r  ส�ำหรับ

ทุกจ�ำนวนเต็ม 0 10r≤ <
บทนิยาม 1 ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอี่ยมพันธ ์(2556) 

ก�ำหนดให้ Z R  แทนเซตของจ�ำนวนใน ทั้งหมด นั่นคือ
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ผลการศึกษาหลัก

	 จากการสงัเกตผลบวกของผลคณูของจ�ำนวนเตม็หนึง่กบั

เลขโดด 9 กับผลบวกของจ�ำนวนเต็มเดียวกันกับ เลขโดด 9  
ซึ่งท�ำให้เราพบความสัมพันธ์ที่น่าสนใจ ดังนี้

		   

0 10

1 11

2 12

3

4

5

6

7

8

9

(0 9) (0 9) 9, (10 9) (10 9) 9
(1 9) (1 9) 9, (11 9) (11 9) 9
(2 9) (2 9) 9, (12 9) (12 9)
(3 9) (3 9) 9,
(4 9) (4 9) 9,
(5 9) (5 9) 9,
(6 9) (6 9) 9,
(7 9) (7 9) 9,
(8 9) (8 9) 9,
(9 9) (9 9) 9,

× + + = × + + =
× + + = × + + =
× + + = × + + =
× + + =
× + + =
× + + =
× + + =
× + + =
× + + =
× + + =

13

14

15

16

17

18

19

9
(13 9) (13 9) 9
(14 9) (14 9) 9
(15 9) (15 9) 9
(16 9) (16 9) 9
(17 9) (17 9) 9
(18 9) (18 9) 9
(19 9) (19 9) 9

× + + =
× + + =
× + + =
× + + =
× + + =
× + + =
× + + =

	 	 	 (5)

จากผลบวก (5) เราพบว่าจ�ำนวนเตม็ n  เมือ่ 0 19n≤ ≤  มี 

ผลโดยตรงต่อผลบวกที่ได ้ ซึ่งลักษณะผลบวกที่ได้จะอยู่ในรูป

ของจ�ำนวนเศษเหลอื 9n  ดังน้ันผู้เขยีนจงึเกดิข้อสงสัยว่าหาก 
n  เป็นจ�ำนวนเตม็ใดๆ แล้วผลบวกของผลคณูของจ�ำนวนเตม็ 
n  กับเลขโดด 9  กับผลบวกของจ�ำนวนเต็ม n  กับเลขโดด 

9  ยังคงมีค่าเท่ากับ 9n  หรือไม่

	 จากข้อสงัเกตข้างต้น จะพบว่าผลบวกนีเ้ป็นจรงิส�ำหรบั 

จ�ำนวนเต็มบวกที่น้อยกว่าหรือเท่ากับจ�ำนวนเต็มบวก 19
ต่อไปจะยกตวัอย่างทีส่นบัสนนุข้อสงสัยข้างต้นส�ำหรบัการศกึษา 

ครั้งนี้

ตัวอย่าง 1 ผลลัพธ์ของ 

	 58(58 9) (58 9) 589 9× + + = =
ตัวอย่าง 2 ผลลัพธ์ของ 

	 58

( 58 9) ( 58 9)
522 49
571

9−

− × + − +
= − −
= −
=

	 จากทัง้สองตวัอย่าง เราพบว่าผลลพัธ์ทีไ่ด้สอดคล้องกบั

ข้อสงัเกตข้างต้นของเรา และน�ำไปสูท่ฤษฎบีทหลกัดงัต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 4 ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็ม n  จะได้ว่า

	 ( 9) ( 9) 9nn n× + + = 	 	 (6)

การพิสูจน ์ก�ำหนดให้ ( )P n  แทนข้อความ 

	 ( 9) ( 9) 9nn n× + + =

ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็ม n

กรณีที่ 1 : 0n =

จะได้ว่า

	 0

( 9) ( 9) (0 9) (0 9)
0 9
9
9

n n× + + = × + +
= +
=
=

ดังนั้น (0)P เป็นจริง

กรณีที่ 2 : 0n >
เนื่องจาก 1(1 9) (1 9) 19 9× + + = =  จะได้ว่า (1)P  

เป็นจริง ก�ำหนดให้ k  เป็นจ�ำนวนเต็มบวก โดยที่ ( )P k  

เป็นจริง จะได้ว่า

	 ( 9) ( 9) 9kk k× + + =

เราจะแสดงว่า ( 1)P k +  เป็นจริง พิจารณา
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( 1)

(( 1) 9) (( 1) 9) (( 9) (1 9)) (( 9) 1)
( 9) 9 ( 9) 1
( 9) ( 9) 10
9 10
9 1 0

( 1)(9 0)
( 1)9

9

k

k

k k k k
k k
k k

k
k
k

+

+ × + + + = × + × + + +
= × + + + +
= × + + +
= +
= +
= + +
= +
=

(โดยสมมุติฐาน)

ฉะนั้น ( 1)P k +  เป็นจริง

ดังนั้น ( 9) ( 9) 9nn n× + + =  ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็ม

บวก n

กรณีที่ 3 : 0n <
จะได้ว่า n m= −  ส�ำหรบับางจ�ำนวนเตม็บวก m  พจิารณา

รูปที่ 1 : (987654321 9) (987654321 9)× + +

ฉะนั้น ( 9) ( 9) 9nn n× + + =  ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็ม

ลบ n
ดังนั้น เราสรุปได้ว่า ( 9) ( 9) 9nn n× + + =  ส�ำหรับทุก

จ�ำนวนเต็ม n

ตัวอย่างต่อไปน้ีแสดงถึงการหาผลบวกของผลคูณของ

จ�ำนวนเต็มหนึ่งกับเลขโดด 9  กับผลบวกของจ�ำนวนเต็ม 

เดียวกันกับเลขโดด 9  โดยประยุกต์ใช้ทฤษฎีบท 4 ซึ่งเป็น 

การหาผลบวกที่ถูกต้องและรวดเร็ว

ตัวอย่าง 3 จงหาผลลัพธ์ของ (987654321 9) (987654321 9)× + +
วิธีท�ำ จากทฤษฎีบท 4 จะได้ว่า 

		
987654321(987654321 9) (987654321 9) 9
9876543219

× + + =
=

ตรวจค�ำตอบ

( 9) ( 9) ( 9) ( 9)
(( 9) ) 9
( (9 1)) 9
( 10) 9

9
9
m

n

n n m m
m m

m
m

−

× + + = − × + − +
= − × − +
= − × + +
= − × +
=
= (โดย (4))



วารสารวิชาการ ปีที่ 4 ฉบับที่ 1116

ตัวอย่าง 4 จงหาผลลัพธ์ของ ( 987654321 9) ( 987654321 9)− × + − +
วิธีท�ำ จากทฤษฎีบท 4 จะได้ว่า 

		

987654321( 987654321 9) ( 987654321 9) 9
( 987654321 10) 9

9876543210 9
9876543201

−− × + − + =
= − × +
= − +
= −

ตรวจค�ำตอบ

(โดย (4))

ตัวอย่าง 5 จงหาผลลัพธ์ของ 

		  (99887766554433221100 9) (99887766554433221100 9)× + +
วิธีท�ำ จากทฤษฎีบท 4 จะได้ว่า 

		
99887766554433221100

(99887766554433221100 9) (99887766554433221100 9)
9

998877665544332211009

× + +
=
=

ตรวจค�ำตอบ

รูปที่ 2 : ( 987654321 9) ( 987654321 9)− × + − +

รูปที่ 3 : (99887766554433221100 9) (99887766554433221100 9)× + +

รูปที่ 4 : ( 99887766554433221100 9) ( 99887766554433221100 9)− × + − +

ตัวอย่าง 6 จงหาผลลัพธ์ของ 

		  ( 99887766554433221100 9) ( 99887766554433221100 9)− × + − +
วิธีท�ำ จากทฤษฎีบท 4 จะได้ว่า 

		

99887766554433221100

( 99887766554433221100 9) ( 99887766554433221100 9)
9

( 99887766554433221100 10) 9
998877665544332211000 9
998877665544332210991

−

− × + − +
=
= − × +
= − +
= −

ตรวจค�ำตอบ

(โดย (4))
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สรุปและวิจารณ์ผล

	 จากการศึกษา เราพบรูปท่ัวไปท่ีแน่นอนของผลบวก

ของผลคณูของจ�ำนวนเตม็หนึง่กบัเลขโดด 9  กับผลบวกของ

จ�ำนวนเต็มเดียวกันกับเลขโดด 9  ตามทฤษฎีบท 4 ดังนี้

	 ( 9) ( 9) 9nn n× + + =  

ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก n
	 จากบทความนี้ ผู ้อ ่านสามารถศึกษาลักษณะทาง

พีชคณิตที่สวยงามของจ�ำนวนเต็มใดๆ ได้โดยอาศัยจ�ำนวน

เศษเหลือและหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ในการสร้าง

เลขโดดและการพิสูจน์

กิตติกรรมประกาศ

	 ผู้เขียนขอขอบพระคุณผู้ประเมินบทความวิชาการทุก

ท่าน ส�ำหรบัข้อคดิเหน็และข้อเสนอแนะทีเ่ป็นประโยชน์อย่าง

มากในการปรับปรุงบทความให้ส�ำเร็จลุล่วงได้อย่างสมบูรณ ์

โดยบทความนี้ได้รับการสนับสนุนจากกลุ่มวิจัย : Group for 

Young Algebraists in University of Phayao (GYA)
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