
บทคดัยอ่ 
โครงการวจิยันีป้ระกอบด้วย 4 งานวจิยัทีเ่กีย่วข้องกบัการสร้างตวัแบบปรากฏการณ์เชิงกายภาพในงานทาง

วทิยาศาสตร์ประยุกต์ โดยงานวจิยัดงักล่าวมส่ีวนทีเ่ช่ือมโยงกนัโดยมกีารใช้ระเบียบวธีิทีป่ระยุกต์ใช้ในฟิสิกส์เชิง
คณิตศาสตร์ และคณิตวเิคราะห์ของสมการเชิงอนุพนัธ์ในการสร้างตวัแบบ 
 งานวจิยัทีห่นึ่งสามารถแบ่งได้เป็น 3 ส่วนย่อยตามการศึกษาและล าดบัการค้นพบดงันี ้ส าหรับส่วนย่อยที่
หนึ่ง เกีย่วข้องกบัการสร้างตวัแบบทางพลศาสตร์ของไหล โดยในส่วนนีไ้ด้น าเสนองานประยุกต์อย่างมรีะบบของ
ระเบียบวธีิการวเิคราะห์กรุปส าหรับการสร้างตวัแบบของของไหลทีม่คีวามเฉ่ือยภายใน และพบว่าโดยการจ าแนกกรุป
สามารถแบ่งตวัแบบเหล่านีไ้ด้เป็น 73 คลาส ส าหรับส่วนย่อยทีส่อง เกีย่วข้องกบังานประยุกต์ของระเบียบวธีิการ
วเิคราะห์กรุปของสมการอนิทโิกร-ดฟิเฟอร์เรนเชียล งานวจิยัในส่วนนีเ้กีย่วข้องกบัการใช้สมการอนิทโิกร-ดฟิเฟอร์
เรนเชียลแบบอโีวลูชันนารีในการอธิบายสมการคล่ืนแบบไม่เชิงเส้น ในงานวจิยัดงักล่าวได้กล่าวถึงการน าเสนอ
แนวทางใหม่ของการวเิคราะห์กรุปสมยัใหม่และการประยุกต์ใช้ในตวัแบบทัว่ไป ซ่ึงท าให้ได้สมการทีถู่กลดรูปและผล
เฉลยชัดแจ้ง และอกีงานประยุกต์หนึ่งของระเบียบวธีิการวเิคราะห์กรุปของสมการอนิทโิกร-ดฟิเฟอร์เรนเชียลนั้น
น าไปใช้กบัสมการโบลทซ์แมนน์ และได้น าเสนอการจ าแนกกรุปส าหรับสมการดงักล่าวเทยีบกบัแหล่งต้นทางโดยใช้
ระเบียบวธีิทางพชีคณิต และส าหรับงานในส่วนย่อยทีส่ามเป็นการศึกษา 2 ปัญหาคือ ปัญหาอนิทกิรัลทีห่นึ่งของ
สมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบัสอง ซ่ึงได้น าเสนอถึงอนิทกิรัลทีห่นึ่งส าหรับตวัแทนเฉพาะทีเ่กีย่วข้องกบัสมการเชิง
อนุพนัธ์สามญัอนัดบัสอง ความสัมพนัธ์ระหว่างรูปอนิทกิรัล สมการทีเ่กีย่วข้อง ความสัมพนัธ์สมมูล และตวัอย่าง
ประกอบทีแ่สดงให้เห็นถึงลกัษณะและสมบัตสิ าคญัต่าง ๆ และปัญหาทีส่องเป็นการจ าแนกกลุ่มอย่างสมบูรณ์ของ
ระบบสมการของสองสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบัสองเชิงเส้นทีม่สัีมประสิทธ์ิเป็นค่าคงตวั ซ่ึงได้ปรับแก้วธีิการใช้
แบบบัญญัตจิอร์ดองในการศึกษาโครงสร้างสมมาตรของระบบสมการของสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัอนัดบัสองเชิงเส้น
ทีม่สัีมประสิทธ์ิเป็นค่าคงตวัทีน่ าเสนอโดย Wafo Soh (2010) ให้ถูกต้อง โดยงานวจิยันีไ้ด้น าเสนอเพยีงระบบสมการที่
มเีพยีงสองสมการเท่านั้น 
 งานวจิยัทีส่องเกีย่วกบับริเวณผสมเตม็รูปแบบสองมติยุิบตวัลงในตวักลางแบบแบ่งเป็นช้ันตามความ
หนาแน่นอย่างต่อเน่ือง งานวจิยันีเ้ป็นการใช้การวเิคราะห์การค านวณเชิงตวัเลขของพจน์แอดเวกทฟีในสมการ 
นาเวยีร์-สโตก ในการประมาณค่าของโอเบอเบค-บัวซิเนสค์ การเปรียบเทยีบระหว่างการใช้แผนอบัวนิ แผนจ ากดัค่าฟ
ลกัซ์ทีช่ื่อว่ามนิมอด ซุปเปอร์บี แวนเลยีร์ และโมโนโทไนซ์เซนเตอร์ แผนลายฉลุปรับตวัทางเดยีวทีช่ื่อ ENO3 และ 
SMIF และแผนลายฉลถุ่วงน า้หนกั WENO5 ได้ถูกเสนอในงานวจิยันี ้ข้อมูลการทดลองจากห้องปฏบิัตกิารของ Wu ได้
ถูกน ามาใช้ในการวดัเปรียบเทยีบสมรรถนะ เพ่ือเปรียบเทยีบประสิทธิภาพของแนวทางทางการค านวณเชิงตวัเลขต่าง 
ๆ ซ่ึงพบว่าแผนจ ากดัค่าฟลกัซ์จะให้การแพร่เชิงตวัเลขน้อยทีสุ่ด แผน WENO5 ให้ความแม่นย าในการอธิบายความ
กว้างของบริเวณยุบตวัในเวลาทีแ่ตกต่างกนัได้มากกว่า และแผนทั้งหมดทีพ่จิารณาในงานวจิยัแสดงถึงแบบรูปที่
เหมือนจริงส าหรับคล่ืนโน้มถ่วงภายในทีถู่กสร้างโดยบริเวณยุบตวั 

 งานวจิยัทีส่ามได้พฒันาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์แบบการแปรผนัส าหรับการลดสัญญาณรบกวน
แบบสเปกเคลิในภาพถ่ายคล่ืนเสียงความถี่สูง โดยมสีมมตฐิานว่าสัญญาณรบกวนแบบสเปกเคลิมรูีปแบบการแจกแจง



แบบเรย์ล ีแบบจ าลองทางคณติศาสตร์ดงักล่าวน าไปสู่การหาค่าน้อยสุดของฟังก์ชันนัลบนปริภูมขิองฟังก์ชันของการ
แปรผนัอย่างมขีอบเขต ฟังก์ชันนลัดงักล่าวประกอบด้วยพจน์ของพลงังานและพจน์ของความถูกต้องของข้อมูล ซ่ึง
ได้มาจากการแจกแจงแบบเรย์ล ีงานวจิยัช้ินนีแ้สดงให้เห็นว่าค่าน้อยสุดของฟังก์ชันนลัมอียู่จริง และมอียู่เพยีงหนึ่ง
เดยีวภายใต้เง่ือนไขเพิม่เตมิบางประการ ผลเฉลยของสมการออยเลอร์ลากรานจ์ของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ทีไ่ด้ 
ถูกประมาณโดยวธีิเกรเดยีนต์เดสเซนต์ ในส่วนของการทวนสอบความถูกต้องของแบบจ าลอง ภาพทีม่ลีกัษณะเป็น
แบบรูปและภาพของเลนนาได้ถูกน ามาใช้เป็นตวัอย่างการทดสอบ และผลการท าสอบได้ท าการเปรียบเทยีบ
สหสัมพนัธ์ระหว่างภาพทีม่สัีญญาณรบกวนกบัภาพต้นแบบ  และภาพทีถู่กบรูณะโดยวธีิต่าง ๆ กบัภาพต้นแบบ ผล
การศึกษาพบว่าแบบจ าลองทีไ่ด้สามารถลดสัญญาณรบกวนจากภาพทีใ่ช้ท าการทดสอบและ 
วดีทิศัน์ของภาพถ่ายคล่ืนเสียงความถี่สูง นอกจากนีไ้ด้เปรียบเทยีบสมรรถนะของการลดสัญญาณรบกวนโดย
แบบจ าลองทีไ่ด้กบัการลดสัญญาณรบกวนโดยแบบจ าลองทางคณติศาสตร์แบบการแปรผนัอ่ืน ๆ อกีด้วย 
 งานวจิยัทีส่ี่ได้สร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์เพ่ือใช้ท านายอตัราการเปลีย่นรูปผลกึโดยอาศัยสารละลาย
เป็นส่ือกลางของผลกึทีม่โีครงสร้างผลกึมากกว่าหนึง่แบบ และช่วยให้เข้าใจเร่ือง การเกดิการเปลีย่นรูปผลกึโดยอาศัย
สารละลายเป็นส่ือกลาง มากยิง่ขึน้ ผลการค านวณทีไ่ด้จากแบบจ าลองนีไ้ด้น ามาเปรียบเทยีบกบัค่าจากการทดลองการ

เกดิ การเปลีย่นรูปผลกึโดยอาศัยสารละลายเป็นส่ือกลางของ อลัฟา-ดแีอล-เมทไธโอนีน (-DL-methionine) ไปเป็น  
แกมมา-ดแีอล-เมทไธโอนีน (-DL-methionine) โดยเปรียบเทยีบในส่วนของความเข้มข้นของเมทไธโอนีนที่
เปลีย่นแปลงไปตามเวลาและอตัราส่วนโดยมวลของผลกึทั้งสองแบบ เบ้ืองต้นนั้นตวัแปรต่าง ๆ ทีใ่ช้ในการสร้าง
แบบจ าลองเจาะจงใช้เฉพาะทีส่ามารถวดัได้จากการทดลองเกีย่วกบัปรากฏการณ์ การโตของผลกึ การเกดิผลกึใหม่ การ
ละลายของผลกึ และช่วงเวลาก่อนการเกดิผลกึของผลกึทั้งสองแบบ โดยไม่มตีวัแปรทีส่ร้างมาจากข้อมูลของการ
เปลีย่นรูปผลกึโดยอาศัยสารละลายเป็นส่ือกลางมาเกีย่วข้อง ซ่ึงแบบจ าลองทีส่ร้างขึน้ให้ผลการค านวณไปในทศิทาง
เดยีวกนักบัข้อมูลทีไ่ด้จากผลการทดลอง แต่ค่าอตัราการเปลีย่นแปลงโครงสร้างของผลกึนั้นไม่ถูกต้อง จากการ
วเิคราะห์ผลทีไ่ด้ท าให้ทราบว่าตวัแปรทีม่ผีลท าให้แบบจ าลองและการทดลองให้ผลไม่เหมือนกนัคือ ค่าคงทีข่องอตัรา
การละลาย เน่ืองจากเม่ือลองก าหนดตวัแปรทีเ่กีย่วข้องกบัข้อมูลการเกดิการเปลีย่นรูปผลกึโดยอาศัยสารละลายเป็น
ส่ือกลาง เพิม่ลงไป แบบจ าลองให้ผลออกมาดมีาก  ส าหรับเหตุผลของความคลาดเคล่ือนของแบบจ าลองนั้นกไ็ด้
วเิคราะห์และน าเสนอไว้ในงานวจิยันีแ้ล้ว การศึกษาในส่วนทีส่องเป็นการสร้างแบบจ าลองทางคณติศาสตร์ของหอก
ลัน่ไอน า้แบบเปิด เพ่ือน ามาใช้หาปริมาณอตัราส่วนทีเ่หมาะสมในการป้อนกลบัของของเหลวผลติภัณฑ์ทีไ่ด้หลงัจาก
การกลัน่เข้าสู่หอกลัน่ ในกรณีทีต้่องการออกแบบให้หอกลัน่มขีนาดเลก็ทีสุ่ด (จ านวนช้ันของหอกลัน่น้อยทีสุ่ด) ซ่ึงใน
เบ้ืองต้นนั่นคาดว่าจะสามารถสร้างสมการทีส่ามารถแก้ได้โดยง่าย แต่เม่ือสร้างสมการขึน้มาส าเร็จ สมการทีไ่ด้นั้นมี
ความซับซ้อนมาก จนไม่สามารถแก้โดยใช้ระบบวธีิการทางการวเิคราะห์ได้ อย่างไรกต็ามสมการทีถู่กสร้างขึน้นี้
สามารถแก้ได้โดยใช้ระบบวธีิการทางตวัเลขในทุก ๆ สภาวะการทดลอง ซ่ึงในรายงานนีก้ไ็ด้แสดงตวัอย่างการแก้
สมการไว้ด้วย 

 
 



Abstracts 

The program is assembled from four research projects of modeling physical 

phenomena in applied sciences. These projects are connected by the methods applied 

in mathematical physics, mathematical analysis of differential equations used for 

modeling.  

The research performed in the first project can be formally separated in three parts. 

All these parts are related by the method of the study and the sequence of discoveries. 

The first part of the project deals with modeling in fluid dynamics. A systematic 

application of the group analysis method for modeling fluids with internal inertia is 

presented. The group classification separates these models into 73 different classes. 

The second part of the project deals with applications of the group analysis method to 

integro-differential equations. The research deals with an evolutionary integro-

differential equation describing nonlinear waves. We discuss new approaches 

developed in modern group analysis and apply them to the general model considered 

in the present paper. Reduced equations and exact solutions are also presented. 

Another application of the group analysis method to integro-differential equations is  

related with the Boltzmann equation. The group classification with respect to sources 

is carried out for the equations under consideration using the algebraic method. The 

third part of the first project is focused on the study of two problems: (a) on first 

integrals of second-order ordinary differential equations; (b) the complete group 

classification of systems of two linear second-order ordinary differential equations 

with constant coefficients. Here we discuss first integrals of a particular 

representation associated with second-order ordinary differential equations. The 

relationship between the integral form, the associated equations, equivalence 

transformations, and some examples are considered as part of the discussion 

illustrating some important aspects and properties. For group classification the 

present project corrects the way of using Jordan canonical forms for studying the 

symmetry structures of systems of linear second-order ordinary differential equations 

with constant coefficients applied in (Wafo Soh (2010)). The approach is 

demonstrated for a system consisting of two equations. 

In the second research the problem of a two-dimensional fully mixed region 

collapsing in continuously density-stratified medium is considered. This research 

deals with the numerical treatment of the advective terms in the Navier-Stokes 

equations in the Oberbeck-Bousinesq approximation. Comparisons are made between 

the upwind scheme, flux-limiter schemes namely Minmod, Superbee, Van Leer and 

Monotonized Centred (MC), monotone adaptive stencil schemes namely ENO3 and 

SMIF, and weighted stencil scheme WENO5. Laboratory experimental data of Wu (J. 

Fluid Mech. , 1969, vol. 35) are used as a benchmark test to compare performance of 

different numerical approaches. We found that flux limiter schemes have smallest 

numerical diffusion. The WENO5 scheme describes more accurately the width of 

collapse region variation with time. All considered schemes give realistic patterns of 

internal gravity waves generatrd by collapse region. 

In the third research a variational model for the reduction of speckle noise in 

ultrasound images is developed, which assumes that speckle noise follows a Rayleigh 

distribution. The model leads to a functional on the space of functions of bounded 



variation to be minimized. This functional consists of an energy term and a data-

fidelity term derived from the Rayleigh distribution. It is shown that minimizers of 

the functional exist and, under some additional assumptions, are unique. The solution 

of the resulting Euler-Lagrange equation is then approximated by the gradient descent 

method. For the purpose of verification of the model, a pattern image as well as the 

Lenna image are used as sample images, and the correlations between the noisy, 

respectively the reconstructed images and the original ones are compared. It is found 

that the model can be used successfully to remove noise from images and ultrasound 

videos. Finally, the performance of this new model is compared with that of some of 

the variational denoising models described in the literature, by means of the sample 

images. 

The fourth research study has successfully produced a mathematical model that can 

be used to predict the rate of solution mediated transformation of polymorphs and 

also aid understanding of the phenomenon. The model results have been compared 

with experimental values of the solution mediated transformation of -DL-

methionine into -DL-methionine (time dependent methionine concentration and 

polymorph mass fraction results). Initially the parameters in the model were fitted 

based on experimental measurements of crystal growth kinetics, nucleation kinetics, 

dissolution kinetics and induction times for the two polymorphs; there were no 

parameters in the model that were fitted using solution mediated transformation data. 

This model showed the same trends as the experimental data, but the rate of 

transformation was not correct. Analysis of the results showed that the only parameter 

that could be responsible for the mismatch was the dissolution rate constant; when 

this result was fitted based on solution mediated transformation results then the fit 

was very good. Reasons for the mismatch are also discussed.  A second study was 

made of modeling open steam distillation columns in order to solve for the reflux 

ratio resulting in a minimum number of stages. It was hoped to be able to find an 

analytical solution to the problem, however while an equation could be found that 

gave the solution, the equation was very complex and could not be analytically 

solved. The equation could be solved numerically for any set of operating conditions, 

and example solutions are shown in this report.  

 


