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บทคดัย่อ 
บทความวชิาการนี้อภปิรายวธิที าซ ้าส าหรบัระบบเชงิเสน้ เรากล่าวถงึแนวคดิทัว่ไป

ของวธิที าซ ้าและเน้นไปที่วธิที าซ ้าที่ส าคญัสามวธิ ีได้แก่ วธิจีาโคบ ีวธิเีกาส์ -ไซเดล และวธิี
ผ่อนปรนเกนิสบืเนื่อง เราน าเสนอที่มาของสูตรที่ใชใ้นการท าซ ้า วเิคราะห์การลู่เขา้ของการ
ท าซ ้า ยกตวัอยา่งการค านวณ รวมทัง้อภปิรายวธิที าซ ้าทีส่มัพนัธก์บัวธิขีา้งตน้ กล่าวโดยสรุป
ไดว้่า วธิจีาโคบแีละวธิเีกาส์-ไซเดลจะการนัตกีารลู่เขา้เมื่อเมทรกิซ์สมัประสทิธิข์องระบบเชงิ
เสน้เป็นเมทรกิซ์แนวทแยงมุมขม่แท้  ส่วนวธิผีอ่นปรนเกนิ สบืเนื่องจะลู่เขา้ถา้ใชก้บัเมทรกิซ์
ทีเ่ป็นบวกแน่นอนโดยตอ้งเลอืกตวัประกอบถ่วงน ้าหนกั ทีเ่หมาะสม 

ค าส าคญั:  ระบบเชงิเสน้  วธิที าซ ้า  รศัมสีเปกตรมั วธิจีาโคบ ี วธิเีกาส-์ไซเดล วธิผีอ่นปรน
เกนิสบืเนื่อง 
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ABSTRACT 

This review article discusses iterative methods for linear systems. We explain 

general ideas of iterations and focus on three famous iterative methods, namely, 

Jacobi method, Gauss-Siedel method, and successive over-relaxation (SOR) method. 

We present ideas behind the formulas of iterations, make convergence analysis, 

illustrate examples, and discuss related iterative methods. In conclusion, Jacobi and 

Gauss-Siedel methods guarantee convergences when the matrix coefficients of the 

linear system are strictly diagonally dominant. The SOR method is convergent if we 

apply it to positive definite matrices and choose an appropriate value of weighted 

factor. 

Keywords:  Linear System, Iterative Method, Spectral Radius, Jacobi Method, 

Gauss-Siedel Method, Successive Over-Relaxation Method 

 

1. บทน า 
พจิารณาระบบเชงิเสน้ Au = b ในเวกเตอรต์วั

แปร u เมื่อก าหนดเมทรกิซจ์ตุัรสั A และเวกเตอร ์
b มาให ้เป็นทีท่ราบกนัดวีา่ระบบดงักล่าวจะมผีล
เฉลยเดียวก็ต่อเมื่อเมทริกซ์สมัประสิทธิ ์A หา
ผกผนัได ้ การหาผลเฉลยของระบบดงักล่าวแบ่ง
ได้เป็นสามวธิใีหญ่ ๆ คอื วธิตีรง วธิที าซ ้า และ
วธิกีึง่ตรง  

วธิตีรงเป็นการหาผลเฉลยจรงิของระบบเชิง
เสน้โดยไมค่ านวณผลเฉลยคา่ประมาณ วธิตีรงซึง่
เป็นที่รู้จ ักแพร่หลายในต าราพีชคณิตเชิงเส้น
ทัว่ไป ได้แก่  การลดรูปแบบเกาส์ (Gaussian 

Elimination) การใช้เมทรกิซ์ผกผนั กฎของครา
เมอร์ และการแยกเมทริกซ์แบบต่าง ๆ  วิธี
ดังกล่าวมีข้อดีในแง่ที่ว่าสามารถใช้กับทุกเมท
รกิซ์ทีห่าผกผนัได ้ยกเวน้การแยกเมทรกิซ์ทีต่อ้ง
พจิารณาเป็นรายกรณีไป การแยกเมทรกิซ์แบบ 

LUP (LUP Decomposition) ใช้ ได้กับทุ ก เมท
รกิซ์ ส่วนการแยกแบบอื่นใช้ได้กบัเมทรกิซ์บาง
รปูแบบซึง่หาผกผนัได ้เชน่  

- การแยกแบบ  LU (LU Decomposition)  
และการแยกแบบ LDU  
(LDU  Decomposition)  ใช้ได้ เฉพาะกับ เมท
รกิซท์ีม่แีต่ละไมเนอรส์ าคญัแบบเรยีง (Leading 
Principal Minors) ไมเ่ป็น 0   

- การแยกแบบ LDLT  
(LDLT Decomposition) ใชไ้ดเ้ฉพาะกบัเมทรกิซ์
สมมาตรที่แยกแบบ LU ได้ การแยกแบบ LLT 

(LLT Decomposition) ใช้ได้เฉพาะกับเมทริกซ์
สมมาตรที่เป็นบวกแน่นอน (Positive Definite 

Symmetric Matrix) 
ศกึษาขอ้มลูเพิม่เตมิเกี่ยวกบัการแยกเมทรกิซ์ได้
จาก [1] 



DOI: 10.14456/mj-math.201x.x 

                            วารสารคณิตศาสตร์ MJ-MATh  63(694) Jan-Apr, 2018         
43 

วธิตีรงมขีอ้ดอ้ยในแงท่ี่ว่าผลเฉลยจะปรากฎ
ในขัน้ตอนสดุทา้ยของการค านวณ (จ านวนจ ากดั
ครัง้) ดงันัน้จ าเป็นตอ้งค านวณไปเรื่อย ๆ จนกวา่
จะเสรจ็สิน้กระบวนการจงึจะไดผ้ลเฉลยจรงิ การ
หยุดค านวณกลางคันส่งผลให้ไม่ได้แม้กระทัง่
ค่าประมาณที่สมเหตุสมผลของผลเฉลย การ
ค านวณบางขัน้ตอนผดิพลาดจะท าใหต้วัเลขที่ได้
ในขัน้ตอนถดัไปนัน้ผดิพลาดตามไปด้วยและผล
เฉลยที่ได้ในขัน้ตอนสุดท้ายอาจแตกต่างจากผล
เฉลยจรงิโดยสิน้เชงิ นอกจากน้ีส าหรบัระบบเชงิ
เสน้ที่เมทรกิซ์สมัประสทิธิม์ ีขนาดใหญ่  เมื่อท า
การลดรูปแบบเกาส์จะต้องเก็บขอ้มูลสมาชกิทุก
ต าแหน่งของเมทรกิซ์ในทุกขัน้ตอน ซึ่งสิน้เปลอืง
หน่วยความจ ามาก ส าหรบัการใชเ้มทรกิซ์ผกผนั
และกฎของคราเมอร์จะอิงการลดรูปแบบเกาส์
หรือค านวณโดยใช้สูตรส าเร็จ  ซึ่งสิ้นเปลือง
หน่วยความจ าเช่นกนั ดงันัน้วธิตีรงจงึเหมาะกบั
ระบบขนาดเลก็แต่ไมเ่หมาะกบัระบบขนาดใหญ่  

วธิที าซ ้าเป็นวธิเีชงิเลขโดยจะสรา้งล าดบัของ
ผลเฉลยค่าประมาณทีลู่่เขา้สูผ่ลเฉลยจรงิ ซึ่งต้อง
ใช้ความรู้พีชคณิตเชิงเส้นร่วมกับการวเิคราะห ์
ได้แก่ ความรู้เกี่ยวกับนอร์มของเวกเตอร์/เมท
รกิซ์ การลู่เข้าของล าดบัของเวกเตอร์/เมทรกิซ ์ 
ข้อดีของวิธีท าซ ้ าคือ การค านวณเพียงไม่กี่
ข ัน้ตอนจะท าให้ได้ผลเฉลยที่ใกล้เคียงกับผล
เฉลยจรงิ  และสามารถก าหนดไดว้่าต้องท าซ ้ากี่
รอบจงึจะได้ผลเฉลยที่ใกลเ้คยีงผลเฉลยจรงิตาม
คา่คลาดเคลื่อนทีก่ าหนด วธิที าซ ้าจงึไมเ่หมาะกบั
ระบบขนาดเล็กแต่เหมาะกับระบบขนาดใหญ่ 
ขอ้จ ากดัของวธิที าซ ้าคอื    วธิแีต่ละวธิจีะการนัตี
การลู่เข้าส าหรบัเมทริกซ์ที่มีรูปแบบค่อนข้าง
เฉพาะ เชน่  

- วธิจีาโคบี (Jacobi Method)  และวธิเีกาส์-
ไซเดล (Gauss-Siedel Method) จะการนัตีการลู่
เขา้ถ้าเมทรกิซ์สมัประสทิธิข์องระบบเชงิเสน้เป็น

เม ท ริ ก ซ์ แ น ว ท แ ย ง มุ ม ข่ ม แ ท้  (Strictly 

Diagonally Dominant Matrix)  

- วิธีผ่ อนปรน เกินสืบ เน่ื อง (Successive 

Over-Relaxation Method) จะลู่เขา้ถ้าใช้กบัเมท
รกิซ์ที่เป็นบวกแน่นอนโดยต้องเลอืกตวัประกอบ
ถ่วงน ้าหนกัทีเ่หมาะสม   

ถ้าใช้วิธีดังกล่าวกับเมทริกซ์ชนิดอื่นการ
ท าซ ้าอาจไมลู่่เขา้ วธิที าซ ้าดงักล่าวมกีารน าไปใช้
ในการหาผลเฉลยของสมการเชงิอนุพนัธ์สามญั
และสมการเชงิอนุพนัธย์อ่ย ศกึษาเพิม่เตมิไดจ้าก 
[2, 3] 

วิธีกึ่งตรงเป็นวิธีหาผลเฉลยจริงจากการ
ประมาณค่าผลเฉลยจ านวนจ ากัดครัง้ เมื่ อ
ป ระม าณ ค่ าผ ล เฉ ลย ไป ใน แต่ ล ะขั ้น ต อน 
ค่าประมาณทีไ่ดจ้ะยิง่เขา้ใกลผ้ลเฉลยจรงิมากขึน้
เรื่อย ๆ และเมื่อการค านวณสิ้นสุดลงจะได้ผล
เฉลยจรงิ วธิกีึ่งตรงที่ส าคญั ได้แก่ วธิคีอนจูเกต
เกรเดยีนท ์(Conjugate Gradient Method) ซึง่ใช้
ความรู้พีชคณิตเชิงเส้นร่วมกับเกรเดียนท์ของ
ฟังก์ชันค่าจริงที่มีตัวแปรต้นเป็นเวกเตอร์หรือ
เมทรกิซ ์

ในบทความน้ี เราจะอภปิรายวธิที าซ ้าต่างๆ 
ที่ส าคัญซึ่ งปรากฎอยู่ ในงานวิจัยหรือต ารา
ภาษาต่างประเทศที่ยงัไม่แพร่หลายนัก  โดยใน
หัวข้อที่  2 จะกล่าวถึงความรู้พื้นฐานในการ
วเิคราะห์เมทรกิซ์ที่จ าเป็นต่อการศกึษาวธิที าซ ้า 
หวัข้อที่ 3 กล่าวถึงแนวคิดทัว่ไปของการท าซ ้า
ส าหรบัระบบเชิงเส้น หัวข้อที่ 4-6 กล่าวถึงวิธี
ท าซ ้าที่ส าคญั ได้แก่ วธิจีาโคบี วธิเีกาส์-ไซเดล 
และวธิผี่อนปรนเกนิสบืเน่ือง โดยอภปิรายสตูรที่
ใชใ้นการท าซ ้า วเิคราะห์การลู่เขา้ของการท าซ ้า 
ยกตวัอย่างการค านวณ รวมทัง้อภปิรายวธิที าซ ้า
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ทีค่ลา้ยคลงึหรอืไดร้บัการพฒันาจากวธิขีา้งตน้ซึง่
อยูใ่นงานวจิยัต่าง ๆ ในหวัขอ้ที ่7 จะเป็นสรุป 

 
2.   ความรู้พืน้ฐานในการวิเคราะหเ์มทริกซ ์

เราทราบกันดีว่าปริภูมิของเมทริกซ์เป็น
ปรภิูมเิวกเตอร์ที่มีมิติจ ากดั ดงันัน้ทุกนอร์มบน
ปรภิูมน้ีิจะสมมูลกนั เราใช้นอร์มต่อไปน้ีในการ
พจิารณาการลู่เขา้ของการท าซ ้าเน่ืองจากงา่ยต่อ
การค านวณและพสิจูน์ทฤษฎบีทต่าง ๆ  
 

บท นิ ยาม ท่ี  2 .1   ให้  v =  (v1, … , vn)   เป็ น
เวกเตอรเ์ชงิซอ้น  เรานิยาม 

1max{| |,...,| |}nv v v

  

 
บทนิยาม ท่ี  2.2   ให้  A = [aij] เป็นเมทริกซ์
เชงิซอ้นขนาด n n  ผลบวกค่าสมับูรณ์ตามแถว 
(Absolute Row Sum) ของแถวที่ i ของ A  คือ
ผลบวกของค่าสมับูรณ์ของทุกสมาชกิในแถวที่ i 
นัน่คอื  

       
1

( 1) ( 1) ( )

1

(1 )
i

k k k

i ij j i

jii

u a u u
a





 



     

               ( )

1

n
k i

ij j

j iii ii

b
a u

a a

 

 

              (14) 

เรานิยาม  1max ,..., nA s s

    

เราสามารถแสดงไดว้า่ฟังกช์นั 

 ส าหรบัเมท

รกิซ์เป็นนอร์มที่สร้างจากนอร์ม 

 ส าหรบั

เวกเตอรโ์ดยสอดคลอ้งกบัความสมัพนัธ ์  
Av A v

  
  

 

บทนิยามท่ี 2.3  ล าดับ
1{ }k kA 


  ของเมทริกซ์

เชิ ง ซ้ อ น ข น า ด  n n  จ ะ ก ล่ า ว ว่ า ลู่ เ ข้ า 
(Converges) สูเ่มทรกิซเ์ชงิซอ้น A ขนาด n n  ก็

ต่อเมื่อ ส าหรบัแต่ละ 0   จะมจี านวนนับ N  

ซึ่งท าให้
kA A 


    ส าหรบัทุก k N  เขยีน

แทนดว้ยสญัลกัษณ์ 
kA A   เมื่อ k   โดย

อาจละขอ้ความ “เมือ่ k  ” ไวใ้นฐานทีเ่ขา้ใจ 

เราสามารถแสดงได้ว่า  
kA A  ก็ต่อเมื่อ    

( )k

ij ija a ส าหรับทุก i, j เมื่ อ  ( )k

ija คือสมาชิก
ต าแหน่งที่  (i, j)  ของ Ak  และ  aij คือสมาชิก
ต าแหน่งที ่(i, j) ของ  
 

บทนิยามท่ี 2.4  เมทรกิซ์จตุัรสัเชิงซ้อน T  จะ
กล่าวว่าลู่เข้า ก็ต่อเมื่อล าดับของก าลังต่าง ๆ 
ของ T ลู่เขา้สู่เมทรกิซ์ศูนย์ นัน่คอื kT  0   เมื่อ 
k    
 

บทนิยาม ท่ี  2.5   ร ัศมีส เปกตรัม  (Spectral 

Radius)  ของเมทริกซ์ จัตุ ร ัส เชิงซ้อน  T  คือ 
ค่าสูงสุดของค่าสมับูรณ์ของค่าลักษณะเฉพาะ
ของ T เขยีนแทนดว้ย ( )T   
 

ทฤษฎีบทท่ี 2.6 เมทริกซ์ T  จะลู่เข้าก็ต่อเมื่อ 
( ) 1T     

พิสจูน์  ดไูดจ้าก [2] 

 

บทนิยามท่ี 2.7   ให้ A เป็นเมทริกซ์เชิงซ้อน
ขนาด  n n  เรากลา่ววา่ 

 A เป็นเมทริกซ์เฮอร์มิเชียน (Hermitian 

Matrix) กต็่อเมื่อ T

A A  เมื่อสญัลกัษณ์ 
A  หมายถงึสงัยุค (Conjugate) ของ A    

 A เป็ น เม ท ริก ซ์ ที่ เ ป็ น บ วก แ น่ น อน 
( Positive Definite Matrix)  ก็ ต่ อ เมื่ อ 

0
T

x Ax  ส าหรบัทุกเวกเตอร์เชิงซ้อน x 

ทีไ่มใ่ชเ่วกเตอรศ์นูย ์ 
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บทนิยามท่ี 2.8  เมทรกิซ์จตุัรสั A จะเรยีกว่า
เมทรกิซ์แนวทแยงมุมข่มแท้ ก็ต่อเมื่อ ส าหรบั
ทุก 1,...,i n   

                     
1

n

ii ij

j
j i

a a



  

เมทรกิซท์ีเ่ป็นบวกแน่นอนจะเป็นเมทรกิซ์
เฮอร์มิเชียนที่หาผกผนัได้  และเมทรกิซ์แนว
ทแยงมมุขม่แทจ้ะหาผกผนัได ้

 

3. แนวคิดทัว่ไปของวิธีท าซ ้าส าหรบัระบบ
สมการเชิงเส้น 

พิจารณ าระบบสมการเชิงเส้นที่ มี  n 

สมการและ n ตวัแปรในรปูแบบ 

Au   =   b                   (1)  

เราสมมติให้เมทรกิซ์สมัประสิทธิ ์A เป็นเมท
รกิซ์ที่หาผกผนัได้ จะได้ว่าผลเฉลยของระบบ
ดงักล่าวมผีลเฉลยเดยีว  

วธิที าซ ้าเพื่อหาผลเฉลยของระบบเชงิเสน้ 
(1) จะเริม่จากการเลอืกเวกเตอรค์่าเริม่ต้น u(0) 

และเพื่อหาผลเฉลยจริง u* เราจะสร้างล าดับ

ของเวกเตอร ์{u(k)} 1k



  โดยล าดบัน้ีลู่เขา้สู่  u* 

และเราจะแทนสมการที่ (1) ด้วยรูปแบบของ
ระบบท าซ ้า 

u(k+1)  =  Tu(k) + c,   u(0)  =   u0     (2) 

เมื่อ T  เป็นเมทรกิซ์ขนาด n n  และ c เป็น
เวกเตอร์ที่มี n พิกัด สมมติว่าผลเฉลยของ
ระบบท าซ ้าน้ีลูเ่ขา้ นัน่คอื u(k)   u* เมือ่ k 

  จะไดว้่า u* เป็นจุดตรงึ (Fixed Point) ของ
สมการที ่(2) ซึง่สอดคลอ้งกบั 

u*  =  Tu* + c          (3) 

ฉะนัน้ ระบบท าซ ้าจงึตอ้งมสีมบตัดิงัน้ี 

1. ผลเฉลย u* ซึ่งเป็นจุดตรงึของสมการที่ (3) 

ตอ้งเป็นผลเฉลยของสมการที ่(1) 

2. ระบบท าซ ้ าที่ นิยามขึ้นโดยสมการที่  (2) 

จะตอ้งลูเ่ขา้สูจุ่ดตรงึ 
พจิารณาระบบเชงิเสน้ต่อไปน้ี 

– 4x + y + 2z = – 1,  2x – 5y + z = – 2,   

x – y – 3z = – 3            (4) 

ซึง่สามารถท าใหอ้ยูใ่นรปูแบบของเวกเตอร ์ 
Au = b ไดด้งัน้ี 

4 1 2 1

2 5 1 ,  ,  2

1 1 3 3

u b

x

A y

z

      
     

         
            

วธิหีนึ่งทีง่า่ยต่อการเปลีย่นระบบสมการเชงิเสน้
เป็นรปูแบบของจุดตรงึ คอืการให ้

u   =   Iu – Au + Au   =   (I – A)u + b  

       =  Tu + c 

เมือ่ T = I – A และ  c = b  จะไดว้า่ 
5 1 2 1

2 6 1 ,  2

1 1 4 3

c bT I A

     
   

          
       

 

อกีหน่ึงวธิใีนการหาผลเฉลยของระบบสมการที ่
(4)  คือการเขียนระบบสมการให้อยู่ ในอีก
รปูแบบ ดงัน้ี 

1 1 1 2 1 2

4 2 4 5 5 5
,  ,x y z y x z     

1 1

3 3
1z x y    

และจดัใหอ้ยูใ่นรปูแบบของจุดตรงึ * *T u u c  
โดย 

1 1 1

4 2 4

2 1 2

5 5 5

1 1

3 3

0

0 ,

0 1

cT

   
   

    
     

 

เราจะทดสอบว่าระบบท าซ ้าทัง้สองนัน้ลู่เข้าสู่
ผลเฉลย x = y = z = 1 หรือไม่ เมื่อก าหนด
เวกเตอรเ์ริม่ตน้เป็น u(0) = (0, 0, 0) โดยการใช้
โปรแกรม MatLab จะไดผ้ลลพัธก์ารท าซ ้าดงัน้ี
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ตารางที ่1  

k 
( 1) ( ) k kT  u u c  ( 1) ( )k kT  u u c  

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

–1 

2 

50 

449 

3350 

23720 

166391 

1173494 

8350358 

0 

–2 

–9 

–44 

–288 

–2219 

–17640 

–138206 

–1060353 

–7997840 

0 

–3 

–16 

–78 

–409 

–2376 

–15076 

–101667 

–711268 

5078922 

0 

0.25 

0.85 

0.9 

1.0075 

0.9875 

1.0065 

0.997125 

1.001925 

1.00001 

0 

0.4 

0.7 

0.93 

0.97 

1.001 

0.9975 

1.0017 

0.99945 

1.000465 

0 

1 

0.95 

1.05 

0.99 

1.0125 

0.9955 

1.003 

0.998475 

1.000825 

 

จะเหน็ว่าวธิทีี่ 1 ให้ผลเฉลยที่ห่างออกไปจาก
ผลเฉลยจริงมากขึ้น เรื่อยๆ  ซึ่ ง ปัญหาน้ี
สามารถเกิดขึ้นได้ไม่ว่าจะเลือกเวกเตอร์
เริม่ตน้ใหใ้กลก้บัผลเฉลยจรงิแค่ไหนกต็าม แต่
ในวธิทีี่ 2 ในแต่ละรอบของการท าซ ้า ผลเฉลย
ทีไ่ดจ้ะเขา้ใกลผ้ลเฉลยจรงิมากขึน้เรื่อยๆ และ
ใช้รอบการท าซ ้าไม่มากแม้จะเลือกเวกเตอร์
เริม่ตน้ไมด่กีต็าม 

ทฤษฎีบทท่ี 3.1  ระบบท าซ ้า (2) จะลู่เขา้สูผ่ล
เฉลยจริงซึ่งเป็นจุดตรึงของสมการที่ (3) ก็
ต่ อ เมื่ อ  T เ ป็ น เม ท ริ ก ซ์ ลู่ เ ข้ า  นั ่น คื อ 

( ) 1T    
พิสูจน์  การลู่เข้าของผลเฉลยสู่จุดตรึงของ
สมการที่  (2)  นั ้นขึ้นอยู่กับพฤติกรรมของ
เวกเตอรค์า่คลาดเคลื่อน ( )ke  เมือ่ 

( ) ( ) *k k e u u   
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ซึ่งวดัระยะห่างระหว่างผลเฉลยจากการท าซ ้า
กบัผลเฉลยจรงิ พิจารณาความ สมัพนัธ์ของ
เวกเตอรค์า่คลาดเคลื่อนกบัระบบท าซ ้า ดงัน้ี 

( 1) ( 1) ( )  * *
e = u u = ( u + c) ( u + c)

k k kT T          

        ( ) ( ) *
= (u u ) = e

k kT T  

จะเห็นว่าเวกเตอร์ค่าคลาดเคลื่อนสอดคล้อง
กั บ ร ะบ บ ท า ซ ้ า เชิ ง เส้ น ด้ ว ย เม ท ริก ซ์
สมัประสทิธิ ์T ตวัเดยีวกนั โดยหลกัอุปนัยเชงิ
คณิตศาสตรจ์ะไดว้า่ 

( ) (0)k kTe e  

เน่ืองจากผลเฉลยของระบบท าซ ้าน้ีลูเ่ขา้สูจุ่ด
ตรงึ ( ) *

u u
k  กต็่อเมือ่เวกเตอรค์า่

คลาดเคลื่อนลูเ่ขา้สูเ่วกเตอรศ์นูย ์นัน่คอื 
( )k e 0  จงึสรปุไดว้า่ kT  0  ซึง่

หมายความวา่ T   เป็นเมทรกิซล์ู่เขา้ ซึง่
เงือ่นไขดงักล่าวสมมลูกบั ( ) 1T  โดยทฤษฎี
บทที ่2.6    

จากตวัอยา่งขา้งตน้ จะเหน็วา่   
( ) 7.03278T   และ ( ) 0.304067T   

นัน่คือ  T  ไม่เป็นเมทริกซ์ลู่เข้า จึงท าให้ผล
เฉลยค่าประมาณ ( )k

u ไม่ลู่เขา้สู่ผลเฉลยจรงิ 
ส่วนวธิทีี่ 2 นัน้ T  เป็นเมทรกิซ์ลู่เขา้ จงึท าให ้

( )k
u ลู่เขา้สู่ผลเฉลยจรงิ ยิง่ไปกว่านัน้ค่ารศัมี

สเปกตรมัจะเป็นตัวก าหนดความเรว็ในการลู่
เขา้ โดยค่ารศัมสีเปกตรมัยิง่น้อยความเรว็ใน
การลู่ เข้าก็จะยิ่งมาก ดังนั ้นเป้าหมายของ
ระบบท าซ ้าจงึต้องท าให้ค่ารศัมสีเปกตรมัมคี่า
น้อยที่สุดเท่าที่จะท าได ้โดยอย่างน้อยที่สุดค่า
รศัมสีเปกตรมัตอ้งมคีา่น้อยกวา่ 1 

 

4. วิธีจาโคบี  
วธิจีาโคบ ีคดิค้นโดยคารล์ จาโคบ ี(Carl 

Jacobi) [4] เป็นวธิีท าซ ้าเพื่อหาผลเฉลยของ
ระบบเชงิเสน้ A u b โดยในแต่ละสมการที่ i  
จะเขยีนอยูใ่นรปู 

1

n

ij j i

j

a u b


  

โดยมเีงื่อนไขว่าสมาชิกในแนวทแยงมุมหลกั
ของเมทริกซ์ A จะต้องไม่เป็นศูนย์  นัน่คือ 

0iia   และส าหรับแต่ ละตัวแปร  
iu  ใน

สมการที ่i จะไดว้า่ 

                   
1

1 n
i

i ij j

jii ii
j i

b
u a u

a a


            (5)  

ผลเฉลยที่ได้เป็นจุดตรงึที่สอดคล้องกบัระบบ
ท าซ ้า u(k+1) = Tu(k) + c ดงันัน้รูปแบบชดัแจ้ง
ของวธิจีาโคบ ีคอื 

            ( 1) ( )

1

1 n
k k i

i ij j

jii ii
j i

b
u a u

a a






           (6) 

การแปลงวิธีจาโคบีให้อยู่ในรูปแบบของเมท
รกิซ์ได้จากการจดัรูปเมทรกิซ์สมัประสทิธิ ์A 

ใหม่โดยแยกเป็นผลบวกของเมทริกซ์แบบ
สามเหลี่ยมล่าง L เมทริกซ์ทแยงมุม D และ
เมทรกิซแ์บบสามเหลีย่มบน U  นัน่คอื 

A   =   L + D + U                   (7) 

ต่อมาเราจดัรปูสมการใหม ่จะไดว้า่ 
Au   =   (L + D + U)u  =  b 

Du   =   –(L + U)u + b 

ดงันัน้สมการการท าซ ้าของวธิจีาโคบ ีคอื 

 u(k+1) = Tju
(k) + cj                 (8) 

โดยที ่ Tj  =  –D–1(L + U) และ cj  =  D–1b    
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ตวัอย่างท่ี 4.1  พจิารณาการใชว้ธิจีาโคบกีบั  

 
3 1 2

1 4 3

2 1 6

A

 
 

  
   

 

ท าการแยก A =  L+D+U เมือ่ 

0 0 0 3 0 0 0 1 2

1 0 0 , 0 4 0 , 0 0 3

2 1 0 0 0 6 0 0 0

L D U

     
     

        
           

  

จากสมการที่  (8) เราสามารถหาเมทริกซ์
สมัประสทิธิข์องระบบท าซ ้าไดด้งัน้ี 

1 2

3 3

1 31

4 4

1 1

3 6

0

( ) 0

0

jT D L U

  
 

     
   

 

วธิจีาโคบสีามารถรบัประกนัการลู่เขา้ของ
การท าซ ้ าได้เมื่อเมทริกซ์ส ัมประสิทธิ ์A มี
สมบตัทิีด่บีางประการซึง่จะกลา่วต่อไป 

 

บทตัง้ท่ี 4.2  ถ้าผลบวกค่าสมับูรณ์ตามแถว
ของทุกแถวของ A มีค่ าน้อยกว่า 1 แล้ว  

1A

  ยิ่งไปกว่านัน้ A จะเป็นเมทริกซ์ลู่

เขา้ 
 

พิสจูน์  บทพสิจูน์สามารถหาไดจ้าก [2] 

 

ทฤษฎีบทท่ี 4.3  ถ้า A เป็นเมทริกซ์แนว
ทแยงมุมข่มแท้ แล้วระบบจาโคบทีี่สอดคล้อง
จะลูเ่ขา้ 
 

พิสูจน์  เราจะพิสูจน์ว่า 1jT

  โดยจาก

สมการที่ (5) จะได้ว่าผลบวกค่าสมับูรณ์ตาม
แถวของเมทรกิซ ์ Tj  =  –D–1(L + U)  คอื 

1

1
1

n

i ij

jii
j i

s a
a 



   

เน่ืองจาก A เป็นเมทรกิซ์แนวทแยงมุมข่มแท ้
ดงันัน้ 

1max{ ,..., } 1j nT s s

   

โดยบทตัง้ที ่4.2 จะไดว้า่ระบบจาโคบทีี ่
สอดคลอ้งนัน้ลูเ่ขา้ 
 

ตวัอย่างท่ี 4.4  พจิารณาระบบเชงิเสน้ต่อไปน้ี 

5x – 2y+ 3z = – 1,   – 3x + 9y + z = 2,      

2x – y – 7z = 3                (9) 

ซึง่สามารถท าใหอ้ยูใ่นรปูแบบของเวกเตอร ์ 
Au = b ไดด้งัน้ี 

 

 

ท าการเปลีย่นใหอ้ยู่ในรปูของระบบท าซ ้าจาโค
บี โดยการหาเมทรกิซ์ Tj และ cj ที่สอดคล้อง 
จะได ้

 

 

 

เน่ืองจาก  ( ) 0.2674 1jT    ดังนั ้นระบบ
ท าซ ้าน้ีลู่เขา้  เมื่อก าหนดเวกเตอรเ์ริม่ตน้เป็น 
u(0) = (0, 0, 0) จะได้ผลลพัธ์การท าซ ้าโดยใช้
โปรแกรม MatLab ดงัน้ี 

 

 

 

 

 

5 2 3 1

3 9 1 , , 2

2 1 7 3

x

A y

z

      
        
     

      

u b

32 1

5 5 5

1 1 2

3 9 9

32 1

7 7 7

0

0 ,

0

cj jT

    
   

     
       
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ตารางที ่2 

 

จะเห็นว่า วิธีจาโคบีลู่เข้าสู่ผลเฉลยจริงซึ่งมี
ความถูกต้องถึงทศนิยมต าแหน่งที่ 4 โดยใช้
รอบการท าซ ้าทัง้หมด 8 รอบ    

ความเรว็ในการท าซ ้าของวธิจีาโคบขีึน้กบั
ค่ารศัมสีเปกตรมัของเมทรกิซ์ท าซ ้า สมมตวิ่า
ต้องการความถูกต้องถึงทศนิยมที่ n จะหา
จ านวนรอบ k ของการท าซ ้าทีท่ าให ้

( ) 0.5 10k nT    

เราสามารถหา k ได้โดยการใช้ลอการทิึม ใน
ตวัอยา่งขา้งตน้จะไดว้า่  

4log(0.5 10 )
8

log 0.2674
k


   

ดงันัน้ต้องท าซ ้าไม่เกิน 8 รอบ ซึ่งตรงกบัการ
ค านวณโดยใช ้MatLab   

วธิที าซ ้าที่มรีูปแบบแปรเปลี่ยนจากวธิจีา
โคบี  ได้ แก่  วิธีจ าโคบีแบบถ่ วงน ้ าหนั ก 
(Weighted Jacobi Method) ซึง่ใชต้วัแปรเสรมิ

(0,1]  ในการค านวณการท าซ ้าดงัน้ี 

 ( 1) 1 ( ) ( )( ) (1 )k k kD b L U      u u u  

เมื่อ 1   จะเป็นวธิจีาโคบแีบบดัง้เดมิ ศกึษา
ขอ้มลูเพิม่เตมิไดจ้าก [5] 

ในปี 2014 วธิจีาโคบไีดร้บัการปรบัปรงุ
เป็นวธิจีาโคบผีอ่นปรนตามก าหนด 

(Scheduled Relaxation Jacobi Method)  
หรอืวธิ ีSRJ ในงานวจิยั [6] ซึง่เป็นวธิที าซ ้าที่
ลูเ่ขา้เรว็กวา่วธิจีาโคบดีัง้เดมิอยูม่าก 
ยิง่กวา่นัน้ในปี 2015 วธิดีงักล่าวไดร้บัพฒันา
ในงานวจิยั [7] ซึง่วธิ ีSRJ สามารถน าไปใชใ้น
สมการเชงิอนุพนัธย์อ่ยเชงิวงร ี 

(Elliptic Partial  Differential Equations) 

 

5. วิธีเกาส-์ไซเดล 

วธิีเกาส์-ไซเดล เรยีกอีกอย่างหน่ึงว่าวิธี
เลี ย บ มัน น์  (Liebmann Method)  ห รือ วิ ธี
แทนทีส่บืเน่ือง (Method of Successive 

 Replacement) เป็นวธิีท าซ ้าที่คล้ายกับวิธีจา
โคบ ีคดิคน้เป็นครัง้แรกโดยคารล์ เฟรดเดอรกิ 
เก าส์  (Carl Friedrich Gauss) [8]  แต่ ไม่ ได้
ตีพิมพ์เผยแพร่ ต่อมาฟิลิปป์ ลุดวกิ ฟอนไซ
เดล  (Phillip Ludvig von Siedel) ได้คิดค้น
แ ล ะตี พิ ม พ์ วิ ธี ท า ซ ้ า น้ี ใน ปี  ค .ศ . 1874  
ภายหลงัในปี ค.ศ. 1918 เลยีบมนัน์  

(Liebmann) [9] ได้คดิค้นและตพีมิพ์วธิที าซ ้า
น้ีอกีครัง้โดยไมท่ราบวา่มผีูค้ดิคน้ไดก้่อนแลว้  

วิธีเกาส์-ไซเดลมีความเร็วในการลู่เข้า
มากกว่าวธิจีาโคบี เน่ืองจากวธิน้ีีจะใช้ค่า

iu    
ตัวใหม่ที่ค านวณได้แทนค่าในสมการต่อไป
ทนัท ีดงันัน้ ส าหรบัระบบท าซ ้า 

 u(k+1) = Tsu
(k) + cs  

จะไดร้ปูแบบชดัแจง้ของวธิเีกาส-์ไซเดลดงัน้ี 
1

( 1) ( 1) ( )

1 1

1 1i n
k k k i

i ij j ij j

j j iii ii ii

b
u a u a u

a a a


 

  

       

(10) 

k x(k) y(k) z(k) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

0 

–0.2000 

0.1460 

0.1918 

0.1809 

0.1854 

0.1864 

0.1860 

0.1861 

0 

0.2222 

0.2032 

0.3284 

0.3324 

0.3293 

0.3312 

0.3313 

0.3312 

0 

–0.4286 

–0.5175 

–0.4159 

–0.4207 

–0.4244 

–0.4226 

–0.4227 

–0.4227 
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การแปลงวธิเีกาส์-ไซเดลให้อยู่ในรูปแบบของ
เมทรกิซ์ไดจ้ากการจดัรปูเมทรกิซ์สมัประสทิธิ ์
A ใหม่โดยแยกเป็นผลบวกของสามเมทรกิซ์
ดงัน้ี 

          A    =   L + D + U 

จดัรปูสมการใหมโ่ดย 

         Au   =   (L + D + U)u  =  b 

  (L + D)u  =  –Uu + b 
ดงันัน้สมการการท าซ ้าของวธิเีกาส-์ไซเดล คอื 

        u(k+1) = Tsu
(k)  + cs    (11) 

โดยที ่T s =  –(L + D)–1U   
และ  cs = (L + D)–1b     

จากตัวอย่างที่  4.1 และสมการที่  (11) เรา
สามารถหาเมทริกซ์ส ัมประสิทธิข์องระบบ
ท าซ ้าเกาส-์ไซเดลไดด้งัน้ี 

 

1 2

3 3
1 71

12 12

1 1

8 8

0

0

0

sT L D U


  
 

     
   

 

พิจารณาค่ารศัมีสเปกตรมัของ Ts  ซึ่งได้ว่า 
( ) 0.2886sT   ถ้ า เที ย บ กั บ ค่ า รั ศ มี

สเปกตรมัของ Tj ที่ได้จากวธิจีาโคบี ซึ่งได้ว่า 
( ) 0.476007jT   จะเหน็ว่าค่ารศัมสีเปกตรมั

ของวิธีเกาส์-ไซเดลมีค่าน้อยกว่าวิธีจาโคบี
ประมาณ  2 เท่ า ดังนั ้นวิธีเกาส์ -ไซ เดลมี
ความเรว็ในการลู่เขา้เป็น 2 เท่าของวธิจีาโคบี
โดยประมาณ 

เงื่อนไขที่เพยีงพอท าให้วธิเีกาส์-ไซเดลลู่
เขา้เป็นดงัน้ี 

 

ทฤษฎีบทท่ี 5.1 ถา้ A เป็นเมทรกิซแ์นวทแยง
มุมข่มแท้ แล้ววธิเีกาส์-ไซเดลจะลู่เขา้ส าหรบั
เวกเตอรเ์ริม่ตน้ใด ๆ  
พิสจูน์ ดไูดจ้าก [2] 

 
ตวัอย่างท่ี 5.2  พจิารณาระบบเชงิเสน้ต่อไปน้ี 

3x + y – z = 3,   x – 4y + 2z = – 1,    

– 2x – y + 5z = 2           (12) 

ซึง่สามารถท าใหอ้ยูใ่นรปูแบบเวกเตอร ์ 
Au = b ไดด้งัน้ี 

3 1 1 3

1 4 2 ,  ,  1

2 1 5 2

u b

x

A y

z

     
     

         
           

 

ท าการเปลี่ยนให้อยู่ในรูปของระบบท าซ ้ า
เกาส-์ไซเดล โดยการหาเมทรกิซ์ Ts และ cs ที่
สอดคลอ้ง จะได ้

1 1

3 3

71 1

12 12 2

3 91

20 4 10

0 1

0 ,  

0

s sT

   
   

     
      

c   

จะได้ว่า Ts เป็นเมทรกิซ์แนวทแยงมุมข่มแท ้
ดงันัน้โดยทฤษฎบีท 5.1 จะไดว้า่ระบบท าซ ้าน้ี
ลูเ่ขา้ หรอืพจิารณาจาก  

( ) 0.2582 1sT    จะได้ข้อสรุปเดียวกัน 
เมื่อก าหนดเวกเตอร์เริ่มต้น  u(0) = (0, 0, 0) 
ผลลพัธก์ารท าซ ้าทีไ่ดเ้ป็นดงัน้ี 
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ตารางที ่3 

 

6. วิธีผอ่นปรนเกินสืบเน่ือง 
วธิผี่อนปรนเกนิสบืเน่ือง เรยีกสัน้ๆ ว่าวธิ ี

SOR ซึ่งเป็นวิธีท าซ ้าส าหรบัระบบเชิงเส้นที่
ทันสมัยและนิยมใช้กันอย่างแพร่หลายใน
ปัจจุบัน วิธีน้ีคิดค้นในปี ค.ศ. 1950 โดยนัก
คณิตศาสตร์สองท่านซึ่งต่างคนต่างคิด คือ 
เด วิด  ยั ง  จู เ นี ย ร์  (David Young Jr.)  ใน
วิทยานิพนธ์  [10] และแสตนลีย์ แฟรงเคิล 

(Stanley Frankle) 

วธิี SOR เป็นวิธีท าซ ้าที่ปรบัปรุงจากวิธี
จาโคบีและวิธีเกาส์-ไซเดลโดยต้องการเร่ง
ความเรว็ของการลู่เขา้ ซึ่งใช้เทคนิคที่เรยีกว่า 
การผ่อนปรน (Relaxation) ซึ่งใช้กบัวธิเีกาส์-
ไซเดล โดยมแีนวคดิว่าการท าซ ้าโดยใช้ค่า ui 

ใหมท่ัง้หมดอาจไมใ่ชท่างเลอืกทีท่ าใหลู้เ่ขา้เรว็
ที่สุด จงึมกีารปรบัเปลี่ยนเป็นการถ่วงน ้าหนัก
ระหวา่งค่า ui เก่าจากรอบทีแ่ลว้กบัค่า ui ใหม่
ในรอบปัจจุบนั ดงัน้ี 

(1 )new new old

i i iu u u           (13)                                                                            

เมื่ อ    คื อ  ตั ว ป ร ะก อบ ถ่ ว งน ้ า ห นั ก 
(weighted factor) จากสมการที่ (13)  จะได้

รูปแบบชดัแจ้งของวิธีผ่อนปรนเกินสืบเน่ือง
ดงัน้ี 

        
1

( 1) ( 1) ( )

1

(1 )
i

k k k

i ij j i

jii

u a u u
a





 



     

                   ( )

1

n
k i

ij j

j iii ii

b
a u

a a



 

    (14)           

สงัเกตว่ารูปแบบชดัแจ้งด้านบนเป็นการคูณ
สมการที ่(10) ทางดา้นขวามอืดว้ยตวัประกอบ
ถ่วงน ้ าหนัก    และเพิ่มพจน์ ( )(1 ) k

iu  
เขา้ไปนัน่เอง  

ในการแปลงวธิีผ่อนปรนเกินสบืเน่ืองให้
อยูใ่นรปูแบบเมทรกิซ์ จะไดจ้ากการจดัรปูเมท
รกิซ์สมัประสทิธิ ์A ใหม่โดยแยกเป็นผลบวก
ของสามเมทรกิซค์อื  L + D + U เช่นเดยีวกบั
วธิจีาโคบ ีจากนัน้ให้  เป็นค่าคงที่ใดๆ ที่ไม่
เท่ากบั 0 จะไดว้า่   

           A L D D D U        

                       ( 1)L D D U       

แทน A ทีไ่ดล้งในสมการ Au = b จะได ้

      ( 1)L D D U       u b   

   1 1 1 1
1L D D U

   

    
        

    
u u b   

ให ้ 1



 จะได ้

 ( ) (1 )L D D U       u u b  

ดงันัน้สมการการท าซ ้าของวิธีผ่อนปรนเกิน
สบืเน่ือง คอื          

                    
( 1) ( )k kT 

  u u c   (15) 

เมือ่     
1

(1 )T L D D U   


      

และ  
1

L D  


 c b                               
วธิ ีSOR จะลู่เขา้หรอืไม่พจิารณาได้จาก

ทฤษฎบีทต่อไปนี้  
 

k x(k) y(k) z(k) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

0 

1 

1.1333 

1.0222 

0.9948 

0.9977 

1 

1.0001 

1 

0 

0.5 

0.9833 

1.0306 

1.0062 

0.999 

0.9994 

1 

1 

0 

0.9 

1.05 

1.015 

0.992 

0.9989 

0.9999 

1.0001 

1 
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ทฤษฎีบทท่ี 6.1  (Kahan [11])  ถ้า   มคี่า
อยู่ ใน ช่ ว ง  (0, 2)  แล้ ววิธีผ่ อนป รน เกิน
สบืเน่ืองจะลูเ่ขา้ส าหรบัทุกเวกเตอรเ์ริม่ตน้ u(0)  

 

ทฤษฎีบทท่ี 6.2  (Ostrowski-Reich [12,13])  
ให้ A เป็นเมทรกิซ์เฮอร์มเิชยีนที่หาผกผนัได้
ซึ่งทุกสมาชกิในแนวทแยงมุมเป็นจ านวนจรงิ
บวก จะไดว้่าวธิผี่อนปรนเกนิสบืเน่ืองจะลู่เขา้
ส าห รับ เวก เต อ ร์ เริ่ม ต้ น  u(0) ใด  ๆ  และ
0 2   กต็่อเมื่อ A เป็นเมทรกิซ์ทีเ่ป็นบวก
แน่นอน 

ยิง่ไปกว่านัน้ ถา้ A เป็นเมทรกิซ์สามแนว
เฉียงดว้ย แลว้ 

2

2

1 1 [ ( )]jT





 
  

และ ( ) 1T      
ดงันัน้วธิ ี SOR จะลูเ่ขา้ส าหรบัเวกเตอร์

เริม่ตน้ใด ๆ ถา้เราใชก้บัเมทรกิซท์ีเ่ป็นบวก
แน่นอนโดยเลอืก   ใหอ้ยูใ่นชว่ง (0,2)  
 
ตวัอย่างท่ี 6.3  พจิารณาระบบเชงิเสน้ต่อไปน้ี 

5 3        11 

3 5 – 2 7 

     – 5 5 5      

x y

x y z

y z

 

 

 

       (16) 

ซึง่สามารถท าใหอ้ยูใ่นรปูแบบเวกเตอร ์Au = b 
ไดด้งัน้ี 

5 3 0 11

3 5 2 ,  ,  7

0 5 5 5

x

A y

z

     
     

        
          

u b   

จะเหน็วา่ A เป็นเมทรกิซท์ีเ่ป็นบวกแน่นอน
และเมทรกิซส์ามแนวเฉียง  เมทรกิซ์ 
สมัประสทิธิจ์าโคบกี าหนดโดย 

0 0.6 0

0.6 0 0.4

0 1 0

jT

 
 

  
 
 

 

ดงันัน้ ( ) 0.8718jT   และโดยทฤษฎีบทที ่
6.2 จะไดว้า่ 

2

2 2
1.3424

1 1 0.761 1 ( )jT





  
     

 จากสมการที่ (15) เราสามารถหา T  และ 

c  ทีส่อดคลอ้งไดว้า่ 
0.3424 0.8054 0 2.9533

0.2758 0.3063 0.5369 ,  0.4993

0.3702 0.4112 0.3784 0.6721

T c 

    
   

     
   
   

 เน่ืองจาก ( ) 0.3424 1T    ดังนั ้นระบบ
ท าซ ้าน้ีลู่เขา้ เมื่อก าหนดเวกเตอร์เริม่ต้นเป็น 
u(0) = (0, 0, 0) จะได้ผลลพัธ์การท าซ ้าเป็นดงั
ตารางต่อไปน้ี 

 
ตารางที ่4 

k x(k) y(k) z(k) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

0 

2.9533 

2.3442 

1.7293 

1.3290 

1.1443 

1.0588 

1.0240 

1.0095 

1.0039 

1.0016 

0 

–0.4993 

0.5231 

1.2816 

1.6811 

1.8657 

1.9453 

1.9781 

1.9913 

1.9964 

1.9984 

0 

06721 

1.8144 

2.4416 

2.7632 

2.9010 

2.9606 

2.9843 

2.9939 

2.9975 

2.9989 

 

ส าหรบัปัญหาระบบเชิงเส้นน้ี หากใช้วธิี
เกาส-์ไซเดลจะใชร้อบการท าซ ้าทัง้สิน้ 25 รอบ 
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ซึง่หมายถงี 50 รอบส าหรบัวธิจีาโคบ ีดงันัน้จะ
เห็นได้ว่าวธิีผ่อนปรนเกินสบืเน่ืองเป็นวธิทีี่มี
ประสทิธภิาพและให้ผลลพัธ์ที่น่าพอใจจนเป็น
ทีนิ่ยมใชก้นัอยา่งมากในปัจจุบนั 

วธิ ีSOR ได้รบัการพฒันาต่อยอดเป็นวธิี
ท าซ ้าใหม่ๆ เช่น วิธี ESOR [14] วิธี SSOR 

[15]  วิธี AOR [16] วิธี GAOR [17]  และวิธ ี
SAOR [18] 

 

7. สรปุ 

วธิที าซ ้าสามารถใชห้าผลเฉลยของระบบ
เชิ ง เส้ น  โด ย ส ร้า งล า ดับ ข อ งผ ล เฉ ล ย
ค่าประมาณที่ลู่เขา้สู่ผลเฉลยจรงิ     วธิที าซ ้า
จะลู่เขา้ส าหรบัเวกเตอรเ์ริม่ต้นใด ๆ ก็ต่อเมื่อ
เมริกซ์ท าซ ้าที่สอดคล้องกับวิธีดังกล่าวเป็น
เมทรกิซ์ลู่เขา้ นัน่คอืมรีศัมสีเปกตรมัน้อยกว่า 
1  ดงันัน้วธิที าซ ้าแบบต่าง ๆ จะการนัตกีารลู่
เขา้ส าหรบัเมทรกิซท์ีม่สีมบตัเิหมาะสม โดยวธิี
จาโคบแีละวธิเีกาส์-ไซเดลจะการนัตกีารลู่เขา้
เมื่อเมทรกิซ์สมัประสทิธิข์องระบบเชงิเสน้เป็น
เมทรกิซ์แนวทแยงมุมขม่แท้ สว่นวธิผี่อนปรน
เกินสืบเน่ืองจะลู่เข้าถ้าใช้กับเมทริกซ์ที่เป็น
บวกแน่นอนโดยต้องเลือกตัวประกอบถ่วง
น ้าหนกัทีเ่หมาะสม 
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