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บทคดัย่อ 
งานวจิยันี้ไดศ้กึษาเกี่ยวกบัรูปแบบของรูปสามเหลีย่มซึ่งมพีื้นที่มากสุดเมื่อแนบใน

วงกลมและรปูแบบของรปูสามเหลีย่มซึง่มพีืน้ทีน้่อยสดุทีปิ่ดทบัวงกลมตามก าหนด 
ค าส าคญั:  สามเหลีย่มแนบในวงกลม  สามเหลีย่มซึง่ดา้นทัง้สามสมัผสัวงกลม 

ABSTRACT 

This  research  study  about  finding  the  largest  inscribed  triangle  and  the  

smallest  cover  triangle  of  a  circle. 
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    สามเหลีย่มแนบในใหญ่ทีส่ดุและสามเหลีย่มปิดทบัเลก็ทีส่ดุเมือ่ก าหนดวงกลม 2 

1. บทน า 
เน่ืองจากในสถานการณ์ปัจจุบนัทรพัยากร

ถูกจ ากดั ปัญหาการหาค่ามากสุดหรอืน้อยสุด
จึงมีบทบาทส าคัญ  ในการควบคุมการใช้
ทรพัยากรที่มอียู่อย่างจ ากดัให้คุ้มค่ามากที่สุด 
ดงันัน้ผู้วจิยัจงึสนใจที่จะค้นหารูปแบบของรูป
สามเหลีย่มซึ่งจะให้พืน้ที่มากสุดเมื่อแนบอยู่ใน
วงกลมตามก าหนดและค้นหารูปแบบของรูป
สามเหลี่ยมซึ่งจะให้พื้นที่น้อยสุดเมื่อด้านทัง้
สามสมัผสัวงกลมตามก าหนด (รูปสามเหลี่ยม
ซึ่งมวีงกลมตามก าหนดแนบใน) ทัง้สองปัญหา
น้ี เป็นปัญหาประเภทเดยีวกบัปัญหาเรขาคณิต
ข อ งฟ อ งสบู่  (Soap bubble problem) แ ล ะ
ปัญหาการปิดทบัเสน้โคง้ของโมเซอร ์(Moser’s 

worm problem) ซึ่ ง เป็ น ปัญ ห าป ระ เภทที่
คาดการณ์ค าตอบได้ง่าย แต่ยากที่จะยืนยัน
ค าตอบ งานวจิยัน้ีต้องการยืนยนัค าตอบของ
ปัญหาทัง้สอง การประยกุตอ์นุพนัธจ์ากฟังกช์นั
ของพืน้ทีข่องรปูสามเหลีย่มสามารถน ามาใชใ้น
หาค่าพื้นที่มากสุดและน้อยสุดได้ แต่การหา
ฟังก์ชันของพื้นที่ของรูปสามเหลี่ยมใดๆ ใน
กรณีที่ไม่มสีองดา้นใดๆ ยาวเท่ากนัเลยนัน้ท า
ได้ยาก จึงจ าเป็นต้องแบ่งขัน้ตอนในการหา
ค าตอบออกเป็น 2 ขัน้ตอน โดยจะน าความรู้
ทางเรขาคณิตแบบฉบบั (Classical geometry) 
และการประยุกต์อนุพนัธ์ของฟังก์ชนัมาใช้ใน
การพสิูจน์เป็นหลกั ในงานวจิยัน้ีจะก าหนดให ้
 ABC  แทนพืน้ทีข่องรปูสามเหลีย่ม ABC  

 

2. วิธีการ 
การหารูปแบบของรูปสามเหลี่ยมซึ่งมี

พื้นที่มากสุดเมื่อแนบในวงกลมตามก าหนด 
สามารถอธบิายไดด้ว้ยการแสดงใหเ้หน็ว่า เมื่อ

ก าหนดรูปสามเหลี่ยมใดๆ ซึ่งแนบในวงกลม
ตามที่ก าหนดมา จะมรีปูสามเหลีย่มหน้าจัว่ซึ่ง
มีฐานเป็นด้านของสามเหลี่ยมนัน้และมีพื้นที่
มากกว่ารูปสามเหลี่ยมที่ก าหนดเสมอ ดัง
ทฤษฎบีทต่อไปนี้ 

 
ทฤษฎีบท 1 ให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมใดๆ 
ซึ่งแนบในวงกลมตามก าหนด จะได้ว่ามีรูป
สาม เห ลี่ ย ม ABD แนบ ใน วงกลมนั ้น  ซึ่ ง
DA DB  และ    ABC ABD   
พิสจูน์  ให้ O  เป็นจุดศูนย์กลางวงกลม และ 
M  เป็นจุดกึง่กลางบนดา้น AB  
ลาก  OM  พบวงกลมที่ จุ ด  D  (บนด้าน
เดยีวกนักบั C ) จะได ้ DM AB   
ให ้ N  เป็นจุดบน AB  ทีท่ าให ้CN AB  ดงั
รปูที ่1 จะได ้CN  ขนานกบั DM  
เน่ืองจาก O  อยูบ่น DM จะได ้CN DM  
นัน่คอื 

   
1 1

2 2
ABC AB CN AB DM ABD      

โด ย ท ฤษ ฎี บ ท  1 พ บ ว่ า  ใน บ รรด า รูป
สามเหลีย่มแนบในวงกลม รปูสามเหลีย่มซึง่ม ี
 
 

 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่1 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่1 
 



DOI: 10.14456/mj-math.201x.x 

วารสารคณิตศาสตร์ MJ-MATh  63(694) Jan-Apr, 2018         
3 

พืน้ทีม่ากสดุจะตอ้งเป็นรปูสามเหลีย่มหน้า
จัว่ ซึ่งในขัน้ตอนต่อไปจะแสดงให้เห็นว่า รูป
สามเหลี่ยมหน้าจัว่ซึ่งมพีื้นที่มากสุดนัน้เป็นรูป
สามเหลีย่มดา้นเทา่  

 
ทฤษฎีบท 2 ในบรรดารูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่
ซึ่งแนบในวงกลมรศัม ี r  หน่วย  จะได้ว่า รูป
สามเหลี่ยมด้านเท่ามีพื้นที่มากสุดซึ่งเท่ากับ 

23 3

4
r

 
ตารางหน่วย 

พิ สู จ น์  ให้ รูป สาม เหลี่ ยม  ABC  เป็ น รูป
สาม เหลี่ ยมห น้ าจัว่  มี  CA CB  แนบ ใน
วงกลมจุดศูนย์กลาง O  รศัมี r  หน่วย และ 
D  เป็นจุดกึ่งกลางด้าน AB  จะได้ว่า O  อยู่
บน CD  และ CD AB  และ CO r   ให้
จุด E  อยู่บน AC  ที่ท าให้ OE AC  ดงัรูป

ที ่2 จะไดว้า่  
2

CA
CE   

 

 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่2 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่2 
 
ให้ CD x  โดยทฤษฎีบทพทีาโกรสัจะได้ว่า 

22AD rx x   
ก าหนดให้   f x  แทน  ABC  นัน่คือ 

  22f x x rx x   

หาค่า x  ที่ท าให้   0f x   จะได้ว่า f  มี

ค่าสูงสุดที่ 3

2

r
x   ดังนัน้ ABC  จะมีพื้นที่

มากสดุ เมือ่ 3

2

r
CD   

เมื่อแทนค่า
 

3

2

r
CD   โดยใช้ทฤษฎีบทพี

ทาโกรสัจะได้ 3AB BC AC r    นัน่คือ
ABC  เป็นรปูสามเหลีย่มดา้นเทา่                                                       

ในท านองเดียวกัน การหารูปแบบของรูป
สามเหลี่ยมซึ่งมีพื้นที่น้อยสุดที่ปิดทับวงกลม 
จะพิจารณาการหารูปแบบของรูปสามเหลี่ยม
ซึ่งมพีื้นที่น้อยสุดเมื่อดา้นทัง้สามสมัผสัวงกลม
รศัมี r  หน่วย โดยการแสดงให้เห็นก่อนว่า 
เมื่อก าหนดรูปสามเหลี่ยมใดๆ ซึ่งด้านทัง้สาม
สมัผสัวงกลมตามก าหนด จะมรีูปสามเหลี่ยม
ห น้ าจัว่  ซึ่ งมีจุ ดยอด เป็ นจุ ด ใดๆของรูป
สามเหลีย่มนัน้ และมพีืน้ทีน้่อยกว่าหรอืเท่ากบั
รปูสามเหลีย่มตามทีก่ าหนดเสมอ ดงัทฤษฎบีท
ต่อไปน้ี 
 
ทฤษฎีบท 3 ให ้ ABC  เป็นรปูสามเหลีย่มใดๆ 
ซึ่งมีด้าน ,CA CB  และ AB  สัมผัสวงกลม
ตามก าหนด จะได้ว่า มีรูปสามเหลี่ยม CEF   
ซึง่มดีา้น ,CE CF  และ EF  สมัผสัวงกลม ซึ่ง 
CE CF  และ    ABC CEF  
พิสูจน์    ก าหนดให้ O  เป็นจุดศูนย์กลาง
วงกลม และ ABC  เป็นรปูสามเหลีย่มใดๆ  
ซึ่งมดี้าน ,CA CB  และ AB  สมัผสัวงกลมที่จุด

,X Y และ Z ตามล าดบั  
ให้  E  และ F เป็ นจุดบน CA  และCB  

ตามล าดบั ทีท่ าให ้CE CF  และ EF   
สมัผสัวงกลม 
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นัน่คือ CEF  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่ 
ดงัรปูที ่3 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

รปูที ่3 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่3 
 

ให้ EF สมัผสัวงกลมทีจุ่ด I จะไดว้่า I เป็น
จุดกึง่กลางของดา้น EF  

ถ้า E เป็นจุดเดียวกันกับ A  จะได้ I เป็น
จุดเดียวกับ Z ซึ่งส่งผลให้ F เป็นจุดเดียวกับ 
B  นัน่คือ ABC  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่ 
และ    ABC CEF  

ถ้า E ไม่เป็นจุดเดยีวกนักบั A  จะได ้ I ไม่
เป็นจุดเดยีวกบั Z   

ให ้ D เป็นจุดตดัของ AB  และ EF   
จะไดว้า่ ID DZ  

โดยไม่เสียนัยทัว่ไป ให้ D อยู่บนด้าน
IF จะได ้CA CE  และ CB CF  นัน่คอื   
CA CB   

พจิารณา CEF  จะได ้ ˆ 90CEF    
นัน่คอื ˆ 90DEA   

เน่ืองจากรูปสามเหลี่ยมใดๆมีมุมแหลม
อย่างน้อย 2 มุม จะไดว้่า ˆ 90EAD    นัน่คอื 

ˆˆDEA EAD  ดงันัน้ DA ED   ดงัรปูที ่4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่4 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่3 
 
พจิารณา   ED EI ID   

       

 

 

 

 

EI DZ

EI DB ZB

IF DB YB

YF DB YB

YF YB DB

BF DB

DF

 

  

  

  

  

 


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พจิารณา   DB DZ ZB   

                   

 

 

 

 

DI BY

DI FY FB

DI IF FB

DI EI FB

DI EI FB

ED FB

ED

DA

 

  

  

  

  

 





 

นัน่คอื   ED DF   
และ      DB AD  
เน่ืองจาก  

   

   

1 ˆsin ,
2

1 ˆsin
2

AED ED AD EDA

BFD DF DB BDF

   

   

 

และ 

   
1 1ˆ ˆsin sin
2 2

ED AD EDA DF DB BDF      

นัน่คอื       AED BFD    
ดงันัน้       ABC CEF  

โดยทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า ในบรรดารูป
สามเหลี่ยมซึ่งด้านทัง้สามสมัผัสวงกลมตาม
ก าหนด รปูสามเหลีย่มซึง่มพีืน้ทีน้่อยสดุจะตอ้ง
เป็นรปูสามเหลีย่มหน้าจัว่ ซึง่ในขัน้ต่อไปเราจะ
แสดงให้เห็นว่า รูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่นัน้เป็น
รปูสามเหลีย่มดา้นเทา่ 
  
ทฤษฎีบท 4 ในบรรดารูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่
ซึ่งด้านทัง้สามสมัผสัวงกลมรศัม ี r  หน่วย จะ
ไดว้่า รูปสามเหลี่ยมดา้นเท่ามพีื้นที่น้อยสุดซึ่ง
เท่ากบั 23 3r  ตารางหน่วย 
พิสจูน์ ใหร้ปูสามเหลีย่ม ABC เป็นรปู 
สามเหลีย่มหน้าจัว่ ม ีCA CB  สมัผสัวงกลม 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่5 ประกอบการพสิจูน์ทฤษฎบีทที ่4 
 
จุดศูนย์กลาง O  รศัมี r  หน่วย D  เป็นจุด
กึ่งกลางด้าน AB  จะได้ว่า O  อยู่บน CD  
และ CD AB  ใหจุ้ด E  อยูบ่น AC  ทีท่ าให ้
OE AC  ดงัรปูที ่5 จะไดว้า่ OE r  

ให้ CD x  โดยทฤษฎีบทพีทาโกรสั จะ

ไดว้า่ 
 2

r x
AD

x r


   
ก าหนดให ้  f x   แทน  ABC  นัน่คอื

 
 

3

2

2

rx
f x

x r



                                                                                   

หาคา่ x  ทีท่ าให ้   0f x   จะไดว้า่ f  มคีา่ 
ต ่าสดุที ่ 3x r  ดงันัน้ ABC  จะมพีืน้ทีน้่อย
สดุ เมือ่ 3CD r  เมือ่แทนคา่โดยใชท้ฤษฎบีท
พทีาโกรสัจะได ้ 2 3AB BC AC r     
นัน่คอื ABC  เป็นรปูสามเหลีย่มดา้นเทา่ 
 

3. ผลและอภิปรายผล 
ก าหนดวงกลมที่มีรศัมี r  หน่วย การหา

รปูแบบของรปูสามเหลีย่มซึง่มพีืน้ทีม่ากสดุเมื่อ
แนบในวงกลม สามารถอธิบายได้โดยอาศัย
ทฤษฎบีท 1 และ 2 ดงัต่อไปนี้ 
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ทฤษฎีบท 1 ให ้ ABC  เป็นรปูสามเหลีย่มใดๆ 
ซึ่งแนบในวงกลมตามก าหนด จะได้ว่ามีรูป
สามเหลีย่ม ABD  แนบในวงกลมนัน้ ซึง่ 
      DA DB  และ    ABC ABD  
  
ทฤษฎีบท 2 ในบรรดารูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่
ซึ่งแนบในวงกลมตามก าหนด จะได้ว่า รูป
สามเหลี่ยมด้านเท่ามีพื้นที่มากสุด  โดยรูป
สามเหลี่ยมด้านเท่าน้ีมีพื้นที่มากสุดเท่ากับ 
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ในท านองเดียวกนัการหารูปแบบของรูป

สามเหลี่ยมซึ่งมีพื้นที่น้อยสุดเมื่อด้านทัง้สาม
สัมผัสวงกลม สามารถอธิบายได้โดยอาศัย
ทฤษฎบีท 3 และ 4 ดงัต่อไปนี้ 

 
ทฤษฎีบท 3 ให ้ ABC  เป็นรปูสามเหลีย่มใดๆ 
ซึ่งมดี้าน ,CA CB  และ AB  สมัผสัวงกลมตาม
ก าหนด จะได้ว่า มีรูปสามเหลี่ยม CEF  ซึ่งมี
ดา้น ,CE CF และ EF  สมัผสัวงกลม ซึง่  
      CE CF  และ    ABC CEF  
 
ทฤษฎีบท 4 ในบรรดารูปสามเหลี่ยมหน้าจัว่
ซึ่งด้านทัง้สามสมัผสัวงกลมตามก าหนด จะได้
ว่า รูปสามเหลี่ยมด้านเท่ามพีื้นที่น้อยสุด โดย
รูปสามเหลี่ยมด้านเท่าน้ีมพีื้นที่น้อยสุดเท่ากบั 

23 3r  ตารางหน่วย 
 

ประโยชน์ทีไ่ดจ้ากการศกึษาปัญหาการหา
รูปแบบของรูปสามเหลี่ยม จะเห็นได้ว่าข้อดี
ของปัญหาการหารปูสามเหลีย่มซึ่งมพีืน้ที่น้อย

สดุเมื่อดา้นทัง้สามสมัผสัวงกลมตามก าหนดจะ
สอดคลอ้งกบัปัญหาการปิดทบัของโมเซอร ์ใน
ลกัษณะของการปิดทบัวงกลมดว้ยรปู 
สามเหลี่ยม นัน่คอื หากต้องการแผ่นปิดทบัที่
เป็นรูปสามเหลี่ยม เพื่อปิดทับพื้นผิววงกลม 
จะต้องสรา้งแผ่นปิดทบัเป็นรปูสามเหลี่ยมดา้น
เท่า จงึจะประหยดัทรพัยากรในการสรา้งแผ่น
ปิดทบัไดด้ทีีส่ดุ 
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