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 A two-wheeled robot is independently driven by two concentric motors. The two-
wheeled robot is a marginally stable plant. Control of the robot for stabilizing and obtaining 
some desired responses are complicated because the plant is nonlinear, non-minimum phase and 
its inputs are lower than its outputs. 

 
 In this research, the LQR control and LQR control with integrator augment, including 
state obsever in order to estimate states, of a two-wheeled robot are shown in theoretical, 
designed and simulated with MATLAB and implemented. Luenberger observer is also 
presented in order to improve tilt measurement from an inclinometer and a rate gyroscope. 
 
 Both simulation and experiment of estimated tilt measurement are accurate over a high 
frequency range. Pole placement with a variety of pole position result as accuracy over a variety 
of frequency range. Simulation and experimental results demonstrate the reliability and 
effectiveness of the proposed control scheme even if oscillation occurs in experiment due to 
frictions and oscillated wire weight. Position control shows slow response because of coupling 
of pose control, but making a turn has high accuracy. 
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39 การทดลองการรักษาเสถียรภาพของหุนยนตสองลอ 69 
40 ผลการทดลองการติดตามคาของหุนยนตสองลอ 70 
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สารบัญภาพ (ตอ) 
 

ภาพที ่ หนา 
  

41 ผลการทดลองการเคลื่อนในสองมิติของหุนยนตสองลอ 70 
42 ผลการทดลองการติดตามคาของหุนยนตสองลอที่มวลเพิ่ม 71 
43 ผลการทดลองการเคลื่อนในสองมิติของหุนยนตสองลอที่มวลเพิ่ม 71 

   
ภาพผนวกที ่  

  
ก1 รูป 3 มิติของหุนยนตสองลอและแกนพกิดั 0 0 0( , , )x y z  82 
ข1 วงจรสมมูลของมอเตอรกระแสตรง 85 
ข2 การทดลองการพิสูจนเอกลักษณของมอเตอรกระแสตรง 86 
ข3 ผลการทดสอบความแมนยําการหาเอกลักษณของมอเตอรกระแสตรง 88 
ข4 แบบจําลองของ Inclinometer อยางงาย 88 
ข5 การทดลองการพิสูจนเอกลักษณของตวัตรวจรู Inclinometer 90 
ข6 ผลการทดสอบความแมนยําการหาเอกลักษณของตวัตรวจรู Inclinometer 91 
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คําอธิบายสัญลักษณ และอักษรยอ 
 

คําอธิบายสัญลักษณ 
 

φ  = มุมเลี้ยวของหุนยนต ( )rad  
θ  = มุมหมุนเฉลี่ยของลอซายและขวา ( )rad  

1θ  = มุมเอียงจริง ( )rad  
2θ  = มุมเอียงของตวัตรวจรู Inclinometer ( )rad  
ρ  = มุมยกของหุนยนต ( )rad  

gω  = อัตราโนมเอียงจากตัวตรวจรู Rate Gyroscope ( )1.rad s−  
ξ  = อินทิกรัลของเอาทพุต 
ψ  = มุมเอียงของหุนยนต ( )rad  
c   = สัมประสิทธิ์ความหนวง 
E  = คาผิดพลาดของสมการกําลังสองนอยที่สุด 
e  = คาผิดพลาดของตัวสังเกต 
Fφ  =    แรงภายนอกทีก่ระทําในระบบพิกัด φ  ( ).N m  
Fθ  =    แรงภายนอกทีก่ระทําในระบบพิกัด θ  ( ).N m  
Fψ  =    แรงภายนอกทีก่ระทําในระบบพิกัด ψ  ( ).N m  

lF  =    แรงภายนอกทีก่ระทํากับลอซาย ( ).N m  
rF  =    แรงภายนอกทีก่ระทํากับลอขวา ( ).N m  
mf  =    สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานระหวางตัวถังและมอเตอร 
wf  =    สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานระหวางลอและพื้น 

g  = แรงโนมถวง ( )2ms−  
pG  = ฟงกช่ันถายโอนของพลานต 

H∞  = การควบคุมโดยวิเคราะหดวยนอรม H∞  
i  = อันดับของระบบ 
J  =    คาดรรชนีสมรรถนะ 

byJ  =    โมเมนตความเฉื่อยตัวถังรอบแกน 0y  ( )2kgm  
bzJ  =    โมเมนตความเฉื่อยตัวถังรอบแกน 0z  ( )2kgm  
eJ  = โมเมนตความเฉื่อยของเอนโคดเดอร ( )2kgm  



 

 

(7)

คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ) 
 

gJ  =     โมเมนตความเฉื่อยของเกียรทดรอบมอเตอร  ( )2kgm  
mJ  =    โมเมนตความเฉื่อยอารเมเจอรรอบแกน 0y  ( )2kgm  
rJ  =    โมเมนตความเฉื่อยของพูลเลยทดเอนโคดเดอร  ( )2kgm  
wyJ  =    โมเมนตความเฉื่อยของลอรอบแกน 0y  ( )2kgm  
wzJ  =    โมเมนตความเฉื่อยของลอรอบแกน 0z  ( )2kgm  

K  =    คาอัตราขยายของตัวควบคมุ, คาอัตราขยายสําหรับ Dual System 
1K  =    คาอัตราขยายสําหรับเอาทพุต, คาอัตราขยายสําหรับอินทิกรัลของเอาทพุต 
2K  =    คาอัตราขยายสําหรับคาสเตตของระบบ 
bK  =    คาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลบัมอเตอร ( )1Vsrad −  
eK  =    คาอัตราขยายของตัวสังเกต 
tK  =    คาคงที่แรงบิดมอเตอร ( )1NmA−  

L  = คาลากรานจ, ความสูงจุดศูนยถวงของหุนยนตจากแกนลอ  ( )m  
l   =    ความยาวแขนระหวางจุดหมนุกับโพโตไดโอด ( )m  
m   = มวลของโพโตไดโอด ( )kg  

wm  = มวลลอ ( )kg  
bm  = มวลตัวถัง ( )kg  

n  = อัตราทดมอเตอร, เอาทพุตของระบบ Dual System 
2n  = อัตราทดเอนโคดเดอร 

Q  = เมตริกซถวงน้าํหนักของสเตต 
iQ  = แรงในระบบพิกัดที่สนใจ 
iq  = ระบบพิกัด 

R  = รัศมีลอ ( )m , เมตรกิซถวงน้ําหนกัของสัญญาณควบคุม 
mR  =    คาความตานทานมอเตอร  ( )Ω  

r  = สัญญาณอางอิง 
T  = พลังงานจลนรวมของระบบ ( )2 2kgm s−  

1T  = พลังงานจลนรวมจากการเคลื่อนที่เชิงเสน ( )2 2kgm s−  
2T  = พลังงานจลนรวมจากการเคลื่อนที่แบบหมนุ ( )2 2kgm s−  

u  =    สัญญาณควบคุม  ( )V  



 

 

(8)

คําอธิบายสัญลักษณ (ตอ) 
 
V  = พลังงานศักยรวมของระบบ ( )2 2kgm s−  
v  =    สัญญาณควบคุมของระบบ Dual System 
W  = ระยะความกวางฐานลอ ( )m  
x  =    คาสเตตของระบบ 
x  =    คาความเรงในแนวระดับ 
x  =    คาประมาณของสเตตของระบบ 

ax  =    คาที่วัดไดจากเอาทพุตสําหรับตัวสังเกตลดอันดับ 
bx  =    คาประมาณสําหรับตัวสังเกตลดอันดับ 

y  =    เอาทพุตของระบบ 
y  =    คาความเรงในแนวดิ่ง 
 

คําอธิบายอักษรยอ 
 
IMU = Inertial Measurement Unit 
LQR = Linear Quadratic Regulator 
LTI = Linear Time Invariant 
MIMO = Multi-input Multi-output 
NMP = Non-minimum Phase 
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การควบคุมท่ีเหมาะสมที่สุดของหุนยนตสองลอดวยการวัดความเอียงแบนดวิทธิ์สูง 
 

Optimal Control of a Two-wheeled Robot with High Bandwidth Tilt 
Measurement 

คํานํา 

มนุษยมีความสมบรูณแบบในหลายๆดานที่หุนยนตไมสามารถเทียบเคียงได และดู
เหมือนวาเปนระยะเวลาอีกยาวนานทีหุ่นยนตจะสามารถแสดงไดทาทางไดใกลเคยีงกบัมนุษย สวน
หนึ่งนัน้ก็เปนเพราะปญหาของการทรงตัว ซ่ึงงานวิจยัที่เกี่ยวของกับหุนยนตสวนใหญเปนระบบทีม่ี
เสถียรภาพ เชน หุนยนตที่มหีลายลอหรือมีหลายขา เพื่อลดความซับซอนของพลศาสตรในการ
รักษาสมดุลของระบบ ซ่ึงงานวิจยันี้เปนการศึกษาการควบคุมของหุนยนตที่ไมมีเสถียรภาพโดย
พิจารณาสามองศาอิสระ ในขณะที่พลศาสตรของการทรงตัวของหุนยนตนั้นเกี่ยวโยงโดยตรง 
(coupling) กับการเคลื่อนที่ไปดานหนาและดานหลังของหุนยนต 

การควบคุมการรักษาสมดุลของหุนยนตสองลอมีลักษณะเดยีวกับลูกตุมนาฬิกากลับหัวโดย
เคลื่อนที่ดวยลอที่ขนานกันสองลอที่เปนอิสระตอกัน ซ่ึงในประเทศไทยนับวามีงานวจิัยดานนี้อยู
นอยมาก และยังคงเปนปญหาเปดเนื่องจากระบบมีความซับซอน เชน เปนระบบที่มเีสถียรภาพอยาง
มีขอบเขต (marginally stable) ระบบไมใชมุมเฟสนอยสุด (non-minimum phase system, NMP) 
ระบบที่มีหลายสัญญาณปอนเขาและสัญญาณปอนออก (Multi-input Multi output, MIMO) และ
ระบบไมเปนเชิงเสน (nonlinear system) อันเปนผลมาจากแรงโนมถวงของโลก แตเมื่อยอนกลับไป
จะพบวางานวจิัยที่เกี่ยวของในแตละปนั้นมปีริมาณเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ สวนหนึ่งเพราะการพัฒนา
เทคโนโลยีตัวตรวจรูที่มีความละเอียดสูงขึน้ มีความเรว็มากขึ้น และมีราคาต่ําลง จึงสามารถ
ประยุกตระบบการวัดความเอียงนั้นสําหรับการผลิตเชิงพาณิชยได หุนยนตสองลอมีขนาดเล็ก
สามารถหมุนรอบตัวเองได ใชพลังงานไฟฟาในปริมาณต่ําซึ่งลดการเกดิมลพิษทางอากาศ 

ระบบของลูกตุมนาฬกิากลบัหัวนยิมนํามาทดสอบประสิทธิภาพของการออกแบบตัว
ควบคุมขั้นสูงเพราะมีความซบัซอนดังที่ไดกลาวไว และงานวิจยันีน้ําตัวควบคุมในระบบการ
ควบคุมสมัยใหมที่มีประสิทธิภาพตัวหนึ่งมาใชคือ ตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุด (linear quadratic 
regulator, LQR) ซ่ึงอยูในหมวดการควบคมุที่เหมาะสมที่สุด (optimal Control) เพื่อออกแบบระบบ
ควบคุมสําหรับหุนยนตสองลอใหมีสมรรถนะที่เหมาะสมที่สุด 
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วัตถุประสงค 

 1.  ออกแบบระบบวดัความเอียงที่มีความแมนยําในชวงแบนดวิทธสูงดวยตวัสังเกตแบบลุน
เบอรเกอร โดยใชตวัตรวจรูประเภท Inclinometer และ Rate Gyroscope เพื่อใชเปนสัญญาณความ
เอียงปอนกลับสําหรับหุนยนตสองลอ 

 2.  ออกแบบระบบควบคุมของหุนยนตสองลอที่สามารถควบคุมการเคลื่อนที่ในสองมิติไป
พรอมๆกับการรักษาเสถียรภาพของระบบได โดยใชการออกแบบตัวควบคุมดวยตวัคุมคากําลังสอง
นอยที่สุดที่มีตวัอินทิกรัล และระบบควบคมุดังกลาวสามารถนํามาประยุกตใชในเชิงพาณิชยได 
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การตรวจเอกสาร 

หุนยนตสองลอนั้นเปนยานพาหนะที่คอนขางแปลกตาในปจจุบัน ถึงแมวาความคิดในการ
ประดิษฐยานพาหนะดังกลาวนั้นมีมานานแลว แตสําหรับการควบคุมอัตโนมัติของหุนยนตสองลอ
ยังคงเปนปญหาที่มีความซบัซอนในปจจบุัน เนื่องจากมีลอเพียงสองลอเทานั้นที่เปนตัวกําหนดทัง้
การเคลื่อนที่ในสองมิติและการทรงตัว แตทวาการเคลื่อนที่ดวยลอเพียงสองลอนั้นกลับทําให
หุนยนตสามารถเคลื่อนที่ไดคลองแคลว เชน การหมุนตัวเองอยูกับที่ และการเปลี่ยนแปลงตําแหนง
จุดศูนยถวงของหุนยนตที่มีประโยชนสําหรับการขึ้นลงทางลาดชัน เปนตน และหุนยนตสองลอยังมี
ลักษณะการทรงตัวที่ใกลเคยีงมนุษยมากยิง่ขึ้น ในหลายอุตสาหกรรมไดพัฒนาหุนยนตประเภทนี้
สําหรับทํางานแทนมนษุย เชน หุนยนตสํารวจบนตางดาว, หุนยนตใหความชวยเหลือ (Kakio et.al., 
2006; Jeong and Takahashi, 2007), หุนยนตชกมวย (Noh et.al., 2008) และ หุนยนตเสิรฟอาหาร 
เปนตน 

หุนยนตสองลอถูกขับเคลื่อนดวยมอเตอรกระแสตรงที่เปนอิสระตอกนัแตมีแกนหมนุ
รวมกัน หุนยนตสองลอถูกแบงยอยตามลักษณะการทรงตัวเปน 3 ประเภท ประเภทแรกคือ หุนยนต
สองลอที่มีเสถียรภาพในตวัเองเนื่องจากหุนยนตนั้นมีจดุศูนยถวงอยูต่ํากวาแกนลอ ซ่ึงมีลักษณะ
เหมือนลูกตุมนาฬิกา (pendulum) จึงไมตองการระบบควบคุมสําหรับการทรงตัว (Anonymous, 
1935) อยางไรก็ตามหุนยนตประเภทแรกนีไ้มมีขอไดเปรยีบในการเปลี่ยนแปลงตําแหนง
จุดศูนยถวงสําหรับการขึ้นลงทางลาดชัด รวมทั้งการนําเอาไปใชประโยชนก็ทําไดยาก 

หุนยนตสองลอประเภทที่สองและสาม มีลักษณะทางพลศาสตรแบบลูกตุมนาฬกิากลับหัว 
(inverted pendulum) จึงเปนยานพาหนะที่มีเสถียรภาพอยางมีขอบเขต (marginally stable) เมื่อไมมี
แรงภายนอกกระทํา ระบบนัน้มีจุดสมดุล (equilibrium point) อยูที่ตําแหนงมุมเอยีงศนูยองศา
เทานั้น มิเชนนั้นแรงโนมถวงของโลกจะทําใหหุนยนตลมลง หุนยนตนั้นจึงตองมีตวัตรวจรูเพื่อ
บอกถึงสถานะความเอยีงของหุนยนต เพื่อรักษาสมดุลของตําแหนงจุดศูนยถวง การควบคุมหุนยนต
นั้นตองอาศัยทั้งระบบควบคุมที่แมนยําและมีความไวสูงเนื่องจากตองเผชิญกับความโนมถวงของ
โลกที่มีลักษณะไมเชิงเสนทีจ่ะทําใหระบบไมมีเสถียรภาพ ซ่ึงสวนใหญระบบที่มีความซับซอน
เชนนี้มักจะใชสําหรับการทดสอบประสิทธิภาพของตัวควบคุม 

โดยหุนยนตสองลอประเภทที่สองนั้นไดรับการควบคุมจากแรงภายนอก ตัวอยางเชน 
พาหนะสองลอสวนบุคคล Segway ที่เปนยานพาหนะที่รูจักกนัดี โดยหุนยนตนี้มีระบบการควบคุม
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อัตโนมัติซ่ึงทํางานดวยการเคลื่อนที่ยานพาหนะตามการเคลื่อนไหวของบุคคลที่อยูบนพาหนะ เชน 
เมื่อผูขับขี่ถายน้ําหนกัไปดานหนา หุนยนตจะทรงตวัไมใหลมโดยขับเคลื่อนลอใหเคลื่อนที่ไป
ดานหนา ในการถอยหลังจะมีลักษณะเดยีวกัน หรือเมื่อผูขับขี่เอียงคันโยกไปดานใดดานหนึ่ง
หุนยนตจะเลี้ยวซายหรือเล้ียวขวาจากการหมุนลอทั้งสองดวยความเรว็ที่แตกตางกัน ซ่ึงงานวิจยั
หลายๆงาน (Sasaki et.al., 2005; Lin et.al., 2007; Morrell and Field, 2007) ไดช้ีแจงเกีย่วกับการ
ออกแบบหุนยนตสองลอประเภทที่สองนี ้

ภาพที่ 1 (ซาย) คือ Dean Kamen ผูคิดคน Segway พาหนะสองลอสวนบุคคลที่เปดตัวอยาง
เปนทางการในป ค.ศ. 2002 และมีตัวแทนจําหนายในประเทศไทยดวย (www.segway.co.th)  แตวา
ยังมีราคาสูงอยูมาก และมีปญหาเรื่องความปลอดภัย พาหนะสองลอสวนบุคคลวัตกรรมล้ําสมัย 
Segway PT ถูกนํามาใชอยางแพรหลาย ไมวาจะเปนยานพาหนะสําหรับการเดินทางในตวัเมือง หรือ
ในการแขงขนักีฬาโอลิมปก 2008 ที่ปกกิ่งนั้น เจาหนาทีรั่กษาความปลอดภัยเตรียมความพรอม
รับมือเหตุการณฉุกเฉินที่อาจจะเกิดขึ้นดวย Segway PT นับวาเปนการเลือกใชอุปกรณที่ลํ้าสมัยและ
เขากับสถานการณที่โลกรณรงคหันมาใชพลังงานสะอาดเปนมิตรกับสิ่งแวดลอม และในชวงเดือน 
สิงหาคม พ.ศ. 2551 บริษัท Toyota ประเทศญี่ปุน (www.toyota.co.jp) เปดตัวหุนยนตหูคูที่ช่ือวา 
Winglet มีขนาดลักษณะที่เล็กกวา Segway แตยังสามารถเคลื่อนที่โดยมคีวามเร็วสูงสดุเพียง 6 
กิโลเมตรตอช่ัวโมงเทานั้นเมื่อเทียบกับ Segway PT มีความเร็วสูงสุด 20 กิโลเมตรตอช่ัวโมง 

          

ภาพที่ 1  (ซาย) Dean Kamen บน Segway (กลาง) Segway PT (ขวา) Winglet 

ในงานวิจยันี้เปนการออกแบบหุนยนตสองลอประเภทที่สามมีลักษณะคลายคลึงกับ
ประเภทที่สองแตไมมีคนควบคุมบนพาหนะ แตอาศยัการควบคุมอัตโนมัติตามคําสั่งสัญญาณอางอิง 
ดังนั้นการเคลื่อนที่ของหุนยนตเปนระบบไมใชมุมเฟสนอยที่สุด นอกจากนั้นยังเปนระบบหลาย
อินพุตหลายเอาทพุต (multi-input multi-output, MIMO) ที่มีสัญญาณปอนเขานอยกวาสัญญาณปอน
ออก ซ่ึงการออกแบบหุนยนตประเภทนี้จะแพรหลายในชวงหลังป ค.ศ. 1995 
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ในป ค.ศ. 1996 Shiroma et al. ไดศึกษาเกีย่วกับพฤติกรรมของหุนยนตสองลอที่เคลื่อนที่
รวมกันตั้งแตสองตัว เปนการตอยอดมาจากงานวจิัยเดิมสําหรับพฤติกรรมของหุนยนตที่เคลื่อนที่
รวมกันของ Hashimoto and Oba (1993) ที่มีลักษณะเปนรถสี่ลอทําใหแรงภายนอกไมสงผลตอ
เสถียรภาพ แตงานวิจยัเขานัน้พิจารณาความสมดุลของหุนยนตสองลอที่เปนระบบทีไ่มมีเสถียรภาพ
จากแรงภายนอกสําหรับระบบเคลื่อนที่รวมกัน ใชระบบควบคุมจากการประมาณแรงภายนอกดวย
ตัวสังเกตในขณะทรงตวัเพื่อชดเชยแรง จากการทดลองการประมาณแรงภายนอกสามารถสามารถ
ทําใหระบบทรงตัวและชดเชยแรงได และสามารถทํางานรวมกนัไดระหวางมนุษยและหุนยนต 

 

ภาพที่ 2  การทดลองหุนยนตสองลอของ Shiroma et al. 

ในป ค.ศ. 2002 Grasser et al. ไดออกแบบหุนยนตสองลอดังภาพที่ 3 ขนาดความสูง 65 
เซนติเมตร น้ําหนักประมาณ 12 กิโลกรัม สามารถวิ่งไดดวยความเรว็สูงสุด 1.5 เมตรตอวินาที 
สามารถรักษาสมดุล และทนทานตอแรงรบกวนภายนอกและตอบสนองตอสัญญาณอางอิงได โดย
ไดกลาวถึงปญหาของ Planetary Gearbox ของมอเตอรเมื่อโมเมนตความเฉื่อยของมอเตอรต่ํากวา
โมเมนตความเฉื่อยลอมากๆ สัญญาณรบกวนอาจจะทําใหเกิดการเสียหายกับมอเตอรได ซ่ึงได
แกไขดวยการใชตัวกรองความถี่สูงที่ 10 เฮริต ในการออกแบบนัน้เริ่มจากการสรางสมการ
คณิตศาสตรจําลองพลศาสตรของระบบดวยกฏขอที่สองของนิวตันและประมาณระบบเปนระบบ
เชิงเสนตรง จะไดสมการพลศาสตรเปนรูปแบบปริภูมิสเตตสองสวน และออกแบบตัวควบคุมดวย
วิธีการวางโพลไวหลายรูปแบบ ในแตละรูปแบบจะไดผลตอบสนองดีในชวงการทํางานแตกตางกนั 
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เพื่อเพิ่มประสทิธิภาพผูวิจยัดงักลาวจึงไดเสนอใหออกแบบตัวควบคุมดวยเทคนิค Adaptive Control 
เชนอาศัย Fuzzy Logic เปนตน 

 

ภาพที่ 3  หุนยนตสองลอ JOE: a mobile, inverted pendulum 

การควบคุมระบบหุนยนตสองลอเปนตัวอยางที่นาสนใจและเหมาะสําหรับการเรียนรู มี
หุนยนตประเภทนี้สําหรับการศึกษาในทองตลาด โดยเฉพาะจากคาย LEGO ดังภาพที่ 4 โดยใน
หุนยนตราคาต่ําสามารถใชตัวตรวจรูความเอียงที่ใชหลักการวดัระยะทางดวยแสงเพื่อวัดระยะทาง
ระหวางหุนยนตกับพื้น แตผลลัพธที่ไดจะไมแมนยําและใชไดเฉพาะกับพื้นที่มีลักษณะเรียบ 
สําหรับหุนยนตแบบที่ดีกวานิยมใชตวัตรวจรู Rate Gyroscope รวมกับ Accelerometer ซ่ึงสามารถ
ใชงานไดดีและมีราคาต่ํา ซ่ึงเรียกวา Inertial Measurement Unit (IMU) ตัวอยางเชน งานวิจยัของ 
Ko et al. (2005) หรือการออกแบบระบบควบคุมของ NXTway-GS โดย Yomamoto (2008) 

    

ภาพที่ 4  (ซาย) หุนยนตสองลอ Steve Hassenplug’s Legway (ขวา) หุนยนตสองลอ NXTway-GS 
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การออกแบบระบบควบคุมในกับงานวิจยันี้ คือ การควบคุมที่เหมาะสมที่สุดโดยใชตวัคุม
คากําลังสองนอยที่สุด ถือวาเปนการออกแบบตัวควบคุมที่มีประสิทธิภาพอยางหนึ่ง โดย Ha and 
Yuta (1996) นําหุนยนต Yamabico Kuro ดังภาพที่ 5 มาออกแบบระบบควบคุมแบบที่เหมาะสม
ที่สุดโดยใชตวัคุมคากําลังสองนอยที่สุดทีม่ีตัวอินทิกรัล โดยสรางสมการพลศาสตรมาจากสมการ
ลากรานจสําหรับควบคุมความเร็วของการเคลื่อนที่และการทรงตัว แตใชตัวควบคุม PID แบบสุมคา
อัตราขยายสําหรับการควบคุมมุมเลี้ยว และในป ค.ศ. 2008 Imamura et al. นําหุนยนตดังกลาวมา
ศึกษาถึงประสทิธิภาพการควบคุมสําหรับใชเปนหุนยนตสํารวจ นอกนัน้ Akesson et al. (2006) ได
ทํางานวิจยัหุนยนตสองลอ YAIP โดยใชการประมาณคาความเร็วจากอะนาลอกเอนโคดเดอร และ
ใชระบบควบคุมแบบตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุดรวมกบัฟงกช่ันชดเชยแรงเสียดทาน 

    

ภาพที่ 5  (ซาย) หุนยนตสองลอ Yamabico Kuro (ขวา) หุนยนตสองลอ YAIP 

โดยการหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบนั้นแบงออกเปน 3 วิธีคือ วิธีแรก
วิเคราะหมาจากกฏขอที่สองของนิวตัน ซ่ึงคือการวิเคราะหโดยใหแรงในแตละแนวทีม่ีความสมดุล
นั้นเทากนั ถึงไดวาเปนวิธีพืน้ฐานมากที่สุดเหมาะสําหรับระบบที่ไมซับซอนมากนัก แตยิ่งระบบ
ซับซอนมากขึ้นยิ่งทําไดยากขึ้นมาก วิธีที่สองเปนวิธีที่นยิมวิธีหนึ่งที่ถูกพัฒนามาภายหลัง โดยการ
พิจารณาความสมดุลระหวางแรงที่ปอนเขาในระบบพกิัดกับพลังงานศกัยและพลังงานจลนของ
ระบบ ทําใหเหมาะสมสําหรับระบบที่มีความซับซอนมากขึ้น วิธีที่สามคือ วิธีของเคน ไดพัฒนา
ตอมาในภายหลัง โดยการพิจารณาในแตละพิกัด ทําใหสามารถลดรูปสมการใหมีความซับซอน
นอยลงได ตวัอยางเชน งานวิจัยของ Kim et al. (2005) ออกแบบระบบควบคุมแบบตวัคุมคากําลัง
สองนอยสุดโดยจําลองระบบมาจากสมการของเคน เชนเกียวกับหุนยนตสองลอ T-WIP mobile 
robot ของ Nawawi et al. (2007) ในภาพที ่6 
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ภาพที่ 6  (ซาย) หุนยนตสองลอของ Kim et al. (ขวา) หุนยนตสองลอ T-WIP mobile robot 

การออกแบบตัวควบคุมหุนยนตสองลอดวยเทคนิค H∞  ซ่ึงกลาวไดวาเปนการออกแบบตัว
ควบคุมขั้นสูงชนิดหนึ่งถูกนาํมาเปรียบเทียบกับการออกแบบตัวควบคมุดวยวิธีการวางโพล (Yano 
et al., 1998) โดยออกแบบใหตัวควบคุมทนทานตอแรงรบกวนสองขอ ไดแก แรงบิดอันเกิดจากแรง
โนมถวงของโลกและความผดิพลาดของมมุลูกตุมนาฬกิากลับหัว และคาผิดพลาดอัตราขยายของตวั
ควบคุมและแรงเสียดทานในแกนหมุน พบวาการออกแบบวิธีการวางโพลนั้นทําไดลําบากในการหา
โพลที่เหมาะสมแตกตางกับเทคนิค  H∞  ที่สามารถจัดรูปสมการฟงกช่ันถายโอนที่มีประสิทธิภาพ
ในการเพิ่มความสมดุล (robust stability) และลดผลของแรงรบกวนทําใหลดการสั่นของลูกตุม
นาฬิกากลับหวัในสภาวะคงตัว 

หุนยนตสองลอ Two-wheeled vehicle (TWV) โดย Ren et al. (2008) ใชตัวควบคุมที่มี
ลักษณะของ Neural Network ทําการปรับแกคาอัตราขยายแบบออนไลนเพื่อแกปญหาตอส่ิงรบกวน
ภายนอกและความไมแนนอนของแบบจําลอง ซ่ึงแบบจําลองนั้นไดมาจากการแกสมการนิวตนั และ
การใชตัวควบคุมนั้นชวยปรับเปลี่ยนคาอัตราขยายของสัญญาณควบคมุ การทดลองแสดงใหเห็นถึง
ผลดีของระบบควบคุมดงักลาวเปรียบเทยีบกับการใชคาอัตราขยายคงที่ของ PID แบบทั่วไปในดาน
สมรรถนะและความทนทานโดยเฉพาะเมือ่เปลี่ยนแปลงภาระการทํางาน 

ในระบบที่สวนหนึ่งสวนใดของระบบติดตั้งถาวรอยูกับพื้นหรือมีจดุอางอิง การตรวจวัด
การเคลื่อนที่ของพลศาสตรไมใชเร่ืองยากโดยการใชเอนโคดเดอรเซนเซอร แตในทางตรงกันขาม
ระบบยานพาหนะสองลอนัน้เปนระบบทีเ่คลื่อนที่อยางอิสระดังนั้นจึงไมสามารถใชเอนโคดเดอร
เซนเซอรสําหรับการวัดความเอียงได โดยหุนยนตสองลอนั้นตองการตัวตรวจรูที่แมนยําและ
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ตอบสนองตอแบนดวิทธสูง (high bandwidth) การใชตวัตรวจรูประเภทตัววดัความเรงสามารถ
ตอบสนองตอแบนดวิทธสูงไดดี แตพบวามีปญหาตอการตอบสนองตอการสั่นสะเทอืนที่สูงเกินไป 
(Vaganay et al., 1993)  

ในป ค.ศ. 1996 Baerveldt and Klang ไดออกแบบตวัตรวจรูสําหรับวดัความเอียงโดยใช
หลักการของ Complementary Filter ระหวางตัวตรวจรูสองตัวคือ Pendulum Inclinometer และ 
Rate Gyroscope โดยสามารถชดเชยการตอบสนองทางพลศาสตรที่ชาของ Inclinometer และการ
เบี่ยงเบนของสัญญาณของ Rate Gyroscope ได แตพบวาจากการประมาณคาพารามเิตอรของ 
Inclinometer ดวย First-Order Low-Pass filter ดวยเวลาคงที่ ตัวตรวจรูนี้จึงตอบสนองตอความถี่ได
ดีเฉพาะชวง 0.15 ถึง 1.5 เฮิรต และในป ค.ศ. 2004 Rehbinder and Hu พัฒนาการวัดความเอียงจาก 
Rate Gyroscope และ Accelerometer โดยอาศัย Switching State Esimator ก็สามารถแกปญหาการ 
Drift ของสัญญาณ Rate Gyroscope ได 

ในป ค.ศ. 2006 Leavitt et al. ไดพัฒนาตวัตรวจรูจาก Pendulum Inclinometer และ Rate 
Gyroscope โดยเพิ่มตวัตรวจรูวัดความเรง อาศัยความรูของ State Observation  จําลองโมเดลตัว
ตรวจรูทุกชนดิแบบไมแปรผันตามเวลา (linear time invariant, LTI) จาํลองโมเดล Rate Gyroscope 
เปนคาการประมาณความเรว็เชิงมุมที่รวมกับคาไบอัสและคาสเกลที่ไมทราบคา และจําลองสม
การณคณิตศาสตรของ Inclinometer เปน Second-Order Transfer Function  โดยคาพารามิเตอร
ตางๆนั้นไดมาจากการทดลองการจําลองการตอบสนองเชิงความถี่ วิธีการออกแบบตัวตรวจรูนั้น
คลายเดิมคือ การจํากัด Gyro Bias ออก ตัวตรวจรูที่ถูกพฒันาขึ้นนี้สามารถตอบสนองตอแบนดวิทธ
สูงไดมากกวา 4 เฮิรต ทั้งนี้ขึ้นกับความแมนยําของแบบจาํลอง Inclinometer และสามารถทํางานได
เมื่อระบบมีความเรงในแนวแกนตางๆ 
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อุปกรณและวิธีการ 

สวนแรกในบทนี้จะกลาวถึงอุปกรณการทดลอง ซ่ึงแบงยอยเปนการออกแบบและจําลอง
ระบบควบคุมผานโปรแกรมคอมพิวเตอร และการทดลองจริงสําหรับหุนยนตสองลอ สวนใน
วิธีการสําหรับงานวิจยันี้ถูกแบงออกเปนสองสวน คือ การหาแบบจําลองทางคณิตศาสตร และ
ออกแบบระบบควบคุม 

อุปกรณ 

อุปกรณในการออกแบบและจําลองระบบควบคุม 

ประเด็นสําคัญในงานวิจยันี้คอืการออกแบบระบบควบคมุและการจําลองเพื่อวิเคราะหผล 
โปรแกรมที่นาํมาใชคือโปรแกรม MATLAB ซ่ึงถูกใชอยางแพรหลายในงานดานวิศวกรรมศาสตร 
โปรแกรมดงักลาวเปนภาษาขั้นสูงที่ชวยลดระยะเวลาในการเขียนโปรแกรมดวยฟงกช่ันตางๆ เชน 
กระบวนการทางเมตริกซ และการออกแบบตัวควบคุม เปนตน 

โดยคาพารามิเตอรของระบบสําหรับการจาํลองไดมาอุปกรณทดลองจริงในหวัขอถัดไป 
โดยดูไดจากภาคผนวก ก, ภาคผนวก ข และภาคผนวก ง 

อุปกรณในการทดลองระบบควบคุมของหุนยนตสองลอ 

อุปกรณการทดลองประกอบดวย หุนยนตสองลอ, ระบบปอนเขาสัญญาณซึ่งประกอบดวย
ระบบควบคุมความแรงดนัไฟฟามอเตอรและแหลงจายพลังงาน, ระบบปอนกลับสัญญาณคือระบบ
รับคาสัญญาณจากตัวตรวจรู, ตัวควบคุมประกอบดวยการดรับสงสัญญาณที่ติดตั้งภายใน
คอมพิวเตอรตัง้โตะที่ทําหนาที่เปน Target Computer และคอมพิวเตอรโนตบุคทําหนาที่เปน Host 
Computer ดังแสดงในภาพที่ 7  
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ภาพที่ 7   อุปกรณและการออกแบบการทดลอง 

 1.  หุนยนตสองลอ เปนหุนยนตขนาด 14.7 x 36.6 x 52 เซนติเมตร น้ําหนักรวม 3.079 
กิโลกรัม วัสดโุครงทํามาจากอลูมิเนียม ภายในหุนยนตจะมีมอเตอรกระแสตรง 2 ชุด โดยตอตรงกับ
ลอทั้งสองที่ทํางานอยางอิสระตอกัน เพื่อควบคุมการทรงตัวของหุนยนตสองลอในหองปฏิบัติการ
ควบคุมหุนยนตและการสั่นสะเทือน ดังภาพที่ 8    

 

ภาพที่ 8  หุนยนตสองลอในหองปฏิบัติการควบคุมหุนยนตและการสั่นสะเทือน 

 2.  ตัวตรวจรู คือ อุปกรณที่เปลี่ยนพลังงานกลเปนพลังงานไฟฟาเพื่อบอกถึงสถานะของ
หุนยนต ตัวตรวจรูสําหรับหุนยนตสองลอ ประกอบดวย 
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2.1  เอนโคดเดอรเซนเซอร (Encoder) คือ อุปกรณวดัตําแหนงที่ทํางานโดยอาศยัการยิง
ลําแสงผานแถบมืด-สวางและสงออกเปนสญัญาณดิจิตอล การอานคาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ
ระดับสัญญาณถูกนํามาคํานวนเปนอัตราเร็วของการเปลี่ยนแปลงตําแหนง งานวิจยันี้ใชตัวตรวจรู 
Omron รุน E6B2 CWZ6BC มีความละเอียดเทากับ 360 คร้ังตอรอบ (CPR) โดยมี 2 ชุด สําหรับการ
วัดอัตราเร็วของลอซายและลอขวา เอนโคดเดอรตออยูกับมอเตอรผานพลูเลยและสายพาน 
รายละเอียดเพิม่เติมที่ www.omron.com 

 

ภาพที่ 9  อุปกรณเอนโคดเดอรเซนเซอร 

2.2  ตัวตรวจรูวัดความเอียง (Inclinometer) คือ อุปกรณวดัมุมเอียงของของโครงหุนยนต 
ลักษณะการทาํงานเหมือนเอนโคดเดอรเซนเซอร แตอาศยัการแกวงของลูกตุมที่อยูภายใน งานวจิัย
นี้ใชตัวตรวจรู USDigital รุน EM1/HEDS T6 มีความละเอียดเทากับ 2500 คร้ังตอรอบ (CPR) 
รายละเอียดเพิม่เติมที่ www.usdigital.com 

 

ภาพที่ 10  อุปกรณตวัตรวจรูวัดความเอียง Inclinometer 

2.3  ตัวตรวจูวดัอัตราการโนมเอียง เรียกวา Rate Gyroscope เปนอุปกรณวดัอัตราการโนม
เอียง มีการตอบสนองดีตอความถี่สูง อุปกรณนี้นยิมนําไปใชในอุปกรณอิเล็กทรอนคิหลายประเภท
เชน กลองถายรูป ถุงลมนิรภัยในรถยนต และวีดีโอเกมส เปนตน ชิปเซต็ ADXRS300 ถูกนํามาใช
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ในงานวิจยันี้ สามารถตอบสนองอัตราเร็วไดถึง 300 องศาตอวินาที โดยมีน้ําหนกัเพียง 0.5 กรัม 
เอาทพุตที่ไดเปนแรงดันไฟฟาแบบอะนาลอก รายละเอยีดเพิ่มเติมที ่www.sparkfun.com 

 

ภาพที่ 11  อุปกรณตวัตรวจรูวัดอัตราการโนมเอียง Rate Gyroscope 

 3.  วงจรขับมอเตอรกระแสตรง (Power Amplifier) ทําหนาที่ขยายกระแสไฟฟา โดยอุปกรณนี้
จะรับสัญญาณปอนเขาคือกระแสไฟฟาที่มปีริมาณและแรงดันต่ํา และจายกระแสไฟฟาที่มีปริมาณ
และแรงดนัสูงกวา โดยใชพลังงานจากแหลงกําเนิดไฟฟาไปยังมอเตอรกระแสตรงทีต่ิดตั้งอยูบน
หุนยนต ซ่ึงในงานวิจยันีใ้ชอุปกรณรุน Sabertooth2x10 ทําหนาที่เปนวงจรขับที่รับและจายไฟฟา
โดยแปรผนัตามแรงดันไฟฟา รายละเอียดเพิ่มเติมที่ www.dimensionengineering.com 

 

ภาพที่ 12  อุปกรณวงจรขับมอเตอรกระแสตรง 

 4.  Target Computer คือคอมพิวเตอรที่ใชเปนตัวควบคมุของระบบ ในคอมพิวเตอรนี้ถูกติดตั้ง
การดรับสงขอมูล (Data Acquisition) NI PCI 6221 ทําหนาที่รับสงสัญญาณ มีความเร็ว 250kSตอ
วินาทีและความละเอียด 16 บิตสําหรับอนาลอก ความละเอียด 8 บิตสําหรับดิจิตอล และความ
ละเอียด 32 บิต 80 เมกกะเฮริต สําหรับชองตอเคาทเตอร ตออยูกับการดเชื่อมตอ (CB68) และใน
คอมพิวเตอรตวันี้ติดตั้งโปรแกรม LabVIEW Real-Time 8.2.0 รายละเอยีดเพิ่มเติมที่ 
www.ni.com/labview 
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ภาพที่ 13  การดรับสงขอมูล (Data Acquisition) NI PCI 6221 (CB68) 

 5.  Host Computer คือคอมพิวเตอรสําหรับพัฒนาแอปพลิเคชั่น และในคอมพิวเตอรตัวนี้ติดตั้ง
โปรแกรม LabVIEW 8.2.0 รายละเอียดเพิม่เติมที่ www.ni.com/labview 

วิธีการ 
การหาแบบจําลองทางคณติศาสตร 

สวนที่สําคัญในการออกแบบระบบควบคมุที่อาศัยแบบจําลอง (model-based control) คือ 
การสรางแบบจําลองทางคณติศาสตรที่แมนยํา เนื่องจากขั้นตอนการตดัสินใจในขบวนการออกแบบ
ตัวควบคุมจะทําไดดีเมื่อเขาใจถึงพฤติกรรมของระบบที่จะทําการควบคุม และบางครั้งพบวา
แบบจําลองทางคณิตศาสตรจากวิธีกลองดาํ (black box) ที่มีอันดับตางๆไมสามารถบอกถึง
พลศาสตรของระบบไดดนีัก 

หุนยนตสองลอนั้นสามารถหาแบบจําลองที่มีประสิทธิภาพดีไดจากสมการการเคลื่อนที่
เชิงกล ไดแก กฏขอที่สองของนิวตัน (Grasser et al., 2002) ทฤษฎีของเคน (Kim et al., 2005) และ
สมการลากรานจที่งานวิจยันีน้ํามาใช 

ภาพที่ 14 แสดงถึงองศาอิสระทั้งหมดของหุนยนตเทากบั 4 องศาอิสระ ประกอบดวย 
คาเฉลี่ยมุมหมนุของลอทั้งสอง ( ) / 2l rθ θ+ , มุมเอียงของหุนยนต ( )ψ , มุมเลี้ยวของหุนยนต ( )φ  
และมุมยกของหุนยนต ( )ρ  แตในงานวจิัยนี้จะพิจารณาเฉพาะกรณีทีหุ่นยนตวิ่งบนพืน้ที่ไมมีความ
ลาดชันหรือคามุมยกของหุนยนตมีคาเทากบัศูนยเสมอ สงผลใหระบบหุนยนตสองลอในงานวิจยันี้
มีองศาอิสระเทากับ 3  



 

 

15
0z

0x

ระดับระนาบrθ

ψ

φ

ρ
0y

lθ

 

 

ภาพที่ 14  หุนยนตสองลอที่มี 4 องศาอิสระ 

 1.  พลศาสตรลากรานจสําหรับหุนยนตสองลอ 

วิธีการหาแบบจําลองการเคลื่อนที่โดยใชสมการลากรานจเหมาะสําหรับระบบที่มีความ
ยุงยากและซับซอน โดยจะคํานวนจากสมการพลังงานศกัยและพลังงานจลนในรูปของตัวแปรพกิดั 
หุนยนตสองลออยูกําจดัใหอยูสามระบบพกิัดคือ ( ), ,θ ψ φ  
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ภาพที่ 15  หุนยนตสองลอบนแกนพิกดั , ,x y z  
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θ  =  1 ( )
2 l rθ θ+   =   มุมหมุนเฉลี่ยของลอซายและลอขวา 

φ  =  ( )r l
R
W

θ θ−   =   มุมหมุนของหุนยนตสองลอ (Body yaw angle) 

ψ  =   มุมเอียงของหุนยนตสองลอ (Body pitch angle) 

โดย ,l rθ θ  =   มุมของลอซายและลอขวา 
และความสัมพันธของ θ  และ φ   จาก 1 ( )

2 l rθ θ+  และ ( )r l
R
W

θ θ−  จะไดวา 

 ,
2 2r l
W W
R R

θ θ φ θ θ φ= + = −   (1) 

สมการลากรานจสําหรับหาแบบจําลองทางพลศาสตรสามารถเขียนไดดังนี ้

 i
i i

d L L Q
dt q q
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (2) 

โดย L  =   คาลากรานจ (Lagrangian) = T V−  
 T  =   พลังงานจลนรวมของระบบ 
 V  =   พลังงานศักยรวมของระบบ 
 iq  =   ระบบพิกัด 
 iQ  =   แรงในระบบพิกัดที่กําลังสนใจ 
 i  =   อันดับของระบบ 

เมื่อขณะเวลาเริ่มตน กําหนดใหคาพารามิเตอรของหุนยนตสองลอใหอยูบนระบบพิกดัดัง
แสดงในภาพที่ 15 ดังนั้นสามารถเขียนคาพารามิเตอรไดดังนี ้

 ( , , ) ( cos , sin , )m m mx y z R R Rθ φ θ φ=  (3) 

 ( , , ) ( sin , cos , )
2 2l l l m m m

W Wx y z x y zφ φ= − +  (4) 

 ( , , ) ( sin , cos , )
2 2r r r m m m

W Wx y z x y zφ φ= + −  (5) 

 ( , , ) ( sin cos , sin sin , cos )b b b m m mx y z x L y L z Lψ φ ψ φ ψ= + + +  (6) 
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ตารางที่ 1  คาพารามิเตอรทั่วไปของหุนยนต 

พารามิเตอร ความหมาย ขนาด (หนวย) 
g  แรงโนมถวงโลก 9.81 ( )2/m s  

wm  มวลลอ 0.5675 ( )kg  
bm  มวลตัวถัง 1.94033 ( )kg  

R  รัศมีลอ 0.146 ( )m  
W  ระยะความกวางฐานลอ 0.3103 ( )m  
n  อัตราทดมอเตอร 64 

2n  อัตราทดเอนโคดเดอร 0.25 
eJ  โมเมนตความเฉื่อยของเอนโคดเดอร 61 10−×  ( )2kgm  

จาก ภาคผนวก ก จะไดคาพารามิเตอรดังนี ้
L  =   ระยะหางของจุดศูนยถวงในแนวแกน 0z    =   0.04895 m  

byJ  =   โมเมนตความเฉื่อยตัวถังรอบแกน 0y       =   0.0173198 2kgm  
wyJ  =   โมเมนตความเฉื่อยของลอรอบแกน 0y      =   0.0013824 2kgm  
bzJ  =   โมเมนตความเฉื่อยตัวถังรอบแกน 0z      =   0.0117333 2kgm  
wzJ  =   โมเมนตความเฉื่อยของลอรอบแกน 0z      =   0.0144355 2kgm  
rJ  =   โมเมนตความเฉื่อยของพลูเลยทดเอนโคดเดอร    =   0.0000578 2kgm  

จาก ภาคผนวก ข จากการหาเอกลักษณของระบบ (Chatlatanagulchai et al., 2008)      
จะไดคาพารามิเตอรดังนี้  

mR  =   คาความตานทานมอเตอร  
bK  =   คาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับมอเตอร  
tK  =   คาคงที่แรงบิดมอเตอร 

   _b lK  =   0.004129229,    _b rK  =   0.004420931 
t

m l

K
R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=   0.003718956,            
 

t

m r

K
R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =   0.0038156 

พารามิเตอรอ่ืนๆ ที่หาไดยากแตมีคาใกลเคียงกับงานวิจยัอ่ืน จึงกําหนดคาไดดังนี ้
mJ  =   โมเมนตความเฉื่อยอารเมเจอรรอบแกน 0y   =   51 10−× 2kgm  
gJ  =    โมเมนตความเฉื่อยของเกียรทดรอบมอเตอร   =   51 10−× 2kgm  
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mf  =   สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานระหวางตวัถังและมอเตอร = 0.0022  
wf  =   สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานระหวางลอและพื้น  = 0  
eJ   =   โมเมนตความเฉื่อยของเอนโคดเดอร   =   51 10−× 2kgm  

      (ขอมูลจากโรงงานผลิต Omron) 

พลังงานจลนจากการเคลื่อนที่เชิงเสน ( )1T , พลังงานจลนจากการเคลื่อนที่แบบหมุน ( )2T  
และพลังงานศกัย ( )V หาไดจากสมการ (7), (8) และ (9) 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2l r bw l l w r r b b bT m x y z m x y z m x y z= + + + + + + + +  (7) 

 
( )

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1( ) ( )
2 2

by bz wz wy l wy r

l r g m e r

T J J J J J

J J n J J n n

ψ φ φ θ θ

θ ψ θ ψ

= + + + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + − + + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 (8) 

 l r bV mgz mgz mgz= + +  (9) 

จากสมการพลงังานจลนจากการเคลื่อนที่เชิงเสน (7) แทนคาจากสมการ (3) , (4) , (5) , (6) 
เปลี่ยนรูปใหอยูในระบบพิกดัไดดังนี ้

2 2 2

1

2 2 2

2

1 ( ( cos sin ) ( sin cos ) ( ) )
2 2 2

1 ( ( cos sin ) ( sin cos ) ( ) )
2 2 2

1 ( ( cos sin cos ) ( sin sin sin )
2

d W d W dT m R R R
dt dt dt

d W d W dm R R R
dt dt dt

d dm R L R L
dt dt

θ φ φ θ φ φ

θ φ φ θ φ φ

θ φ ψ φ θ φ ψ φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡+ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2

( cos ) )d R L
dt

ψ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

2 2

1 2 2

sin cos cos cos sin sin
2 21 (

2
sin cos cos cos sin sin

2 2

sin cos sin sin c1      
2

w

b

W WR R R R
T m

W WR R R R

R R L L
m

θφ φ θ φ φ φ θφ φ θ φ φ φ

θφ φ θ φ φ φ θφ φ θ φ φ φ

θφ φ θ φ φ ψ φ ψ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + + − +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥− + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

− + − +
+

[ ]

2

2 2

os cos

cos sin sin cos cos sin sinR R L L L

ψ φ

θφ φ θ φ φ ψ φ ψ ψ φ ψ ψ

⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤+ + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
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จัดรูปใหมจะได 

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

1 2
2 2 2 2 2 2 2 2

sin cos cos 2 sin cos
4

sin cos cos cos sin

sin 2 sin cos sin cos sin1 4
2

sin cos cos
4

w

WR R R

RW RW R R
W R RW RW

T m
WR R

θ φ φ θ φ φ φ θθφ φ φ

θφ φ φ θφ φ θ φ φ θ φ

φ φ θθφ φ φ θφ φ φ θφ φ

θ φ φ θ φ φ

+ + −

+ − + +

+ + − −
=

+ + + 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 sin cos

sin cos cos cos sin

sin 2 sin cos sin cos sin
4

sin cos sin si

1   
2 b

R

RW RW R R
W R RW RW

R R L

m

φ θθφ φ φ

θφ φ φ θφ φ θ φ φ θ φ

φ φ θθφ φ φ θφ φ φ θφ φ

θ φ φ θ φ φ φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
+ + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

+ +

+

2 2 2 2 2

2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

n cos cos
2 sin cos 2 sin sin 2 sin cos cos
2 sin cos sin 2 cos cos
2 sin cos sin cos cos sin

cos sin sin cos 2 s

L
R LR LR
LR LR
L R R

L L R

ψ ψ φ ψ

θθφ φ φ θφ φ ψ θφψ φ φ ψ

θφ φ φ ψ θψ φ ψ

φψ φ φ ψ ψ θ φ φ θ φ

φ φ ψ ψ φ ψ θθφ

+

− + −

− +

− + +

+ +
2 2

2

2 2 2 2

in cos

2 cos sin 2 sin cos cos
2 sin cos sin 2 sin cos
2 sin cos sin cos sin

LR LR
LR LR
L L

φ φ

θφ φ ψ θφψ φ φ ψ

θφ φ φ ψ θψ φ ψ

φψ φ φ ψ ψ ψ ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

 

( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

22
2 2 2 2 2 2

1
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 sin
21 (

2
2 2 cos

2

sin cos sin sin

cos sin sin cos cos co1      
2

w

b

WR R
T m

WR R

R R R R L

L L L
m

φθ φ θ φ

φθ φ θ φ

θ φ θ φ θ θ φ φ φ φ ψ

φ φ ψ ψ φ ψ ψ φ

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠= ⎢ ⎥

⎛ ⎞⎢ ⎥+ + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

+ + + +

+ + +
+

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

s

2 sin sin 2 cos sin 2 sin cos

2 cos cos sin

LR LR LR

LR L

ψ

θφ φ ψ θφ φ ψ θψ φ ψ

θψ φ ψ ψ ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

 

 
( )

22
2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2
2 2

1   sin 2 sin 2 cos
2

w

b

WT m R R

m R R L L LR LR

φθ φ θ

θ φ θ φ ψ ψ θφ ψ θψ ψ

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ + + + + +

 (10) 
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แทนคาสมการ (1) ในสมการพลังงานจลนจากการเคลื่อนที่แบบหมุน (8) จะเปลี่ยนรูปใหอยูใน
ระบบพิกัดไดดังนี ้  

 

2 2
2 2

2

2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1( ) ( )
2 2 2 2

w w

m m

d W d WT J J J J
dt R dt R

W Wn J n J
R R

ψ φθ φ θ φ ψ φ

θ φ ψ θ φ ψ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ + − + − −

 

 

2
2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2

2
2

2
2 2

2

1 1 12
2 2 2 2

21 4
2

2
4

w

m

WT J J J
R

W W W
R R Rn J

W W W
R R R

ψ φθ φ ψ φ

θ φ ψ θφ θψ φψ θ

φ ψ θφ θψ φψ

⎡ ⎤
= + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

+ + + − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎢ ⎥+ + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
( )

( )

2
2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 12 2
2 2 2 2

1 (2 2 4 )
2 2

by bz wz wy

g m e r

WT J J J J
R

WJ J n J J n n
R

ψ φ θ φ

θ φ ψ θψ

⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + + + + + −⎣ ⎦

 (11) 

จากสมการพลงังานศักย (9) เปลี่ยนรูปใหอยูในระบบพิกดัไดดังนี ้

 ( cos ) 2 cosw w b w b bV m gR m gR m g R L m gR m gR m gLψ ψ= + + + = + +   

จะไดคาลากรานจ ( )L  คือ 

 1 2L T T V= + −  (12) 

 
( )

22
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

2

2

1 2 2 4
2 2

sin 2 sin1      
2 2 cos 2 2 cos

1 1 1      2  2   
2 2 2 2

1      
2

w

b

wy by bz wz

g m

WL m R R gR

R R L L LR
m

LR gR gL

WJ J J J
R

J J n J

φθ φ θ

θ φ θ φ ψ ψ θφ ψ

θψ ψ ψ

θ φ ψ φ

⎛ ⎞
= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞+ + + +

+ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + + ( )
2

2 2 2 2 2
2 22 2 4

2e r
WJ n n
R

θ φ ψ θψ
⎛ ⎞

⎡ ⎤+ + + −⎜ ⎟⎣ ⎦
⎝ ⎠

 (13) 
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กําหนดให  ( )2 2 2
2o g m e rJ J J n J J n n⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦  (14) 

สมการลากรานจสามารถหาไดจากสมการ 

 d L L F
dt θθ θ

∂ ∂⎛ ⎞ − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (15) 

 d L L F
dt ψψ ψ
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (16) 

 d L L F
dt φφ φ
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (17) 

จากสมการลากรานจทั้ง 3 พิกัดจะไดอยูในรูป 3 สมการคือ สมการ (18), (19) และ (20) 

 2 2 2 2 22 sinw b b
L m R m R m LRθφ θφ φ ψ
θ
∂

= + +
∂

 

 2 22 cos 2 2 2w b b wy o o
L m R m R m LR J J Jθ θ ψ ψ θ θ ψ
θ
∂

= + + + + −
∂

 

2 2 22 cos sin 2 2 2w b b b wy o o
L m R m R m LR m LR J J J

t
θ θ ψψ ψ ψ θ θ ψ

θ
∂ ∂⎛ ⎞ = + + − + + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

 ( ) ( )2 2

2 2 2 2

2 2 2 cos 2

sin 2 sin

w b wy o b o

b w b

L L m R m R J J m LR J
t

m LR m R m R mLR Fθ

θ ψ ψ
θθ

ψ ψ θ θ θ ψ φ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ − = + + + + −⎜ ⎟∂ ∂∂⎝ ⎠
⎡ ⎤− − + + =⎣ ⎦

 (18) 

 2 2 2sin cos cos sin sinb b b b
L m L m LR m LR m gLφ ψ ψ θφ ψ θψ ψ ψ
ψ
∂

= + + −
∂

 

 2
0 0cos 2 2b b by

L m L m LR J J Jψ ψθ ψ ψ θ
ψ
∂

= + + + −
∂

 

 2
0 0cos sin 2 2b b b by

L m L m LR m LR J J J
t

ψ ψθ θψ ψ ψ ψ θ
ψ

⎛ ⎞∂ ∂
= + − + + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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 ( ) ( )

( )

2
0 0

2 2

2 cos 2 sin

sin cos

b b b

b b

L L m L J J m LR J m gL
t

m L m LR F

ψ

ψ

ψ ψ θ ψ
ψ ψ

ψ θ φ ψ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− = + + + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

− + =

 (19) 

 0L
φ
∂

=
∂

 

 
( )

2 2 2 2 2 2 2

2

0 2

12 sin
2

12 sin 2 2
2 2

w w b b

b wy bz wz

L m R m W m R m L

Wm LR J J J J
R

θ φ φ θ φ φ ψ
φ

θφ ψ φ φ φ

∂
= + + +

∂

+ + + + +

 

( )

2 2 2 2 2 2 2

2

0 2

2 2 2

12 sin
2

12 sin 2 2
2 2

2(2 sin cos cos sin )

w w b b

b wy bz wz

w b b b b

L m R m W m R m L
t

Wm LR J J J J
R

m R m R m L m LR m LR

θ φ φ θ φ ψφ
φ

θ ψφ φ φ φ

θθφ θθφ φψ ψ ψ φθψ ψ φθ ψ

⎛ ⎞∂ ∂
= + + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

+ + + + +

+ + + + +

 

 
( )

( ) ( )( )

2
2

02

2 2 2 2

2 2

1 1 2 ( )
2 2 2
(2 ) 2 sin sin

2 2 sin cos sin cos

w bz wz wy

w b b b

w b b b

Wm W J J J JL L
R

t
m m R m LR m L

m m R m L m LR Fφ

φ
φφ

θ θ ψ ψ

θθ ψ ψ ψ θ ψ θψ ψ φ

⎛ ⎞
+ + + + +⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂⎝ ⎠ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

+ + + + + =

 (20) 

แรงที่กระทําตอระบบในระบบพิกัดไดแก แรงที่กระทําตอพิกัด θ  หรือ ( )Fθ , แรงที่
กระทําตอพิกดั ψ  หรือ ( )Fψ  และแรงที่กระทําตอพิกัด φ  หรือ ( )φθ  สามารถจัดรูปเปนแรงที่
กระทําตอลอซายลอขวาไดดังสมการ (21) และ (22) 

 ( )1
2 l rF F Fθ = +  (21) 

 ( )r l
RF F F
Wφ = −  (22) 
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 2.  แบบจําลองหุนยนตสองลอแบบคาพารามิเตอรของมอเตอรซายและขวาเทากนั 

โดยพิจารณาใหแรงที่กระทํากับลอและแรงที่ทําใหเกิดการโนมเอียงคือ แรงบิดของมอเตอร
กระแสตรง แรงเสียดทานระหวางมอเตอรกับลอ และแรงเสียดทานระหวางลอกับพื้น ซ่ึงสามารถ
เขียนไดดังสมการ 

 _ ( )l t l l m l w lF nK i f fψ θ θ= + − −  (23) 

 _ ( )r t r r m r w rF nK i f fψ θ θ= + − −  (24) 

 _ _ ( ) ( )t l l t r r m l m rF nK i nK i f fψ ψ θ ψ θ= − − − − − −  (25) 

โดย  ( ) ( ),l b br
l l r r

m m m m

V K KVi i
R R R R

ψ θ ψ θ= − − = − −   (26) 

แทนคาสมการ (26) ใน (21), (22), (41), (42), (43)  จะไดสามสมการของแรงในสามระบบ
พิกัดในเทอมของสัญญาณปอนเขา ( ),l rV V  

 ( )1
2

t b b
l r t m w t

m m m

nK K KF V V nK f f nK
R R Rθ θ ψ

⎛ ⎞
= + − + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (27) 

 ( ) _ _

_ _ _

2 2b l b l
l r t m t m

m l m l m l

K KnKF V V nK f nK f
R R Rψ θ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (28) 

 ( )t t b
r l w

m m

K K KRF n V V n f
W R Rφ φ

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (29) 

แทนคา (27), (28) และ (29) ในสมการ (18), (19), (20) และแทนสมการ (1) เพื่อถูกจดัรูปใหอยูใน
ระบบพิกัด ( ), ,θ ψ φ  จะไดสมการพลศาสตรสามสมการ 

 
( )( ) ( )

( )

2
0 0

2 2 2 2

2 2 2 cos 2

sin 2 sin

1
2

w b wy b

b w b

t b b
l r t m w t

m m m

m m R J J m LR J

m LR m R m R mLR

nK K KV V nK f f nK
R R R

θ ψ ψ

ψ ψ θ θ θ ψ φ

θ ψ

+ + + + −

⎡ ⎤− − + +⎣ ⎦
⎛ ⎞

= + − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (30) 
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( ) ( )

( )

( )

2
0 0

2 2

_ _

_ _ _

2 cos 2 sin

sin cos

2 2

b b b

b b

b l b l
l r t m t m

m l m l m l

m L J J m LR J m gL

m L m LR

K KnK V V nK f nK f
R R R

ψ ψ ψ θ ψ

ψ θ φ ψ

θ ψ

+ + + − −

− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (31) 

 

( )

( ) ( )( )
( )

2
2

02

2 2 2 2

2 2

1 1 2 ( )
2 2 2
(2 ) 2 sin sin

2 2 sin cos sin cos

w bz wz wy

w b b b

w b b b

t t b
r l w

m m

Wm W J J J J
R

m m R m LR m L

m m R m L m LR

K K KRn V V n f
W R R

φ
θ θ ψ ψ

θθ ψ ψ ψ θ ψ θψ ψ φ

φ

⎛ ⎞
+ + + + +⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

+ + + + +

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (32) 

สมการ (30), (31) และ (32) นั้นเปนระบบไมเชิงเสนที่มคีวามแมนยําแตมีความซับซอน 
การออกแบบระบบควบคุมในงานวจิัยนี้ยังคงอยูภายใตทฤษฎีเชิงเสน ดงันั้นจึงประมาณระบบ
ดังกลาวเปนเชงิเสน คือ กําหนดใหคา ψ  มีคานอยๆ จึงสามารถประมาณคาเทอมที่ไมเปนเชิงเสน 
เชน sinψ ψ= , cos 1ψ =  และ 2 0ψ =   จะไดสามสมการพลศาสตรเชิงเสนสําหรับการ
ออกแบบระบบควบคุมเชิงเสนคือสมการ 

 
( )( ) ( )

( )

2
0 02 2 2 2

1
2

w b wy b

b b t
t m w t l r

m m m

m m R J J m LR J

K K nKnK f f nK V V
R R R

θ ψ

θ ψ

+ + + + −

⎛ ⎞
+ + + − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (33) 

 
( ) ( )

( )

2
0 02 cos 2 sin

2 2

b b b

b b
t m t m l r

m m m

m L J J m LR J m gL

K K nKnK f nK f V V
R R R

ψ ψ ψ θ ψ

θ ψ

+ + + − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + + + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (34) 

 
( )

( )

2
2

02

1 1 2 ( )
2 2 2w bz wz wy

t b t
w r l

m m

Wm W J J J J
R

K K KRn f n V V
R W R

φ

φ

⎛ ⎞
+ + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (35) 

สมการ(33), (34) และ (35) จัดรูปไดคือ 
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 l

r

V
E F G H

V
θθ θ
ψψ ψ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
+ + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (36) 

โดย ( ) 2
0 0

2
0 0

2 2 2 2
2 2

w b wy b

b b by

m m R J J m LR J
E

m LR J m L J J
⎡ ⎤+ + + −

= ⎢ ⎥− + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2 2

b b
t m w t

m m

b b
t m t m

m m

K KnK f f nK
R R

F
K KnK f nK f
R R

⎡ ⎤+ + −⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

0 0
0 b

G
m gL

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

1 1
2 2

t t

m m

m m

nK nK
R R

H
nK nK
R R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
− −⎢ ⎥

⎣ ⎦

 

และ ( )r lK I J V Vφ φ+ = −  

โดย ( )
2

2
02

1 1 2 ( )
2 2 2w bz wz wy

WK m W J J J J
R

= + + + +  

 t b
w

m

K KI n f
R

= +  

t

m

KRJ n
W R

=   

จากสมการ (36)  จะไดสมการ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1 1, 2 1,1 1, 2 1,1 1, 2l rE E F F H V H Vθ ψ θ ψ+ + + = +  (37) 

และ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2,1 2,2 2,1 2,2 2,2

2,1 2,2l r

E E F F G

H V H V

θ ψ θ ψ ψ+ + + +

= +
 (38) 

สามารถแกสามารถหาคา θ  ไดจาก (37) ( )2, 2E×  - (38) ( )1, 2E×  
สามารถแกสมการหา ψ  ไดจาก (38) ( )1,1E×  - (37) ( )2,1E×  

กําหนดให t

m

nK
R

α =  , t b
m

m

nK K f
R

β = +  
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สามารถเขียนใหอยูในรูปปริภูมิสเตตไดคอื 

 1 1

2 2

0 0
0 0
A B

x Ax Bu x u
A B

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (39) 

เมื่อ , , , , ,
T

x θ ψ θ ψ φ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  และ [ ], T
l ru V V=  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
1 1 1

1 1 1

0 0 1 0
0 0 0 1
0 3, 2 3,3 3, 4
0 4, 2 4,3 4, 4

A
A A A
A A A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

( ) ( )1 3, 2 1, 2 detbA m gLE E= −  
( ) ( )1 4, 2 1,1 detbA m gLE E=  

( ) ( ) ( ) ( )1 3,3 2,2 2 1,2 detwA f E E Eβ β= − + +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )( )1 3, 4 2, 2 2 1, 2 detA E E Eβ= +  

( ) ( ) ( ) ( )1 4,3 1,2 2 1,1 detwA f E E Eβ β= + +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )( )1 4, 4 1, 2 2 1,1 detA E E Eβ= − +  

 ( ) ( )
( ) ( )

1
1 1

1 1

0 0
0 0

3 3
4 4

B
B B
B B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( )( )1 3 2, 2 2 1, 2 detB E E Eα= +  
( ) ( ) ( )( )1 4 1, 2 2 1,1 detB E E Eα= − +  

( ) ( ) ( )2det 1,1 2,2 1,2E E E E= −  

 2

0 1

0
A I

K

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎣ ⎦

 

 2

0 0
B J J

K K

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎣ ⎦
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โดยเอาทพุตระบบคือ y Cx=    (40) 

 
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

C
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 3.  แบบจําลองหุนยนตสองลอแบบคาพารามิเตอรของมอเตอรซายและขวาไมเทากัน 

โดยพิจารณาใหแรงที่กระทํากับลอและแรงที่ทําใหเกิดการโนมเอียงคือ แรงบิดของมอเตอร
กระแสตรง แรงเสียดทานระหวางมอเตอรกับลอ และแรงเสียดทานระหวางลอกับพื้น ซ่ึงสามารถ
เขียนไดดังสมการ 

 _ ( )l t l l m l w lF nK i f fψ θ θ= + − −  (41) 

 _ ( )r t r r m r w rF nK i f fψ θ θ= + − −  (42) 

 _ _ ( ) ( )t l l t r r m l m rF nK i nK i f fψ ψ θ ψ θ= − − − − − −  (43) 

โดย  ( ) ( )_ _

_ _ _ _

,b l b rl r
l l r r

m l m l m r m r

K KV Vi i
R R R R

ψ θ ψ θ= − − = − −   (44) 

แทนคาสมการ (44) ใน (21), (22), (41), (42) และ (43)  จะไดสามสมการของแรงในสาม
ระบบพิกัดในเทอมของสัญญาณปอนเขา ( ),l rV V  

 
_

_
_ _

_
_

_ _

( ) ( )
1
2

( ) ( )

b ll
t l l m l w l

m l m l

b rr
t r r m r w r

m r m r

KVnK f f
R R

F
KVnK f f

R R

θ

ψ θ ψ θ θ

ψ θ ψ θ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠= ⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟+ + − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (45) 

 
_ _

_ _
_ _ _ _

( ) ( )

( ) ( )

b l b rl r
t l l t r r

m l m l m r m r

m l m r

K KV VF nK nK
R R R R

f f

ψ ψ θ ψ θ

ψ θ ψ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− − − −

 (46) 
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_

_
_ _

_
_

_ _

( ) ( )

( ) ( )

b rr
t r r m r w r

m r m r

b ll
t l l m l w l

m l m l

KVnK f f
R RRF

W KVnK f f
R R

φ

ψ θ ψ θ θ

ψ θ ψ θ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠= ⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟− + − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (47) 

แรงที่กระทําตอระบบ (45), (46) และ (47) นั้นสําหรับแทนคาในสมการ (18), (19), (20) 
และแทนสมการ (1) เพื่อถูกจัดรูปใหอยูในระบบพิกัด ( ), ,θ ψ φ  จะไดสมการพลศาสตรสาม
สมการ 

 

( )( )

( )

2
0 _ _

0 _ _

2 2 2 2

_

12 2 2 2 2
2

1cos 2 2
2

sin 2 sin

4

t t
w b wy b l b r m w

m ml r

t t
b b l b r m

m ml r

b w b

t
b

m r

K Km m R J J n K n K f f
R R

K Km LR J n K n K f
R R

m LR m R m R mLR

KnW K
R R

θ θ

ψ ψ ψ

ψ ψ θ θ θ ψ φ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤− − + +⎣ ⎦

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
_

1
2

t t t
r b l l r

m m ml l r

K K KK n V n V
R R R

φ
⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠

 (48) 

 

( )

( )

( )

0 _ _

2
0 _ _

2 2

_ _

cos 2 2

2 2

sin cos sin

2

t t
b b l b r m

m ml r

t t
b by b l b r m
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 (49) 
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎝ ⎠+ + +⎝ ⎠

 (50) 
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สมการ (48), (49) และ (50) นั้นเปนระบบไมเชิงเสนที่มคีวามแมนยําแตมีความซับซอน 
การออกแบบระบบควบคุมในงานวจิัยนี้ยังคงอยูภายใตทฤษฎีเชิงเสน ดงันั้นจึงประมาณระบบ
ดังกลาวเปนเชงิเสน คือ กําหนดใหคา ψ  มีคานอยๆ จึงสามารถประมาณคาเทอมที่ไมเปนเชิงเสน 
เชน sinψ ψ= , cos 1ψ =  และ 2 0ψ =   จะไดสามสมการพลศาสตรเชิงเสนสําหรับการ
ออกแบบระบบควบคุมเชิงเสนคือสมการ 

 

( )( )

( )

2
0 _ _

0 _ _

_ _

12 2 2 2 2
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1
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t t
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ψ ψ

φ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

t
r

m r

Kn V
R

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (51) 
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⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − = − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝
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⎞
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 (52) 
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+ + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ + + + + = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

t
r l

m l

K V
R

⎛ ⎞⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (53) 

สมการ (51), (52) และ (53) จัดรูปไดคือ 

 1 2 3 4
l

r

V
z z z z

V

θ θ θ
ψ ψ ψ
φ φ φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (54) 
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โดย 
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จากสมการ (54) จะไดสมการ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 4 41,1 1, 2 1,1 1,2 1,3 1,1 1, 2l rz z z z z z V z Vθ ψ θ ψ φ+ + + + = +  (55) 
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z z z z z z

z V z V

θ ψ θ ψ φ+ + + + −

= +
 (56) 

สามารถแกสมการหา θ  ไดจาก (55) ( )1 2, 2z×  - (56) ( )1 1, 2z×  
สามารถแกสมการหา ψ  ไดจาก (56) ( )1 1,1z×  - (55) ( )1 2,1z×  

สามารถเขียนใหอยูในรูปปริภูมิสเตตไดคอื 

 x Ax Bu= +  (57) 

เมื่อ , , , , ,
T

x θ ψ θ ψ φ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  และ [ ], T
l ru V V=  
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การออกแบบระบบควบคุม 

บทนี้นําเสนอการออกแบบตัวควบคุมซึ่งเปนหัวใจของงานวิจยันี้ ระบบการควบคุมที่ใชคือ
การออกแบบระบบควบคุมทีเ่หมาะสมที่สุด (optimal control) (วิบูลย, 2548; วโรดม, 2551; Lewis 
and Syrmos, 1995; Ogata, 1997) และในบทนี้ประกอบดวย 5 สวน คือ คุณสมบัติความควบคุมได
และสังเกตได การออกแบบตัวควบคุมดวยตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุด การออกแบบตัวควบคุมดวย
ตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุดที่มีตัวอินทิกรัล การออกแบบตัวควบคุมดวยตวัคุมคากําลังสองนอย
ที่สุดที่มีตัวอินทิกรัลและตัวสังเกตแบบอนัดับเต็ม การออกแบบตัวควบคุมดวยตวัคุมคากําลังสอง
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นอยที่สุดที่มีตวัอินทิกรัลและสังเกตแบบลดอันดับ และการวัดความเอียงดวยตัวสังเกตแบบลุน
เบอรเกอร 

 1.  คุณสมบัติความควบคุมไดและสังเกตได (Controllability and Observability) 

สําหรับการออกแบบระบบควบคุมในงานวจิัยนีจ้ะสอดคลองและเปนไปตามทฤษฎีเมื่อ
ระบบที่ตองการควบคุมนั้นมีคุณสมบัติความสามารถควบคุมไดและสงัเกตได 

1.1  คุณสมบัติความควบคุมได (Controllability) 

ถาระบบมีคุณสมบัติความควบคุมได (controllable) หมายความวาจะมสัีญญาณควบคุม
แบบตอเนื่องที่สามารถควบคุมระบบจากตําแหนงเริ่มตนไปยังตําแหนงใดๆที่ตองการไดใน
ชวงเวลาหนึ่ง และสามารถหาตัวควบคุมที่เปนหนึ่งเดียวตามสมการกฏการควบคุมที่ทําใหสมการ
ลักษณะเฉพาะแบบพหนุาม ( )c sα  กําลัง n  ใดๆ [ ]( ) detc s sI A BKα = − −  

เมื่อ 1nrank B AB A B n−⎡ ⎤ =⎣ ⎦  (58) 

การพิสูจนคุณสมบัติความควบคุมไดแสดงอยูในภาคผนวก ค. 

 2 3 4 5 6rank B AB A B A B A B A B⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

 2 3 4 5ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 9rank B AB A B A B A B A B⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

ซ่ึงสามารถพิจารณาไดดวยโปรแกรม MATLAB ดวยคําสั่ง rank(ctrb(A,B)) 

1.2  คุณสมบัติความสังเกตได (Observability) 

ถาระบบ ( ),A B  มีคุณสมบัติความควบคุมได (Observability) หมายความวาที่เวลาใดๆ
และระบบอยูที่ตําแหนงใดๆ สามารถที่บอกคาสเตตของระบบจากการพิจารณาสัญญาณปอนออก
ของระบบไดในชวงเวลาหนึง่ 

เมื่อ ( )1nT T T T Trank C A C A C n−⎡ ⎤ =⎣ ⎦  (59) 

การพิสูจนคุณสมบัติความสังเกตไดแสดงอยูในภาคผนวก ค. 
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 2 3 4 5 6T T T T T T T T T T Trank C A C A C A C A C A C⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

ซ่ึงสามารถพิจารณาไดดวยโปรแกรม MATLAB ดวยคําสั่ง rank(obsv(A,C)) 

 2.  ตัวคุมคากาํลังสองนอยที่สุด (Linear Quadratic Regulator, LQR) 

จุดเดนของการออกแบบดวยตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุด (linear quadratic regulator) ที่
เหนือกวาวิธีการวางโพลก็คือมีแบบแผนทีเ่ปนระบบมากกวาในการคํานวนหาคาอัตราขยาย โดย
การออกแบบสัญญาณควบคุมซึ่งทําใหคาดรรชนีสมรรถนะ (performance index, J ) มีคานอยที่สุด 
(minimization) 

กําหนดใหดรรชนีสมรรถนะ (performance index) คือ 

 ( )
0

T TJ x Qx u Ru dt
∞

= +∫  (60) 

Q  เปนเมตริกซสมมาตรที่เปนบวกแนนอนซึง่เปนเมตริกซถวงน้ําหนกัใหความสําคัญใน
การควบคุมของสเตตแตละตวั และ R  เปนเมตริกซสมมาตรที่เปนกึ่งบวกแนนอนทําหนาที่ถวง
น้ําหนกัสําหรับสัญญาณควบคุม สัญญาณควบคุมนี้ถูกกาํหนดใหไมมขีอจํากัด (unconstraint) 
บล็อกไดอะแกรมแสดงอยูในภาพที่ 16  

∫ CB

A

K−

xu
+ +

y

 

ภาพที่ 16  บล็อกไดอะแกรมในการควบคุมปอนกลับแบบรักษาเสถียรภาพ 

จากภาพที่ 16 จะได x Ax Bu= +  (61) 

 y Cx=  

 ( ) ( )u t Kx t= −  (62) 

เมื่อ  T
x θ ψ θ ψ φ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , T

l ru V V= ⎡ ⎤⎣ ⎦  
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11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

k k k k k k
K

k k k k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

เมตริกซ ,A B  คือพลานตจากสมการ (39) แทนคา u  (62) ลงในสมการ (61) จะได 

 ( )x Ax BKx A BK x= − = −  (63) 

กําหนดใหเมตริกซ A BK−  มีเสถียรภาพหรือมีคาเจาะจงเปนคาจริงเครื่องหมายลบ 
ทั้งหมด เมื่อแทนคา ( )u t  ในสมการดรรชนีสมรรถนะ (60) จะได 

     ( )
0

T T TJ x Qx x K RKx dt
∞

= +∫  (64) 

  ( )
0

T Tx Q K RK xdt
∞

= +∫  

กําหนดให ( ) ( )T T Tdx Q K RK x x Px
dt

+ = −  

 ( ) ( ) ( )TT T T T Tx Q K RK x x Px x Px x A BK P P A BK x⎡ ⎤+ = − − = − − + −⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( )T TA BK P P A BK Q K RK− + − = − +  (65) 

ในภาคผนวก ค. แสดงใหเหน็วาเมื่อ A BK−  เปนเมตริกซที่มีเสถียรภาพ จะมี P  เปนเมตริกซ
สมมาตรที่เปนบวกแนนอนสอดคลองกับสมการ (65)  และในกรณีที่ระบบมเีสถียรภาพแลว
สามารถหาคา P  ที่เปนเมตริกซสมมาตรที่เปนบวกแนนอน ไดเพียงคาเดียว ดังนั้นคา P  อ่ืนๆที่ได
จากการแกสมการ (65) จะไมเปนเมตริกซสมมาตรที่เปนบวกแนนอน 

จากดรรชนีสมรรถนะจะได 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0T T T T TJ x Q K RK xdt x Px x Px x Px
∞

= + = − = − ∞ ∞ +∫  (66) 

และเนื่องจากคาเจาะจงของ A BK−  ถูกกําหนดใหเปนลบทั้งหมด หรือ ( ) 0x ∞ →  

ดังนั้นจะได ( ) ( )0 0TJ x Px=   
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แสดงวาดรรชนีสมรรถนะเปนฟงกช่ันของคาเริ่มตน ( )0x  และเมตริกซ P  

เพื่อหาคําตอบ กําหนดให TR T T=  

เมื่อ R  เปนเมตรกิซสมมาตรที่เปนบวกแนนอน และ T  ไมเปนเมตริกซหนึง่ จากสมการ (65) 
สามารถเขียนไดเปน 

 ( ) ( ) 0T T T T TA K B P P A BK Q K T TK− + − + + =  (67) 

 ( ) ( )1 1 1 0
T

T T T T T TA P PA TK T B P TK T B P PBR B P Q
− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − − − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (68) 

โดยพยายามทาํใหคา J  ต่ําสุดโดยการปรับคา K  หรือตองการคาต่ําสุดของ 

 ( ) ( )1 1T
T T T T Tx TK T B P TK T B P x

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

ซ่ึงเปนพจนทีม่ีคาเปนกึ่งบวกแนนอนจึงมคีาต่ําสุดคือศูนย ซ่ึงจะเปนเชนนั้นเมื่อ 

 ( ) 1T TTK T B P
−

=  

ดังนั้น ( ) 11 1T T TK T T B P R B P
−− −= =  (69) 

สมการ (69) เปนสมการที่ใหคา K  ที่เหมาะสมที่สุดสําหรับระบบดังกลาว ดังนัน้เราสามารถ
คํานวนหาสัญญาณควบคุมทีเ่หมาะสมที่สุด คือ 

 ( )1( ) ( ) Tu t Kx t R B Px t−= − = −  (70) 

ซ่ึงเมตริกซ P  ในสมการ (70) ตองสอดคลองกับสมการ (65) หรือที่ลดรูปลงดังสมการ (71) เรียกวา 
Reduced-matrix Riccati Equation คือ 

 1 0T TA P PA PBR B P Q−+ − + =  (71) 

สรุปการออกแบบตัวควบคุมดวยเทคนิคดังกลาว คือ แกคําตอบของสมการ Reduced-
matrix Riccati Equation (71) เพื่อหาคาเมตริกซ P  เมื่อปรากฏคา P  ที่เปนเมตริกซสมมาตรที่เปน
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บวกแนนอนแสดงไดวา ระบบมีเสถียรภาพหรือเมตริกซ A BK−  มีเสถียรภาพ และแทนคา
เมตริกซ P  ในสมการ (69) เพื่อคํานวนหาคา K  ที่เหมาะสมทีสุ่ด 

สวนถัดไปในงานวิจยันี้เปนปญหาการตามรอยสัญญาณ (tracking) ในบางครั้งถูกเรียกวา 
Servo Systems ซ่ึงเปนการขยายขอบเขตของปญหาการรักษาเสถียรภาพออกไปเล็กนอย รูปแบบ
การควบคุมแสดงดังภาพที่ 17 

∫ CB

A

2K−

xu
+

r
+

y

1−

+
1K

 

ภาพที่ 17  บลอกไดอะแกรมในการควบคุมปอนกลับแบบตามรอยสัญญาณ 

จากภาพที่ 17 x Ax Bu= +  (72) 

 y Cx=  

 ( )2 1u K x K r y= − + −  (73) 

เมื่อ  T
x θ ψ θ ψ φ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , T

l ru V V= ⎡ ⎤⎣ ⎦  
 T

ref ref refr θ ψ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 11 12 15
1

21 22 25

k k k
K

k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 13 14 16
2

23 24 26

0 0 0
0 0 0

k k k
K

k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

k k k k k k
K

k k k k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

จากสมการ (72) , (73) ( ) 1x Ax Bu A BK x Bk r= + = − +  (74) 

ระบบมีเสถียรภาพเมื่อโพลของระบบปดอยูในบนฝงซายของระนาบเชงิซอน ดังนั้นคา ( )y ∞  จะมี
คาลูเขาสูคาคงที่ r  และ ( )u ∞  มีคาลูเขาสูคาศูนย 
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 ( ) ( ) ( ) ( )1x A BK x Bk r∞ = − ∞ + ∞  (75) 

ที่ r  เปนฟงกช่ันขั้นบันได ( ) ( )r r t r∞ = =  เปนคาคงที่เมื่อ 0t >  และพิจารณาสมการ (74) ลบ
ดวยสมการ (75) จะได 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x A BK x t x− ∞ = − − ∞⎡ ⎤⎣ ⎦  

กําหนดให ( ) ( ) ( )ex t x t x= − ∞⎡ ⎤⎣ ⎦  

 ( ) ( )( )e ex t A BK x t= −  

หรือ ( )( )e ex t Ax t Bu= +  (76) 

และ eu Kx= −  (77) 

การออกแบบดวยตัวคุมคากาํลังสองนอยที่สุดสําหรับการตามรอยสัญญาณ คือ การ
ออกแบบระบบ (76) และ (77) ใหมเีสถียรภาพหรือมีคาลูเขา โดยการออกแบบอัตราขยาย K  ให
สมการดรรชนีสมรรถนะที่มีลักษณะคลายกับสมการ (60) ใหมีคาต่ําสุด โดยสมการดรรชนี
สมรรถนะสําหรับระบบนี้คอื 

 ( )
0

T T T
e e e eJ x Qx x K RKx dt

∞

= +∫  (78) 

ทําการออกแบบโดย  [ ]0.1,1, 0.1,1, 0.1, 0.1Q diag=  

[ ]1,1R diag=  

จะไดคาอัตราขยายคือ 

 0.2236 6.0222 0.6541 1.4885 0.2236 0.5249
0.2236 6.0222 0.6541 1.4885 0.2236 0.5249

K
− − − − − −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦
 

 



 

 

39

 3.  ตัวคุมคากาํลังสองนอยที่สุดที่มีตัวอินทกิรัล (LQR with Integrator) 

การออกแบบระบบที่พลานตไมมีตัวอินทกิรัล (type 0 plant) มักจะใชตวัอินทิกรัลเพิม่ใน
วงรอบเปดระหวางคาผิดพลาดและพลานต ในอีกดานหนึง่การเพิ่มตัวอินทิกรัล (integral control) 
สามารถทําใหคาผิดพลาดในสถานะอยูตัวตอสัญญาณขั้นบันไดเปนศูนย ในสวนนีน้ําตัวควบคุม
อินทิกรัลมาใชรวมกับตวัปอนกลับสเตตของหุนยนตสองลอเมื่อตองการติดตามคาอางอิง ดังแสดง
ในภาพที่ 18 จะได 

 x Ax Bu= +  (79) 

 y Cx=  

 2 1u K x K ξ= − +  

 r y r Cxξ = − = −  (80) 

∫ CB

A

2K−

xu
+

r
+

y

1−

+ 1K∫
ξ ξ

 

ภาพที่ 18  บลอกไดอะแกรมในการควบคุมปอนกลับแบบตามรอยสัญญาณที่มีตัวอินทกิรัล 

เมื่อ  T
x θ ψ θ ψ φ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , T

l ru V V= ⎡ ⎤⎣ ⎦  
 T

ref ref refr θ ψ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 17 18 19
1

27 28 29

k k k
K

k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

11 12 13 14 15 16
2

21 22 23 24 25 26

k k k k k k
K

k k k k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

กําหนดให (79) มีคุณสมบัตคิวามควบคุมได ฟงกช่ันถายโอนของพลานตคือ 

 ( ) ( ) 1
pG s C sI A B−= −  
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เพื่อหลีกเลี่ยงการหักลางของอินทิกรัลดวยคาซีโรของพลานต พลานตดังกลาวตองไมมีซีโรที่จุด
กําเนิด และกําหนดใหคาอินพุตอางอิงเปนฟงกช่ันบันไดเริ่มจาก 0t =  ดังนัน้ใน 0t >  ระบบนี้
อธิบายไดดวยสมการ (79) และ (80) จะได 

 ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

0 0
0 0 1

x t x tA B
u t r t

t tCξ ξ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (81) 

เมื่อตองการออกแบบระบบใหมีเสถียรภาพหรือ ( ) ( ),x ξ∞ ∞  และ ( )u t  ลูเขาสูคาคงที่ ดังนั้นที่
สภาวะคงตวั 0ξ =  และ ( )y r∞ =  และจะไดสมการที่สภาวะคงตวัคือ 

 ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

0 0
0 0 1

x xA B
u r

Cξ ξ
∞ ∞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + ∞ + ∞⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∞ ∞−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (82) 

สําหรับฟงกช่ันขั้นบันไดแลว ( ) ( )r r t r∞ = =  เปนคาคงที่ สําหรับ 0t >  โดยใชสมการ (81) ลบ
ดวยสมการ (82) จะได 

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0
0 0

x t x x t xA B
u t u

t tCξ ξ ξ ξ
− ∞ − ∞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + − ∞⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦− ∞ − ∞−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

กําหนดให ( ) ( ) ( )ex t x x t− ∞ =  

 ( ) ( ) ( )et tξ ξ ξ− ∞ =  

 ( ) ( ) ( )eu t u u t− ∞ =  

ดังนั้น ( )
( )

( )
( ) ( )

0
0 0

e e
e

e e

x t x tA B
u t

t tCξ ξ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (83) 

 ( ) ( ) ( )2 1e e eu t K x t K tξ= − +  

กําหนดให ( ) ( )
( )

ˆ e

e

x t
x t

tξ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

ดังนั้นสมการ (83) คือ ˆ ˆˆ ˆ ex Ax Bu= +  (84) 
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 0ˆ ˆ,
0 0

A B
A B

C
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

และ ˆ ˆeu Kx= −   (85) 

 [ ]2 1K̂ K K= −  (86) 

จากสมการ (84) และ (85) นาํไปออกแบบระบบตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุด ใหระบบมี
เสถียรภาพหรอืสเตตมีคาลูเขา โดยการออกแบบอัตราขยาย K  ใหสมการดรรชนีสมรรถนะที่มี
ลักษณะคลายกับสมการ (78) ใหมีคาต่ําสุด โดยสมการดรรชนีสมรรถนะสําหรับระบบนี้คือ 

 ( )
0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆT T TJ x Qx x K RKx dt
∞

= +∫  

ทําการออกแบบโดย  [ ]0.1,10, 0.1,10, 0.1, 0.1,10,10,10Q diag=  

[ ]1,1R diag=  

จะไดคาอัตราขยายคือ  

2

4.3725 13.3942 4.2773 3.0282 2.8079 1.7377
4.3725 13.3942 4.2773 3.0282 2.8079 1.7377

K
− − − − − −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦
 

1

2.2361 0 2.2361
2.2361 0 2.2361

K
− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦  

 4.  ตัวคุมคากาํลังสองนอยที่สุดที่มีตัวอินทกิรัลและตัวสังเกตแบบอนัดบัเต็ม  
 (LQR with Integrator and Full-order State Observer) 

ในการออกแบบระบบที่กลาวมานั้นสเตตทุกตัวของระบบเปนคาที่ทราบไดสําหรับการ
นํามาปอนกลับ แตในบางครั้งการวัดสเตตทั้งหมดของระบบอาจจะทาํไมไดหรือทําใหระบบ
ควบคุมนั้นมีราคาแพง มักใชการประมาณคาสเตตแทน ซ่ึงสามารถทําไดโดยอาศยัตัวสังเกตสเตต 
(state observer) หรือเรียกวา ตัวสังเกต (observer) ในบทนี้เสนอการออกแบบตวัสังเกตแบบอันดับ
เต็ม เปนตวัสังเกตสําหรับการประมาณคาทุกๆ สเตตของระบบ ตัวสังเกตนั้นนํามาใชกับระบบ
ปอนกลับที่มีตวัอินทิกรัลแสดงในภาพที่ 19 



 

 

42

∫ CB

A

2K−

xu
+

r
+

y

1−

+ 1K∫
ξ ξ

B + + ∫

A

x
C− +

eK

Full-Order observer

 

ภาพที่ 19  บลอกไดอะแกรมในการควบคุมปอนกลับแบบตามรอยสัญญาณที่มีตัวอินทกิรัลและตัว
สังเกตแบบอนัดับเต็ม 

การประมาณคาสเตตไดมาจากคาเอาทพุตและอินพุตของระบบ และระบบตองมีคุณสมบัติ
ความสังเกตไดที่กลาวในการออกแบบระบบควบคุมหวัขอ 1.2 

 x Ax Bu= +  (87) 

 y Cx=  

 r y r Cxξ = − = −   

 2 1u K x K ξ= − +  

เมื่อ  T
x θ ψ θ ψ φ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , T

l ru V V= ⎡ ⎤⎣ ⎦  
 T

ref ref refr θ ψ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 17 18 19
1

27 28 29

k k k
K

k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

11 12 13 14 15 16
2

21 22 23 24 25 26

k k k k k k
K

k k k k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
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กําหนดใหคาอินพุตอางอิงเปนฟงกช่ันขัน้บันไดเริ่มจาก 0t =  ดังนั้นใน 0t >  

 ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

0 0
0 0 1

x t x tA B
u t r t

t tCξ ξ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

 ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

0 0
0 0 1

x xA B
u r

Cξ ξ
∞ ∞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + ∞ + ∞⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∞ ∞−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0
0 0

x t x x t xA B
u t u

t tCξ ξ ξ ξ
− ∞ − ∞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + − ∞⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦− ∞ − ∞−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

กําหนดให ( ) ( ) ( )ex t x x t− ∞ =  

 ( ) ( ) ( )et tξ ξ ξ− ∞ =  

 ( ) ( ) ( )eu t u u t− ∞ =  

ดังนั้น ( )
( )

( )
( ) ( )

0
0 0

e e
e

e e

x t x tA B
u t

t tCξ ξ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (88) 

 ( ) ( ) ( )2 1e e eu t K x t K tξ= − +  

กําหนดให ( ) ( )
( )

ˆ e

e

x t
x t

tξ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ,  ( ) ( )
( )

e

e

x t
x t

tξ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

ดังนั้นสมการ (88) คือ ˆ ˆˆ ˆ ex Ax Bu= +  (89) 

เมื่อ 0ˆ ˆ,
0 0

A B
A B

C
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

และ ˆ
eu Kx= −   (90) 

 [ ]2 1K̂ K K= −  (91) 

แทนสมการ (90) ในสมการ (89) จะได 
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 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆx Ax BKx A BK x BK x x= − = − + −  (92) 

คาผิดพลาดตัวสังเกตคือ ( ) ( ) ( )ˆe t x t x t= −  (93) 

 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆx A BK x BKe= − +  (94) 

โดยกําหนดให ( )ee A K C e= −  (95) 

สามารถเขียนไดใหมคือ 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 e

x xA BK BK
e eA K C

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (96) 

จะพบวา ˆ ˆ ˆ 0esI A BK sI A K C− + − + =  

 ดังนั้นระบบปอนกลับที่มีตัวสังเกตสามารถแยกปญหาการออกแบบอตัราขยายของระบบ
ออกจากปญหาการออกแบบอัตราขยายตวัสังเกตไดโดยไมขึ้นตอกัน และระบบที่มีตวัสังเกตแบบ
อันดับเต็มสําหรับระบบที่มอัีนดับเทากับ n  ตัวสังเกตก็มีอันดับเทากับ n  ดงันั้นสมการ (96) มี
อันดับเทากับ 2n  

แบบจําลองคณิตศาสตรของตัวสังเกตเหมือนกับแบบจาํลองระบบยกเวนเทอมทีเ่พิม่มา
สําหรับการประมาณคาผิดพลาดเนื่องจากความไมแนนอนของเมตริกซ A  , B  และคาเริ่มตนที่ไม
ทราบ โดยคาประมาณคาผิดพลาดไดจากเอาทพุตจริงลบดวยคาประมาณเอาทพุต คาประมาณจาก
ตัวสังเกตคือ 

 ( ) ( )e e ex Ax Bu K y Cx A K C x Bu K y= + + − = − + +  (97) 

x  คือ คาประมาณสเตต , Cx  คือ คาประมาณเอาทพุต , เอาทพุตของระบบ y  และ
สัญญาณควบคุม u  เปนอินพตุของตัวสังเกต eK  คืออัตราขยายตัวสังเกตซึ่งเปนคาน้ําหนกัสําหรับ
การปรับปรุงคาแตกตางของคาจริงกับคาประมาณเอาทพตุ 

จากสมการของระบบ x Ax Bu= +  (98) 
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สามารถหาสมการคาผิดพลาดไดโดยการลบสมการ (98) ดวยสมการ (97) คือ 

 ( ) ( )( )e ex x Ax Ax K Cx Cx A K C x x− = − − − = − −  (99) 

กําหนดใหคาผิดพลาด e x x= −  

จะได ( )ee A K C e= −  (100) 

พลศาสตรของคาผิดพลาดขึ้นกับคาเจาะจงของเมตริกซ eA K C−  ซ่ึงในกรณีทีเ่มตริกซนี้มี
เสถียรภาพแลวคาผิดพลาด ( )e  จะลูเขาหาศนูย หรือ x  จะมีคาลูเขาหาคา x  และ eK  ก็เปน
ตัวกําหนดความไวของพลศาสตรคาผิดพลาด 

การออกแบบตัวสังเกตดงักลาวแกปญหาสมการที่มีความคลายคลึงกับสมการ (100) ไดจาก
คุณสมบัติของทวิภาวะ (Duality) โดยกําหนดให 

 T Tz A z C v= +  

 Tn B z=  

และ v Kz= −  

ระบบดังกลาวเรียกวา Dual System และกาํหนดใหมีคณุสมบัติสามารถควบคุมไดดงันั้นอัตราขยาย 
K  สามารถหาไดจากวิธีการวางโพล T TA C K−  ใหมีคาลูเขา และจากคาเจาะจงของระบบ 

T TA C K−  และ TA K C− จะมีคาเทากัน 

 ( ) ( )T T TsI A C K sI A K C− − = − −  (101) 

และจากสมการ (101) และ (97) จะไดความสัมพันธคือ 

 T
eK K=  

ดังนั้นจาก Dual System สามารถหาคา K  ไดจากวิธีการวางโพล และสามารถหา
อัตราขยายตวัสังเกตไดจาก T

eK K=  
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การออกแบบตัวสังเกตแบบเต็มอันดับโดยใชวิธีการวางโพลจากสมการ 

 ( )T T T
ez A C K z= −  

ดังนั้นจะได 0T T T
esI A C K− + =  

โดยวางโพลยงัตําแหนงทีต่องการที่ ( )10, 20, 30, 40, 50, 60− − − − − −  จะไดคาอัตราขยาย 

7 5

3 6 5

6 9 4 4

86.6220 9.5867 1795.3 427.567 7.3 10 1.19 10
9.1452 93.2827 404.296 2.11 10 1.29 10 2.15 10

4.6 10 4.1 10 2.1 10 3.52 10 29.9737 199.2114

T

eK

− −

− −

− − − −

⎡ ⎤− − − × − ×
⎢ ⎥= − − × × ×⎢ ⎥
⎢ ⎥− × − × − × ×⎣ ⎦

 

 5.  ตัวคุมคากาํลังสองนอยที่สุดที่มีตัวอินทกิรัลและตัวสังเกตแบบลดอนัดับ                   
 (LQR with Integrator and Reduced-order State Observer ) 

เนื่องจากคาสเตตของหุนยนตสองลอสองตัวคือ มุมหมนุลอเฉลี่ย ( )θ  และมุมเลี้ยว ( )φ  
สามารถวัดไดจากเอนโคดเดอรเซนเซอรดานซายและขวา ซ่ึงมีความแมนยําสูงจึงไมจาํเปนตอง
ประมาณคาดังกลาว สวนสเตตที่เหลือของหุนยนต โดยเฉพาะมุมเอียง ψ  ที่ไมมีความแมนยําใน
การตรวจวัดสามารถประมาณคาไดโดยใชตัวสังเกตแบบลดอันดับ โดยมีระบบควบคมุดังภาพที่ 20 

การประมาณคาสเตตไดมาจากคาเอาทพุตและอินพุตของระบบ และระบบตองมีคุณสมบัติ
ความสังเกตไดที่กลาวในการออกแบบระบบควบคุมหวัขอ 1.2 

 x Ax Bu= +  (102) 

และ y Cx=  

จาก ( )2 1,a bu K x x K ξ= − +  (103) 
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∫ CB

A

2K−

xu
+

r
+

y

1−

+ 1K∫
ξ ξ

+

∫

Â

η
B̂+

F̂

Reduced-Order observer

η
Ĉ

D̂

Transformation

 

ภาพที่ 20  บลอกไดอะแกรมในการควบคุมปอนกลับแบบตามรอยสัญญาณที่มีตัวอินทกิรัลและตัว
สังเกตแบบอนัดับนอยที่สุด 

T
x θ ψ θ ψ φ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , T

l ru V V= ⎡ ⎤⎣ ⎦  
17 18 19

1
27 28 29

k k k
K

k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

11 12 13 14 15 16
2

21 22 23 24 25 26

k k k k k k
K

k k k k k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

คา x  แบงออกเปนสองสวนคอื ax  เปนคาที่สามารถวัดไดเหมือนสมการ Output Equation 
และ bx  เปนคาสเตตเหมือนสมการ State Equation ดังนั้นจะไดสมการคือ 

 a aa ab a a

b ba bb b b

x A A x B
u

x A A x B
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (104) 

 [ ]1 0 a

b

x
y

x
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

[ ], T
ax θ φ= , , , ,

T

bx θ φ ψ ψ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  
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จากสมการตัวสังเกต (97) สามารถประมาณคา โดยตองทราบคา ax   

 ( ) ( )b bb e ab b ba a b e a aa a ax A K A x A x B u K x A x B u= − + + + − −  (105) 

 
( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
( )

b e a bb e ab b ba e aa b e a

bb e ab b e bb e ab e ba e aa

b e a

x K x A K A x A K A y B K B u

A K A x K y A K A K A K A y

B K B u

− = − + − + −

= − − + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦
+ −

 (106) 

กําหนดให b e b e ax K y x K x η− = − =  

 b e b e ax K y x K x η− = − =  

จากสมการ (106) จะไดสมการ 

 ( ) ( )
( )

bb e ab bb e ab e ba e aa

b e a

A K A A K A K A K A y

B K B u

η η= − + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦
+ −

 (107) 

กําหนดให ˆ
bb e abA A K A= −  

 ˆˆ
e ba e aaB AK A K A= + −  

 ˆ
b e aF B K B= −  

ดังนั้นสมการ (107) จะได ˆ ˆ ˆA By Fuη η= + +  (108) 

 [ ]1 0 a

b

x
y

x
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 [ ] [ ]0a
b e

b b e

x y I
x x K y y

x x KI
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤

= = = − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

กําหนดให 10ˆ ˆ,
e

C D
KI
⎡ ⎤⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

ดังนั้นสามารถหาคาประมาณสเตต x  จาก η   ไดคือ 
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 ˆ ˆx C Dyη= +  

จากสมการ (104) และ (105) สามารถจัดรูปสมการได 

 ( )b bb e ab b ba a b e ab bx A K A x A x B u K A x= − + + +  (109) 

จากสมการ (104) และ (109) สามารถหาคาผิดพลาดไดคอื 

 ( )( )b b bb e ab b be x x A K A x xη η= − = − = − −  

 ( )bb e abe A K A e= −  

ดวยวิธีการเดียวกับตวัสังเกตแบบอันเต็ม สมการที่ (92) - (96) ระบบปอนกลับที่มีตัวสังเกตแบบ
อันดับนอยที่สุดจะมีสมการพลศาสตรคือ 

 ˆ ˆ ˆ 0bb e absI A BK sI A K A− + − + =  

 ดังนั้นการออกแบบคาอัตราขยายของระบบ K̂  สามารถแยกกับ การออกแบบคาอัตราขยาย
ตัวสังเกต eK  โดยวางโพลที่ตําแหนง ( )30, 40, 50, 60− − − −  จะได 

3 4

3

130.1143 0.1688 1.22 10 1.67 10
25.4754 49.7642 491.9114 9.88 10

T

eK
⎡ ⎤× ×

= ⎢ ⎥×⎣ ⎦
 

 6.  ตัวสังเกตสเตตความเอียงแบบลุนเบอรเกอร (Luenberger Observer for Tilt Measurement) 

จากที่ไดกลาวไววาระบบควบคุมหุนยนตสองลอนั้นมีองศาอิสระที่ตองการทราบสามตัว
คือ มุมลอ, มุมเลี้ยว และมุมเอียง และการวดัมุมเอียงหรือความเอียงถูกแยกเปนหวัขอหนึ่งที่สําคัญ
ในงานวิจยันี้ และเปนปญหาที่สําคัญประเด็นหนึ่งเนื่องจากตัวตรวจรูทีม่ีราคาไมสูงซึ่งเหมาะสม
สําหรับการนําไปใชกับหุนยนตสองลอในเชิงพาณิชยนั้นมีขีดความสามารถที่จํากัด 

ตัวตรวจรูวัดความเอียงประเภท Inclinometer เปนอุปกรณสําหรับวดัความเอียงที่มีลักษณะ
การทํางานเหมือนเอนโคดเดอรเซนเซอร คืออาศัยโพโตไดโอด (photodiode) อานคาแสงของ
ไดโอดเมื่อผานแถบมืดสวางของจานที่ติดตั้งอยูภายใน โดยภายใน Inclinometer จะมโีพโตไดโอด
ติดตั้งอยูในลักษณะลูกตุมนาฬิกา เมื่อมกีารเปลี่ยนแปลงความเอียง 1θ  ดังภาพที่ 21 ลูกตุมพยายาม
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เคลื่อนที่ในทศิทางตรงกันขามตามแรงโนมถวงของโลกใหเทากับ 1θ  แตเนื่องจากพลศาสตร เชน 
โมเมนตความเฉื่อยและแรงเสียดทาน สงผลใหที่เวลาหนึง่ๆ การเคลื่อนที่ของลูกตุมไมเทากับมุม
เอียงจริง และใหเทากับ 2θ  

ผลของพลศาสตรของลูกตุมนาฬิกาภายในตัวตรวจรูประเภท Inclinometer สงผลให
สัญญาณปอนออกหรือการวดัสเตตของความเอียงหุนยนตจากตวัตรวจรู Inclinometer มีการ
ตอบสนองไมดีที่ความถี่สูงแตมีการตอบสนองดีเฉพาะชวงความถี่ต่ํา 

แต Rate Gyroscope สามารถวัดความเอียงที่ความถี่สูงไดดีในรูปของสัญญาณของความเร็ว
เชิงมุมเมื่อทําการอินทิเกรตดวยวิธีเชิงตวัเลขจะเกิดการเบี่ยงเบนเพิ่มขึน้เรื่อยๆ มักเรยีกวา Gyro 
Drift การประมาณคาสเตตเพื่อแกปญหาดงักลาวมีหลายวิธี เชน อาศัยตัวสังเกตแบบลนุเบอรเกอร 

1θ
2θm

l

 

ภาพที่ 21  แบบจําลองของ Inclinometer อยางงาย 

จากภาพที่ 21 มุมเอียงจริง ( )1θ , มุมเอียงของ Inclinometer ( )2θ , ความเรงในแนวระดับ 
( )x  และแนวดิง่ ( )y  เขียนสมการการเคลื่อนที่ของระบบดังกลาวไดคือ 

  ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 1 2 1 2 1 2sin sin cosJ c mgl ml y xθ θ θ θ θ θ θ θ θ− = − − − − + −  (110) 

c  คือสัมประสิทธิ์ความหนวง, l  คือความยาวแขนระหวางจุดหมนุกับโพโตไดโอด, m  
คือมวลของโพโตไดโอด, J  คือคาโมเมนตความเฉื่อย และประมาณใหระบบเปนเชิงเสนไดโดย 

( )1 2 1 2sin θ θ θ θ− ≈ − , ( )1 2cos 1θ θ− ≈  และไมคิดคาของ ( )1 2y θ θ−  และจัดใหอยูในรูป
ฟงกช่ันถายโอนไดคือ 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

22

2 12 2

ml J ss mgl Js s X s
s c J s mgl J s c J s mgl J

θ θ+
= +

+ + + +
 (111) 
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จัดรูประบบใหอยูในรูปตัวสังเกตแบบลนุเบอรเกอร เพื่อออกแบบสญัญาณความเอียงที่
แมนยําจากตวัตรวจรูประเภท Rate Gyroscope, Accelerometer และสญัญาณของ Inclinometer 
( )2θ  จะไดจากสมการที่ (111) ดังภาพที่ 22 และจัดอยูในรูป observable-canonical ไดคือ 

 1 1
1

2 2

/ 1 / 0
/ 0 0 /

x xc J c J
x

x xmgl J ml J
θ

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

และ [ ] 1
2 1

2

1 0
x
x

θ θ
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Motion

+

Rate Gyro α

∫

Accelerometer

δ− Inclinometer

Luenberger
Observer δ

θ

2θgω

x

 

ภาพที่ 22  บลอกไดอะแกรมของระบบการประมาณคาความเอียง 

1θ  คือมุมเอียงจรงิ gω  คืออัตราโนมเอียงจาก Rate Gyroscope และ 1 2,x x ไมมีความหมาย
ทางกายภาพ โดยสัญญาณ Rate Gyroscope คือ 

 ( )1
1

gω θ δ
α

= −  

α เปนคาสเกล , δ  เปนคาไบอัส โดยกําหนดให 0δ =  และ 1.212α =   จะได 

 
11

22

0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1.212 0

0 / / 1 0 0
0 0 / 0 0 /

g

xc J c J xx
xmgl J ml Jx

δδ
θ ωθ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

 (112) 

 [ ]2
1

2

0 1 1 0
x
x

δ
θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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โดยใหตําแหนงศูนยกลางของ Inclinometer ตอรวมแกนหมุนกับมอเตอรจึงไมมีความเรง
เชิงเสนและไมนํามาพิจารณา ดังนัน้สามารถลดรูปสมการไดคือ 

 
1 1

1 1

2 2

0 0 0 1.212
1 0

0 0 0
gx x c J c J x

x mgl J x

θ θ
ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (113) 

 [ ]
1

2 1

2

1 1 0 x
x

θ
θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

ในภาคผนวก ข. ใชวิธีการหาเอกลักษณของระบบ จะไดคา 1.0314ml J =  และ 
/ 0.0022J c =  ซ่ึงจากวิธีการของตัวสังเกตที่ไดกลาวไวแลว จะไดวา 

 ( )2ex Ax K Cx Buθ= + − +  

หรือ  ( ) 2ex A K C x Bu Kθ= − + +  

สามารถหาคา K  ดวยวิธีการวางโพลเพื่อให eA K C−  มีเสถียรภาพดังนั้นคามมุเอียงจริงลบดวย
คาประมาณยอมมีคาลูเขา ในการจําลองนีก้ําหนดตําแหนงโพลคือ ( )15, 30, 300− − −   จะไดคา
อัตราขยาย [ ]= 29.977, -130.051, 9446.66K  
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ผลและวิจารณ 

ผลการทดลองจะแสดงถึงการออกแบบระบบควบคุมที่ไดกลาวไว ซ่ึงแบงออกเปนสอง
สวนคือ ผลการจําลองดวยโปรแกรม MATLAB และผลการทดลองของหุนยนตสองลอ ทั้งสอง
สวนแสดงใหเห็นความสัมพนัธที่สอดคลองกัน และผลทัง้สองสวนนั้นยังแบงออกเปนสองประเภท
คือ การออกแบบตัวควบคุม และการออกแบบการวดัมมุเอียง 

ผลการจําลองดวยโปรแกรม MATLAB 

การจําลองดวยโปรแกรม MATLAB แบงออกเปน 5 สวน สวนที่ 1 ถึง 4 เปนการออกแบบ
ตัวควบคุมประเภทตางๆ สวนที่ 5 เปนการออกแบบการวดัมุมเอียงดวยตัวสังเกตสเตต 

ผลการออกแบบตัวควบคุมอาศัยตัวคุมคากาํลังสองนอยท่ีสุด (LQR) 

จากการออกแบบระบบควบคุมแบบอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุด ออกแบบสมการ
สมรรถนะโดยกําหนด [ ]0.1,1, 0.1,1, 0.1, 0.1Q diag=  และ [ ]1,1R diag=  จะไดคาอัตราขยาย
คือ 

 0.2236 6.0222 0.6541 1.4885 0.2236 0.5249
0.2236 6.0222 0.6541 1.4885 0.2236 0.5249

K
− − − − − −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦
 

คาอัตราขยายดังกลาวนําไปใชกับระบบควบคุมแบบอาศัยตัวคุมคากาํลังสองนอยที่สุด จะไดผลดังนี้ 

 1.  ระบบรักษาเสถียรภาพ 

การรักษาเสถียรภาพคือ เมื่อเวลาผานไปสเตตของระบบจะลูเขาหาคาที่แนนอน  กําหนดให
ตําแหนงเริ่มตนของสเตตของระบบไมอยูที่ศูนยแตอยูที่ 1θ = เรเดียน และ 0.2ψ =  เรเดียน 

จากผลการจําลองระบบดังภาพที่ 23 แสดงใหเห็นวาระบบสามารถรักษาเสถียรภาพไดโดย
ตําแหนงมุม ψ  จะเคลื่อนที่เขาสูตําแหนงสมดุลไดดวยเวลา 3 วินาที แตตําแหนงมุม θ  มีลักษณะ
ไมใชมุมเฟสนอยที่สุดคือจะเริ่มตนเคลื่อนที่ในทิศทางตรงกันขามกบัทิศทางลูเขาตําแหนงสมดลุใน
ชวงแรกและเคลื่อนที่เขาสูสูสถาวะคงตัวไดดวยเวลา 6 วนิาที 
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ภาพที่ 23  ผลการจําลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมอาศัยตวัคุมคากําลังสองนอยที่สุด 
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ภาพที่ 24  ผลการจําลองการรักษาเสถียรภาพของระบบควบคุมอาศัยตวัคุมคากําลังสองนอยที่สุดที่
มีตัวอินทิกรัล 
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ภาพที่ 25  ผลการจําลองการติดตามคาของระบบควบคุมอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุด 
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ภาพที่ 26  ผลการจําลองการเคลื่อนในสองมิติของระบบควบคุมอาศัยตวัคุมคากําลังสองนอยที่สุด 
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ภาพที่ 27  ผลการจําลองการตามสัญญาณอางอิงของระบบควบคุมอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุด
ที่มีตัวอินทิกรัล 
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ภาพที่ 28  ผลการจําลองการเคลื่อนในสองมิติของระบบควบคุมอาศัยตวัคุมคากําลังสองนอยที่สุดที่
มีตัวอินทิกรัล 
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ภาพที่ 29  คาผิดพลาดของสเตตจากการประมาณคาดวยตัวสังเกตแบบอันดับเต็ม 
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ภาพที่ 30  คาผิดพลาดของสเตตจากการประมาณคาดวยตัวสังเกตแบบอันดับเต็มเมือ่พลานตไม
แนนอน 30 เปอรเซ็นต 
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ภาพที่ 31  คาผิดพลาดของสเตตจากการประมาณคาดวยตัวสังเกตแบบลดอันดับ 
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ภาพที่ 32  คาผิดพลาดของสเตตจากการประมาณคาดวยตัวสังเกตแบบลดอันดับเมือ่พลานตไม
แนนอน 30 เปอรเซ็นต 
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ภาพที่ 33  ผลการจําลองการวัดมุมเอยีงที่ความถี่ต่ํา 
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ภาพที่ 34  ผลการจําลองการวัดมุมเอยีงที่ความถี่สูง 
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 2.  ระบบตามรอยสัญญาณอางอิง 

การตามรอยสัญญาณอางอิง คือ การควบคุมใหเอาทพุตของระบบมีคาเทากับคาที่ตองการ 
กําหนดใหตําแหนงเริ่มตนของสเตตทั้งหมดของระบบอยูที่ศูนย โดยสญัญาณอางอิงจะแปรผันตาม
เวลา โดยสัญญาณอางอิงทั้งสาม ไดแก สัญญาณอางอิงสําหรับมุม θ  คือ สัญญาณรูปสี่เหล่ียมขนาด
แอมปลิจูด 6 เรเดียนที่ผานตวักรองความถีต่่ํา ( )31 5s +  สัญญาณอางอิงสําหรับมุม ψ  คือศูนย 
สัญญาณอางอิงสําหรับมุม φ  คือสัญญาณรูปสี่เหล่ียมขนาดหนึ่งหนวยทีผ่านตัวกรองความถี่ต่ํา 
( )31 5s +  เชนเดยีวกัน  

จากผลการจําลองระบบในภาพที่ 25 สามรูปบนแสดงถึงการติดตามคา เสนปะสีแดงคือ
สัญญาณอางอิงของเอาทพุตทั้งสาม เสนสีน้ําเงินคือเอาทพุตที่ไดจากการจําลอง การควบคุม
ตําแหนงมุม θ  ไมสามารถทําไดรวดเรว็มากเนื่องจากเกี่ยวโยงกับมุมเอยีงของหุนยนต ( )ψ  ดวย 
และการควบคมุตําแหนงมมุ φ  ทําไดดีกวาตําแหนงมุม θ  เล็กนอย รูปสุดทายแสดงแรงดันไฟฟาที่
ปอนเขาระบบและคือกําลังไฟฟาที่สูญเสียไปดวย โดยออกแบบไมใหมากกวา 2.5 และไมต่ํากวา -
2.5 โวลลซ่ึงเปนกําลังสูงสุดของวงจรขับเมอตรกระแสตรง 

การเคลื่อนที่ของหุนยนตในสองมิติจากมมุมองดานบนแสดงดังภาพที่ 26 เสนปะสีแดง
แสดงเสนทางการเคลื่อนที่อางอิง และเสนสีน้ําเงินแสดงเสนทางการเคลื่อนที่จริง การเคลื่อนที่เร่ิม
จากตําแหนง ก. ไปยัง ข., ก. และ ค. ตามลําดับ ถึงแมวาเอาทพุตที่ตามรอยจะตอบสนองชาแต
ตําแหนงการเคลื่อนที่คอนขางแมนยําเนื่องจากตําแหนงมมุ θ  และมุม φ  มีความไวในการ
ตอบสนองใกลเคียงกัน 

ผลการออกแบบตัวควบคุมอาศัยตัวคุมคากาํลังสองนอยท่ีสุดท่ีมีตัวอินทิกรัล                              
(LQR with Integrator) 

จากการออกแบบระบบควบคุมแบบอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุดที่มีตัวอินทิกรัล 
ออกแบบสมการสมรรถนะโดยกําหนด [ ]0.1,10, 0.1,10, 0.1, 0.1,10,10,10Q diag=  และ 

[ ]1,1R diag=  จะไดคาอัตราขยายคือ 

1

2.2361 0 2.2361
2.2361 0 2.2361

K
− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦  
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2

4.3725 13.3942 4.2773 3.0282 2.8079 1.7377
4.3725 13.3942 4.2773 3.0282 2.8079 1.7377

K
− − − − − −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦
 

คาอัตราขยายดังกลาวนําไปใชกับระบบควบคุมดังกลาว จะไดผลดังนี ้

 1.  ระบบรักษาเสถียรภาพ 

การรักษาเสถียรภาพคือ เมื่อเวลาผานไประบบจะลูเขาหาคาที่แนนอน  กําหนดใหตําแหนง
เร่ิมตนของระบบไมอยูที่ศูนยแตอยูที่ 1θ = เรเดียน และ 0.2ψ =  เรเดียน 

จากผลการจําลองระบบดังภาพที่ 24 แสดงใหเห็นวาระบบสามารถรักษาเสถียรภาพไดโดย
ตําแหนงมุม ψ  และตําแหนงมุม θ  ที่ยังแสดงลักษณะไมใชมุมเฟสนอยทีสุ่ดจะเคลื่อนทีเ่ขาสู
ตําแหนงสมดลุไดดวยเวลา 6 วินาที ไดผลแยลงเมื่อเปรียบเทียบกับตวัควบคุมอาศัยตวัคุมคากําลัง
สองนอยที่สุดเนื่องจากระบบมีความไวมาก โดยเฉพาะการควบคุมตําแหนงมุม θ  ทําใหคามุม ψ  
โอเวอรชูตมากและแรงดันไฟฟาก็เกินกวาที่กําหนด 

 2.  ระบบตามรอยสัญญาณอางอิง 

การตามสัญญาณรอยอางอิงในหวัขอนี้มีสัญญาณอางอิงเชนเดียวกับทีไ่ดกลาวไวแลว โดย
ตองการการควบคุมใหเอาทพุตของระบบมีคาเทากับคาที่ตองการ กําหนดใหตําแหนงเริ่มตนของ 
สเตตทั้งหมดของระบบอยูที่ศูนย 

จากผลการจําลองระบบในภาพที่ 27 สามรูปบนแสดงถึงการติดตามคา เสนปะสีแดงคือ
สัญญาณอางอิงของเอาทพุตทั้งสาม เสนสีน้ําเงินคือเอาทพุตที่ไดจากการจําลอง โดยเปรียบเทียบกบั
ตัวควบคุมอาศัยตัวคุมคากาํลังสองนอยที่สุด การควบคมุตําแหนงมมุ θ  สามารถทําไดแมนยํามาก
ขึ้น และมุมเลีย้วสามารถทําไดดีมาก แตมมุเอียงของหุนยนต ( )ψ  เพิ่มมากขึ้นดวย และกาํลังไฟฟา
ที่ใชมากขึ้นเลก็นอย ซ่ึงอยูภายในเกณฑของคาต่ําสุดและสูงสุดของพาวเวอรแอมปลิไฟเออร คือ     
-2.5 ถึง 2.5 โวลล  

การเคลื่อนที่ของหุนยนตในสองมิติจากมมุมองดานบนแสดงดังภาพที่ 28 เสนปะสีแดง
แสดงเสนทางการเคลื่อนที่อางอิง และเสนสีน้ําเงินแสดงเสนทางการเคลื่อนที่จริง การเคลื่อนที่เร่ิม
จากตําแหนง ก. ไปยัง ข., ก. และ ค. ตามลําดับ  
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ผลที่ไดเปรียบเทียบกับตวัควบคุมอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุดพบวาเสนทางการ
เคลื่อนที่ของหุนยนตสองลอมีทิศทางที่เบี่ยงเบนจากมากขึ้นเนื่องจากความไวในการตอบสนองของ
มุม θ  และ φ  แตกตางกัน แตหุนยนตสามารถเขาหาตําแหนงไดแมนยํากวาในระยะเวลาทีจ่ํากัด 

ผลการออกแบบตัวควบคุมอาศัยตัวคุมคากาํลังสองนอยท่ีสุดท่ีมีตัวอินทิกรัลและตัวสังเกตแบบ
อันดับเต็ม (LQR with Integrator and Full-order State Observer) 

การออกแบบระบบควบคุมประเภทนี้ไดพสูิจนแลววา การออกแบบตวัควบคุมสามารถแยก
ออกจากการออกแบบตวัสังเกต จากการออกแบบระบบควบคุมมีลักษณะเชนเดียวกับตัวควบคุม
อาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุด คือ  

[ ]0.1,10, 0.1,10, 0.1, 0.1,10,10,10Q diag=  และ [ ]1,1R diag=   

การออกแบบตัวสังเกตโดยใชวิธีการวางตาํแหนงโพลทีต่ําแหนง 
( )10, 20, 30, 40, 50, 60− − − − − −  ซ่ึงมีความไวในการตอบสนองมากกวาสองเทาของตัวควบคุม 
ดังนั้นจะไดคาอัตราขยายคือ 

7 5

3 6 5

6 9 4 4

86.6220 9.5867 1795.3 427.567 7.3 10 1.19 10
9.1452 93.2827 404.296 2.11 10 1.29 10 2.15 10

4.6 10 4.1 10 2.1 10 3.52 10 29.9737 199.2114

T

eK

− −

− −

− − − −

⎡ ⎤− − − × − ×
⎢ ⎥= − − × × ×⎢ ⎥
⎢ ⎥− × − × − × ×⎣ ⎦

 

ปรากฎวาคาสเตตที่ไดทั้งหมด 6 ตัวมีความแมนยําสูงมาก มีความไวในการตอบสนองสูง 
คาผิดพลาดของสเตต ( )x x−  แสดงดังภาพที่ 29 

ดังนั้นผลการควบคุมของตัวควบคุมอาศยัตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุดที่มีตัวอินทิกรัลและ
ตัวสังเกตแบบอันดับเต็มมีลักษณะไมแตกตางกับตัวควบคุมที่ไมใชตัวสังเกตหรือดังภาพที่ 27 

ภาพที่ 30 แสดงคาผิดพลาดของคาประมาณจากตัวสังเกตแบบอันดับเตม็ เมื่อกําหนดให
คาพารามิเตอรที่สําคัญของพลานตของระบบเปลี่ยนแปลงไปจากเดิม 30 เปอรเซ็นต ซ่ึงไดแกคา 
โมเมนตความเฉื่อยของระบบขับเคลื่อน และโมเมนตความเฉื่อยของตวัถังรอบแกน , ,x y z  ซ่ึงคา
ผิดพลาดของทุกสเตต ( )x x−  จะมีคาลูเขาสูศูนย 
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ผลการออกแบบตัวควบคุมอาศัยตัวคุมคากาํลังสองนอยท่ีสุดท่ีมีตัวอินทิกรัลและตัวสังเกตแบบ
อันดับนอยท่ีสดุ (LQR with Integrator and minimum-order state observer ) 

ตัวสังเกตแบบอันดับนอยที่สุดเปนการคํานวนที่ประหยดัทรัพยากรกวาตัวสังเกตแบบ
อันดับเต็ม การออกแบบตัวควบคุมสามารถแยกออกจากการออกแบบตัวสังเกต จากการออกแบบ
ระบบควบคุมมีลักษณะเชนเดียวกับตวัควบคุมอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยที่สุด คือ  

[ ]0.1, 0.1, 0.1, 0.1,10,10,10,10Q diag=  และ [ ]1,1R diag=   

การออกแบบตัวสังเกตโดยใชวิธีการวางตาํแหนงโพลทีต่ําแหนง ( )30, 40, 50, 60− − − −  
ซ่ึงมีความไวในการตอบสนองมากกวาสองเทาของตัวควบคุม ดังนั้นจะไดคาอัตราขยายคือ 

2

4.3399 2.8079 4.2138 1.7377 13.3083 3.0230
4.3399 2.8079 4.2138 1.7377 13.3083 3.0230

K
− − − − − −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦  

1

2.2361 2.2361
2.2361 2.2361

K
− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

3 4

3

130.1143 0.1688 1.22 10 1.67 10
25.4754 49.7642 491.9114 9.88 10

T

eK
⎡ ⎤× ×

= ⎢ ⎥×⎣ ⎦
 

เอาทพุตของระบบคือ มุม θ  และ φ  เพื่อประมาณคาสเตตที่เหลือ 4 ตัว ไดแก , , ,θ φ ψ ψ  
ซ่ึงมีคาความผิดพลาดต่ํามากเชนเดยีวกัน จะไดผลดังแสดงในภาพที่ 31 

ภาพที่ 32 แสดงคาผิดพลาดของคาประมาณจากตัวสังเกตแบบอันดับเตม็ เมื่อกําหนดให
คาพารามิเตอรที่สําคัญของพลานตของระบบเปลี่ยนแปลงไปจากเดิม 30 เปอรเซ็นต ซ่ึงไดแกคา 
โมเมนตความเฉื่อยของระบบขับเคลื่อน และโมเมนตความเฉื่อยของตวัถังรอบแกน , ,x y z  ซ่ึงคา
ผิดพลาดของทุกสเตต ( )x x−  จะมีคาลูเขาสูศูนย 

ผลการออกแบบตัวสังเกตสเตตความเอียงแบบลุนเบอรเกอร                    
(Luenberger Observer for Tilt Measurement) 

อีกสวนหนึ่งทีแ่บงแยกจากสวนที่กลาวมาแลวในหัวขอระบบควบคุม คือการออกแบบการ
วัดสเตตมุมเอยีงโดยใชตัวตรวจรูสองประเภท คือ ตัวตรวจรูวดัความเอยีง Inclinometer และตวั
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ตรวจรูวดัอัตราโนมเอียง Rate Gyroscope ดังที่ไดกลาวไวแลว อัตราขยายของตัวสังเกตแบบลุน
เบอรเกอรไดจากการวางตําแหนงโพล ในการจําลองนี้กําหนดตําแหนงโพลคือ ( )15, 30, 300− − −   
จะไดคาอัตราขยาย [ ]= 29.977, -130.051, 9446.66K  และผลการจําลองแสดงในภาพที่ 33 และ
ภาพที่ 34  

 จากภาพที่ 33 เสนสีแดงแสดงถึงมุมจริงไดจากการวัดดวยเอนโคดเดอรเซนเซอร คามุม
เอียงที่วดัไดตวัตรวจรู Inclinometer ใหผลดีใกลเคียงกบัมุมประมาณจากตัวสังเกตในชวงตนของ
การทดลอง ในชวงหลังพบวา Inclinometer แสดงผลมุมไดชากวาความเปนจริงเนื่องมาจาก
พลศาสตรของลูกตุมนาฬกิาภายในตอบสนองตอความถีสู่งไมไดดี ในสวนของมุมทีไ่ดจากการ
อินทิเกรตของ Rate Gyroscope ไมสามารถบอกมุมที่ถูกตองแมนยําไดเพราะเกดิการ Drift ของ
สัญญาณ มุมดังกลาวจึงไมตรงกับความเปนจริงถึงแมวาจะสามารถบอกการตอบสนองตอความถี่สูง
ไดแมนยําเหมอืนเอนโคดเดอรเซนเซอรก็ตาม และมุมประมาณจากตวัสังเกตนั้นมีความแมนยําใน
ยานความถี่ต่ํา 

และภาพที่ 34 แสดงผลการจําลองผลการวัดมุมเอียงที่ความถี่สูง แสดงใหเห็นความแตกตาง
ชัดเจนของมุมจริง (เสนปะสแีดง) ทีไ่ดจากเอนโคดเดอรเซนเซอรกับมุมจาก Inclinometer วามี
ความแตกตางโดย ตัวตรวจรู Inclinometer ไมสามารถตอบสนองตอความถี่สูงได แอมปลิจูดของ
สัญญาณที่ไดมขีนาดต่ํากวาและเฟสของสัญญาณตามหลงัมุมจริง ในสวนของมุมที่ไดจากการอินทิ
เกรตสัญญาณของ Rate Gyroscope แสดงผลเชนเดิมดังที่ไดกลาวไว และมุมประมาณจากตวัสังเกต
ลุนเบอรเกอรสามารถตอบสนองความถี่สูงไดดี โดยมขีนาดแอมปลจิูดและเฟสของสัญญาณ
ใกลเคียงกับมมุจริง  
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ผลการทดลองระบบควบคุม 

ในการทดลองนั้นเปนการนําตัวควบคุมที่ไดจากการออกแบบดวยการจาํลองระบบใน
หัวขอที่ผานมา แบงเปน 2 หวัขอคือ การทดลองตัวสังเกตและการการทดลองตัวควบคุมอาศัยตัวคมุ
คากําลังสองนอยที่สุดที่มีตัวอินทิกรัล 

ผลการทดลองตัวสังเกตสเตตความเอียง 

การออกแบบการจําลองที่ไดจากการวางโพลที่ตําแหนง ( )15, 30, 300− − −  จะไดคา
อัตราขยาย [ ]= 29.977, -130.051, 9446.66K  นั้นนํามาประยุกตใชจริงในการทดลองและ
แสดงผลดังภาพที่ 35 

49 49.5 50 50.5 51 51.5 52
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

Inclinometer

Rate Gyroscope
เอนโคดเดอร
คามุมประมาณ

เอนโคดเดอรคามุมประมาณ

วินาที

ตําแหนงมุม (rad)

 

ภาพที่ 35  ผลการทดลองการวัดความเอียงดวย Inclinometer, Rate Gyroscope และมมุประมาณ 
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ภาพที่ 36  ผลการทดลองตัวสังเกตสเตตความเอียงตอสัญญาณไซนความถี่ประมาณ 0.5 เฮิรต 
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ภาพที่ 37  ผลการทดลองตัวสังเกตสเตตความเอียงตอสัญญาณไซนความถี่ประมาณ 1 เฮิรต 
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ภาพที่ 38  ผลการทดลองตัวสังเกตสเตตความเอียงตอสัญญาณไซนความถี่ประมาณ 1.5 เฮิรต 

จากภาพที่ 35 แสดงผลการทดลองที่สัญญาณไซนความถีป่ระมาณ 1 เฮิรต ซ่ึงมีผลใกลเคียง
กับผลที่ไดจากการจําลอง สัญญาณจากเอนโคดเดอรเซนเซอร (เสนสีแดง) เปนสัญญาณที่มีความ
แมนยําสูงและถูกยึดถือเปนสัญญาณอางอิง สัญญาณที่ไดจากตวัตรวจรู Inclinometer (เสนจดุสีน้ํา
เงิน) แสดงคามุมเอียงผิดพลาดสูง สวนสัญญาณจากการอินทิเกรต Rate Gyroscope (เสนปะสีน้ํา
เงิน) แสดงผลไดแมนยําแตบวกดวยคาไบอัสที่ไมทราบคา และเสนสนี้ําเงินแสดงสัญญาณที่ไดจาก
การประมาณคามุมเอียงวามีความแมนยําใกลเคียงเอนโคดเดอรเซนเซอรมากที่สุด  

สวนตอไปเปนการแสดงถึงผลการทดลองตัวสังเกตสเตตความเอียงเมือ่ออกแบบตัวสังเกต
ที่แตกตางกันออกไป 4 แบบ ประกอบดวย แบบแรกเปนการออกแบบตัวควบคุมโดยวางตําแหนง
โพลที่ตําแหนง ( )4, 5, 300− − −  จะไดคาอัตราขยาย [ ]= 1.332, -137.406, -1783.331K  แบบที่
สองไดจากการวางโพลที่ตําแหนง ( )5, 10, 300− − −  ซ่ึงจะไดคาอัตราขยายคือ 

[ ]= 3.33, -133.404, 46.668K  แบบที่สามไดจากการวางโพลที่ตําแหนง ( )15, 30, 300− − −   จะ
ไดคาอัตราขยาย [ ]= 29.977, -130.051, 9446.66K  และแบบทีส่ี่ไดจากการวางโพลที่ตําแหนง 
( )50, 60, 300− − −   จะไดคาอัตราขยาย [ ]= 199.852, -234.925, 31496.668K  
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ผลการทดลองแสดงดังภาพที่ 36 ถึงภาพที ่38 ในภาพที่ 36 แสดงถึงการตอบสนองของ
คาประมาณจากตัวสังเกตตอสัญญาณไซนความถี่ประมาณ 0.5 เฮิรต แสดงใหเห็นวาตําแหนงโพลที่
ไกลจุดกําเนิดคือ ( )50, 60, 300− − −  จะใหการตอบสนองในชวงความถี่ต่ําไดดีที่สุด 

ภาพที่ 37 แสดงการตอบสนองตอสัญญาณไซนความถี่ประมาณ 1 เฮิรตแสดงใหเหน็วา
ตําแหนงโพลที่จุดที่ไดออกแบบไวคือ ( )15, 30, 300− − −  มีแอมปลิจูดใกลเคียงความจรงิมากที่สุด 
แตอีกสองตําแหนงที่ใกลจุดกําเนิดมากกวาจะใหเฟสแมนยํามากกวา 

ภาพที่ 38 แสดงการตอบสนองตอสัญญาณไซนความถี่ประมาณ 1.5 เฮิรตแสดงใหเหน็วา
ตําแหนงโพลที่ ( )5, 10, 300− − −  จะใหการตอบสนองในชวงความถี่สูงไดแมนยําที่สุด ซ่ึงการวาง
โพลที่ตําแหนง ( )4, 5, 300− − −  นั้นไมไดผลของสถานะคงตัวที่แมนยําในทุกชวงความถี่ 

ผลการทดลองตัวควบคุมอาศัยตัวคุมคากาํลังสองนอยท่ีสุดท่ีมีตัวอินทิกรัล                 
(LQR with Integrator) 

จากการออกแบบตัวควบคุมจากการจําลองระบบดวยโปรแกรม MATLAB จนได
สมรรถนะที่ตองการแลว ตวัควบคุมที่เหมาะสุดที่สุดนํามาใชในการทดลองคือ 

2

0.80 15.00 0 30.00 2.00 0
0.80 15.00 0 30.00 2.00 0

K
− − − −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦
 

1

0.40 0 2.00
0.40 0 2.00

K
− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
 

โดยแบงการทดลองเปน 3 แบบคือ การรักษาเสถียรภาพ การตามรอยสัญญาณอางอิง และ
การตามรอยสัญญาณอางอิงโดยเพิ่มมวลใหระบบ 
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ภาพที่ 39  การทดลองการรักษาเสถียรภาพของหุนยนตสองลอ 
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ภาพที่ 40  ผลการทดลองการติดตามคาของหุนยนตสองลอ 
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ภาพที่ 41  ผลการทดลองการเคลื่อนในสองมิติของหุนยนตสองลอ 
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ภาพที่ 42  ผลการทดลองการติดตามคาของหุนยนตสองลอที่มวลเพิ่ม 
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ภาพที่ 43  ผลการทดลองการเคลื่อนในสองมิติของหุนยนตสองลอที่มวลเพิ่ม 
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ในการทดลองที่ 1 เปนการทดลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ ซ่ึงแตกตางเล็กนอยกับ
การจําลอง โดยคาเริ่มตนของทุกสเตตเปนศูนย จากนั้นจงึใหแรงผลักดานบนของหุนยนตใหลมลงที่
เวลาประมาณ 2 ถึง 2.5 วินาที ระบบที่ไดรับแรงกระทําจะสามารถรักษาเสถียรภาพไดในระยะเวลา
ประมาณ 3.5 วินาที ผลที่ไดแสดงดวยภาพที่ 39 

จากภาพที่ 39 รูปบนแสดงการเคลื่อนที่ของหุนยนต ตําแหนงมุม θ  แสดงผลลักษณะ
เดียวกับการจําลองคือจะเปนระบบไมใชมมุเฟสนอยที่สุด หุนยนตเคลือ่นที่ไปในทิศทางตรงกัน
ขามกอนที่จะเขาสูจุดสมดุล รูปกลางแสดงตําแหนงมุม ψ  คือการเอียงของหุนยนต โดยหุนยนต
สามารถรักษาเสถียรภาพไดโดยหลังจากที่เวลา 2.5 วินาท ีมุม 0.2ψ =  เรเดียน ระบบพยายาม
หนวงมุมเอียงทําใหโอเวอรชูตที่ 0.1ψ = −  เรเดียนและกลับเขาสูจุดสมดุลในระยะเวลา 3 วินาที 
รูปลางแสดงแรงดันไฟฟาของมอเตอร ซ่ึงมอเตอรทั้งสองเคลื่อนที่ดวยแรงดันไฟฟาเทากัน ที่เวลา 
2.5 วินาทีจะมแีรงดันไฟฟาสงสุดแตไมเกนิกวา ±  2.5 โวลล  

การทดลองที่ 2 เปนการทดลองการติดตามคาเชนเดยีวกบัในการออกแบบดวยการจําลอง
ดวยโปรแกรม MATLAB สัญญาณที่ตองการติดตามหรือสัญญาณอางอิงมีลักษณะเดยีวกัน ผลที่ได
แสดงดังภาพที่ 40  

รูปบนในภาพที่ 40 แสดงการเคลื่อนที่ของหุนยนตหรือมมุ θ  ดวยเสนสีฟา โดยสัญญาณ
อางเปนเสนปะสีแดง การเคลื่อนที่ไปดานหนาและดานหลังมีการตอบสนองชาเล็กนอยเนื่องจาก
ตองยายตําแหนงมุมเอียงใหอยูในทิศทางเดียวกับทิศทางการเคลื่อนที่กอน ผลที่ไดแสดงการแกวง
ไปมาเนื่องมาจากแรงเสียดทานและน้ําหนักของสายไฟ 

รูปที่สอง เสนปะสีแดงเปนศนูยหมายถึงสัญญาณอางอิง ตําแหนงมุมเอยีงแสดงดวยเสนสี
ฟา มุมเอียงจะมีคาเปนบวกสําหรับการเคลื่อนที่ไปดานหนา และเปนลบสําหรับการเคลื่อนกลับหลัง 
แตผลที่ไดแสดงไมชัดเจนเนื่องมาจากน้ําหนักของสายไฟที่มีมากสงผลใหเกิดการแกวงของมุมเอียง
อยูตลอดเวลา 

รูปที่สามแสดงถึงความแมนยําในการติดตามคาของตําแหนงมุมเลี้ยว ( )φ  เสนสีฟากับ
สัญญาณอางอิงเสนสีแดง เนือ่งจากการควบคุมเลี้ยวจะไดรับผลจากมุมเอียงนอย หรือระบบการ
เล้ียวจะแยกออกจากการควบคุมมุมเอียงไดมาก จะเหน็ไดวาการควบคมุมุมเลี้ยวมีประสิทธิภาพ  
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รูปที่ส่ีแสดงแรงดันไฟฟา ซ่ึงเนื่องจากสัญญาณควบคุมดงักลาวไมใชสัญญาณที่มีรูปราง
เหมือนสัญญาณดิจิตอล แรงดันไฟฟาจะไมถูกกระตุนในทันที ทําใหผลที่ไดคือใชพลังงงานไฟฟา
ต่ํา แตแรงดนัไฟฟามีการแกวงยูตลอดเวลาเพื่อรักษาการแกวงของมุมเอียง 

ภาพที่ 41 แสดงการเคลื่อนที่ในสองมิติ การเคลื่อนเริ่มจากตําแหนง ก. ไปยัง ข., ค. และ ข. 
ตามลําดับ โดยที่ตําแหนงสมดุลหรือจุด ก. และ ค. แสดงใหเห็นวามีการแกวง และการเคลื่อนที่ของ
หุนยนตตามเสนทางการเคลื่อนที่อางอิงมีความผิดพลาดเนื่องจากแรงเสียดทานและน้ําหนกัสายไฟ
เปนหลัก 

การทดลองอันดับสุดทายคือการติดตามคาโดยเพิ่มมวลใหกับระบบ การเพิ่มมวล 680 กรัม 
ทําใหมวลตัวถังเพิ่มและตําแหนงจดุศูนยถวงเปลี่ยนไป ในการทดลองนี้เปนการทดสอบความ
ทนทานของระบบควบคุมเมื่อแบบจําลองนั้นเปลี่ยนไป 

ภาพที่ 42 แสดงการติดรอยสญัญาณที่มีลักษณะเดยีวกับการทดลองที่ผานมา ผลการทดลอง
นี้เมื่อเปรียบเทยีบกับการทดลองที่ผานมา การควบคุมมมุ θ  มีการตอบสนองชาลงเนื่องจากน้ําหนัก
ที่เพิ่มและมกีารแกวงมากขึ้นอันเนื่องมาจากการควบคุมมุมเอียง ดังรูปที่สองการควบคุมมุมเอียง
หรือมุม ψ  แสดงผลชัดเจนวา เมื่อมวลมากขึน้การควบคุมระบบดวยตวัควบคุมเดิมทําใหมีการ
แกวงของมุมเอียงมากขึ้นอยางชัดเจน ในขณะที่รูปที่สามยังคงแสดงความแมนยําสําหรับการ
ควบคุมมุมเลี้ยวหรือมุม φ  ที่ไมแตกตางกับการทดลองกอนหนานี้ รูปที่ส่ีแสดงแรงดนัไฟฟาของ
มอเตอรซายและขวานั้นเพิ่มมากกวาการทดลองที่ผานมาอยางชัดเจนเนือ่งมาจากมวลที่เพิ่มขึ้น
โดยตรง ซ่ึงมอเตอรตองใชแรงบิดมากขึน้ในการควบคุมระบบนี ้

ภาพที่ 43 แสดงการเคลื่อนที่ในสองมิติ การเคลื่อนเริ่มจากตําแหนง ก. ไปยัง ข., ค. และ ข. 
ตามลําดับ ผลการทดลองนี้เมื่อเปรียบเทียบกับการทดลองที่ผานมา การทดลองนี้แสดงผลที่
ตําแหนงสมดลุหรือ ก. และ ค. มีการแกวงของระบบมากกวา และการเคลื่อนที่ตามเสนทางการ
เคลื่อนที่อางอิงมีความผิดพลาดมากกวา 
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สรุปและขอเสนอแนะ 

สรุป 

การควบคุมหุนยนตสองลอเปนปญหาที่ระบบมี 3 เอาทพุต และมี 2 อินพุต และการควบคุม
เอาทพุตสองตัวที่มีความเกี่ยวโยงกนัมาก คือการควบคุมการเคลื่อนที่ไปดานหนาและหลังหรือมุม 
θ  กับความเอยีงหรือมุม ψ  ซ่ึงหุนยนตจะสามารถเคลื่อนที่ไปดานหนาไดตอเมื่อหุนยนตเอียงไป
ดานหนา ในขณะทีก่ารควบคุมมุมเลี้ยวไมเกี่ยวโยงกบัมมุเอียง ซ่ึงการออกแบบระบบควบคุมนั้น ทํา
ไดยากจากการลองผิดลองถูกคาคงที่ทั้งหมดที่มีหลายตวั 

การออกแบบตัวควบคุมแบบสุมคาเกนแบบ PID ที่เหมาะสําหรับระบบที่มี 1 อินพุต และ 1 
เอาทพุต สามารถทําไดจากการลองผิดลองถูก แตสําหรับระบบที่มีสเตตมากกวานั้นจะทําไดยาก 
การออกแบบตัวควบคุมดวยวธีิการวางโพลในโดเมนเวลาหรือวิธีของลูตโลคัสในโดเมลความถี่เปน
การสุมออกแบบใหระบบมเีสถียรภาพ แตการใชตัวคุมคากําลังสองเปนการออกแบบในโดเมนเวลา
ที่ออกแบบใหคาสมรรถนะมีคานอยที่สุด ซ่ึงคือคาผลรวมของเทอม Q  และเทอม R  มีคาต่ําที่สุด 
ในกรณีที่เมตรกิซ Q  มีคามาก แสดงถึงการใหความสําคัญของการควบคุมคาผิดพลาดระหวาง
เอาทพุตและสญัญาณอางอิงใหมีคานอยเพือ่ใหระบบมกีารตอบสนองที่ดี และในกรณีที่เมตริกซ R  
มีคามาก แสดงถึงการใหความสําคัญของควบคุมคาสัญญาณควบคุมใหมีคาต่ํา หรือมีการใช
พลังงานนอย และสามารถนําไปประยกุตใชในเชิงพาณิชยไดเนื่องจากสัญญาณควบคุมที่ไดจากนัน้
เปนผลคูณของคาคงที่กับสเตตซึ่งไมกินทรัพยากรคอมพิวเตอรมาก 

การเคลื่อนที่ของหุนยนตหรือมุม θ  มีการตอบสนองชาเนื่องจากตองยายตาํแหนงมุมเอียง
ใหอยูในทิศทางเดียวกับทิศทางการเคลื่อนที่กอน ในขณะทีก่ารควบคุมมุมเลี้ยวหรือมุม φ  สามารถ
ควบคุมไดอยางมีประสิทธิภาพเนื่องจากไมเกี่ยวโยงกับมุมเอียง การออกแบบตวัควบคุมดวยตัวคุม
คากําลังสองที่ตอเติมตัวอินทิกรัลนั้นสามารถทําใหการควบคุมหุนยนตสองลอดีขึ้นกวาเดิม โดย
ผลลัพธของการควบคุมแสดงดังนี้ การควบคุมใหหุนยนตเขาสูสภาวะคงตัวจากคาเริ่มตนที่กําหนด
นั้นมีระยะเวลาคงตัวต่ําลง ผลการควบคุมการเคลื่อนที่ไปดานหนาและดานหลัง หรือมุม θ  มีการ
ตอบสนองตอสัญญาณไดแมนยํามากขึน้ และการควบคมุมุมเลี้ยวทําไดดีกวาเดิม ในขณะที่มุมเอยีง
ของหุนยนตเพิ่มขึ้นเล็กนอย และใชพลังงานเพิ่มขึ้นเล็กนอยเพื่อขับเคลื่อนใหหุนยนตเคลื่อนที่ได
รวดเร็วขึน้ 



 

 

75

ในการทดลองตัวควบคุมนัน้ผลที่ไดมีลักษณะใกลเคียงกบัการจําลอง แตมีการแกวง
เนื่องมาจากแรงเสียดทานภายในระบบและน้ําหนักของสายไฟที่แกวง แรงดันไฟฟาอยูขอบเขตที่
จํากัดคือ ±  2.5 โวลล และเมื่อเพิ่มมวล 650 กรัมกับระบบ การควบคุมการเคลื่อนที่ทําไดชาลง การ
แกวงของมุมเอียงมีมากขึ้น สงผลใหกินกาํลังไฟฟาเพิ่มมากขึ้นดวย แตการควบคุมมุมเลี้ยวยังมี
ความแมนยําไมแตกตางจากเดิม 

การนําตัวสังเกตตแบบอันดบัเต็มมาใชนัน้มีประโยชนเพือ่ละท้ิงการใชตัวตรวจรูสําหรับ
การวัดสเตตซึง่เปนอุปกรณที่มีราคาคอนขางสูงในระบบโดยเฉพาะเมื่อระบบมีสเตตจาํนวนมาก 
หรือไมสามารถวัดสเตตได ในการจําลองแสดงผลไดของการประมาณคาไดแมนยํา แมกําหนดให
แบบจําลองมคีวามไมแนนอน 30 เปอรเซ็นต และตวัสังเกตแบบลดอันดับเหมาะสําหรับการ
ประมาณคาเฉพาะสเตตที่ไมทราบคา ผลดีคือการประหยดัทรัพยากรในการคํานวน และผลที่ได
แสดงผลของการประมาณคาไดแมนยําเหมอืนกัน การนําตัวสังเกตนัน้ไปใชจริงพบวายังไมสามารถ
ทําไดเนื่องจากระบบมีความไมแนนอนสูง ไดแก แบบจาํลองที่ถูกแปลงจากระบบไมเชิงเสนเปน
ระบบเชิงเสน รวมทั้งมีส่ิงรบกวนภายนอกมาก ดังนั้นในการทดลองนั้นจะสามารถควบคุมหุนยนต
ไดในชัว่ขณะหลังจากนัน้หุนยนตก็จะลมลงในที่สุด 

การวัดความเอยีงโดยใชตัวตรวจรู Inclinometer แสดงผลที่แมนยําเฉพาะในแบนดวทิธต่ํา 
และการวัดความเอียงจากการอินทิเกรตสัญญาณของตัวตรวจรู Rate Gyroscope ใหผลแมนยําตอ
แบนดวิทธสูง แตเกดิการเบีย่งเบนของสัญญาณจึงไมสามารถนํามาใชได การใชตวัสังเกตแบบลุน
เบอรเกอรประมาณคามุมเอียงเปนการปรับแกคาสัญญาณของตัวตรวจรู Inclinometer และตัวตรวจรู 
Rate Gyroscope เพื่อใหไดสัญญาณของความเอียงที่มีความแมนยํามากขึน้ และสามารถตอบสนอง
ตอแบนดวิทธสูงไดดี  

จากการออกแบบการวัดความเอียงดังกลาว แสดงผลที่นาพอใจเหมือนกนัทั้งในการจําลอง
และการทดลองในชวงความถี่ 0.1 ถึง 1 เฮิรต โดยการเลือกตําแหนงโพลที่แตกตางออกไปนั้น
แสดงผล คือ เมื่อวางตําแหนงโพลที่ไกลจุดกําเนดิจะตอบสนองดีในเฉพาะชวงความถี่ต่ํา และเมื่อ
วางตําแหนงโพลใกลจุดกําเนิดจะตอบสนองไดดีในชวงความถี่สูง แตเมื่อวางตําแหนงโพลใกลจุด
กําเนิดมากเกนิไป ผลของการประมาณมุมเอียงจะไดผลใกลเคียงกับจากการอินเกรตสัญญาณของตัว
ตรวจรู Rate Gyroscope ที่มีการเบี่ยนเบนสัญญาณ 
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ขอเสนอแนะ 

การออกแบบระบบควบคุมนีอ้ยูพื้นฐานของการควบคุมเชิงเสน การหาเอกลักษณของ
มอเตอรและตวัตรวจรู Inclinometer ดวยกาํลังเชิงเสนนอยที่สุดใหผลคลาดเคลื่อนบางสวน การหา
แบบจําลองของระบบดวยสมการลากรานจอาจละเลยพลังงานในบางสวนไป และการประมาณ
ระบบดังกลาวเปนเชิง ทําใหผลการควบคุมที่หางจากมุมศนูยองศามากขึน้ยิ่งมีความคลาดเคลื่อน
มากขึ้น การปรับเปลี่ยนใหเปนระบบไมเชิงเสนนั้นนาจะทําใหสามารถควบคุมหุนยนตไดดีขึน้ 
รวมถึงการใชแบบแปรผันคาได (adaptive control) เชน Neural Network หรือ Fuzzy Logic ก็นาจะ
เปนอีกทางที่เหมาะสม 

การควบคุมหุนยนตสองลอเปนการควบคมุการทรงตัว ในขณะที่มกีารควบคุมการเคลื่อนที่
ของหุนยนตระบบอื่นๆ มากมายที่มีลักษณะใกลเคยีงกัน เชน หุนยนตคลายมนุษยที่มกีารเคลื่อนที่
ดวยการใชสองขา การเอียงตวัของมอเตอรไซดในขณะเขาโคง เปนตน การนําเอาหุนยนตสองลอไป
ใชในปจจุบันยังมีอยูนอย แตก็สามารถพบเห็นไดมากขึน้ ตัวอยางเชน ในประเทศญีปุ่นนําเอา
หุนยนตสองลอสําหรับเปนหุนยนตชวยเหลือในบานและหุนยนตสําหรับเสิรฟอาหารในภัตตาคาร 
นอกจากนั้นคอื ยานพาหนะสวนบุคคล Segway หุนยนตคูหู Winglet รวมถึงสเก็ตบอรดที่เคลื่อนที่
ดวยมอเตอร หรือรถส่ีลอที่สามารถทรงตัวไดขณะทีย่กลอหนาขึ้นทําใหเคลื่อนที่ไดคลองตัวมากขึน้ 
และบางครั้งกพ็บเห็นรถเข็นคนพิการที่สามารถขามสิ่งกีดขวางได 
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ภาคผนวก ก 

การหาคาพารามิเตอรดวยโปรแกรมเขียนแบบสามมิติ 



 

 

82

โมเมนตความเฉื่อยเปนตวัแปรที่สําคัญสําหรับการวิเคราะหพลศาสตรทางกลของหุนยนต
สองลอ การหาโมเมนตความเฉื่อยสําหรับวัตถุทรงเรขาคณิตสามารถหาไดจากสูตรทางคณิตศาสตร
ซ่ึงมีอยูในหนงัสือกลศาสตรวิศวกรรมทุกเลม แตสําหรับรูปรางที่ซับซอนมากขึ้นการคํานวนนั้น
อาจยุงยาก โปรแกรมเขียนแบบสามมิติเปนอีกทางเลือกสําหรับการแกปญหาดังกลาว สําหรับ
งานวิจยันีจ้ึงอาศัยโปรแกรมเขียนแบบสามมิติ SolidWorks สําหรับการหาโมเมนตความเฉื่อย 
รวมถึงการสามารถหาจุดศูนยถวงของหุนยนตสองลอดวย 

ในแตละชิ้นสวนของหุนยนตอยูวดัระยะและชั่งน้ําหนกัอยางละเอียด เพื่อนํามาเขียนแบบ
สามมิติในแตละชิ้นสวน โดยในโปรแกรมดังกลาว สวนของชิ้นงานเรยีกวา Part ซ่ึงคาน้ําหนกัและ
ขนาดถูกนํามาคํานวนความหนาแนนโดยเพื่อระบุภายในโปรแกรม 

การเขียนแบบของสวนประกอบเรียกวา Assembly ซ่ึงประกอบมาจากชิ้นงานตางๆที่เรา
เขียนในขั้นตอนกอนหนานี ้ จากนั้นสรางแกนพกิัด ( ), ,x y z  ดังแสดงในภาพฉนวกที่ ก1 จึง
สามารถคํานวนคาโมเมนตความเฉื่อยของหุนยนตสองลอตอแกนพกิัดตางๆ และสามารถหาคา
จุดศูนยถวงของตัวโครงหุนยนตจากคาเฉลีย่แบบถวงน้ําหนักของแตละชิ้นงาน 

x
z

y

 

ภาพฉนวกที่ ก1  รูป 3 มิติของหุนยนตสองลอและแกนพกิัด 0 0 0( , , )x y z  
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 คาพารามิเตอรที่คํานวนได 
L  =   ระยะหางของจุดศูนยถวงในแนวแกน 0z    =   0.04895 m  

byJ  =   โมเมนตความเฉื่อยตัวถังรอบแกน 0y       =   0.0173198 2kgm  
wyJ  =   โมเมนตความเฉื่อยของลอรอบแกน 0y      =   0.0013824 2kgm  
bzJ  =   โมเมนตความเฉื่อยตัวถังรอบแกน 0z      =   0.0117333 2kgm  
wzJ  =   โมเมนตความเฉื่อยของลอรอบแกน 0z      =   0.0144355 2kgm  
rJ  =   โมเมนตความเฉื่อยของพลูเลยทดเอนโคดเดอร   =   0.0000578 2kgm  
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ภาคผนวก ข 

การหาเอกลักษณของระบบ 
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การหาเอกลักษณของมอเตอรกระแสตรง 

จากวงจรสมมูลของมอเตอรกระแสตรงดังภาพผนวกที่ ข1  

mR mL

i

beV

J

mθ

 

ภาพฉนวกที่ ข1  วงจรสมมลูของมอเตอรกระแสตรง 

โดยแรงดนัปอนเขาเทากับ ( )V  กระแสไฟฟาปอนเขา ( )i  คาความตานทานของมอเตอร 
( )mR  คาความเหนีย่วนําของมอเตอร ( )mL  คาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับมอเตอร ( )bk  และ
ความสัมพันธของแรงดันไฟฟายอนกลับ ( )b be K θ=  สามารถเขียนความสัมพันธของวงจร
ดังกลาวไดคือ  

 m m b mV iL R i K θ= + +  (114) 

เนื่องจากคาความเหนีย่วนํามอเตอร mL  มีคาต่ํามากเมือ่เทียบกับพจนอ่ืนในสมการจึงประมาณ
เทากับศูนยได tk  คือคาคงที่แรงบิดมอเตอร และจากความสัมพันธของแรงบิดมอเตอร ( )mT  กับ
กระแสไฟฟาปอนเขา ( )m tT nK i= และสมการที่ (114) จะได 

 t t b m
m t

m m

nK V nK K
T nK i

R R
θ

= = −  (115) 

 การหาคาพารามิเตอรของมอเตอรกระแสตรงวิเคราะหโดยการพิสูจนเอกลักษณระบบดวย
วิธีกําลังสองนอยที่สุด ออกแบบการทดลองจากอุปกรณดังภาพฉนวกที่ ข2  
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ภาพนวกที่ ข2  การทดลองการพิสูจนเอกลักษณของมอเตอรกระแสตรง 

อุปกรณถูกติดตั้งกับระบบปอนเขาหนึ่งสญัญาณผานมอเตอรกระแสตรงและหนึ่งสญัญาณ
ปอนกลับผานเอนโคดเดอรเซนเซอร และสมการการเคลื่อนที่ระบบนีส้ามารถเขียนไดอยูในรูป 

 ( ) ( )( )2m w m g e r wT J n J J n n J J θ= + + + +  (116) 

แทนคาแรงบดิมอเตอร (115) ในสมการที ่(116) จะได 

 ( ) ( )( )2
t t b m

m w m g e r w
m m

nK V nK K T J n J J nn J J
R R

θ θ− = = + + + +  

 ( ) ( )( )2
m

w m g e r w b m
t

RV J n J J nn J J K
nK

θ θ= + + + + +  

 [ ], T
w mV A Bθ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

สมการดังกลาวอยูรูปสําหรับใหวิธีการของกําลังสองนอยที่สุดคือ 

 Y = ΦΘ  

โดย 2 3 1 1, ,n nw m A V
Y

B
θ θ× × ×⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

Φ∈ = Θ∈ = ∈ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
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เมื่อ n  คือ จํานวนของขอมูลที่ไดจากการทดลองการพิสูจนเอกลักษณระบบ สมการดังกลาว
กําหนดมาเพื่อทําใหคาความผิดพลาด ( )E มีคานอยที่สุดเมื่อ E  สอดคลองกับสมการ 

  ( ) 2

2
Y

E
−ΦΘ

=   

จะไดสมการ ( ) 1ˆ T TY
−

Θ = Φ Φ Φ  (117) 

สําหรับการทดลองนี้จะสรางสัญญาณปอนเขามอเตอรกระแสตรงเปนสัญญาณไซนที่แปร
ผันความถี่สัญญาณจาก 0.1 เฮิรต ถึง 1 เฮิรตภายในระยะเวลา 60 วินาที เพื่อใหคาที่ไดเปนคาที่
ครอบคลุมชวงความถี่ทํางานของระบบ สัญญาณปอนกลับจากเอนโคดเดอรเซนเซอรคือคา Φ  
สามารถคํานวนหาคาสัมประสิทธิ์ ( )Θ̂ ไดจากสมการที่ (117) และจากการทดลอง 35 คร้ัง พบวาคา
ความเบี่ยนมาตรฐานของขอมูลต่ํากวา 58.3 10−×  และคาเฉลี่ยของขอมูลดังกลาวคือ 

0.013794265 สําหรับคาสัมประสิทธิ์ A ลอซาย 
0.004129229 สําหรับคาสัมประสิทธิ์ B ลอซาย 
0.013444875 สําหรับคาสัมประสิทธิ์ A ลอขวา 
0.004420931 สําหรับคาสัมประสิทธิ์ B ลอขวา 

คาพารามิเตอรของมอเตอรที่ไดคือ 

   _b lK  =   0.004129229,    _b rK  =   0.004420931 
t

m l

K
R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=   0.003718956,            
 

t

m r

K
R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =   0.003815600 

ภาพผนวกที่ ข3 แสดงการจําลองระบบดวยคาพารามิเตอรดังกลาว โดยใชคาเอาทพุตของ
ระบบเพื่อหาคาแรงดันประมาณ ( )V  และนํามาเปรียบเทียบกบัแรงดันจริงทีป่อนเขากับระบบ 
พบวาแรงดันทั้งสองแตกตางกันเพยีงเล็กนอย 
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ภาพผนวกที่ ข3  ผลการทดสอบความแมนยําการหาเอกลักษณของมอเตอรกระแสตรง 

การหาเอกลักษณของตัวตรวจรูวัดความเอียง Inclinometer 

จากสมการพลศาสตรของตัวตรวจรู Inclinometer ดังแสดงในภาพผนวกที่ ข4 คือ 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 2 1 2 1 2 1 2sin sin cosJ c mgl ml y xθ θ θ θ θ θ θ θ θ− = − − − − + −  (118) 

1θ
2θm

l

 

ภาพผนวกที่ ข4  แบบจําลองของ Inclinometer อยางงาย 
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c  คือสัมประสิทธิค์วามหนวง, l  คือความยาวแขนระหวางจุดหมุนกับโพโตไดโอด, m  คือมวลของโพโต
ไดโอด, J  คือคาโมเมนตความเฉื่อย ประมาณใหระบบเปนเชิงเสนไดโดย ( )1 2 1 2sin θ θ θ θ− ≈ − , 

( )1 2cos 1θ θ− ≈  และไมคิดคาของ ( )1 2y θ θ−  

 ( ) ( )1 2 1 2 2

/
, sin

/
J c

g
ml c

θ θ θ θ θ
⎡ ⎤⎡ ⎤− − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

หรือ ( ) ( ) [ ]2 1 2 1 2, sin / / Tg J c ml cθ θ θ θ θ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  

สมการดังกลาวอยูรูปสําหรับใหวิธีการของกําลังสองนอยที่สุดคือ 

 Y = ΦΘ  

โดย 2 3 1 1, ,n nw m A V
Y

B
θ θ× × ×⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

Φ∈ = Θ∈ = ∈ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

เมื่อ n  คือ จํานวนของขอมูลที่ไดจากการทดลองการพิสูจนเอกลักษณระบบ สมการดังกลาว
กําหนดมาเพื่อทําใหคาความผิดพลาด ( )E มีคานอยที่สุดเมื่อ E  สอดคลองกับสมการ 

  ( ) 2

2
Y

E
−ΦΘ

=   

จะไดสมการ ( ) 1ˆ T TY
−

Θ = Φ Φ Φ  (119) 

ภาพผนวกที่ ข5 แสดงอุปกรณการทดลองสําหรับการพิสูจนเอกลักษณของตัวตรวจรู 
Inclinometer ประกอบดวยอุปกรณ 3 ชนิดตอรวมแกนหมุนกนัอยู โดยใหจุดศูนยกลางของ 
Inclinometer ตอรวมแกนหมุนดวย 
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ภาพผนวกที่ ข5  การทดลองการพิสูจนเอกลักษณของตัวตรวจรู Inclinometer 

สําหรับการทดลองนี้จะสรางสัญญาณปอนเขามอเตอรกระแสตรงเปนสัญญาณไซนที่แปร
ผันความถี่สัญญาณจาก 0.1 เฮิรต ถึง 1 เฮิรตภายในระยะเวลา 60 วินาที เพื่อใหคาที่ไดเปนคาที่
ครอบคลุมชวงความถี่ทํางานของระบบ สัญญาณปอนกลับจากเอนโคดเดอรเซนเซอรคือคา Φ  
สามารถคํานวนหาคาสัมประสิทธิ์ได ( )Θ̂  จากสมการที่ (119) และจากการทดลอง 35 คร้ัง และ
คาเฉลี่ยของขอมูลดังกลาวคอื 

 จากคาสัมประสิทธิ์ A  คือ  / 0.0022J c =  
  จากคาสัมประสิทธิ์ B  คือ / 1.0314ml c =  

ภาพผนวกที่ ข6 แสดงการจําลองระบบดวยคาพารามิเตอรดังกลาว โดยใชคาเอาทพุตของ
ระบบเพื่อหาคาความเร็วของมุมเอียงของตวัตรวจรู Inclinometer ( )2θ  และนํามาเปรียบเทยีบกับมุม
ของตัวตรวจรู Inclinometer พบวาความเร็วเชิงมุมทั้งสองแตกตางกันเพียงเล็กนอย 
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ภาพผนวกที่ ข6  ผลการทดสอบความแมนยําการหาเอกลักษณของตวัตรวจรู Inclinometer 
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ภาคผนวก ค 

การพิสูจนทางคณิตศาสตร 



 

 

93

คุณสมบัติความควบคุมได (Controllability) 

จากระบบควบคุม x Ax Bu= +  

 y Cx Du= +  

สามารถหาคําตอบสมการไดจาก 

 ( )

0

( ) (0) ( )
t

At A tx t e x e Bu dτ τ τ−= + ∫  (120) 

กําหนดใหเวลาเริ่มตน 0 0t =  สเตตเริ่มตน ( )0x  จากนยิามของคุณสมบัติการควบคุมไดคือสเตต
สุดทายจะอยูทีจุ่ดกําเนิด 

 
1

1 1( )

0

( ) 0 (0) ( )
t

At A t
fx t e x e Bu dτ τ τ−= = + ∫  (121) 

หรือ 
1

0

(0) ( )
t

Ax e Bu dτ τ τ−= −∫  (122) 

จาก Cayley-Hamilton Theorem 
1

0
( )

n
At k

k
k

e Aα τ
−

−

=

=∑  (123) 

แทนคา (123) ใน (122) 
11

0 0

(0) ( ) ( )
tn

k
k

k
x A B u dα τ τ τ

−

=

= −∑ ∫  (124) 

กําหนดให 
1

0

( ) ( )
t

k ku dα τ τ τ β=∫  (125) 

แทนคา (125) ใน (124)             
1

0
(0)

n
k

k
k

x A Bβ
−

=

= −∑  

 
0

1 1

1

(0) n

n

x B AB A B

β
β

β

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤= − ⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (126) 
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ระบบจะมีคณุสมบัติความควบคุมไดเมื่อคาเริ่มตนใดๆ (0)x  สามารถแกสามการ (126) 
เพื่อหาคําตอบมราเปนเอกภาพอยางนอยหนึ่งคําตอบไดเมื่อ  

 1nrank B AB A B n−⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

คุณสมบัติความสังเกตได (Observability) 

จากระบบควบคุม x Ax Bu= +  

 y Cx Du= +  

สามารถหาคําตอบสมการไดจาก 

 ( )

0

( ) (0) ( )
t

At A ty t Ce x C e Bu d Duτ τ τ−= + +∫  (127) 

เนื่องจากทราบคา , , ,A B C D  และ u  จึงสามารถนําพจนที่สองและสามฝงขวามือสมการ (127) ไป
หักจาก ( )y t  ที่สามารถวัดไดจากระบบ จะไดสวนที่เหลือเปน 

 ( ) ( ) ( )

0

( ) (0)
t

A t Aty t y t C e Bu d Du Ce xτ τ τ−′ = − − =∫  

ในสวนของ ( )y t′  ที่ตองการพิจารณาคุณสมบัตคิวามสังเกตได คําตอบสมการสเตตคือ 

 x Ax=  และ y Cx=  

โดย ( ) ( )0Atx t e x=  

 ( ) ( )0Aty t Ce x=  

จาก Cayley-Hamilton Theorem 
1

0

( )
n

At k
k

k

e Aα τ
−

−

=

=∑   

จะได ( ) ( )
1

0
( ) 0

n
k

k
k

y t C A xα τ
−

=

= ∑  
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หรือ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 1 10 0 ... 0n

ny t t Cx t CAx t CA xα α α −
−= + + +  (128) 

การแกสมการหาคา ( )0x  จาก ( )y t  จะไดอยางนอยหนึ่งคําตอบไดเมื่อ 

 ( )1nT T T T Trank C A C A C n−⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

การพิสูจนเมตริกซ P  ท่ีสอดคลองกับสมการ Riccati Equation 

จากระบบควบคุม x Ax=  

A  เปนเมตริกซของคาคงที่ขนาด n n×  และกําหนดใหเปนเมตริกซที่ไมเทากบัหนึ่ง (non-singular 
matrix)  จากเมตริกซของสมการอนุพันธ  

 TX A X XA= +  

มีผลเฉลยคือ TA t AtX e Qe=  

เมื่อ Q  เปนเมตรกิซที่เปนบวกแนนอน, (0)X Q=     

เมื่ออินทิเกรตเมตริกซของสมการอนุพันธจาก 0X =  ถึง X = ∞  จะได 

 ( ) ( )
0 0

0 TX X A Xdt Xdt A
∞ ∞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∞ − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

พิจารณาให A  เปนเมตริกซสมดุล ดังนั้น ( ) 0X ∞ =  

 ( )
0 0

0 TX A Xdt Xdt A
∞ ∞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

กําหนดให ( )
0 0

TA t AtP Xdt e Qe dt
∞ ∞

= =∫ ∫  

เมื่อ Ate  สามารถหาคาไดจาก 1, ,...,i i i it t m te te t eλ λ λ−  เมื่อ iλ  เปนคาเจาะจง (eigenvalues) ของ A  

และ im  คือจํานวนผลคูณของ iλ  เพราะ iλ  เปนคาจริงจํานวนลบ ดังนั้น 
0

TA t Ate Qe dt
∞

∫  สามารหา
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คาได และกําหนดให 

 
0

TT A t AtP e Qe dt P
∞

= =∫  

ดังนั้น P  เปนเมตริกซ Hermitian หรือเมตริกซสมมาตรที่เปนจํานวนจริง สามารถแสดงไดวา
เมตริกซสมดุล A  และเมตริกซ Q  ที่มีคาเปนบวกแนนอน จะไดคาเมตรกิซ P  ที่สอดคลองกับ
สมการ (129) เมื่อพิจารณาจาก 

 
0

TT T A t Atx Px x e Qe dtx
∞

= ∫  

 ( ) ( )
0

0
TT At Atx Px e x Q e x dt

∞

= >∫   สําหรับ 0x ≠  

และมีคาเทากบั 0  เมื่อ 0x =  
ดังนั้นที่สภาวะสมดุล 0x =  สําหรับระบบสมดุลแบบมีขอบเขต (asymptotically stable) หรือ A  
เปนเมตริกซทีส่มดุล จะมี P  ที่เปนเมตริกซเปนบวกแนนอนที่สอดคลองกับสมการที่ (129) 

 TA P PA Q+ = −   (129) 

การพิสูจนการหาคา P  และ K  ของระบบตัวคมุคากําลังสองนอยท่ีสุด 

จากระบบควบคุม x ax bu= +  

เมื่อ 0x <  สมรรถนะคือ ( )2 2

0

J qx ru dt
∞

= +∫  

โดยคา 0q >  และ 0r >  สัญญาณควบคุมที่เหมาะสมไดจากสมการสมรรถนะที่มีคาต่ําสุด คือ 

 u Kx= −  

ดังนั้นจะไดสมรรถนะ ( )2 2

0

J q rK x dt
∞

= +∫  
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กําหนดให ( ) ( )2 2 2dq rK x px
dt

+ = −  

หรือ ( ) ( )2 2 22 2q rK x pxx p a bK x+ = − = − −  

จัดรูปไดคือ ( )2 22 0q rK p a bK x⎡ ⎤+ + − =⎣ ⎦  

จะเปนจริงทุก ( )x t  เมื่อ ( )2 2 0q rK p a bK+ + − =  (130) 

สําหรับ ( )a bk−  มีเสถียรภาพจะเปนคาลบ ดังนั้นจะมีคา p  ที่เปนบวกสอดคลองกับสมการ (130) 

หรือ ( ) ( ) ( )2a bK p p a bK q rK− + − = − +  

หรือ 
( )
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q rKp
a bK
+

= −
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2
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∂ −
 

จะได pbK
r

=  (132) 

และแทนคาสมการ (132) ในสมการ (130) จะไดสมการสําหรับหาคา p  ที่เปนคาบวก 
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ภาคผนวก ง 

โคดโปรแกรม MATLAB 
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การหาเอกลักษณของมอเตอรกระแสตรง 

%load raw data 
input = load('File Location\ File Name.txt'); 
theta_encoder = load('File Location\ File Name.txt'); 
theta_encoderd=diff(theta_encoder)/ts; 
theta_encoderdd=diff(theta_encoderd)/ts; 
theta_motor=theta_encoder/n_2; 
theta_motord=diff(theta_motor)/ts; 
theta_motordd=diff(theta_motord)/ts; 
theta_wheel=theta_motor/n; 
theta_wheeld=diff(theta_wheel)/ts; 
theta_wheeldd=diff(theta_wheeld)/ts; 

J_wy=0.001382417; 
J_r=0.0000578; 
J_m=1*10^(-5); 
J_g=1*10^(-5); 
J_e=1*10^(-6); 
n=64; 
n_2=0.25;  % 55mm and 13mm 
J_id=J_wy+(J_g+J_m)*n+n_2*n*(J_e+J_r); 

ts = 0.1;  %sampling period 
%perform linear least-square 

[x,resnorm]=lsqlin([theta_wheeldd,theta_motord(1:length(theta_wheeldd))],… 
input(1:length(theta_wheeldd); 
 
Kb=x(2) 
Kt_by_R_m=1/(x(1)*n/J_id) 
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การหาเอกลักษณของตัวตรวจรูวัดความเอียง Inclinometer 

%load raw data 
theta_gyr = load(''File Location\ File Name.txt'); 
theta_til = load(''File Location\ File Name.txt'); 
theta_enc = load(''File Location\ File Name.txt'); 
thetad_gyr = load(''File Location\ File Name.txt'); 
thetad_enc = load(''File Location\ File Name.txt'); 
theta2d_enc = load(''File Location\ File Name.txt'); 
ts = 5000/1000000;  %in seconds 
t = 0:ts:(length(theta_gyr)-1)*ts; 

for i=1:length(t)-1 
    thetad_til(i) = (theta_til(i+1)-theta_til(i))/ts; 
end 
for i=1:length(t)-2 
    theta2d_til(i) = (thetad_til(i+1)-thetad_til(i))/ts; 
end  
%select ranges of data 

t1 = ts; t2 = 60; g = 9.81; 
theta_gyr = theta_gyr(t1/ts:t2/ts); 
theta_til = theta_til(t1/ts:t2/ts); 
theta_enc = theta_enc(t1/ts:t2/ts); 
thetad_gyr = thetad_gyr(t1/ts:t2/ts); 
thetad_til = thetad_til(t1/ts:t2/ts)'; 
thetad_enc = thetad_enc(t1/ts:t2/ts); 
theta2d_enc = theta2d_enc(t1/ts:t2/ts); 
theta2d_til = theta2d_til(t1/ts:t2/ts)'; 
 t = t(t1/ts:t2/ts); 

%linear least square 
[x,resnorm]=lsqlin([theta2d_enc-theta2d_til g.*sin(theta_enc-theta_til)]... 
    ,thetad_til,[],[],[],[],[0 0],[+inf +inf]); 
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แบบจําลองทางคณติศาสตรของหุนยนตสองลอ 

% plant model..............................................................  
g=9.81; 
m_w=0.5675; 
m_b=1.94033; 
R=0.147; 
W=0.3103; 
n=64; 
n_2=0.25; 

%from specification 
J_m=1*10^(-6); 
J_g=1*10^(-6); 
J_e=1*10^(-6); 
f_m=0.0022; 
f_w=0; 

%from SolidWorks 
L=0.04895; 
J_by=0.0173198; 
J_wy=0.0013824; 
J_bz=0.0117333; 
J_wz=0.0144355; 
J_r=0.0000578; 
 

%form system ID 
k_b=0.004275; 
kt_by_Rm=0.0037673; 
 
alpha=n*kt_by_Rm;  
beta=alpha*k_b+f_m; 
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E=[(2*m_w+m_b)*R^2+2*J_wy+2*J_o,m_b*L*R-2*J_o;... 
m_b*L*R-2*J_o,m_b*L^2+J_by+2*J_o]; 
F=[beta+f_w, -beta; -2*beta, 2*beta]; 
G=[0,0;0,-m_b*g*L]; 
H=[alpha/2, alpha/2; -alpha, -alpha]; 
I=beta+W/R*f_w; 
J=R/W*alpha; 
K=1/2*m_w*W^2+J_bz+2*J_wz+W^2/2/R^2*(J_wy+J_o); 
 
A1=[0,0,1,0;0,0,0,1;0,-m_b*g*L*E(1,2)/det(E),((beta+f_w)*E(2,2)+2*beta*E(1,2))/det(E),… 
beta*(E(2,2)+2*E(1,2))/det(E);0,m_b*g*L*E(1,1)/det(E),((beta+f_w)*E(1,2)+... 
2*beta*E(1,1))/det(E),-beta*(E(1,2)+2*E(1,1))/det(E)]; 
 
B1=[0,0;0,0;alpha*(E(2,2)/2+E(1,2))/det(E),alpha*(E(2,2)/2+E(1,2))/det(E);... 
-alpha*(E(1,2)/2+E(1,1))/det(E),-alpha*(E(1,2)/2+E(1,1))/det(E)]; 
 
C1=[1,0,0,0;0,1,0,0]; 
D1=[0,0;0,0]; 
 
A2=[0,1;0,-I/K]; 
B2=[0,0;-J/K,J/K]; 
C2=[1,0]; 
D2=[0,0]; 
 
sys1 = ss(A1,B1,C1,D1,'statename',{'theta' 'psi' 'thetadot' 'psidot'},... 
     'inputname',{'vl' 'vr'},'outputname',{'theta' 'psi'}); 
sys2 = ss(A2,B2,C2,D2,'statename',{'phi' 'phidot'},'inputname',{'vl' 'vr'},'outputname',{'phi'}); 
sysss = [sys1; sys2]  %state-space model 
[A,B,C,D] = ssdata(sysss); 
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สัญญาณอางองิสําหรับการออกแบบระบบควบคุม 

%desired trajectories..................................................... 
ts = 0.005;  %sampling period 
tend = 20; 
t = 0:ts:tend; 
 
zeta = 1; 
omegan = 5; 
filt = tf(omegan^2,[1 2*zeta*omegan omegan^2]); 
filtin = 1*square(0.5*pi*0.1*t); 
filtout = lsim(filt,filtin,t); 
 
ref_theta = 3*filtout;  % Tracking case 

%ref_theta = zeros(size(filtout));  % Stabilization case 
 
ref_psi = zeros(size(filtout));  % All case 
 
ref_phi = 0.5*filtout;  % Tracking case 

%ref_phi = zeros(size(filtout)); % Stabilization case 

ระบบควบคุมอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยท่ีสุด (LQR) 

ตอจาก แบบจําลองทางคณิตศาสตรของหุนยนตสองลอ 
  สัญญาณอางอิงสําหรับการออกแบบระบบควบคุม 

%control design........................................................... 
[K,S,e]=lqr(A,B,diag([0.1 10 0.1 10 0.1 0.1]),1*eye(2));   %gain K design 
 
x1(1)=0; x2(1)=0; x3(1)=0; x4(1)=0; x5(1)=0; x6(1)=0; %initial states 
for i=1:length(t) 
    u(:,i) = -K*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]... %LQR controller 
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        + K(:,1)*ref_theta(i)... 
        + K(:,2)*ref_psi(i)... 
        + K(:,5)*ref_phi(i); 
         
    xdot = A*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]+B*u(:,i); %CL system 
    x1(i+1) = x1(i) + xdot(1)*ts; 
    x2(i+1) = x2(i) + xdot(2)*ts; 
    x3(i+1) = x3(i) + xdot(3)*ts; 
    x4(i+1) = x4(i) + xdot(4)*ts; 
    x5(i+1) = x5(i) + xdot(5)*ts; 
    x6(i+1) = x6(i) + xdot(6)*ts; 
end 

ระบบควบคุมอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยท่ีสุดท่ีมีตัวอินทิกรัล               
(LQR with Integrator) 

ตอจาก แบบจําลองทางคณิตศาสตรของหุนยนตสองลอ 
  สัญญาณอางอิงสําหรับการออกแบบระบบควบคุม 

%control design........................................................... 
Ahat=[A,zeros(6,3);-C,zeros(3,3)]; %augment integrators 
Bhat=[B;zeros(3,2)]; 
 
[K,S,e]=lqr(Ahat,Bhat,diag([0.1 10 0.1 10 0.1 0.1 10 10 10]),1*eye(2)); %gain K design 
KK = K(:,1:6) 
Ki = -K(:,7:9) 
 
x1(1)=0; x2(1)=0; x3(1)=0; x4(1)=0; x5(1)=0; x6(1)=0; %initial states 
x7(1)=0; x8(1)=0; x9(1)=0; %initial augmented states 
for i=1:length(t) 
    u(:,i) = -KK*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]... %LQR controller 
        + Ki*[x7(i);x8(i);x9(i)]; 
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    xdot = A*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]+B*u(:,i); %CL system 
    xidot = [ref_theta(i);ref_psi(i);ref_phi(i)]-C*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]; 
         
    x1(i+1) = x1(i) + xdot(1)*ts; 
    x2(i+1) = x2(i) + xdot(2)*ts; 
    x3(i+1) = x3(i) + xdot(3)*ts; 
    x4(i+1) = x4(i) + xdot(4)*ts; 
    x5(i+1) = x5(i) + xdot(5)*ts; 
    x6(i+1) = x6(i) + xdot(6)*ts; 
    x7(i+1) = x7(i) + xidot(1)*ts; 
    x8(i+1) = x8(i) + xidot(2)*ts; 
    x9(i+1) = x9(i) + xidot(3)*ts; 
end 

ระบบควบคุมอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยท่ีสุดท่ีมีตัวอินทิกรัลและตัวสังเกตแบบอันดับเต็ม (LQR 
with Integrator and full-order state observer) 

ตอจาก แบบจําลองทางคณิตศาสตรของหุนยนตสองลอ 
  สัญญาณอางอิงสําหรับการออกแบบระบบควบคุม 

%control design........................................................... 
Ahat=[A,zeros(6,3);-C,zeros(3,3)]; %augment integrators 
Bhat=[B;zeros(3,2)]; 
 
 [K,S,e]=lqr(Ahat,Bhat,diag([0.1 10 0.1 10 0.1 0.1 10 10 10]),1*eye(2)); %gain K design 
KK = K(:,1:6) 
Ki = -K(:,7:9) 
 
Ke = place(A',C',[-10 -20 -30 -40 -50 -60]) 
 
x1(1)=0; x2(1)=0; x3(1)=0; x4(1)=0; x5(1)=0; x6(1)=0;  %initial states 
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x1h(1)=0; x2h(1)=0; x3h(1)=0; x4h(1)=0; x5h(1)=0; x6h(1)=0;  %initial estimated states 
x7(1)=0; x8(1)=0; x9(1)=0;  %initial augmented states 
for i=1:length(t) 
    u(:,i) = -KK*[x1h(i);x2h(i);x3h(i);x4h(i);x5h(i);x6h(i)]...   
         + Ki*[x7(i);x8(i);x9(i)];   %LQR controller 
     
    xdot = A*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]+B*u(:,i);  %CL system 
    xidot = [ref_theta(i);ref_psi(i);ref_phi(i)]-C*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]; %integrator 
    xhdot = (A-Ke'*C)*[x1h(i);x2h(i);x3h(i);x4h(i);x5h(i);x6h(i)]+B*u(:,i)... 

+Ke'*C*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)];  % observer 
         
    x1(i+1) = x1(i) + xdot(1)*ts; 
    x2(i+1) = x2(i) + xdot(2)*ts; 
    x3(i+1) = x3(i) + xdot(3)*ts; 
    x4(i+1) = x4(i) + xdot(4)*ts; 
    x5(i+1) = x5(i) + xdot(5)*ts; 
    x6(i+1) = x6(i) + xdot(6)*ts; 
    x7(i+1) = x7(i) + xidot(1)*ts; 
    x8(i+1) = x8(i) + xidot(2)*ts; 
    x9(i+1) = x9(i) + xidot(3)*ts; 
 
    x1h(i+1) = x1h(i) + xhdot(1)*ts; 
    x2h(i+1) = x2h(i) + xhdot(2)*ts; 
    x3h(i+1) = x3h(i) + xhdot(3)*ts; 
    x4h(i+1) = x4h(i) + xhdot(4)*ts; 
    x5h(i+1) = x5h(i) + xhdot(5)*ts; 
    x6h(i+1) = x6h(i) + xhdot(6)*ts; 
end 
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ระบบควบคุมอาศัยตัวคุมคากําลังสองนอยท่ีสุดท่ีมีตัวอินทิกรัลและตัวสังเกตแบบอันดับนอยท่ีสุด 
(LQR with Integrator and minimum-order state observer) 

ตอจาก แบบจําลองทางคณิตศาสตรของหุนยนตสองลอ 
  สัญญาณอางอิงสําหรับการออกแบบระบบควบคุม 

%plant model.............................................................. 
A = [A1,zeros(4,2);zeros(2,4),A2]; 
 

%reorder states.............................................................. 
A = [A(:,1),A(:,5),A(:,3),A(:,6),A(:,2),A(:,4)]; %reorder columns 
A = [A(1,:);A(5,:);A(3,:);A(6,:);A(2,:);A(4,:)]; %then reorder rows 
B = [B(1,:);B(5,:);B(3,:);B(6,:);B(2,:);B(4,:)]; 
C=[1,0,0,0,0,0;0,1,0,0,0,0]; 
 

%control design........................................................... 
Ahat=[A,zeros(6,2);-C,zeros(2,2)]; %augment integrators 
Bhat=[B;zeros(2,2)]; 
 
[K,S,e]=lqr(Ahat,Bhat,diag([0.1 10 0.1 10 0.1 0.1 10 10 10]),1*eye(2));  %gain K design 
KK = K(:,1:6) 
Ki = -K(:,7:8) 
 
Aaa = A(1:2,1:2);   
Aab = A(1:2,3:6); 
Aba = A(3:6,1:2); 
Abb = A(3:6,3:6); 
 
Ba = B(1:2,:); 
Bb = B(3:6,:); 
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Ke = place(Abb',Aab',[-10 -20 -30 -40]) %observer gain design by pole placement 
 
x1(1)=0; x2(1)=0; x3(1)=0; x4(1)=0; x5(1)=0; x6(1)=0; %initial states 
x7(1)=0; x8(1)=0; %initial augmented states 
 
x1h(1)=0; x2h(1)=0; x3h(1)=0; x4h(1)=0; %initial estimated states 
eta1(1)=0; eta2(1)=0; eta3(1)=0; eta4(1)=0; %initial transformed states 
 
for i=1:length(t) 
    u(:,i) = -KK*[x1(i);x2(i);x1h(i);x2h(i);x3h(i);x4h(i)]...  
          + Ki*[x7(i);x8(i)];         %LQR controller 
     
    xdot = A*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]+B*u(:,i); %CL system 
    xidot = [ref_theta(i);ref_phi(i)]-C*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]; %integrator 
 
    Ahat2 = Abb-Ke'*Aab; 
    Bhat2 = Ahat2*Ke'+Aba-Ke'*Aaa; 
    Fhat2 = Bb-Ke'*Ba; 
 
    etadot = Ahat2*[eta1(i);eta2(i);eta3(i);eta4(i)]... 

+Bhat2*C*[x1(i);x2(i);x3(i);x4(i);x5(i);x6(i)]+Fhat2*u(:,i); 
         
    x1(i+1) = x1(i) + xdot(1)*ts; 
    x2(i+1) = x2(i) + xdot(2)*ts; 
    x3(i+1) = x3(i) + xdot(3)*ts; 
    x4(i+1) = x4(i) + xdot(4)*ts; 
    x5(i+1) = x5(i) + xdot(5)*ts; 
    x6(i+1) = x6(i) + xdot(6)*ts; 
    x7(i+1) = x7(i) + xidot(1)*ts; 
    x8(i+1) = x8(i) + xidot(2)*ts; 
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    eta1(i+1) = eta1(i) + etadot(1)*ts; 
    eta2(i+1) = eta2(i) + etadot(2)*ts; 
    eta3(i+1) = eta3(i) + etadot(3)*ts; 
    eta4(i+1) = eta4(i) + etadot(4)*ts; 
     
    xh = [eta1(i+1);eta2(i+1);eta3(i+1);eta4(i+1)]... 

+Ke'*C*[x1(i+1);x2(i+1);x3(i+1);x4(i+1);x5(i+1);x6(i+1)]; 
 

    x1h(i+1) = xh(1); 
    x2h(i+1) = xh(2); 
    x3h(i+1) = xh(3); 
    x4h(i+1) = xh(4); 
end 

ตัวสังเกตสเตตความเอียงแบบลุนเบอรเกอร (Luenberger Observer for Tilt Measurement) 

ตอจาก การหาเอกลักษณของตวัตรวจรูวดัความเอยีง Inclinometer 

%parameter values x(1)=J/c,  x(2)=ml/c 
a1 = 1/x(1); 
a2 = x(2)/x(1)*9.81; 
g1 = a2/g; 
b0 = 1; 
b1 = 0; 
b2 = a2; 
 

%observer.................................................................. 
A = [0 0 0; b1-b0*a1 -a1 1;b2-b0*a2 -a2 0]; 
alpha = 1.212; 
B = [alpha;0;0]; 
C = [b0 1 0]; 
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% Control Design for Observer - pole placement.........................  
K = place(A',C',[-15 -30 -300]); 
 
z1hat(1) = 0;  
z2hat(1) = 0; 
z3hat(1) = 0; 
 
for i = 1: length(theta_gyr)-1 
    zhat = [z1hat(i);z2hat(i);z3hat(i);]; 
    zhatdot = A*zhat+K'*(theta_til(i)-C*zhat)+B*thetad_gyr(i); 
    %zhatdot = A*zhat+K'*(theta_til(i)-C*zhat)+B*thetad_gyrft(i); 
    z1hat(i+1) = z1hat(i)+zhatdot(1)*ts; 
    z2hat(i+1) = z2hat(i)+zhatdot(2)*ts; 
    z3hat(i+1) = z3hat(i)+zhatdot(3)*ts; 
end 
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