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บทคดัย่อ 
บทความวจิยันี้มวีตัถุประสงคเ์พือ่ศกึษาเกีย่วกบัการสง่ของสเปกตรมัจุดส าหรบั

ฟังกช์นัทวนิามโดยใชค้วามรูพ้ ืน้ฐานทีป่ระกอบดว้ยปรภิูมฮิลิเบริต์ ตวัด าเนินการเชงิเสน้ 
ค่าลกัษณะเฉพาะ และสเปกตรมัจุด ผลจากการศกึษา คอืสเปกตรมัจุดของทวนิามของ
ตวัด าเนินการเชงิเสน้จะเท่ากบัภาพของสเปกตรมัจุดของตวัด าเนินการเชงิเสน้ โดยทวิ
นาม 

ค าส าคญั:  การสง่ ตวัด าเนินการเชงิเสน้  ทวนิาม  ภาพของสเปกตรมัจุด  สเปกตรมัจุด 

ABSTRACT 

This research has an objective to study about the point spectrum mapping 

for binomial function by using fundamental knowledge including Hilbert space, 

linear operator, eigenvalue and point spectrum. The special problem result is the 

point spectrum of binomial of a linear operator equal to the image of point 

spectrum of a linear operator by binomial. 

Keywords:  Mapping, Linear Operator, Binomial, Image of Point Spectrum, 

Point Spectrum 
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1. บทน า 

ในหลายสาขาของคณิตศาสตรก์ารส่งเชงิเสน้ และค่าลกัษณะเฉพาะมกัจะ
ถูกน าไปใช้แก้ ปัญหาต่างๆ ทัง้ ในเชิงวิทยาศาสตร์ เศรษฐศาสตร์ และ
วิศวกรรมศาสตร์อย่างแพร่หลาย บทความวิจัยน้ีจะใช้ความรู้ในเรื่องของตัว
ด าเนินการเชงิเสน้และคา่ลกัษณะเฉพาะ เพือ่ศกึษาการสง่สเปกตรมัจุดบนปรภิูมฮิลิ
เบริต์ส าหรบัฟังกช์นัทวนิาม 

วตัถุประสงค์ของงานวจิยัเพื่อศกึษาเกี่ยวกบันิยามของปรภิูมฮิลิเบริต์ ตวั
ด าเนินการเชงิเส้น และค่าลกัษณะเฉพาะ เพื่อศกึษาถึงขัน้ตอน กระบวนการซึ่ง
น าไปสู่การหาสเปกตรมัจุดส าหรบัฟังก์ชนัทวนิาม และเพื่อศกึษาการส่งสเปกตรมั
จุดส าหรบัทวนิาม 

2. ข้อมูลท่ีเก่ียวข้อง 

2.1 ตวัด าเนินการเชิงเส้น (Linear Operator) 
บทนิยาม 2.1.1    ให ้V และ W เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์และ T: V→W จะเรยีกวา่ การ
สง่เชงิเสน้ (Linear Operation) เมือ่ 

1. T(x+y) = T(x) + T(y) ส าหรบัทุก x, y ∈ V และ 
2. T(kx) = kT(x) ส าหรบัทุก x ∈ V และ k ∈ ℂ [1] 

2.2 ค่าลกัษณะเฉพาะ (Eigenvalue) 
บทนิยาม 2.2.1    ให้ T: V→V เป็นตัวด าเนินการเชิงเส้นบนปริภูมิเวกเตอร์ V 

จ านวนเชงิซอ้น λ ∈ ℂ จะกล่าวว่าเป็นค่าลกัษณะเฉพาะของตวัด าเนินการเชงิเสน้ 
T กต็่อเมื่อ มแีต่ละเวกเตอร์ทีไ่ม่เป็นเวกเตอรศ์ูนย์ v ∈ V ทีท่ าให ้Tv = λv ในกรณี
น้ีเราเรยีกเวกเตอร์ v ว่าเวกเตอร์ลกัษณะเฉพาะของตวัด าเนินการเชงิเส้น T ที่
สอดคลอ้งกบั λ [2] 

2.3 สเปกตรมัจดุ (Point Spectrum) 
บทนิยาม 2.3.1    ให ้X ≠ { 0 } เป็นปรภิูมนิอรม์เชงิซอ้นและ T: D(T)→X  เป็น 
ตัวด าเนินการเชิงเส้น โดย D(T)   X  สเปกตรมัจุดหรือสเปกตรมัไม่ต่อเน่ือง 
σ0(T) คอื เซตที่ซึ่งไม่ม ี(T– λI)-1 และ λ ϵ σ0(T) เรยีกว่า ค่าลกัษณะเฉพาะของ 
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ตัวด าเนินการเชิงเส้น T ซึ่ง λ เป็นจ านวนเชิงซ้อน และ I เป็นตัวด าเนินการ
เอกลกัษณ์บน D(T) [3] 

ทฤษฎีบท 2.3.2   ถ้า λ เป็นค่าลกัษณะเฉพาะ (Eigenvalue) ของตวัด าเนินการ
เชงิเสน้ T แลว้ตวัด าเนินการเชงิเสน้ T – λI   จะไมเ่ป็นการสง่แบบ 1–1 ดงันัน้จะ 
ไมม่ตีวัผกผนั (Inverse)  [4] 

2.4 ฟังกช์นัทวินาม (Binomial Function) 
b (θ) = (θ+a)n  ส าหรบัทุกจ านวนนบั n และคา่คงที ่a 

3. วิธีการด าเนินงานวิจยั 

ทฤษฎีบท 3.1 ให้ X ≠ { 0 } เป็นปรภิูมฮิลิเบิร์ตเชงิซ้อนและตวัด าเนินการเชงิ
เสน้ T ϵ B(X,X) ให ้b (θ) = (θ+a)n ส าหรบัทุกจ านวนนบั n และค่าคงที ่a ก าหนด 
b(T) = (T+aI)n แลว้ σ0(b(T)) = b (σ0(T)) 
พิสจูน์ ให ้μ0 เป็นจ านวนเชงิซอ้น และ T เป็นตวัด าเนินการเชงิเสน้ 
(⇒) ให ้μ0 ϵ σ0(b(T)) 

 โดยนิยามของสเปกตรมัจุด จะไดว้า่ b(T)x = μ0x 

 เมือ่ μ0 คอืค่าลกัษณะเฉพาะของ b(T) 

 จะไดว้า่ b(T) – μ0I ไมเ่ป็นการสง่แบบ 1–1 

 เน่ืองจาก 
 b (θ) = (θ+a)n  

           = θn + aCn,1 θn–1+ … + arCn,r θn–r + … + a n–1Cn,n–1 θ + an 

 ส าหรบัทุกจ านวนนบั n  และคา่คงที ่a  

 ให ้

 q(θ) = b (θ) – μ0 

       = θn + aCn,1 θn–1+ … + arCn,r θn–r + … + a n–1Cn,n–1 θ + an – μ0 

            = (θ – λ1)k
1

 (θ – λ2)k
2 … (θ – λs)k

s   
โดยที ่λi เป็นรากของ q, i ϵ { 1, 2, …, s} และ k1 + k2 + … + ks = n  

จะเขยีนไดว้า่ 
q(T) = b(T) – μ0I  
     = T n + aCn,1T n–1 + … + arCn,rT n–r + … + an–1Cn,n–1T +  
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          anI – μ0I  
         = (T – λ1I)k

1
 (T – λ2I)k

2 … (T – λsI)k
s 

เน่ืองจาก  b(T) – μ0I  ไมเ่ป็นการสง่แบบ 1–1 

ดงันัน้  T – λiI ไมเ่ป็นการสง่แบบ 1–1 ส าหรบับาง i ϵ { 1, 2, …, s} 

นัน่หมายความวา่ λi ϵ σ0(T)  แต่ λi เป็นรากของ q 

ดงันัน้ q(λi) = b (λi) – μ0 = 0 นัน่คอื μ0 = b (λi) 

จะไดว้า่ b (λi) ϵ b (σ0(T)) นัน่หมายความวา่ μ0 ϵ b (σ0(T)) 

ดงันัน้  σ0(b(T))   b (σ0(T)) 

(⇐) ให ้λ0 ϵ σ0(T)  เมือ่ b (λ0) ϵ b (σ0(T)) 

โดยนิยามของสเปกตรมัจุด จะไดว้า่ Tx = λ0x 

เมือ่ λ0 คอืค่าลกัษณะเฉพาะของตวัด าเนินการเชงิเสน้ T โดยที ่x ≠ 0  

เน่ืองจาก Tx = λ0x  ดงันัน้ T nx = λ0
 nx 

เน่ืองจาก  
b(T) = (T+aI)n 

           = T n + aCn,1T n-1 + … + arCn,rT n–r + … + an–1Cn,n–1T + anI 

ส าหรบัทุกจ านวนนบั n และค่าคงที่ a โดยที ่b(T) ϵ B(X,X) 

จาก b(T)x = (T n + aCn,1T n–1 + … + arCn,rT n–r + … + an–1Cn,n–1T +   

           anI)x 

     = T n x + aCn,1T n–1x + … + arCn,rT n–rx + … +   

   an–1Cn,n–1Tx + anIx 

     =  λ 0
nx +  aCn,1λ 0

 n– 1x +  …  +  arCn,rλ 0
 n– rx +  …  +  

         an–1Cn,n–1λ0x + anx 

     = (λ0
n + aCn,1λ0

 n–1 + … + arCn,rλ0
 n–r + … + an–1Cn,n–1λ0 +

   an)x      

      = b (λ0)x   

จะไดว้า่ b (λ0) ϵ σ0(b(T)) 

ดงันัน้ b (σ0(T))   σ0(b(T)) 

สรปุ  σ0(b(T)) = b (σ0(T)) 
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4. ผลการวิจยัและการอภิปรายผล 

ในส่วนผลการวิจยัของบทความวิจยัน้ี ทางคณะผู้วิจยัได้ศึกษารวมทัง้
เขา้ใจถงึงานวจิยัทีเ่กีย่วกบัการส่งสเปกตรมัจุดส าหรบัพหุนามในปรภิูมบิานาค ซึง่
ท าใหค้ณะผูว้จิยัไดเ้ลง็เหน็ถงึการสง่สเปกตรมัจุดส าหรบัทวนิามทีม่พีจน์คลา้ยคลงึ
กบัพหุนาม โดยจะศกึษาเกี่ยวกบัฟิลด ์ปรภิูมเิวกเตอร ์ปรภิูมเิมตรกิ ปรภิูมนิอรม์ 
ปริภูมิบานาค ปริภูมิผลคูณภายใน ปริภูมิฮิลเบิร์ต ตัวด าเนินการเชิงเส้น ค่า
ลักษณะเฉพาะ สเปกตรัมจุด และฟังก์ชันทวินาม ซึ่งจะน าทฤษฎีบทการส่ง
สเปกตรมัจุดส าหรบัพหุนาม [5] มาเป็นแนวทางในการพสิูจน์ของบทความวจิยัน้ี 
(ทฤษฎบีท 3.1) และผลทีไ่ดจ้ากทฤษฎบีท 3.1 คอื สเปกตรมัจุดของทวนิามของตวั
ด าเนินการเชงิเสน้ T จะเท่ากบัภาพของสเปกตรมัจุดของตวัด าเนินการเชงิเสน้ T 

โดยทวนิาม ซึง่จะใชก้ารพสิจูน์แบบตรง (Direct Proof) ซึง่การเป็นเซตย่อยซึง่กนั
และกนัของสเปกตรมัจุดของทวนิามของตวัด าเนินการเชงิเส้น T และ ภาพของ
สเปกตรมัจุดของตวัด าเนินการเชงิเสน้ T โดยทวนิาม โดยสงัเกตไดว้่ารปูแบบของ
ทวนิามจะคลา้ยคลงึกบัพหุนาม ซึง่สามารถแยกตวัประกอบเพื่อหาค่ารากได ้จงึท า
ใหพ้สิูจน์คล้ายกบัทฤษฎีบทการส่งสเปกตรมัจุดส าหรบัพหุนาม [5] ได้ ท าใหไ้ด้
ทฤษฎบีทการส่งสเปกตรมัจุดส าหรบัทวนิาม นัน่หมายความว่า ให ้X ≠ { 0 } เป็น
ปริภูมิฮิล เบิร์ต เชิงซ้อน  และ T ϵ B(X,X)   โดย b (θ)  = (θ+a)n ส าหรับ 
ทุกจ านวนนบั n และค่าคงที่ a ก าหนด b(T) = (T+aI)n แลว้ σ0(b(T)) = b (σ0(T)) 

5. สรปุ 

บทความวจิยัน้ีจดัท าขึน้เพื่อศกึษาทฤษฎบีทการสง่สเปกตรมัจุดส าหรบัทวิ
นาม โดยน าเรื่องปรภิูมฮิลิเบริต์ ตวัด าเนินการเชงิเสน้ และค่าลกัษณะเฉพาะ เขา้
มาเกี่ยวขอ้ง จากทฤษฎบีท 3.1 ผลทีน่่าสนใจคอื สเปกตรมัจุดของทวนิามของตวั
ด าเนินการเชงิเสน้ T จะเท่ากบัภาพของสเปกตรมัจุดของตวัด าเนินการเชงิเสน้ T 

โดยทวนิาม b  และปัญหาทีเ่กดิจากการศกึษาบทความวจิยัน้ีคอื เน้ือหาทฤษฎบีท
เกี่ยวกบัสเปกตรมัจุดนัน้ ไม่มอียู่ในระดบัปรญิญาตร ีจึงท าให้ค่อนข้างยากและ
เสยีเวลาในการศกึษาคน้ควา้  
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ช่วยเหลอืตลอดจนปรบัปรุงแก้ไขขอ้บกพร่องต่างๆด้วยความเอาใจใส่อย่างดยีิง่ 
คณะผูว้จิยัตระหนกัถงึความตัง้ใจจรงิและความทุ่มเทของอาจารย ์และขอมอบความ
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การศกึษาเล่าเรยีน ตลอดจนคอยช่วยเหลอื ใหก้ าลงัใจคณะผูว้จิยัเสมอมาจนส าเรจ็
การศึกษา รวมถึงเพื่อนๆในกลุ่มที่เป็นก าลงัใจ และให้ความช่วยเหลอืในการท า
บทความวจิยัน้ี 
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