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บทคดัย่อ 
ในบทความนี้จะกล่าวถงึกราฟทีส่รา้งจากจ านวนเตม็มอดุโล  n ทีเ่รยีกว่า กราฟ

เคย์เลย์ผลบวก พร้อมกบัศกึษาสมบตัิพื้นฐานของมนัโดยมุ่งเน้นไปที่ความเชื่อมโยง
ผลลพัธิจ์ะกล่าวถงึเงื่อนไขทีท่ าใหก้ราฟผลบวกเคย์เลย์เป็นกราฟแฮมมลิตนัและกราฟ
ออยเลอรใ์นบางกรณี 
ค าส าคญั:  กราฟผลบวกเคยเ์ลย ์ กราฟแฮมมลิตนั  กราฟออยเลอร ์

ABSTRACT 

In this article, we study graph created from integer modulo, say Addition 

Cayley graphs, and study basic properties emphasizing their connectivity. Our 

results are about conditions to make them as Hamiltonian and Eulerian in some 

cases. 

Keywords:  Addition Cayley graph, Hamilton graph, Euler graph 

1. บทน า 

ก าหนดให ้n เป็นจ านวนนับทีม่ากกว่า 1 และ Zn แทนจ านวนเตม็มอดุโล n  
และ A เป็นเซตยอ่ยทีไ่มใ่ช่เซตว่างของ Zn กราฟเคยเ์ลยผ์ลบวกของ Zn เขยีนแทน
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ด้วย Cay+(Zn , A) คือกราฟที่มจีุดยอดเป็นสมาชิกใน Zn และจุด x และจุด y จะ
ประชดิกนักต่็อเมือ่ x+y เป็นสมาชกิใน A 

ยกตวัอย่างเช่นรูปที่ 1 กราฟผลบวกเคยเ์ลย์ของ Cay+(Z7 , {0,1,3}) จะ
ไดก้ราฟดงัรปูต่อไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่1 กราฟผลบวกเคยเ์ลยข์อง Cay+(Z7 , {0,1,3}) 

 

กราฟเคย์เลย์ผลบวกถูกศึกษาโดย Deepa Sinha, Pravin Garg และ 
Anjali Singh ในบทความทีช่ื่อว่า Some Properties of Unitary Addition Cayley 

Graph [1] ซึง่ไดศ้กึษาสมบตัพิืน้ฐานของกราฟเคยเ์ลยผ์ลบวกบนเซตยอ่ยทีบ่รรจุยู
นิตทัง้หมดของ สมบตัิที่ศึกษาได้แก่ จ านวนจุด จ านวนเส้น ดกีร ีการเป็นกราฟ
ปกต ิการเป็นกราฟสองส่วน การเป็นกราฟระนาบ รวมถงึการเป็นกราฟแฮมมลิตนั
ดว้ย จงึเป็นทีม่าใหผู้เ้ขยีนสนใจศกึษากราฟผลบวกเคยเ์ลย ์แต่ส าหรบับนเซตย่อย
ใดๆ โดยจะท าการศกึษาสมบตัพิืน้ฐาน เพื่อต้องการหาเงือ่นไขทีจ่ะท าใหก้ราฟเคย์
เลยผ์ลบวกเป็นกราฟแฮมมลิตนัและเป็นกราฟออยเลอร ์

ในงานชิ้นนี้ จะใช้ความรูพ้ื้นฐานและสญัลกัษณ์ทางด้านทฤษฎกีราฟตาม
หนังสือของ Douglas, B. W. [2] และพื้นฐานทางด้านพีชคณิตนามธรรมตาม
หนงัสอืของ Dummit, David Steven and Richard M. Foote [3] 

2. สมบติัพื้นฐานของกราฟเคยเ์ลยผ์ลบวก 
ก่อนอื่นจะกล่าวถงึทฤษฎบีททีเ่กี่ยวขอ้งกบัดกีรขีองแต่ละจุดยอดในกราฟ

เคยเ์ลยผ์ลบวก 
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ทฤษฎีบทท่ี 1   ส าหรบักราฟผลบวกเคยเ์ลย ์Cay+(Zn , A) ที่ม ีx เป็นจุดยอดจะ
ไดว้่า ดกีรขีอง x มคี่าเท่ากบั |A|-1 เม่ือ 2x เป็นสมาชิกของ A ไม่เช่นนัน้ ดีกรีของ x 

มีคา่เทา่กบั |A| 

พิสูจน์ สมมติให้ 2x  A ดังนัน้ทุก a ท่ีเป็นสมาชิกของ A ท่ีไม่ใช่ 2x จะได้ว่า x 

ประชิดกบั a-x นัน่เอง จงึสรุปได้วา่ดีกรีของ x มีคา่เทา่กบั  |A|-1 

 ในทางกลับกันสมมติว่า 2x ไม่เป็นสมาชิกใน A ดงันัน้ทุก a ท่ีเป็นสมาชิก
ของ A จะได้วา่ x ประชิดกบั a-x นัน่เอง จงึสรุปได้วา่ดีกรีของ x มีคา่เทา่กบั |A|    

 จากทฤษฎบีททีผ่่านมา ท าใหท้ราบถงึดกีรขีองแต่ละจดุยอด เราจงึสามารถ
หาจ านวนเสน้เชื่อมไดจ้ากความสมัพนัธ์ทีว่่า ผลรวมดกีรีของทุกจุดยอดในกราฟมี
ค่าเป็นสองเท่าของจ านวนเสน้เชื่อม ดงัทฤษฎบีทต่อไปนี้ 
 
ทฤษฎีบทท่ี 2 จ านวนเส้นของกราฟเคย์เลย์ผลบวก Cay+(Zn , A) เมื่อ n เป็น

จ านวนเตม็คีม่คี่าเท่ากบั A (n -1)

2
 แต่ถา้ n เป็นจ านวนคู่ จ านวนเสน้เชื่อมจะมคี่า

เท่ากบั n A - 2s

2
 เมือ่ s แทนจ านวนสมาชกิใน A ทีเ่ป็นจ านวนเตม็คู่ 

พิสจูน์ สมมต ิn เป็นจ านวนเต็มคี ่จะไดว้่า (2,n) = 1 จงึท าใหส้ าหรบัทุก a ทีเ่ป็น
สมาชกิใน A สมการสมภาค 2 (mod )x a n  มคี าตอบเสมอและมเีพียงค าตอบ
เดยีวเท่านัน้ จงึสรปุไดว้่ามทีัง้หมด |A| จดุยอดทีม่ดีกีรเีป็น |A|-1 และอกี n-|A| จดุ
ยอดทีม่ดีกีรเีป็น |A| จงึไดจ้ านวนเสน้เชื่อมทัง้หมดเป็น  
A ( A -1) + (n - A ) A

2
=
A (n -1)

2
 เสน้ 

ส าหรบักรณีที่ n เป็นจ านวนเต็มคู่ จะได้ว่า (2,n) = 2 จงึท าให้สมการสม
ภาค 2 (mod )x a n  มีค ำตอบและมีเพียงสองค ำตอบเมื่อ 2|a โดยที่ a ที่เป็น
สมำชิกใน A ให้ s แทนจ ำนวนสมำชิกใน A ที่เป็นจ ำนวนเต็มคู่จึงสรุปได้ว่ำมี
ทัง้หมด 2s จุดยอดที่มดีกีรเีป็น |A|-1 และอีก n-2s จุดยอดที่มดีกีรเีป็น |A| จงึได้

จ ำนวนเสน้เชื่อมทัง้หมดเป็น 2s( A -1) + (n - 2s) A

2
=
A n - 2s

2
 เสน้           

ในทฤษฎีบทต่อไปจะแสดงเงื่อนไขที่จ าเป็นและเพียงพอในการท าให้  
Cay+(Zn , A) เป็นกราฟปกต ิหรอืกราฟทีทุ่กจดุยอดมดีกีรเีท่ากนันัน่เอง 
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ทฤษฎีบทท่ี 3 กราฟเคย์เลย์ผลบวก Cay+(Zn , A) เป็นกราฟปกติ ก็ต่อเมื่อ 
2 nA Z   หรอื 2 nZ A  

พิสจูน์ ต่อไปเป็นการพิสูจน์การเป็นเงื่อนไขจ าเป็น สมมติ Cay+(Zn , A) เป็น
กราฟปกต ิดงันัน้จงึมคีวามเป็นไปไดอ้ยูส่องกรณ ีดงันี้ 
 กรณีที่ 1   ดกีรทีุกจุดเท่ากบั |A|-1 ดงันัน้ 2x A  ทุก nx Z  จะได้ว่า 
2 nZ A  

 กรณีที่ 2   ดีกรีทุกจุดเท่ากับ |A| ดังนัน้ 2x A  ทุก nx Z  จะได้ว่า 
2 nA Z   

ส าหรบัการพสิจูน์เงือ่นไขเพยีงพอจะพสิจูน์โดยแบ่งเป็นสองกรณดีงันี้ 
 กรณีที่ 1   สมมติ 2 nZ A  ดงันัน้ส าหรบัทุก nx Z  จะได้ว่า 2x A  
ดงันัน้  จงึสรปุไดว้่า Cay+(Zn , A) เป็นกราฟปกต ิ

 กรณีที่ 2   สมมติ 2 nA Z   ดังนั ้นส าหรับทุก nx Z  จะได้ว่า 
2x A  ดงันัน้  จงึสรปุไดว้่า Cay+(Zn , A) เป็นกราฟปกต ิ
 เพราะฉะนัน้กราฟเคยเ์ลยผ์ลบวก Cay+(Zn , A) เป็นกราฟปกต ิ           

จากทฤษฎบีทที ่3 สามารถสรุปไดท้นัทวี่า Cay+(Zn , 2Zn) เป็นกราฟปกติ
ทีทุ่กจดุมดีกีรเีท่ากบั |2Zn| - 1 ทุกจ านวนนบั n 

ส าหรบักราฟใดๆ จะเรยีกว่า กราฟระนาบ เมือ่กราฟดงักล่าวสามารถวาด
บนระนาบโดยทีไ่ม่มเีสน้เชื่อมใดตดักนัเลย สมบตักิราฟระนาบที่ใชส้ าหรบังานวจิยั
ชิน้น้ีแสดงในทฤษฎบีทต่อไป 

 

ทฤษฎีบทท่ี 4 [2] ส าหรบักราฟระนาบใดๆ ทีจ่ านวนจดุยอดเท่ากบั n และจ านวน
เสน้เชื่อมเท่ากบั m จะไดว้่า m ≤ 3n - 6 

ต่อไปเป็นเงื่อนไขจ าเป็นของการเป็นกราฟระนาบของกราฟเคย์เลย์ ซึ่ง
เงือ่นไขดงักล่าวเกีย่วขอ้งกบัจ านวนสมาชกิของ A 

 

ทฤษฎีบทท่ี 5 ก าหนด n เป็นจ านวนเต็ม ถ้า |A| > 6 แล้ว Cay+(Zn , A) ไม่เป็น
กราฟระนาบ 

d(x) = A -1

d(x) = A



 

วารสารคณิตศาสตร์ MJ-MATh  62(693) Sep–Dec, 2017     

 

21 

พิสจูน์ สมมต ิ|A| > 6 

 ในกรณทีี ่n เป็นจ านวนเตม็คี ่จะไดว้่า 

  จ านวนเสน้  

จงึสรปุไดว้่า Cay+(Zn , A) ไมเ่ป็นกราฟระนาบ 

 ในกรณทีี ่n เป็นจ านวนเตม็คู่ จะไดว้่า 

  จ านวนเสน้  

จงึสรปุไดว้่า Cay+(Zn , A) ไมเ่ป็นกราฟระนาบดว้ยเช่นกนั         
ส าหรบักราฟผลบวกเคย์เลย์ Cay+(Zn , A) ที่ |A| ≤ 6 เป็นกราฟระนาบ

หรอืไมน่ัน้ เราแสดงใหเ้หน็ 2 กรณวี่าเป็นกราฟระนาบแน่นอน คอื กรณทีี ่ |A| = 1, 

2 โดยเริม่ตน้พจิารณา 

กรณี |A| = 1 จะได้ว่ากราฟ Cay+(Zn , {a}) มจี านวนเส้นน้อยกว่า n – 1 

ท าใหก้ราฟ Cay+(Zn , {a}) ไมเ่ป็นกราฟเชื่อมโยง จงึเป็นกราฟระนาบ 

กรณี |A| = 2 จะได้ว่ากราฟ Cay+(Zn , {a,b}) มจี านวนเส้นเชื่อมเท่ากบั  
n – 1 ในกรณีที ่n เป็นจ านวนเตม็คีแ่ละเท่ากบั n - s ในกรณีที ่n เป็นจ านวนเต็มคู่ 
ซึง่ทัง้สองกรณสีามารถสรปุไดว้่า Cay+(Zn , {a}) เป็นกราฟระนาบ 

ในหวัข้อถดัไปเป็นทฤษฎีบทหลกัของงานชิ้นนี้ แสดงถึงสมบตัิการเป็น
กราฟแฮมมลิตันและกราฟออยเลอร์ โดยการหาเงื่อนไขที่จ าเป็นและเพียงพอ 
พรอ้มทัง้ยกตวัอยา่งใหเ้หน็ชดั 

3. สมบติัแฮมมิลตนัและออยเลอร ์
จะเรียกกราฟ G ว่ากราฟเช่ือมโยง เมื่อทุกคู่จุด u และ v ใดๆ ใน G 

จะต้องมวีถิเีชื่อมโยงระหว่างจุดทัง้สองเสมอ กราฟแฮมมิลตนั คอืกราฟเชื่อมโยง 
G ที่มีกราฟวัฎจกัรที่มีจุดยอดทุกจุดใน G เป็นกราฟย่อย โดยวัฎจกัรดังกล่าว
เรยีกว่าวฎัจกัรแฮมมลิตนั สมบตัิพื้นฐานของกราฟแฮมมลิตนัที่ใช้ในงานวจิยันี้
แสดงต่อไปนี้ 

=
A (n -1)

2
>

6(n -1)

2
> 3n - 6

=
A n - 2s

2
>
A n - 2 A

2
=
A (n - 2)

2
> 3n - 6
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ทฤษฎีบทท่ี 6 [2] ถา้กราฟ G เป็นกราฟทีม่จี านวนจุดมากกว่า 2 และ ( )
2

n
d x   

ส าหรบัทุกจดุ x ใน G แลว้ G เป็นกราฟแฮมมลิตนั 

จากทฤษฎบีทที่ 6 สามารถน ามาประยุกต์เพื่อหาเงื่อนไขเพยีงพอส าหรบั
สรปุว่ากราฟเคยเ์ลยผ์ลบวกเป็นกราฟแฮมมลิตนั ซึง่แสดงในทฤษฎบีทต่อไป 

 

ทฤษฎีบทท่ี 7 ถ้า A เป็นเซตย่อยที่ไม่ใช่เซตว่างของ Zn ที่ 1
2

n
A    แล้ว 

Cay+(Zn , A) เป็นกราฟแฮมมลิตนั 

พิสจูน์ สมมติ A เป็นเซตย่อยที่ไม่ใช่เซตว่างของ Zn ที่ 1
2

n
A    เนื่องจาก

ส า ห รับ จุ ด  x ใ ดๆ  ใ น  Zn มีดี ก รีม า ก ก ว่ า ห รือ เ ท่ า กับ  |A| - 1 ดั ง นั ้น 

( ) 1
2

n
d x A    จงึสรปุไดว้่า  Cay+(Zn , A) เป็นกราฟแฮมมลิตนั 

ส าหรบับทกลบัไม่จรงิ ดงัตวัอย่างต่อไปนี้ ก าหนด A = {1, 3, 5, 7, 9} ซึง่
เหน็ไดช้ดัว่าเป็นเซตยอ่ยของ Z10 และ 2Z10 = {2, 6, 0, 4, 8} และ 102Z A   
ดงันัน้ Cay+(Z10 , A) เป็นกราฟปกตทิีม่ดีกีรขีองทุกจุดเท่ากบั 5 ดงันัน้จากทฤษฎี
บทที ่6 จงึสรปุไดว่า Cay+(Z10 , A) เป็นกราฟแฮมมลิตนั และยงัมกีราฟในลกัษณะ
นี้อกีมากมาย สามารถสรปุไดเ้ป็นทฤษฎต่ีอไปนี้ 
 

ทฤษฎีบทท่ี 8 กราฟ Cay+(Z2n , Z2n \ 2Z2n) เป็นกราฟแฮมมิลตันส าหรับทุก
จ านวนนบั n ทีม่ากกว่า 1 

พิสจูน์ เหน็ไดช้ดัว่า 22 ( \ 2 )n n nZ Z Z   ดงันัน้ Cay+(Z2n , Z2n \ 2Z2n) เป็น
กราฟปกติที่มดีีกรขีองทุกจุดเท่ากับ | Z2n \ 2Z2n | = n เพราะฉะนัน้จงึสรุปได้ว่า 
Cay+(Z2n , Z2n \ 2Z2n) เป็นกราฟแฮมมลิตนั           

 

กราฟออยเลอร์คือกราฟที่สามารถหาวงจรปิดที่บรรจุทุกเส้นในกราฟ
ดงักล่าวได ้ดงันัน้เหน็ไดช้ดัว่ากราฟออยเลอรเ์ป็นกราฟเชื่อมโยง เงื่อนไขทีจ่ าเป็น
และเพยีงพอของการเป็นกราฟออยเลอรแ์สดงในทฤษฎบีทต่อไป 
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ทฤษฎีบทท่ี 9 [2] ก าหนดให้ G เป็นกราฟเชื่อมโยง จะได้ว่า G เป็นกราฟออย
เลอร ์กต่็อเมือ่ ทุกจดุในกราฟ G มดีกีรเีป็นจ านวนคู่ 

ต่อไปจะศึกษาการเป็นกราฟออยเลอร์ของกราฟเคย์เลย์ผลบวกส าหรบั
จ านวนนบัใดๆ โดยเริม่ตน้จากบทตัง้ดงัต่อไปนี้ 
บทตัง้ท่ี 10 ถ้า Cay+(Zn , A) เป็นกราฟออยเลอร์แล้ว Cay+(Zn , A) เป็น
กราฟปกต ิ

พิสจูน์ สมมต ิCay+(Zn , A) ไม่เป็นกราฟปกต ิดงันัน้มจีุด x และ y ที ่d(x) = |A| 

และ d(y) = |A| - 1 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ที่จะเป็นจ านวนเต็มคู่ทัง้คู่  จึงสรุปได้ว่า 
Cay+(Zn , A) เป็นกราฟออยเลอร ์            

 

ทฤษฎีบทท่ี 11 ก าหนดให้ n เป็นจ านวนนับ กราฟ Cay+(Z2n , Z2n \ 2Z2n) เป็น
ออยเลอร ์กต่็อเมือ่ n เป็นจ านวนเตม็คู่ 
พิสจูน์ จากทฤษฎบีทที ่8 จะพบว่า Cay+(Z2n , Z2n \ 2Z2n) เป็นกราฟแฮมมลิตนั 
แ ส ด ง ว่ า  Cay+(Z2n , Z2n \ 2Z2n) เ ป็ น ก ร า ฟ เ ชื่ อ ม โ ย ง  เ ห็ น ไ ด้ ชั ด ว่ า                  
Cay+(Z2n , Z2n \ 2Z2n) เป็นกราฟปกตทิี่มดีกีรขีองทุกจุดเท่ากบั | Z2n \ 2Z2n | = n 

ดงันัน้กราฟ Cay+(Z2n , Z2n \ 2Z2n) เป็นออยเลอร์ ก็ต่อเมื่อ n เป็นจ านวนเต็มคู่
นัน่เอง                      

ในทฤษฎบีทต่อไปแสดงเงื่อนไขจ าเป็นและเงื่อนไขทีเ่พยีงพอส าหรบักราฟ
เคยเ์ลยผ์ลบวกทีม่จี านวนจดุเป็นจ านวนเตม็คี ่
 

ทฤษฎีบทท่ี 12 ก าหนดให้ n เป็นจ านวนเต็มคี่ จะได้ว่ากราฟ Cay+(Zn , A) เป็น
กราฟออยเลอร ์กต่็อเมือ่ A = Zn 

พิสจูน์ สมมติ A = Zn ดงันัน้ Cay+(Zn , Zn) เป็นกราฟเชื่อมโยงปกติที่ทุกจุดมี
ดกีรเีท่ากบั n – 1 แต่เนื่องจาก n เป็นจ านวนเตม็คี ่จงึท าให ้n – 1 เป็นจ านวนเต็ม
คู่ จงึสรปุไดว้่ากราฟ Cay+(Zn , Zn) เป็นกราฟออยเลอร ์

ในทางกลับกันสมมติให้ nA Z  ดังนั ้นจึงมีสมาชิก z ใน Zn \ A แต่
เนื่ อ งจาก  n เ ป็นจ านวน เต็มคี่  จึงท า ให้  (2, n) = 1 และสมการสมภาค 
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2 (mod )x z n  มีค าตอบเพียงหนึ่ งเดียว ซึ่งสมมติให้เป็น x0 เพราะฉะนั ้น 
d(x0 ) = A  ในขณะทีม่จีุด x1 ที ่ 12x A  ดงันัน้ d(x1) = |A| - 1 จงึสรุปไดว้่าต้อง
มจีุดที่มดีกีรเีป็นจ านวนเต็มคี่ใน Cay+(Zn , A) เพราะฉะนัน้กราฟ Cay+(Zn , A) 
ไมเ่ป็นกราฟออยเลอร ์

ในงานครัง้นี้ไดศ้กึษาสมบตัพิืน้ฐานของกราฟเคยเ์ลยผ์ลบวกของ Zn ไม่ว่า
จะเป็นจ านวนจุดยอด จ านวนเส้น ดีกรขีองแต่ละจุดยอด นอกจากนัน้ยงัคงหา
เงือ่นไขในการเป็นกราฟปกต ิกราฟระนาบ กราฟแฮมมลิตนั และกราฟออยเลอรใ์น
บางกรณี พร้อมยกตัวอย่างกราฟเคย์เลย์ผลบวกบางตัวที่สอดคล้องกับสมบัติ
ดงักล่าว 

4. กิตติกรรมประกาศ  
ขอขอบคุณคณะวทิยาศาสตร์ประยุกต์ มหาวทิยาลยัเทคโนโลยพีระจอม

เกลา้พระนครเหนือ เลขทุน 5942105 

เอกสารอ้างอิง 
[1] Deepa Sinha, Pravin Garg and Anjali Singh, “Some Properties of Unitary 

Addition Cayley Graphs,” European Journal of Pure and Applied 

Mathematics, vol. 17, no. 3, pp. 49-59, 2011. 

[2] Douglas, B.W., Introduction to graph theory, Pentice – Hall Inc., 2001. 

[3] Dummit, David Steven and Richard M. Foote, Abstract Algebra, Hoboken. 

NJ: Wiley, 2004 

 


