
 
   บทที่ 3 

   ทฤษฎีบทของการลูเขาของลําดับ  
         (CONVERGENCE THEOREMS OF SEQUENCES) 
 
 ในบทนี้เราจะศึกษาทฤษฎีบทพื้นฐานที่เกีย่วของกับการลูเขาของลําดับซึ่งใชสําหรับการ
คํานวณลิมิตของลําดับหรือตรวจสอบการลูเขาของลําดับ นอกจากนี้จะศึกษาทฤษฎบีทที่ใหเงื่อน 
ไขที่เพียงพอสาํหรับการลูเขาของลําดับ  โดยไมกลาวถึงลิมิตของลําดับ ไดแก การลูเขาของลําดับ  
โมโนโทน เกณฑของโคชีสําหรับการลูเขาของลําดับ  และหลักการคอนแทรคชัน 
 
3.1 ทฤษฎีบทพื้นฐานของการลูเขา (Basic Theorems of Convergence )  

 
ในหวัขอนี้เราจะศึกษาทฤษฎีบทพื้นฐานทีเ่กี่ยวของกับการลูเขาของลําดับซึ่งใชสําหรับการ

คํานวณลิมิตของลําดับ หรือตรวจสอบการลูเขาของลําดับ  และเรากลาวถึง Bernoulli’s  Inequality 
ในทฤษฎีบทประกอบ 3.1.1 ที่จะใชในการพิสูจนทฤษฎบีท 3.1.2 โดยละการพิสูจน 
  
ทฤษฎีบทประกอบ 3.1.1 :  Bernoulli’s  Inequality 
 ถา ∈a R และ 1−>a    แลว ( ) naa n +≥+ 11   สําหรับทุก +∈ I  
 
ทฤษฎีบท 3.1.2 : ถา ∈c R  ซ่ึง 1    <c   แลว =

∞→

n

n
clim     0 

 

พิสูจน :  กําหนดให ∈c R  ซ่ึง 1    <c   และให >ε 0  
พิจารณา    >−=    1  
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d  0  จะไดวา   
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เลือกจํานวนเตม็บวก 
εd

N 1  ≥     สําหรับทุก   Nn≥    จะไดวา 
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ทฤษฎีบท 3.1.3 : ลําดับลูเขาเปนลําดับมีขอบเขต 
  

พิสูจน :  กําหนดใหลําดับ{ }na  ลูเขาสูa  และให =  ε 1   ดังนั้น  มี N +∈ I  ซ่ึง  
1      <−aan   หรือ  ≤−    aan 1      <−aan       

สําหรับทุก Nn≥    นั่นคือ      
      1     aan +≤         สําหรับทุก Nn≥  

เลือก maxM = { }aaaa N +,,, − 1   ,                  121 K    
ดังนั้น  ทุก n +∈ I จะไดวา   

Man      ≤   
เพราะฉะนั้น  { }na  มีขอบเขต           
 
ทฤษฎีบท 3.1.4 : กําหนดให ∈a R  ซ่ึง ≠a 0 และลําดับ { }na  ลูเขาสู a แลว จะมี ∈N +I  
ซ่ึง 

2
      aan >    สําหรับทุก Nn≥  

พิสูจน :  กําหนดให ∈a R  ซ่ึง ≠a 0  และลําดับ { }na  ลูเขาสู a  และให 
2

    a
=ε  

ดังนั้น  มี  ∈N +I  ซ่ึง   

2
      aaan <−    หรือ  

2
       aaa n ≤−      

สําหรับทุก Nn≥   นัน่คือ     

2
      

2
        aaaan =−>        สําหรับทุก  Nn≥  

เพราะฉะนั้นการพิสูจนทฤษฎีบทสิ้นสุด          
 
ทฤษฎีบท 3.1.5 : ให { }na  เปนลําดับ   แลว aalim n

n
=

∞→
       ก็ตอเมื่อ   ( ) 0        =−

∞→
aalim n

n
 

 

 พิสูจน :( )→  ใหลําดับ{ }na  ลูเขาสูa  และให 0>ε   ดังนั้น ม ี ∈N +I   ซ่ึง  
ε    <−aan     สําหรับทุก Nn≥  

และ     
ε     0  <−=−− aaaa nn    สําหรับทุก Nn≥  

เพราะฉะนั้น   ( ) 0       =−
∞→

aalim n
n
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( )←  กําหนดให   ( ) 0       =−
∞→

aalim n
n

  และให 0>ε   ดังนั้น มี ∈N +I  ซ่ึง  
  ε     0  <−=−− aaaa nn        

สําหรับทุก Nn≥   และจะไดวา 
               =−     aan ε     0  <−=−− aaaa nn       สําหรับทุก Nn≥  
เพราะฉะนั้น   ( ) 0       =−

∞→
aalim n

n
          

 

ทฤษฎีบท 3.1.6 :  กําหนดให { }na เปนลําดับ   แลว 0   =
∞→

n
n

alim     ก็ตอเมื่อ   0         =
∞→

n
n

alim  

 
พิสูจน :( )→   กําหนดให { }na  เปนลําดับ  โดยที่ 0  =

∞→
n

n
alim    และให 0>ε   

ดังนั้น  มี ∈N +I ซ่ึง  
ε          0 <=− nn aa        

สําหรับทุก Nn≥  และจะไดวา 
                             ε               0   <==− nnn aaa      สําหรับทุก  Nn≥  
เพราะฉะนั้น   0          =

∞→
n

n
alim  

( )←  กําหนดให  0        =
∞→

n
n

alim   และให 0>ε  ดังนั้น  มี ∈N +I  ซ่ึง           
ε           0  <=− nn aa     

 สําหรับทุก Nn≥   และจะไดวา   
ε          0 <=− nn aa    สําหรับทุก  Nn≥  

เพราะฉะนั้น    0   =
∞→

n
n

alim             
 

ทฤษฎีบท 3.1.7 :  กําหนดให { }na เปนลําดับ แลว aalim n
n

    =
∞→

 ก็ตอเมื่อ 0           =−
∞→

aalim n
n

 
 

 พิสูจน : ( )→ ใหลําดับ { }na  ลูเขาสูa โดยทฤษฎีบท 3.1.5 ไดวา 
( ) 0       =−

∞→
aalim n

n
   

และดังนัน้ โดยทฤษฎีบท 3.1.6  สรุปวา  
0           =−

∞→
aalim n

n
 

( )←  พิสูจนในทํานองเดียวกนักบัขางบน  
ดังนั้น การพิสูจนทฤษฎีบทสมบูรณ                      
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ทฤษฎีบท 3.1.8 : กําหนดให ∈  a R  ซ่ึง 0≥a  และให { }na เปนลําดับโดยที่ aalim n
n

   =
∞→

 แลว   
aalim n

n
=

∞→
      

 

 พิสูจน : กําหนดให ∈  a R  ซ่ึง  0≥a  และให { }na เปนลําดบัโดยที่  aalim n
n

   =
∞→

 

พิจารณา  2 กรณีตอไปนี ้
กรณีที่ 1 : 0=a   

ให 0>ε   ดังนั้น มี ∈N +I  ซ่ึง     
2         0 ε<==− nnn aaa        สําหรับทุก Nn≥  

เพราะฉะนั้น    
ε       0 <==− nnn aaa         สําหรับทุก Nn≥  

และสรุปไดวา aalim n
n

=
∞→

      

กรณีที่ 2 : 0≠a   
ให 0>ε   ดังนั้น มี ∈N +I  ซ่ึง   

ε       aaan =−        สําหรับทุก Nn≥  
และสําหรับทกุ  Nn≥   เราได 
                                    ( ) ( ) ( )[ ]                     aaaaaaaa nnnn ++−=−  

                     
( )

ε     
         

         

<
−≤

+−=

aaa

aaaa

n

nn

            

เพราะฉะนั้น   aalim n
n

      =
∞→

           

 
ทฤษฎีบท 3.1.9 : กําหนดให ∈ba ,  R   ให { }nb  เปนลําดับโดยที่  bblim n

n
     =

∞→
 และ { }na เปน

ลําดับซึ่งสอดคลองวา  จะมี  M∈ R    และ ∈1N +I   ซ่ึง        ≤−aan M    bbn −       สําหรับทุก 
1Nn ≥    แลว   aalim n

n
        =

∞→
 

 

 พิสูจน : กําหนดให ∈ba ,  R  ให  { }nb  เปนลําดับ โดยที่ bblim n
n

     =
∞→

  และ { }na  เปน

ลําดับซึ่งสอดคลองวา จะมี  M∈ R   และ ∈1N +I  ซ่ึง   
     ≤−aan M    bbn −        

สําหรับทุก 1Nn ≥   เห็นไดชัดวา M 0≥  ให 0>ε   เนื่องจาก bblim n
n

     =
∞→

  ดังนั้น 
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มี ∈2N +I  ซ่ึง   
 

1
       

+
=−

M
Mbbn

ε       สําหรับทุก 2Nn ≥  

เลือก   { }21 NNmaxN ,=    สําหรับทุก Nn ≥   จะไดวา               
εε      

1
           <

+
<−≤−

M
MbbMaa nn  

ดังนั้น    aalim n
n

=
∞→

                

 
บทนิยาม 3.1.11 :  กําหนดให { }na และ { }nb เปนลําดับ  นิยาม ผลบวก  ผลคูณ  และผลหาร ของ

ลําดับ { }na   และลําดับ { }nb   วาคือ  ลําดับ{ }nn ba + , { }nnba  และ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

b
a  เมื่อ 0≠nb  ทุก n   

ตามลําดับ 
 
ทฤษฎีบท 3.1.12 :  กําหนดให ∈ba ,  R  ให { }na และ { }nb เปนลําดับ โดยที่ aalim n

n
        =

∞→
 

และ bblim n
n

     =
∞→

    แลว 

(1) ( ) babalim nn
n

+=+
∞→

         

(2) ( ) abbalim nn
n

        =
∞→

 

(3) 
b
a

b
a

lim
n

n

n
        =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞→

     เมื่อ  0≠nb   ทุก n  และ 0≠b   

 
พิสูจน : กําหนดให ∈ba ,  R   ให { }na และ { }nb เปนลําดับ โดยที่ aalim n

n
        =

∞→
 และ 

bblim n
n

     =
∞→

 
 (1) ให 0>ε    เนื่องจาก aalim n

n
        =

∞→
 ดังนั้น จะมี   ∈1N +I   ซ่ึง   

2
      ε
<−aan        สําหรับทุก  1Nn≥     

และเนื่องจาก bblim n
n

     =
∞→

  ดังนั้น จะมี ∈2N +I  ซ่ึง   

2
      ε
<−bbn        สําหรับทุก 2Nn≥       

เลือก  { }21 NNmaxN ,=   สําหรับทุก Nn≥     จะไดวา 
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                                        ( ) ( ) ( ) ( )           bbaababa nnnn −+−=+−+  
 bbaa nn −+−≤         
     εεε      

2
  

2
                                                =+<  

ดังนั้น  ( ) babalim nn
n

+=+
∞→

         

 (2) ให 0>ε    เนื่องจาก bblim n
n

     =
∞→

  โดยทฤษฎีบท 3.1.3  { }nb เปนลําดับมีขอบเขต 

นั่นคือ  จะมี 0>M   ซ่ึง Mbn ≤   ทุก n  และโดยทฤษฎีบท 2.3.3 จะมี  ∈1N +I  ซ่ึง       

( )1  2
      

+
<−

a
bbn

ε          สําหรับทุก  1Nn≥  

เนื่องจาก  aalim n
n

        =
∞→

  ดังนั้น จะมี ∈2N +I  ซ่ึง   

M
aan 2

      ε
<−        สําหรับทุก 2Nn ≥  

เลือก   { }21 NNmaxN ,=    สําหรับทุก  Nn≥    จะไดวา     
                 abababbaabba nnnnnn −−+=−   

    

( ) ( )

( )

εεε

εε

        
2

      
2

     

1 2
             

2
      

                    

                

=+<

+
+<

−+−≤

−+−=

a
a

M
M

bbaaab

bbaaab

nnn

nnn

 

ดังนั้น      abbalim nn
n

          =
∞→

         

 (3) กําหนดให 0>ε  และ 0≠b   ให n +∈ I และ 0≠nb    เนื่องจาก bblim n
n

          =
∞→

 

โดยทฤษฎีบท 3.1.4  จะไดวา มี   ∈1N +I  ซ่ึง  

2
  

       
b

bn >            สําหรับทุก 1Nn≥    

 และโดยทฤษฎีบท 2.3.3 จะมี   ∈2N +I  ซ่ึง   

( )
ε

1  4
  

      
2

+
<−

a
b

bbn          สําหรับทุก  2Nn≥  

เนื่องจาก aalim n
n

          =
∞→

 ดังนัน้  จะมี   ∈3N +I  ซ่ึง   

ε
4

  
      

b
aan <−        สําหรับทุก  3Nn≥  

เลือก  { }321 NNNmaxN ,,=    สําหรับทุก  Nn≥     จะไดวา                 
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          ( ) ( )                        
n

nn

n

n

bb
bbaaab

b
a

b
a −+−

=−  

    
n

nn

bb
bbaaab

 
                

      
−+−

≤      

      
n

n

n

n

b
bb

b
a

b
aa

 
    

    
   
          

 
   

      
−

+
−

=  

        ( )

εεε

ε
ε

        
2

      
2

     

   
2    

1   4
    

   
           

4
    

  
2      

2

=+<

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<

ba
b

b
ab

b
 

ดังนั้น        
b
a

b
alim

n

n
n

        =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞→

            

 
จากทฤษฎีบท 3.1.12 จะไดขอสังเกตตอไปนี้ 

ถา{ }na และ { }nb เปนลําดับลูเขา และ ∈  ,  βα R  แลว  
( ) n

n
n

n
nn

n
blimalimbalim                   

∞→∞→∞→
+=+ βαβα  

 
ทฤษฎีบท 3.1.13 :  กําหนดให { }na เปนลําดับลูเขา  และ { }nb  เปนลําดับลูออก แลว{ }nn ba +  
เปนลําดับลูออก 

 

พิสูจน : กําหนดให { }na เปนลําดับลูเขา และ { }nb เปนลําดับลูออก สมมติให { }nn ba +  
เปนลําดับลูเขา  เนื่องจาก { }na  เปนลําดับลูเขา จะไดวา { }na−  เปนลําดับลูเขา   
ดังนั้น  ( ) ( ){ }nnn aba −++  เปนลําดับลูเขา  หรือ { }nb  เปนลําดับลูเขา   ซ่ึงขัดแยงกับขอกําหนด 
เพราะฉะนั้น      { }nn ba +  เปนลําดับลูออก          
 

ถา { }2
na  เปนลําดับลูเขา แลวเราไมสามารถสรุปไดวา{ }na  เปนลําดบัลูเขา หรือ{ }na  เปน

ลําดับลูออก  เนื่องจากมีตวัอยางของ { }na  ซ่ึงเปนลําดับลูเขา และ { }na  ซ่ึงเปนลําดับลูออก  ซ่ึงได  
{ }2

na   เปนลําดับลูเขา   ดังจะแสดงในตัวอยาง  3.1.14  และ  3.1.15  
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ตัวอยาง 3.1.14 : ให  { }2
na  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดังนี ้

     2
2 1    2     1     

nn
an ++=  สําหรับทุก +∈Ιn  

จงแสดงวา { }2
na   เปนลําดับลูเขา และ { }na   เปนลําดับลูเขา 

 

พิสูจน : กําหนดให  n +∈ I และ  { }2
na  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดังนี ้

    2
2 1    2     1     

nn
an ++=  

ประการแรกจะแสดงวา { }2
na   ลูเขาสู  1  

โดยทฤษฎีบท  3.1.12  และตัวอยาง 2.3.4   สรุปไดวา   
1       2 =

∞→
 alim n

n
 

เพราะฉะนั้น   { }2
na   เปนลําดับลูเขา 

ตอไปจะแสดงวา { }na   ลูเขาสู  1  
เนื่องจาก      

2
2 1   2   1    

nn
an ++=     

ดังนั้น     
  1    1   

n
 an +=      

สําหรับทุก n +∈ I   โดยทฤษฎีบท  3.1.12  และตวัอยาง 2.3.4   สรุปไดวา      
1       =

∞→
 alim n

n
 

เพราะฉะนั้น    { }na   เปนลําดับลูเขา           
 
ตัวอยาง 3.1.15 :  ให  { }2

na  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดังนี ้
     ( ) n

n    a 22 1   −=      สําหรับทุกn +∈ I  
จงแสดงวา { }2

na   เปนลําดับลูเขา  แต { }na   เปนลําดับลูออก 
 

พิสูจน : กําหนดให  n +∈ I และ  { }2
na  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดังนี ้

    ( ) n
n    a 22 1   −=  

ประการแรกจะแสดงวา { }2
na   เปนลําดับลูเขา 

เนื่องจาก     
( ) 1     1   22 =−= n

n  a      สําหรับทุก n        
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ดังนั้น   1       2 =
∞→

 alim n
n

    เพราะฉะนัน้    { }2
na   เปนลําดับลูเขา   

 ตอไปจะแสดงวา { }na   เปนลําดับลูออก 
เนื่องจาก     

( ) n
n  a 22 1   −=       

ดังนั้น      
( )n

n  a 1     −=   สําหรับทุก n +∈ I  
และโดยตวัอยาง 2.3.6   ดังนัน้  { }na   เปนลําดับลูออก            

 
ตอไปนี้เปนการหาลิมิตของลําดับโดยใชทฤษฎีบท 3.1.12 
 

ตัวอยาง 3.1.16 : จงหาลิมติของลําดับตอไปนี ้
(1) 6    2  

4
3       −+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

n
a

n

n   

(2) 
nn
nnan 25

3       2

2

+
+

=   

(3) n
n rrra +++= K2           เมื่อ ∈   r R   

 

วิธีทํา : (1) กําหนดให  n +∈ I และ { }na  เปนลําดับ  ซ่ึงนิยามดังนี ้

              6      2  
4
3     −+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

n
a

n

n  

ดังนั้น     

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

∞→∞→
6    2  

4
3               

n
limalim

n

nnn
 

     
6     

  6       2     
4
3     

−=

−+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

∞→∞→∞→ nn

n

n
lim

n
limlim  

(2)  กําหนดให n +∈ I  และ { }na  เปนลําดับ  ซ่ึงนิยามดังนี ้

nn
nnan 25

3       2

2

+
+

=  

ดังนั้น     
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nn

nlimalim
n

n
n 25

3               2

2

+
=

∞→∞→
 

   

( )

( )

5
3      

2  5  

3
     

25
3         

=

+
=

+
=

∞→∞→

∞→

∞→

nlimlim

lim
n

lim

nn

n

n

 

(3) กําหนดให ∈   r R  และสําหรับทุก n +∈ I  ซ่ึงนิยาม { }na ดังนี ้
n

n rrra +++= K2          
เนื่องจาก   

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=+++=+++ −

r
rrrrrrrrr

n
nn

1
1           122 KK  

ดังนั้น   

                ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
∞→∞→ r

rr limalim
n

nnn 1
1                

         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
∞→ r

r lim r
n

n 1
1         

         
-r
r

1
      =          

 
ทฤษฎีบท 3.1.17 :  The  Convergence  of  Cesaro  Averages 
 กําหนดให { }na  เปนลําดับซึ่งลูเขาสู a   นิยามลําดบั { }nσ   ดังนี ้
   

n
aaaσ n

n
+++

=
K21             สําหรับทุก n +∈ I  

แลว aσlim n
n

          =
∞→

 
 

 พิสูจน : กําหนดให { }na  เปนลําดับซึ่งลูเขาสูa   นิยามลําดับ { }nσ   ดังนี ้
  

n
aaaσ n

n
+++

=
K21             สําหรับทุก n +∈ I  

กําหนดให       aab nn −=  สําหรับทุก n +∈ I  โดยทฤษฎีบท 3.1.5  จะไดวา   
0          =

∞→
n

n
blim  

ให 0>ε   เนื่องจาก  0       =
∞→

n
n

blim    โดยทฤษฎบีท 2.3.3  จะมีจํานวนเต็มบวก p  ซ่ึง  
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2
ε

<nb      สําหรับทุก  pn ≥     

เนื่องจาก { }nb  มีขอบเขต  ดังนั้น  มี 0>M  ซ่ึง   
Mbn ≤     สําหรับทุก n +∈ I    

และเลือกจํานวนเต็มบวก 
ε
pMk 2

>     

ให  { }kpmaxN ,=    ดังนั้น สําหรับทุก  Nn≥    เราไดวา  

                 212121

n
bbbbbb

n
bbb npppn +++++++

=
+++ ++ KKK  

    
n

bbb

n

bbb nppp +++
+

+++
≤

++ KK 2121       

                     
( )

n
εpn

n
pM

n

bbb

n

bbb nppp

2
               

       2121

−
+<

+++
+

+++
≤

++ KK

 

                           
n

pεε
2

      
2

     
2

      −+<
ε  

εεε         
2

      
2

       =+<             

ดังนั้น    ablim n
n

        =
∞→

      และเพราะวา  

           
n

naaaaa n
n

−+++
=−

K21        σ  
( ) ( ) ( )

n
bbb

n
aaaaaa

n

n

+++
=

−++−+−
=

K

K

21

21

   

   
 

ดังนั้น สรุปไดวา      aσlim n
n

        =
∞→

            
 

บทนิยาม 3.1.18 : กําหนดให f  เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามในอาณาเขตหนึ่งของa และ l  เปน
จํานวนจริง   เรากลาววา l เปนลิมิตของ f เม่ือ x  เขาใกล a (limit of f as x  approaches a ) 
และเขียนแทนโดย ( ) lxflim

ax
       =

→
ถาสําหรับแตละ 0>ε  จะมี 0>δ  ซ่ึง ( ) ε<− lxf   

สําหรับทุก δax <−<   0  
 ในกรณีของบทนิยาม 3.1.22  เรากลาววา ( )    xflim

ax→
หาคาได (exist) 
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บทนิยาม 3.1.19  : กําหนดให f  เปนฟงกชันที่หาคาไดในบริเวณใกล ๆจํานวนจริงa  และ l  เปน
จํานวนจริง   เรากลาววา  l  เปนลิมิตซายของ f เม่ือ x  เขาใกล a ทางดานซาย ( limit of f as x  
approaches  a  from the left ) และเขยีนแทนโดย ( ) lxflim

ax
       =

−→
 ถาสําหรับแตละ 0>ε  จะมี 

0>δ  ซ่ึง ( ) ε<− lxf   สําหรับทุก axδa <<−  
 และจะกลาววา  l  เปนลิมิตขวาของ f เมื่อ x  เขาใกล a ทางดานขวา (limit of f as x  
approaches a from the right ) และเขยีนแทนโดย ( ) lxflim

ax
       =

+→
 ถาสําหรับแตละ 0>ε  จะมี 

0>δ  ซ่ึง ( ) ε<− lxf   สําหรับทุก δaxa +<<   
นอกจากนี้เรานิยาม ( ) lxflim

x
      =

∞→
 ถาสําหรับแตละ 0>ε จะมี 0>N  สําหรับทุก Nx >  

แลว ( ) ε<− lxf  
 และ ( ) lxflim

x
       

 
=

∞−→
 ถา สําหรับแตละ 0>ε  จะมี 0>N  สําหรับทุก Nx −<   แลว 

( ) ε<− lxf   
 
บทนิยาม 3.1.20 : เรากลาววาลําดับ { }na  มีลิมิตเปนบวกอนนัต (positively infinite limit)   ถา 
สําหรับแตละ 0>M จะมี N  สําหรับทุก Nn ≥  แลว Man > และเขยีนแทนโดย ∞+=

∞→
     n

n
alim  

 และกลาววา ลําดับ{ }na  มีลิมิตเปนลบอนันต (negatively infinite limit)  ถาสําหรับแต
ละ 0>M  จะมี N  สําหรับทุก Nn ≥  แลว Man −<  และเขียนแทนโดย ∞−=

∞→
       n

n
alim  

 
ทฤษฎีบท 3.1.21 : กําหนดให { }na  เปนลําดับ และ f เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามบน [ )∞,b  
ซ่ึง ( ) nanf = สําหรับทุกจํานวน +∈Ιn เมื่อ bn ≥   ถา ( ) lxflim

x
     =

∞→
แลว{ }na  เปนลําดับลู

เขา และ lalim n
n

     =
∞→

 
 

พิสูจน : กําหนดให { }na  เปนลําดับ   และ f  เปนฟงกชันคาจริงที่นิยามบน [ )∞,b   ซ่ึง 
( ) nanf =       เมื่อn +∈ I และ bn ≥  

ให  ( ) lxflim
x

     =
∞→

  กําหนด 0>ε   ดังนั้น มี 0>M   ซ่ึง   ( ) ε<− lxf     สําหรับทุก Mx >   

เลือกจํานวนเตม็บวก bN ≥   และ MN >  สําหรับทุก Nn ≥   จะไดวา  
( ) ε<−=− lnflan       

เพราะฉะนั้น    { }na  เปนลําดับลูเขาสู  l             
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บทนิยาม 3.1.22 : กําหนดให ⊂  D R   และ →    : Df R  เปนฟงกชัน ให Da∈ เรากลาววา f

เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี a (continuous function at a ) ถาสําหรับแตละ 0>ε  จะมี 0>δ  ซ่ึง 
( ) ( ) ε<− afxf  สําหรับทุก δax <−    

 
บทนิยาม 3.1.23 : เรากลาววา f  เปนฟงกชนัตอเนื่องทางซายท่ี a (continuous from the left at 
a ) ถา ( ) ( )afxflim

ax
       

 
=

−→
 

และกลาววา f เปนฟงกชันตอเนื่องทางขวาที ่ a  (continuous from the right at a )  
ถา ( ) ( )afxflim

ax
       

 
=

+→
 

 
บทนิยาม 3.1.24 : เรากลาววา f เปนฟงกชนัตอเนื่องบนชวงเปด ( )ba,  (continuous function on 
open interval ( )ba, ) ถา f ตอเนื่องทีทุ่ก ( )bax ,∈  
 
บทนิยาม 3.1.25 : เรากลาววา f เปนฟงกชนัตอเนื่องบนชวงปด [ ]ba,  (continuous function on 
closed interval [ ]ba, ) ถา f สอดคลองเงื่อนไขตอไปนี ้
 (1) f ตอเนื่องบน ( )ba,  
 (2) f เปนฟงกชันตอเนื่องทางขวาที่ ax =  
 (3) f เปนฟงกชันตอเนื่องทางซายที่ bx =  
 
บทนิยาม 3.1.26 : กําหนดให f เปนฟงกชัน เรากลาววา f มีอนุพันธท่ีa (differentiable at a ) 
ถา ( ) ( )

h
xfhxflim

h

−+
→

   
0

 หาคาได และเรียกคาลิมตินี้วาอนพุันธของ f ท่ี a (derivative of f  

at a )  ซ่ึงจะเขียนแทนโดย ( )af ′   
 
บทนิยาม 3.1.27 : กําหนดให I  เปนชวงเปดใด ๆเรากลาววา f เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดบน
ชวงเปด I (differentiable on I ) ถา f เปนฟงกชันที่หาอนุพนัธไดที่ทุกจดุในชวง I  
 
บทนิยาม 3.1.28 : ให f และ g เปนฟงกชัน ซ่ึง ( ) 0      =

→
xflim

ax
และ ( ) 0      =

→
xglim

ax
เรากลาววา 

g
f อยูในรูปแบบไมกําหนด

0
0  (indeterminate form 

0
0  )และเขยีนแทนอยางสั้น ๆ โดย ..FI

0
0  
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บทนิยาม 3.1.29 : ให f และ g เปนฟงกชัน ซ่ึง ( ) 0      =
→

xflim
ax

และ ( ) 0      =
→

xglim
ax

เรากลาววา 

g
f อยูในรูปแบบไมกําหนด

∞
∞  (indeterminate form 

∞
∞  )และเขยีนแทนอยางสั้น ๆ โดย ..FI

∞
∞  

 
 สําหรับในกรณีทั่วไปเราใชทฤษฎีของลิมิตในการหาคาลิมิตของฟงกชัน แตสําหรับกรณีที่
ฟงกชันอยูในรูปแบบ ..FI  เราใชกฎของโลปตาล ในการหาคาลิมิตของฟงกชัน  โดยละการพิสูจน 
สําหรับผูสนใจสามารถศึกษารายละเอียดไดจาก [4]  
 
ทฤษฎีบท 3.1.30 : กฎของโลปตาล (l’Hopital’s Rule) 
 ให f  และ g เปนฟงกชันที่หาอนพุันธไดบนชวง ( )ba,   และ  ( ) 0≠′ xg     สําหรับทุกคา 

( )bax ,∈   ถามี ( )bax ,0 ∈  ซ่ึง ( ) ( )    0      
00

xglimxflim
xxxx →→

== และ ( )
( )xg

xflim
xx ′

′
→

   
0

 หาคาได หรือ

มีคาเทากับ ∞±  แลว ( )
( )

( )
( )xg

xflim
xg
xflim

xxxx ′
′

=
→→

      
00

 
 

หมายเหตุ :     
1)  กฎของโลปตาลยังใชไดกับเมื่อ ( ) ( )          

00
xglimxflim

xxxx →→
=∞±=  

2)  กฎของโลปตาลสามารถขยายไปถึงกรณี ที่ ±∞→x  และกรณทีี่ −→ ax และ  +→bx  

3)  สําหรับรูปแบบของลิมิตที่จัดวาเปนรูปแบบไมกําหนดนอกจากรูปแบบ ..FI   
0
0  และ ..FI

∞
∞       

     ยังมีอีกหลายรูปแบบซึ่งสามารถจัดรูปใหอยูในรูปแบบ ..FI
0
0  และ ..FI

∞
∞   แลวสามารถใช   

     กฎของโลปตาลในการคาํนวณหาคาลิมิตไดเชนเดียวกันซึ่งในที่นีไ้มไดกลาวถึงสําหรับผูสนใจ  
     สามารถศึกษารายละเอยีดไดจาก [4] 
 
ตัวอยาง 3.1.31 : จงหาลิมติของลําดับ{ }na  ที่กําหนดใหตอไปนี ้

(1) 
n

n n
lna ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

11    
(2) n

n  nra =    โดยที่  10 << r  
 

วิธีทํา : (1) กําหนดให :f [ )∞,
2
1

→ R  เปนฟงกชัน   ซ่ึงนยิามดังนี ้ 

   ( )
x

x
lnxf ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

11    สําหรับทุก ∈x [ )∞,
2
1     
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จะไดวา   

( )    11  =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

x
lnxxf

( )( )
x

xln
1

11 
 

+
 

กําหนดให  ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

x
lnxg 11      และ    ( )

x
xh 1   =    เมื่อ x∈( 1 ,

2
∞) 

ดังนั้น g และ h  เปนฟงกชันตอเนื่องบน [ )∞,
2
1  และหาอนพุันธไดบน( 1 ,

2
∞) 

ให  ∈x [ )∞,
2
1       จะไดวา     

( ) 01
2 ≠−=′

x
xh  

เนื่องจาก    

( ) 01  11    11     ==⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

∞→∞→∞→
ln

x
limln

x
lnlimxglim

xxx
 

และ      
( ) 01      ==

∞→∞→ x
limxhlim
xx

    

จะไดวา   
h
g   อยูในรูป ..FI

0
0    เพราะวา      

( )
( )xh

xglim
x ′

′
∞→

   ( ) 1    
1  1

1    =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=

∞→ x
lim
x

 

โดยกฎของโลปตาล  จะไดวา 
( )
( )

( )
( )

1         =
′
′

=
∞→∞→ xh

xglim
xh
xglim

xx
 

ดังนั้น  ( ) 1    =
∞→

xflim
x

 และโดยทฤษฎีบท 3.1.21  สรุปไดวา  1       =
∞→

n
n

alim    

 (2)  กําหนดให :f [ )∞,
2
1

→ R  เปนฟงกชัน  และ 10 << r   นิยาม f ดังนี ้ 

   ( ) xx rxf   =  สําหรับทุก ∈x [ )∞,
2
1      

เนื่องจาก  
∞=

∞→
xlim

x
   และ  0=

∞→

x

x
 rlim    

แสดงวาลิมิตอยูในรูป ..FI ∞⋅0 เราจึงเขียนนิพจนใหมเพื่อหาคาลิมิตดังนี ้
( ) x

x

r
xrxxf

1
   ==  

กําหนดให  ( )  xxg  =    และ    ( ) xr
xh 1   =  เมื่อ ∈x ( 1 ,

2
∞) 
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ดังนั้น g และ h  เปนฟงกชันตอเนื่องบน [ )∞,
2
1    และหาอนุพนัธไดบน [ )∞,

2
1  

ให [ )∞∈ ,1x    จะไดวา     
( ) 0  ≠=′ − rlnrxh x  

เนื่องจาก    
( ) ∞==

∞→∞→
xlimxglim

xx
       

และ   
( ) ∞==

∞→∞→ xxx r
limxhlim 1           

จะไดวา  
h
g  อยูในรูป ..FI

∞
∞     เพราะวา  

( )
( )

0    1          ==
′
′

−∞→∞→ lnrr
lim

xh
xglim xxx

 

โดยกฎของโลปตาล  จะไดวา 
( )
( )

( )
( )

0          =
′
′

=
∞→∞→ xh

xglim
xh
xglim

xx
 

ดังนั้น  ( ) 0    =
∞→

xflim
x

 และโดยทฤษฎีบท 3.1.21  สรุปไดวา  0       =
∞→

n
n

alim        

 
ทฤษฎีบท 3.1.32 : ให ⊂D R  และ →    : Df R เปนฟงกชันตอเนื่องที่ Da∈ และ { }na  เปน
ลําดับในD  ซ่ึง aalim n

n
       =

∞→
 แลว ( ) ( )afaf lim n

n
=

∞→
  นั่นคือ ( ) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

∞→∞→
n

n
n

n
alim faf lim     

 

พิสูจน : ให →    : Df R  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ a  เมื่อ Da∈ และ { }na  เปนลําดับในD   
ซ่ึง  aalim n

n
       =

∞→
  ให 0>ε   เนื่องจาก f  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ a  ดังนั้น  จะมี 0>δ  ซ่ึง  

( ) ( ) ε<− afxf          สําหรับทุก δax <−    
เพราะวา aalim n

n
       =

∞→
  ดังนั้น จะมี   N +∈ I  ซ่ึง   

δaan       <−         สําหรับทุก  Nn≥  
ดังนั้น  สําหรับทุก Nn≥  เราได    

( ) ( ) ε<− afxf            
เพราะฉะนั้น  ( ) ( )afaf lim n

n
=

∞→
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ตัวอยาง 3.1.33 : จงหาคาลิมิตของลําดับ { }na  ตอไปนี้    

(1) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
1
3     2

2

n
nlnan  

(2) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=
n

nsinan
72

8
   π  

วิธีทํา : (1) กําหนดให { }na  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดังนี ้ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
1
3    2

2

n
nlnan       สําหรับทุกn +∈ I  

ให  { }nb  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดงันี ้ 

1
3 2

2

+
+

=
n
nbn   สําหรับทุกn +∈ I  

และ [ )→∞,1:f R  เปนฟงกชัน   ซ่ึงนิยามดังนี ้
    ( ) xlnxf     =   สําหรับทุก [ )∞∈ ,1x  
เนื่องจาก { }nb  เปนลําดับลูเขา   และ   

1    1131      
1
3  222

2
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

+
+

∞→∞→ nn
lim 

n
nlim

nn
 

เพราะวา f  เปนฟงกชันตอเนือ่งที่  1  โดยทฤษฎีบท 3.1.34 จะไดวา 

0    1 
1
3      

1
3   2

2

2

2
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

∞→∞→
 ln  

n
nlimf 

n
nln lim

nn
 

ดังนั้น  ลิมิตของ{ }na  เทากับ  0  
 (2) กําหนดให { }na  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดังนี ้ 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=
n

nsinan
72

8
  π      สําหรับทุกn +∈ I  

ให  { }nb  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดงันี ้ 

n
nbn

72 +
=   สําหรับทุกn +∈ I  

และ :f R [ ]1,1−→  เปนฟงกชัน   ซ่ึงนิยามดังนี ้
    ( ) x sin xf   =   สําหรับทุก ∈x R  
เนื่องจาก { }nb  เปนลําดับลูเขา   และ 

2    72      72  =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

+
∞→∞→ n

lim 
n

nlim
nn

 

เพราะวา f  เปนฟงกชันตอเนือ่งที่ 
4
π   โดยทฤษฎีบท 3.1.34 จะไดวา 
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2
1    

4
  72      72

8
   ==⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

⋅
∞→∞→

ππ  sin 
n

nlimf 
n

nsin lim
nn

 

ดังนั้น  ลิมิตของ{ }na  เทากับ  
2

1            

 
 ในทฤษฎีบท 3.1.32  ไมสามารถสรุปอะไรได  ถา f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่อง เนื่องจากมี
ตัวอยางของ ( ) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

∞→∞→
n

n
n

n
alim faf lim       และ ( ) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≠

∞→∞→
n

n
n

n
alim faf lim    เมื่อ f  ไมเปน

ฟงกชันตอเนือ่ง  ดังตัวอยาง 3.1.34 และตวัอยาง 3.1.35 
 
ตัวอยาง 3.1.34 : กําหนดให { }na  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดังนี ้
    

n
an

1       =  สําหรับทุก n +∈ I  

และ   ( )xf
⎩
⎨
⎧

≠

=
=

0     เมื่อ                          1
0     เมื่อ                         0

x
x

 

แลว  f ไมเปนฟงกชันตอเนื่องที่  0  และ  
0       =

∞→
n

n
alim   และ ( ) 1   =naf     ทุกn +∈ I  

แต  ( ) 1      =
∞→

n
n

af lim  เพราะฉะนั้น 

( )n
n

n
n

af limalimf    1  0 
∞→∞→

=≠=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

 
ตัวอยาง 3.1.35 : กําหนดให { }na  เปนลําดับ   ซ่ึงนิยามดังนี ้
    

n
an

11       −=  สําหรับทุก n +∈ I  

และ ( ]→2,0:f R  เปนฟงกชัน   ซ่ึงนิยามดังนี ้

  ( )xf
⎩
⎨
⎧

≤<

≤<
=

21     เมื่อ                       
10     เมื่อ                        0

xx
x

 

แลว  f ไมเปนฟงกชันตอเนื่องที่  1  และ   
1       =

∞→
n

n
alim     และ ( ) 0      =na f   ทุกn +∈ I     

จะไดวา   ( ) 0       =
∞→

n
n

a flim    เพราะฉะนั้น          

( ) af lim alim f n
n

n
n

     0    
∞→∞→

==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛        
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ทฤษฎีบท 3.1.36 : กําหนดให ∈  a R   และ { }na   เปนลําดับ   ซ่ึง aalim n
n

     =
∞→

 โดยที่ 0  ≥na   

สําหรับทุก  n +∈ I  แลว   0   ≥a  
  

พิสูจน : กําหนดให ∈  a R   และ n +∈ I   ให { }na   เปนลําดับ   ซ่ึง aalim n
n

     =
∞→

 โดยที่ 

0  ≥na   สมมติวา  0    <a   ให 
2

   a
=ε     ดังนัน้ จะมี   N +∈ I  ซ่ึงสอดคลองวา 

ε      <− aan     หรือ   
2

            
2

  aaaa
n <−<−  

สําหรับทุก  Nn≥    และสามารถสรุปไดวา     
0     

2
       

2
3

<<<
aaa

n      

ซ่ึงขัดแยงกับสิ่งที่กําหนดให     ดังนัน้   0   ≥a           
 
ทฤษฎีบท 3.1.37 : กําหนดให ∈  a R   และ { }na   เปนลําดับ   ซ่ึง aalim n

n
     =

∞→
 โดยที่ 0  ≤na   

สําหรับทุก  n +∈ I  แลว   0   ≤a  
  

พิสูจน :  การพิสูจนเปนทํานองเดียวกนักบัทฤษฎีบท 3.1.36         
 
ทฤษฎีบท 3.1.38 : กําหนดให ∈   b,a R   และ { }na   เปนลําดับ ซ่ึง aalim n

n
     =

∞→
โดยที่ ban   ≥   

สําหรับทุก  n +∈ I  แลว ba    ≥  
 

 พิสูจน : กําหนดให ∈   b,a R   และ n +∈ I   ให { }na   เปนลําดับ   ซ่ึง aalim n
n

     =
∞→

 
โดยที่ ban   ≥   และให b ab nn −=    จะไดวา    

bablim n
n

−=
∞→

      

โดยทฤษฎีบท 3.1.36 ไดวา 0≥−ba      ดังนั้น  ba    ≥            
 
ทฤษฎีบท 3.1.39 : กําหนดให ∈   b,a R   และ { }na   เปนลําดับ   ซ่ึง aalim n

n
     =

∞→
 โดยที่ 

ban   ≤   สําหรับทุก  n +∈ I  แลว   ba    ≤  
 

พิสูจน :  การพิสูจนเปนทํานองเดียวกนักบัทฤษฎีบท 3.38       
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ทฤษฎีบท 3.1.40 : ให ∈  ,, cba R   และ  { }na ,{ }nb และ { }nc  เปนลําดับ   ซ่ึง 
aalim n

n
   =

∞→
, bblim n
n

     =
∞→

  และ cclim n
n

     =
∞→

  ถา   nnn bca ≤≤    สําหรับทุก  n +∈ I   แลว   

bca ≤≤    
  

พิสูจน : กําหนดให ∈,     cb,a R   และ n +∈ I    ให { }na  ,{ }nb และ { }nc   เปนลําดับ   
ซ่ึง aalim n

n
     =

∞→
  , bblim n

n
     =

∞→
  และ cclim n

n
     =

∞→
  และ    nnn bca ≤≤     ดังนั้น  

( ) acalimclimaclim n
n

n
n

nn
n

−=−=−
∞→∞→∞→

                    

และ 
   ( ) cbclimblimcblim n

n
n

n
nn

n
−=−=−

∞→∞→∞→
                      

เพราะวา       
nn ca   ≤     

ดังนั้น       
nn ac −≤     0  

และ       
nn bc   ≤   

ดังนั้น      
nn cb −≤     0  

โดยทฤษฎีบท 3.1.36    จะไดวา    
ac −≤     0        และ       cb−≤     0  

หรือ                       
      ca    ≤         และ       bc    ≤  

ดังนั้น  bca ≤≤               
 
ทฤษฎีบท 3.1.41 : กําหนดให ∈   b,a R   ซ่ึง ba<  และ  { }nc   เปนลําดับ   ซ่ึง cclim n

n
     =

∞→
  

 ถา   bca n ≤≤    สําหรับทุก  n +∈ I   แลว   bca ≤≤    
  

พิสูจน : กําหนดให ∈   b,a R   ซ่ึง ba<  และ n +∈ I    ให { }nc   เปนลําดับ   ซ่ึง   
cclim n

n
     =

∞→
   และ    bca n ≤≤     

พิจารณา aan   =  และ bbn   =  สําหรับทุก n +∈ I โดยทฤษฎีบท 3.1.40 จะไดวา bca ≤≤      
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ทฤษฎีบท 3.1.42 :  The  Squeezing  Theorem  

กําหนดให { }na  ,{ }nb  และ { }nc   เปนลําดบั  ซ่ึง nnn bca ≤≤     สําหรับทุก n +∈ I   
ถา  n

n
n

n
blimlalim               

∞→∞→
==   แลว   lclim n

n
     =

∞→
 

 
พิสูจน :  กําหนดให ∈  l R   และ n +∈ I   ให  { }na  , { }nb  และ { }nc   เปนลําดับ  ซ่ึง  

nnn bca ≤≤       
และ    

n
n

n
n

blimlalim               
∞→∞→

==   

 ให 0     >ε    ดังนั้น  จะมี   1N +∈ I  ซ่ึง    
ε      <− lan          สําหรับทุก  1Nn≥      

และจะไดวา      
nal     <−ε    

เนื่องจาก lblim n
n

     =
∞→

  ดังนั้น จะมี   2N +∈ I  ซ่ึง    
ε      <− lbn         สําหรับทุก  2Nn≥     

และจะไดวา    
ε+< lbn          

เลือก  { }21 NNmaxN ,=    สําหรับทุก  Nn≥     เราไดวา    
     εε +<≤≤<− lb cal nnn              
ดังนั้น ε      <− lcn    เพราะฉะนั้น   lclim n

n
     =

∞→
         

 
ตัวอยาง 3.1.43 :  กําหนดให  { }na  และ { }nb  เปนลําดับ  โดยที่  ( ) 0         22 =+

∞→
nn

n
balim  

จงแสดงวา  0               ==
∞→∞→

n
n

n
n

blimalim  
  

พิสูจน : กําหนดให  { }na  และ { }nb  เปนลําดับ  โดยท่ี  ( ) 0         22 =+
∞→

nnn
balim  

ประการแรกจะแสดงวา  0     =
∞→

n
n

alim      เนื่องจาก  
222           0 nnn baa +≤≤       

และ         
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( )22        0      0   nn
nn

balimlim +==
∞→∞→

 

โดย  The  Squeezing  Theorem   จะไดวา      
0     2 =

∞→
nn

alim  

โดยทฤษฎีบท 3.1.8   สรุปไดวา      
0             2 ==

∞→∞→
n

n
n

n
 alimalim  

และทฤษฎีบท 3.1.6  จะไดวา   
0           =

∞→
n

n
alim  

 ในทํานองเดียวกันเราสามารถแสดงไดวา  0     =
∞→

n
n

blim      
เพราะฉะนั้น 0               ==

∞→∞→
n

n
n

n
blimalim           

 
ตัวอยาง 3.1.44 :  กําหนดให  { }na  เปนลําดับ    ซ่ึงนิยามดังนี้ 

n
n na =     สําหรับทุก n +∈ I  

จงแสดงวา   1      =
∞→

 nlim n
n

 
  

พิสูจน : กําหนดให  { }na  เปนลําดับ      ซ่ึงนิยามดังนี ้
n

n na =      
สําหรับทุก n +∈ I  และ  1>n    ให 0    1       >−= n

n nx      จะไดวา    
         ( )nnxn += 1       

    

( )

( )

( ) 2

2

2

  
2

1 

  
2

1 1    

  
2

1 1    

n

nn

n
nn

xnn

xnnnx

xxnnnx

−
≥

−
++≥

++
−

++≥ K

 

หรือ     

1
2        0 2

−
≤<

n
xn  สําหรับทุก 1>n  

ดังนั้น   

1
2
−

≤
n

xn  

เนื่องจาก       
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1
21       1        1
−

+≤+=≤
n

xn n
n     

 และ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+==

∞→∞→ 1
21        1      1   

n
limlim
nn

 

โดย  The  Squeezing  Theorem   ดังนั้น 1       =
∞→

 nlim n
n

            

  
 ตอไปในหัวขอ 3.2 และหวัขอ 3.3 เราจะศึกษาทฤษฎีบทที่ใหเงื่อนไขที่เพียงพอสําหรับการ
ลูเขาของลําดับ  โดยไมกลาวถึงลิมิตของลําดับ ไดแก การลูเขาของลําดับโมโนโทน เกณฑของโคชี
สําหรับการลูเขาของลําดับ  และหลักการคอนแทรคชัน  
 
3.2  ลําดับโมโนโทน (Monotone Sequences) 
 
บทนิยาม 3.2.1 :  เรากลาววาลําดับ { }na   เปนลําดับ 

(1) โมโนโทนแบบเพิ่มขึ้น(monotonically increasing) ถา nn aa ≥+1 สําหรับทุก ∈n +I  
(2) โมโนโทนแบบลดลง(monotonically  decreasing) ถา nn aa ≤+1  สําหรับทุกn +∈ I  
และเราเรียกลําดับ{ }na  วา ลําดับโมโนโทน (monotone sequence)  ถา { }na  เปนลําดับ 

โมโนโทนแบบเพิ่มขึ้นหรือลําดับโมโนโทนแบบลดลง 
 
ตัวอยาง 3.2.2 :  จงตรวจสอบวาลําดับ  { }na  ตอไปนี้เปนลําดับโมโนโทนหรือไม 
  (1) 

n
an

1
=   

  (2) 
n

n n
a ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11  

  (3) ( ) n
na 1−=     

  (4) 
n

an
1

2
11 +++= K   

วิธีทํา  : (1) เพราะวา nn a
nn

a     1     
1

1   1 =≤
+

=+    สําหรับทุก ∈n +I  

ดังนั้น { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบลดลง      
(2) เนื่องจาก        
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n

n n
a ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

11       

                
n

   k
n

  k

n

k

1  
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=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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1  2  L
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และ 

     
1

1 1
11   
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+ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
+=

n

n n
a                            

               
( )

  
n

   k
n

  k

n

k 1
1

    
1

  
0 +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
= ∑

=

                        

         ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) 12 1

1
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1

1
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111 +++⋅⋅
+−−
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+⋅
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++= nnn

nn  nn 
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nn    
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( )

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
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−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
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⎞⎜
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⎠
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1
1

1
21

1
11
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1

1
11

2
1  2   

n
n

nnn
   

n
 L

L
K  

เพราะวา     
1

11
+

>
nn

    

จะไดวา  
                     ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
1

1
21

1
11     11 2111

n
n

nnn
n

nn
LL  

ดังนั้น       1

1
    

1
11    11     +

+

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
+<⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += n

nn

n a
nn

a  

เพราะฉะนั้น { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบเพิ่มขึ้น    
(3) เนื่องจาก มี  11 −=a   และ  1  2 =a     จะไดวา    

21     1    1 aa =<−=        
ดังนั้น   { }na  ไมเปนลําดับโมโนโทนแบบลดลง    
เนื่องจาก  มี 1  2 =a  และ 1  3 −=a   จะไดวา     

23     1    1 aa =<−=        
ดังนั้น   { }na  ไมเปนลําดับโมโนโทนแบบเพิ่มขึ้น  เพราะฉะนั้น { }na  ไมเปนลําดับโมโนโทน 

(4) เนื่องจากสาํหรับทุก ∈n +I  เราได  

n
an

1
2
11 +++= K       และ   

1
11

2
111 +

++++=+ nn
an K       
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 และ    0   
1

1
>

+n
       ดังนั้น        1  +≤ nn aa  

เพราะฉะนั้น   { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบเพิ่มขึ้น            
ทฤษฎีบทตอไปนี้เปนทฤษฎบีทที่ใหเงื่อนไขที่เพียงพอและจําเปนสําหรับการเปนลําดบัลู

เขาของลําดับโมโนโทนซึ่งอาศัยสัจพจนความบริบูรณ (The Completeness Axiom)  ดังจะกลาว 
ตอไปนี ้

สัจพจนความบริบูรณ 
ให ⊂S R   โดยที่  φ≠S   และ S  มีขอบเขตบน แลว S  มีขอบเขตบนคานอยสุด 
ให ⊂S R   โดยที่  φ≠S   และ S  มีขอบเขตลาง แลว S  มีขอบเขตลางคามากสุด 
 
ทฤษฎีบท 3.2.3 : การลูเขาของลําดับโมโนโทน(The Monotone Convergence Theorem)  

ให { }na  เปนลําดับโมโนโทน แลว { }na  เปนลําดับลูเขา ก็ตอเมื่อ ลําดับ  { }na  เปนลําดบั
มีขอบเขต 

 

พิสูจน :  กําหนดให { }na  เปนลําดับโมโนโทน 
( )→  { }na  เปนลําดับลูเขา โดยทฤษฎบีท 3.1.3  จะไดวา { }na  เปนลําดบัมีขอบเขต 
( )←   กําหนดให  { }na  เปนลําดับมีขอบเขต    พิจารณา  2 กรณีตอไปนี้  
กรณี 1 : { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบเพิ่มขึน้ 

เนื่องจาก { }na  เปนลําดับมีขอบเขตบน โดยสัจพจนความบริบรูณ   จะไดวา { }na  มีขอบเขตบนคา
นอยสุด  ให u  เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ{ }na   ดังนั้น ε−u  ไมเปนขอบเขตบนของ { }na   
นั่นคือ มี N +∈ I  ซ่ึง   

ε−>uaN  
ดังนั้น   

ε−>uan         สําหรับทุก Nn≥  
เพราะฉะนั้น       

εε +<≤<− uuau n              สําหรับทุก Nn≥  
หรือ     

ε<−   uan     สําหรับทุก Nn≥  
ดังนั้น   ualim n

n
     =

∞→
    เพราะฉะนัน้   { }na  เปนลําดับลูเขา 

กรณี 2 : { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบลดลง 
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เนื่องจาก { }na  เปนลําดับมีขอบเขตลาง โดยสัจพจนความบรบิูรณ   จะไดวา { }na  มีขอบเขตลาง
คามากสุด ให l  เปนขอบเขตลางคามากสุดของ{ }na   ดังนั้น ε+l  ไมเปนขอบเขตลางของ { }na   
นั่นคือ มี N +∈ I   ซ่ึง    ε+< laN    ดังนั้น   

ε+< lan         สําหรับทุก Nn≥  
เพราะฉะนั้น       

εε +<≤<− lall n              สําหรับทุก Nn≥  
หรือ     

ε<−   lan  สําหรับทุก Nn≥    
ดังนั้น lalim n

n
     =

∞→
 เพราะฉะนั้นการพิสูจนทฤษฎีส้ินสุด         

 
ตัวอยาง 3.2.4 : ลําดับ { }na ในตวัอยาง 3.2.2(2)  เปนลําดับลูเขา 
 

 พิสูจน : กําหนดให { }na  เปนลําดับซึ่งนิยามดังตัวอยาง 3.2.2(2)  จะไดวา  { }na  เปนลําดับ
โมโนโทนแบบเพิ่มขึ้น  และในตัวอยาง 2.2.5(1)  เราไดแสดงวา { }na  เปนลําดับมีขอบเขต  ซ่ึง 
                                ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +++++≤ −22 2

1        
2
1    

2
1    1

2
1    2         nna K   

      
3      12      

2
1    1

2
1    1

2
12     1

=+≤

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+≤ −n  

จะไดวา      
3      2 ≤< na     

โดยทฤษฎีบท 3.2.3  จะไดวา { }na  เปนลําดับลูเขา                    
  

จะเขียนแทนคาลิมิตของ { }na  ในตัวอยาง 3.2.4 ดวย e  และจะเห็นวา 3        2 ≤< e    และเรา
สามารถประมาณคาของ e  ได สําหรับผูที่สนใจสามารถศึกษาจากบทที่ 8 ของ [2] ซ่ึงไดคาประมาณ
ของ e  เทากับ 2.7182 

 
ตัวอยาง 3.2.5 : กําหนดให { }na  เปนลําดับซึ่งนิยามดังนี ้

( )
( )n
nan 2642

12531
⋅⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅⋅
=    สําหรับทุก n +∈ I   

จงแสดงวา { }na  เปนลําดับลูเขา 
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วิธีทํา : กําหนดให { }na  เปนลําดับซึ่งนิยามดังนี้ 
( )
( )n
nan 2642

12531
⋅⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅⋅
=   สําหรับทุก n +∈ I  

เนื่องจาก  
 ( )( )

( )( )
( )
( )n
n

nn
nnaa nn 2642

12531     
222642

1212531       1 ⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

−
+⋅⋅⋅⋅⋅
+−⋅⋅⋅⋅⋅

=−+  

           ( )
( )

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

+
+

⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

= 1
22
12  

2642
12531    

n
n

n
n  

          0        1
22
12     <⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

+
+

= na
n
n  

และ  ( )
( )

1     
2642

12531    0 ≤
⋅⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅⋅
<

n
n      สําหรับทุก n +∈ I  

ดังนั้น   { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบลดลงซึ่งมีขอบเขต 
โดยทฤษฎีบท 3.2.3  จะไดวา { }na  เปนลําดับลูเขา         
 
ตัวอยาง 3.2.6 : ลําดับ { }na ในตวัอยาง 3.2.2(4)  เปนลําดับลูออก  
 

พิสูจน : กําหนดให { }na  เปนลําดับซึ่งนิยามดังตัวอยาง 3.2.2(4) และในตัวอยาง 2.2.5(2) 
เราไดแสดงวา { }na  เปนลําดับไมมีขอบเขต  ดังนั้น    { }na  เปนลําดับลูออก       

 
ตัวอยาง 3.2.7 : ให { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบเพิ่มขึ้น ซ่ึงไมมีขอบเขตบน  จงแสดงวา 

∞+=
∞→

     n
n

alim  
 

 พิสูจน :  กําหนดให { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบเพิ่มขึ้น ซ่ึงไมมีขอบเขตบน   
ให  M 0>   เนื่องจาก M ไมเปนขอบเขตบนของ { }na   ดังนั้น มี +∈ΙN  ซ่ึง  >Na M 
แต { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบเพิ่มขึ้น  ดังนั้น 

>na  M สําหรับทุก Nn≥  
เพราะฉะนั้น  ∞+=

∞→
     n

n
alim                

 

บทนิยาม 3.2.8 : ให { }na  เปนลําดับ และ{ }kn  เปนลําดับของจํานวนเต็มบวก  ซ่ึง K<< 21 nn  
นิยามลําดับ{ }kb  ดังนี้ 
    

knk ab   =    สําหรับทุก k +∈ I  
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แลว เราเรียก{ }kb  วาลําดับยอย (subsequence) ของ{ }na  
 ตัวอยางเชน K,,,

6
1

4
1

2
1   เปนลําดับยอยลําดับหนึ่งของลําดับ K,,,,

5
1

4
1

3
1

2
1    โดยมี   

12  −= knk     สําหรับทุก k +∈ I  
บทนิยาม 3.2.9 : ให { }na  เปนลําดับ และ m +∈ I เรากลาววา m  เปน  peak index  ของ { }na   
ถา  mn aa ≤  สําหรับทุก mn≥  
 ตัวอยางเชน  K,,,

3
1

2
1  1   ทุกจํานวน m +∈ I เปน  peak index  

K,,,−,−,  3 1 2  1  1   ไมม ี peak index 
K 1 1  1  1 ,,−,−,   ทุกจํานวนเตม็บวกคี่เปน peak index 

 
ทฤษฎีบท 3.2.10 :  ทุกลําดับจะมีลําดับยอยซ่ึงเปนลําดบัโมโนโทน 
 

 พิสูจน : กําหนดให { }na  เปนลําดับ พิจารณาตามจํานวน peak index  ของ{ }na  ดังนี ้
 กรณี 1 : { }na  ไมมี peak index 
เนื่องจาก  1 ไมเปน peak index  ของ{ }na   ดังนั้น  มี  >1n 1  ซ่ึง  11 aan >  
เนื่องจาก 1n  ไมเปน peak index  ของ{ }na   ดังนั้น  มี  12 nn >   ซ่ึง  12 nn aa >  
ในทํานองเดียวกัน  จะมี 23 nn >   ซ่ึง  23 nn aa >  
M  
ดังนั้น 

knnnn aaaa <<<< K
321

 
นั่นคือ  { }

kna  เปนลําดับยอยโมโนโทนแบบเพิ่มขึ้นของ { }na  
เพราะฉะนั้น { }

kna  เปนลําดับยอยโมโนโทน 
 กรณี 2 : { }na  มี peak index  จํานวนจํากัด 
ให N  เปน peak index  ที่มีคามากสุด 
เนื่องจาก 1+N  ไมเปน peak index  ของ{ }na   ดังนั้น  มี  11 +> Nn   ซ่ึง  11 +> Nn aa  
เนื่องจาก 1n  ไมเปน peak index  ของ{ }na   ดังนั้น  มี  12 nn >   ซ่ึง  12 nn aa >  
ในทํานองเดียวกัน  จะมี 23 nn >   ซ่ึง  23 nn aa >  
M  
ดังนั้น 

knnnn aaaa <<<< K
321

 
นั่นคือ  { }

kna  เปนลําดับยอยโมโนโทนแบบเพิ่มขึ้นของ { }na  
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เพราะฉะนั้น { }
kna  เปนลําดับยอยโมโนโทน 

 กรณี 3 : { }na  มี peak index  จํานวนอนนัต 
ให =P {m |m เปน peak index ของ{ }na  }  จะไดวา  P  เปนเซตอนันต และ ⊂P +I  
ให 1n  เปน peak index  ที่มีคานอยสุดของ { }na    ดังนั้น  

21 nn aa ≥   เมื่อ 12 nn ≥    
ในทํานองเดียวกัน  

32 nn aa ≥   เมื่อ 23 nn ≥    
M  
จะไดวา   

knnnn aaaa ≥≥≥≥ K
321

 
นั่นคือ  { }

kna  เปนลําดับยอยโมโนโทนแบบลดลงของ { }na  
เพราะฉะนั้น { }

kna  เปนลําดับยอยโมโนโทน                      
 
ทฤษฎีบท 3.2.11 :  ลําดับมีขอบเขตจะมีลําดับยอยซ่ึงเปนลําดับลูเขา 
 

พิสูจน : กําหนดให { }na  เปนลําดับมีขอบเขต 
โดยทฤษฎีบท  3.2.10  จะไดวา   { }

kna  เปนลําดับยอยโมโนโทนของ{ }na  
ดังนั้น  { }

kna  เปนลําดับมีขอบเขต  โดยทฤษฎีบท 3.2.3 จะไดวา { }
kna  เปนลําดับลูเขา 

เพราะฉะนั้นการพิสูจนทฤษฎีบทสมบูรณ           
 
ทฤษฎีบท 3.2.12 :  The Bolzano–Weierstrass Theorem 

ให a และ b  เปนจํานวนซึ่ง ba <   ถา { }na  เปนลําดับซึ่ง [ ]baan ,∈  ทุกn +∈ I  แลว  
ลําดับ{ }na  มีลําดับยอย{ }

kna   ซ่ึงลูเขาสู [ ]bax ,∈  
 

พิสูจน : กําหนดให a  และ b  เปนจํานวนซึ่ง  ba <    ถา { }na  เปนลําดับซึ่ง [ ]baan ,∈    
แลวไดวา { }na  เปนลําดับมีขอบเขต   โดยทฤษฎีบท 3.2.11 จะมีลําดับ { }

kna  ซ่ึงเปนลําดับยอย
ของ{ }na   และ{ }

kna  ลูเขาสู x  โดยทฤษฎีบท 3.1.41   สรุปไดวา [ ]bax ,∈             

 
ทฤษฎีบท 3.2.13 : ถา { }na  เปนลําดับลูเขาสู a แลว ทุกลําดับยอยของ { }na   ลูเขาสู a  
 

พิสูจน : กําหนดให { }na  เปนลําดับลูเขาสู a  และ { }
kna  เปนลําดับยอยของ { }na  

ให 0>ε   จะมี N +∈ I  ซ่ึง  
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ε<−    aan     สําหรับทุก Nn≥  
เนื่องจาก { }kn  เปนลําดับของจํานวนเต็มบวกซึ่งเปนลําดับเพิ่มขึ้น  จะไดวา  

jn j ≥     สําหรับทุก j +∈ I  
ดังนั้น  
     ε<−   aa

kn    สําหรับทุก Nk ≥  
เพราะฉะนั้น   aalim

kn
n

     =
∞→

            

  
จากทฤษฎีบท 3.2.12 สรุปไดวา ถา aalim n

n
     =

∞→
  แลว  aalim n

n
     1 =+

∞→
 

 
ตัวอยาง 3.2.14 :  ให 0<c  และ 01 >a   ให { }na  เปนลําดับรีเคอซีฟ  ซ่ึงนิยามดังนี ้

nn aca +=+1  สําหรับทุกn +∈ I   
จงแสดงวา{ }na  เปนลําดับโมโนโทนที่ลูเขาสู α  เมื่อ 01 >a  และα  เปนรากที่เปนจํานวนจริงบวก
ของสมการ  02 =−− cxx   เมื่อ 0>x  
 

พิสูจน : กําหนดให 0<c  และ 01 >a  และ{ }na เปนลําดับรีเคอซีฟ  ซ่ึงนิยามดังนี ้
nn aca +=+1  สําหรับทุกn +∈ I  

ประการแรกจะแสดงวา { }na  เปนลําดับโมโนโทน 
ให 0>x  และ 02 =−− cxx   เปนสมการกําลังสอง   ดังนั้น  02 =−− cxx   มีรากของสมการ 2 
รากโดยที่รากหนึ่งเปนจํานวนจริงบวก และอีกรากหนึ่งเปนจํานวนจริงลบ ใหα  และβ เปนจํานวน
จริงบวก ซ่ึงα  และ β−  เปนรากของสมการ 02 =−− cxx   เนื่องจาก  

1=−βα     และ   ( ) c−=−βα  
 ดังนั้น   

( )( )βα +−=−− xxcxx 2            
พิจารณา  

( ) ( ) 11
222

1                    −−+ −=+−+=−+=− nnnnnnnn aaacacaacaa  
ถา   1−> nn aa   จะไดวา      

nn aa >+1      
และถา   1−< nn aa    จะไดวา     

nn aa <+1  
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ดังนั้น  { }na  เปนลําดับโมโนโทน 
ตอไปจะแสดงวา { }na  ลูเขาสู α  โดยแยกพจิารณาเปน 3 กรณี ตามคาของ 1a ดังนี้ 
  

กรณีที่ 1 : α>1a  
เนื่องจาก  

( )( )βα +−=−− xxcxx      2  
ดังนั้น 

     ( )( )2
1 1 1 1            a a c a α a β− − = − +  

และสรุปวา    
0        1

2
1 >−− caa   หรือ    112   aaca <+=  

เพราะฉะนั้น  { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบลดลง 
เนื่องจาก   

        1
2

nnn acaca +>+= −    
ดังนั้น    

0    2 >−− caa nn  
จะไดวา  α>na   สําหรับทุก n    ดังนั้น  { }na  เปนลําดับโมโนโทนแบบลดลงซึ่งมีขอบเขตลาง   
โดยทฤษฎีบท 3.2.3  สรุปไดวา  { }na  เปนลําดับลูเขา    
กําหนดให  ∈a R  และ aalim n

n
     =

∞→
   จะไดวา     α≥a     เนื่องจาก     

( ) ac a clim aclimalimalima nnnnnnnn
+=+=+===

∞→∞→
+

∞→∞→
                   1  

ดังนั้น     
aca +=2   หรือ     02 =−− caa  

เพราะฉะนั้น  α=a   เปนคําตอบของสมการ 02 =−− cxx   และสรุปวา { }na  เปนลําดับลูเขา 
 กรณีที่ 2 : α<1a  
การพิสูจนเปนทํานองเดียวกนักับกรณีที่ 1 
 กรณีที่ 3 : α=1a  
ดังนั้น   α=na     สําหรับทุก n     เพราะฉะนั้น  { }na  เปนลําดับลูเขาสู α    และ α   เปนรากของ  
สมการ 02 =−− cxx    ดังนัน้การพิสูจนสมบูรณ             
 
ตัวอยาง 3.2.15 :  กําหนดให 21 =a   และ { }na  เปนลําดับรีเคอซีฟ   ซ่ึงนิยามดังนี้ 

nn aa +=+ 21  สําหรับทุกn +∈ I  
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จงแสดงวา{ }na  เปนลําดับโมโนโทนที่ลูเขา พรอมทั้งหาลิมิตของ{ }na  
 

วิธีทํา : กําหนดให 21 =a   และ { }na  เปนลําดับรีเคอซีฟ   ซ่ึงนิยามดงันี้ 
nn aa +=+ 21   

สําหรับทุกn +∈ I และให  ( )nP  แทนขอความ  
2   <na          

ประการแรกเราจะแสดงวา ( )nP เปนจริง  สําหรับทุก n +∈ I  
( )i  ( )1P เปนจริง  เพราะวา  

21 =a   และ 2  2 <     
ดังนั้น      2  1 <a  
( )ii  ให  k +∈ I และ ( )kP  จริง   นั่นคือ   2<ka    เราได  

2    4      22  21 <=+<+=+ kk aa  
ดังนั้น  ( )1+kP  เปนจริง  และโดยอปุนัยเชิงคณิตศาสตร สรุปไดวา 2<na   สําหรับทุกn +∈ I  
ดังนั้น  20 << na      สําหรับทุกn +∈ I    เพราะฉะนั้น  { }na  เปนลําดับมีขอบเขต 
 ตอไปจะแสดงวา { }na  เปนลําดับโมโนโทน 
เนื่องจาก     

nn aa +=+ 21        
เมื่อยกกาํลังสองเราได  

nn  aa +=+ 2   2
1  

หรือ  
( )( )    21        2    222

1 nnnnnn aaaaaa −+=−+=−+  
เพราะวา  20 << na      สําหรับทุกn +∈ I      ดังนั้น     

( )( ) 0    21 >−+ nn aa  
นั่นคือ 22

1 nn aa <+     และสรุปไดวา   
nn aa <+1    สําหรับทุกn +∈ I  

ดังนั้น  { }na  เปนลําดับโมโนโทนซึ่งมีขอบเขต  โดยทฤษฎบีท 3.2.3 และ ทฤษฎีบท 3.1.36   
{ }na  เปนลําดับลูเขาสู 0≥a     
 ประการสุดทายจะแสดงการหาลิมิตของ{ }na  
เนื่องจาก     

   2      1 n
n

n
n

alimalim +=
∞→

+
∞→
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ดังนั้น      
( ) a a lima nn

+=+=
∞→

2     2  

จะไดวา               
aa += 22    หรือ   022 =−− aa  

ดังนั้น   

1,2      
2

31      
2

811    −=
±

=
+±

=a  

เพราะฉะนั้น   ลิมิตของ{ }na  เทากับ  2           
 
3.3 การลูเขาของลําดับโคชี ( Convergence of  Cauchy  Sequence) 
 
บทนิยาม 3.3.1 : ให { }na  เปนลําดับ   เรากลาววา{ }na   เปนลําดับโคช ี(Cauchy  Sequence)  
ถาสําหรับแตละ 0>ε   จะมี N +∈ I  ซ่ึง ε<− mn aa   สําหรับทุก Nm≥  และ Nn≥  
 
ทฤษฎีบท 3.3.2 : ลําดับลูเขาเปนลําดับโคชี   
 

พิสูจน : ให ∈a R   และ { }na   เปนลําดับลูเขาสู a  และให 0>ε   ดังนั้น มี N +∈ I  ซ่ึง  

2
  ε
<− aan     สําหรับทุก Nn≥  

พิจารณาจํานวนเต็ม Nm≥  และ Nn≥   จะไดวา   
   ( ) ( )          mnmn aaaaaa −+−=−  

           
εεε       

22
   

       

=+<

−+−≤ aaaa mn
 

เพราะฉะนั้นการพิสูจนทฤษฎีบทสิ้นสุด          
 
ทฤษฎีบท 3.3.3 : ลําดับโคชีเปนลําดับมีขอบเขต 
 

พิสูจน : กําหนดให { }na  เปนลําดับโคชี  และให 0>ε   ดังนัน้ มี N +∈ I  ซ่ึง  
  ε<− mn aa      สําหรับทุก Nm≥   และ  Nn≥  

กําหนดให  mN =   จะไดวา  
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1 <− Nn aa       สําหรับทุก Nm≥  และ Nn≥  
เลือก  { }   ,, , ,1  121 −+= NN aaaamaxM K  
ดังนั้น   

Man <      สําหรับทุก n +∈ I    
เพราะฉะนั้น  { }na  เปนลําดับมีขอบเขต              

 
ทฤษฎีบทตอไปนี้เปนทฤษฎบีทที่ใหเงื่อนไขที่เพียงพอและจําเปนสําหรับการเปนลําดบัลูเขา 

ของลําดับโคชี 
 
ทฤษฎีบท 3.3.4 : เกณฑของโคชีสาํหรับการลูเขาของลําดับ  (The Cauchy Convergence 
Criterion for Sequences) 
 { }na  เปนลําดับลูเขา ก็ตอเมื่อ { }na  เปนลําดับโคชี 
 

พิสูจน : ( )→ โดยทฤษฎีบท 3.3.2   ลําดับลูเขาเปนลําดับโคชี 
( )← กําหนดให { }na  เปนลําดับโคชี   โดยทฤษฎีบท 3.3.3 จะไดวา  { }na  เปนลําดับมขีอบเขต 
โดย Bolzano-Weierstrass Theorem  จะไดวา{ }

kna   เปนลําดับยอยของ{ }na   ซ่ึงลูเขาสู a  
ให 0>ε   เนื่องจาก { }na  เปนลําดับโคชี   ดังนั้น  มี N +∈ I   ซ่ึง  

     
2

 ε
<− mn aa        

สําหรับทุก Nm≥  และ Nn≥   เพราะวา { }
kna  เปนลําดับลูเขาสู a  ดังนั้น จะม ี +∈ΙK  ซ่ึง  

     
2

 ε
<− aa

kn         

สําหรับทุก Kk ≥    ดังนั้น       
         ( ) ( )            aaaaaa

knknnn −+−=−  
     aaaa

knknn −+−≤  

                         εεε      
22

    =+≤  

เพราะฉะนั้นการพิสูจนทฤษฎีบทสมบูรณ           
 
ทฤษฎีบท 3.3.5 : หลักการคอนแทรคชัน (The Contraction Principle) 

กําหนดให { }na  เปนลําดับ ถา มี ∈r R  ซ่ึง 10 << r  และ nnnn aaraa −≤− +++ 112  
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สําหรับทุกn +∈ I แลว { }na  เปนลําดับลูเขา 
 

พิสูจน : กําหนดให { }na  เปนลําดับ และมี ( )10,∈r  ซ่ึง  
nnnn aaraa −≤− +++ 112                   ( )*  

สําหรับทุก mn, +∈ I  และ mn ≥  เราไดวา  
( ) ( ) ( ) ( )121121     −−−+++ −+−++−+−=− nnnnmmmmmn aaaaaaaaaa K  

                    ( )∑
−

=
+ −=

1

1   
n

mk
kk aa  

และโดยการใช ( )*  ซํ้าแลวซํ้าอีก จะได   
12

1
21

2
11               aaraaraaraa k

kkkkkk −≤≤−≤−≤− −
−−−+ L  

ดังนั้น      

( )                 
1

1∑
−

=
+ −=−

n

mk
kkmn aaaa  ( )∑

−

=
+ −≤

1

1     
n

mk
kk aa  ∑

−

=

− −≤
1

12
1    

n

mk

k aa r  

และ           

∑
−

=

− −
1

12
1 

n

mk

k aar ∑
−−

=

−− −=
1

0

1
12

1   
mn

k

km raar
r

rraa
mn

m

−
−

−=
−

−

1
1   1

12 r
raa m

−
−< −

1
1  1

12  

               ตอไปเราจะแสดงวา { }na  เปนลําดับโคชี  ให 0>ε  เนื่องจาก  0     =
∞→

n

n
rlim   เราไดวา 

มี 1N +∈ I  ซ่ึง   
   ( )

12

1 
aa
rr m

−
−

<
ε          

สําหรับทุก 1Nm ≥    ให  11 += NN    สําหรับ Nn ≥   Nm ≥    และ mn≥   เราได  

      ( ) εε        
 

1  
1

 
1

1      
12

121
12 =

−
−

−
−

<
−

−<− −

aa
r

r
aa

r
raaaa m

mn  

เพราะฉะนั้น  { }na  เปนลําดับโคชี โดยทฤษฎีบท 3.34  { }na  เปนลําดับลูเขา       
 

ตัวอยาง 3.3.6 : จงแสดงวาลําดับที่กําหนดตอไปนี้ลูเขา และหาลิมิตของลําดับ 
(1) 11 =a     และ   

4
1   1−+= n

n
a

a   

(2) 21 =a     และ   nn aa 2   1 =+  
 

วิธีทํา :  (1) กําหนดให { }na  เปนลําดับซึ่งนิยามดังนี ้

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



 
54

11 =a    และ   
4

1   1−+= n
n

a
a          สําหรับทุกn +∈ I  

เนื่องจาก    
 

4
1

4
1          1

12
nn

nn
aa

aa −−+=− +
++  

                  nn aa −= +1   
4
1     

โดยทฤษฎีบท 3.3.5 จะไดวา{ }na  เปนลําดับลูเขา 
กําหนดให  { }na  เปนลําดับลูเขาสูจํานวนจริงa   เนื่องจาก               
      

4
1         1 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

∞→
+

∞→

n

n
n

n

a
limalim  

ดังนั้น       

4
1       

4
1          aa

lima n

n
+=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

∞→
 

จะไดวา   

4
1      aa +=     หรือ    

3
4      =a        

เพราะฉะนั้น  ลิมิตของ{ }na  เทากับ  
3
4   

(2) กําหนดให { }na  เปนลําดับซึ่งนิยามดังนี ้
21 =a     และ   nn aa 2   1 =+ สําหรับทุกn +∈ I  

ประการแรกจะแสดงวา 2≥na    สําหรับทุก n +∈ I และให  ( )nP แทนขอความ 
12   −= nn aa     

เราจะแสดงวา ( )nP เปนจริง  สําหรับทุก n +∈ I  
( )i  ( )1P เปนจริง  เพราะวา   

2  1 =a     และ  22 =     
ดังนั้น     21 ≥a  
( )ii  ให  k +∈ I และ ( )kP  จริง นั่นคือ  2≥ka  เราได 

2  22  2   1 >≥=+ kk aa  
ดังนั้น ( )1+kP  เปน  และโดยอุปนยัเชิงคณิตศาสตร สรุปไดวา 2≥na   สําหรับทุกn +∈ I  
 ตอไปจะแสดงวา { }na  เปนลําดับลูเขา    เนื่องจาก    

  22         112 nnnn aaaa −=− +++               
    ( ) ( ) ( )[ ]  2222     22    111 nnnnnn aaaaaa +−⋅−= +++  

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



 
55

   ( ) ( )  2 2      11 nnnn aaaa +−= ++  
   ( ) ( )  22 2    1 nnnn aaaa +−= +  

   ( ) ( )  222 2    1 nnn aaa +−≤ +  

   nn aa −< +1   
2
1     

โดยทฤษฎีบท 3.3.5 จะไดวา{ }na  เปนลําดับลูเขา 
ประการสุดทาย  จะแสดงการหาลิมิตของ{ }na   ให  { }na  เปนลําดับลูเขาสูจํานวนจริงa    

เนื่องจาก  
nnnnnn

alimalimalim       2    2       1
∞→∞→

+
∞→

==        

ดังนั้น     
aalima nn

2             2        ==
∞→

 

จะไดวา    
0     2  2 =− aa  หรือ ( ) 0      2 =−aa  

ดังนั้น     
0    =a  หรือ 2    =a  

เพราะวา     2≥na      ดังนั้น     2    =a   เพราะฉะนั้น  ลิมิตของ{ }na  เ ทากับ   2                   
 
 เราจะจบสารนิพนธนี้โดยการใหนิยามของอนุกรมของลําดับของจํานวนจริงซึ่งนิยามมา
จากลําดับของจํานวนจริง  ดังนั้นการศึกษาอนุกรมของจํานวนจริงจึงนําผลที่ไดศึกษาไวแลวสําหรับ
ลําดับมาใชไดทั้งหมด 
 

3.4  อนุกรมของจํานวนจริง (Series of Real Numbers) 
 
บทนิยาม 3.4.1 : ให { }na  เปนลําดับ สําหรับทุกn +∈ I   ให   1 2n nS a a a= + + + +K K  เรา
จะเรียกลําดับ { }nS  วา  อนุกรมของจํานวนจริง (series of real numbers)  และเขียนแทนอนุกรม
โดย  

1
  n

n
a

∞

=
∑   หรือ 1 2 na a a+ + + +K K  เรียก na  วา เทอมท่ี n ( thn term) ของอนุกรม   และ

เรียก nS  วา ผลบวกยอยท่ี n ( thn partial  sum) ของอนุกรม 
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บทนิยาม 3.4.2 : ให  { }nS เปนลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม
1

  n
n

a
∞

=
∑  เรากลาววา 

1
  n

n
a

∞

=
∑

เปนอนุกรมลูเขา (convergent series)  ถา { }nS  เปนลําดับลูเขา 
ถา { }nS  ลูเขาสู s   เราเรียก s  วาผลบวก (sum) ของอนุกรม และเขียนแทนโดย  

1
  n

n
a s

∞

=
=∑  

ถาลําดับ { }nS  เปนลําดับลูออก  เรากลาววา 
1

  n
n

a
∞

=
∑ เปนอนุกรมลูออก (divergent series)  

ตัวอยาง 3.4.3 :  จงแสดงวา  
1

1    2
2n

n

∞

=
=∑   

พิสูจน :  กําหนดให  +∈Ιn และ { }nS  เปนลําดับ ซ่ึงนิยามดังนี ้

    ∑
=

=
n

k
knS

1 2
1   

เราจะแสดงวา { }nS   ลูเขาสู 2 ให >ε 0 
 เลือกจํานวนเต็มบวก 

ε
1

≥N   สําหรับทุกจํานวนเต็ม Nn≥    ดังนั้น                 

 2    
2
1

2
1

2
11                2 −++++=− nn sS K  

             −= 2   −n2
1  2  

             ε<≤<=
Nnn
1    1    

2
1    

เพราะฉะนั้น    { }nS   ลูเขาสู 2    และ   
1

1    2
2n

n

∞

=
=∑         

 

ตัวอยาง 3.4.4 : จงหาผลบวกของ  
( )1

1  
1n n n

∞

= +∑      

วิธีทํา :  เนื่องจาก      
     

( ) 1
1     1      

1
1

+
−=

+ kkkk
 

จะไดวา              

( ) ∑∑
==

⎟
⎠
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⎝
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+
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+
=
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S
11 1

1    1         
1
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ดังนั้น  
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1
1    1       

1
1    11    

1
1

3
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2
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2
1    1   
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⎞⎜
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เพราะฉะนั้น                           
                                                      ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
−=

∞→∞→ 1
1    1            
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 limSlim
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                     ( )
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           1       

1
1           1       

=
+
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+
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limlim

n
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ดังนั้น       1         =
∞→

n
n

Slim    และ   
( )1

1    1
1n n n

∞

=
=

+∑             

 
ตัวอยาง 3.4.5 :  จงแสดงวาอนุกรมเรขาคณิต (geometric  series) 
  K+++ 2arara  เปนอนุกรมลูเขา   ถา 1      <r  และมีผลบวกเปน  

r
a
−1

 
 

พิสูจน :  เนื่องจาก          
          12     −++++= n

n arararaS K  
    ( )121       −++++= nrrra K  
    ( )

r
ra n

−
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1
1         

ดังนั้น              
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a arlim S lim
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ตัวอยาง 3.4.6 :  จงตรวจสอบวาอนุกรม   K+−+−   
27
1  

9
1    

3
1  1   เปนอนุกรมลูเขาหรือไม 

วิธีทํา :  เนื่องจากอนุกรม  K+−+−   
27
1  

9
1    

3
1  1   เปนอนุกรมเรขาคณิตที่มี  1=a   และ  
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3
1    −=r      ดังนั้น อนกุรมนี้เปนอนกุรมลูเขา และ  

 ( ) 4
3        

311
1         

27
1  

9
1    

3
1  1 =

−−
=+−+− K       

ตัวอยาง 3.4.7 :  จงแสดงวาอนุกรมฮารโมนิก (harmonic  series)   

              KK +++++
n
1

3
1

2
11    เปนอนุกรมลูออก      

 

พิสูจน :  เนื่องจาก    
       1

3
1

2
11        

n
Sn ++++= K   

เปนลําดับซึ่งนยิามดังตวัอยาง 3.2.2(4)  ดังนั้น { }nS  เปนลําดับโมโนโทน  แตในตวัอยาง 2.2.5(2) 
ไดแสดงแลววา { }nS เปนลําดับไมมีขอบเขต และโดยทฤษฎีบท 3.2.3  สรุปไดวา 
{ }nS เปนลําดับลูออก  ดังนั้น    KK +++++

n
1

3
1

2
11    เปนอนุกรมลูออก            

 

ทฤษฎีบท 3.4.8 :  ถา  ∑
∞

=1n
na   ลูเขา  แลว  0        =

∞→
n

n
alim  

พิสูจน : กําหนดให ∑
∞

=1n
na   ลูเขา   พิจารณา  2≥n    จะไดวา    

( ) ( ) nnnnn aaaaaaaSS               121211 =++−++=− −++− KK  
ดังนั้น     

                  1−
∞→∞→∞→

−= n
n

n
n

n
n

SlimSlimalim  

ถาลิมิตของแตละเทอมทางขวาหาคาได   เนื่องจาก   ∑
∞

=1n
na   ลูเขา    ดังนั้น    

              1 SSlimSlim n
n

n
n

== −
∞→∞→

 
เพราะฉะนั้น 0          =

∞→
n

n
alim              

 
ทฤษฎีบท 3.4.8  มีประโยชนในการตรวจสอบวาอนุกรมเปนอนุกรมลูเขาหรือไม  ดังจะเห็น

ไดจากการแสดงวาอนกุรมเรขาคณิตลูออก เมื่อ 1      ≥r  
ถา n

n ara =  แลว  0                        1 >≥≥=+ aarrarar nnn  สําหรับทุก K, 2 , 1 , 0=n   
เนื่องจาก    K≤≤≤< 3210 aaa      ดังนั้น   0          ≠

∞→
n

n
alim    

เพราะฉะนั้น    อนุกรม   K+++ 2arara  ลูออก เมื่อ 1      ≥r  
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บทกลับของทฤษฎีบท 3.1.20ไมจริง นั่นคอืเราแสดงไดวามีอนุกรม ∑
∞

=1n
na ซ่ึง 0      =

∞→
n

n
alim  

แตอนุกรมนีเ้ปนอนุกรมลูออกดังตัวอยางตอไปนี ้

  อนุกรม  ∑
∞

=1

1  
n n

   ลูออก 

เนื่องจาก n
n

n
nnnn

Sn          111     1
2

11     ==+++>+++= KK  

เมื่อกําหนด  0>M    เลือกจํานวนเตม็บวก  2Mn >     ดังนัน้   MSn >    และสรุปไดวา     
{ }nS   เปนลําดับไมมีขอบเขต    เพราะฉะนัน้   { }nS   เปนลําดับลูออก 

ดังนั้น      ∑
∞

=1

1  
n n

   เปนอนุกรมลูออก    
 
 
 

 
 
 
 

 
 


