
       
บทที่ 2 

ลําดับของจาํนวนจริง 
    (SEQUENCES OF REAL NUMBERS) 

  
              ในบทนี้เราจะเริ่มตนโดยการนําเสนอบทนยิามของลําดับลูเขาวาเปนลําดับมีขอบเขตที่มีจุด
ลิมิตเพียงคาเดยีวซ่ึงเปนบทนิยามของ Narayan [3]       สําหรับบทนิยามของลําดับลูเขาที่ทราบกันดี 
คือ  ถาลําดับของจํานวนจริง{ }na  ลูเขา แลว จะมจีํานวนจริง l ซ่ึงสอดคลองวา สําหรับแตละ 0>ε  
จะมีจํานวนเตม็บวก N  ซ่ึง ε<−   lan   สําหรับทุก Nn ≥   และสุดทายเราไดพิสูจนวาบทนยิาม
ทั้ง  2 ลักษณะเปนบทนิยามที่สมมูลกัน  

 
2.1 บทนิยามของลําดับของจํานวนจริง ( Definition  of  Sequences  of  Real Numbers) 

จะขอเริ่มตนดวยการกําหนดสัญลักษณแทนเซตตาง ๆ ที่ใชในสารนิพนธดังตอไปนี ้
  R    แทนเซตของจํานวนจริงทัง้หมด 
  +Ι  แทนเซตของจํานวนเต็มบวกทั้งหมด 
และเขียน  ΒΑ⊂    แทนความหมายวา Α  เปนสับเซตของ Β  
 
บทนิยาม 2.1.1 :   ลําดับ (sequence)   คือฟงกชันซึ่งโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวกทั้งหมด 

ลําดับของจํานวนจริง   คือ  ลําดับซึ่งมีเรนจเปนสับเซตของ R  และจะเขียนแทนลําดับ f  
ซ่ึง        )( nanf =  ดวย  { }na   หรือ   KK ,,,, naaa 21    เรียก  na   วาเทอมท่ี n ( thn term) ของ
ลําดับและเรียก n  วา  ดชัน ี(index)  สําหรับลําดับ เมื่อ n +∈ I  
 ในสารนิพนธนี้ถาไมกลาวเปนอยางอื่น  เมื่อกลาวถึงลําดับจะหมายถึงลําดับของจํานวนจริง 
 
ตัวอยาง 2.1.2 : ตอไปนี้เปนตัวอยางของลําดับ{ }na  
(1)   ( )n

na 1 −=     สําหรับทุกn +∈ I  
(2)    ให ( )11,−∈c   และ  n

n ca =    สําหรับทุกn +∈ I  
(3)    ให ∈r R   และสําหรับทุกn +∈ I    นยิาม{ }na   ดังนี้   

n
n rrra +++= K2      
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(4) ให 11 =a  และสําหรับทุกn +∈ I   นิยาม{ }na   ดังนี้   
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  เราจะเรียกลําดบัซึ่งนิยามใน (4) วา ลําดับรีเคอซีฟ (recursive sequence)  กลาวคือ เปน
ลําดับ{ }na ซ่ึงนิยาม na ในเทอมของ ka   เมื่อ nk <  

 
ในหวัขอตอไปเราจะกลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทตางๆที่เกี่ยวกับลําดับมีขอบเขตและจุด

ลิมิตของลําดับ { }na   โดยเราจะพิสูจนวาทกุลําดับซึ่งมีขอบเขตมีจุดลิมิต 
 
2.2 ลําดับมีขอบเขตและจดุลิมิต (Bounded Sequences and Limit Points) 
  
บทนิยาม 2.2.1 :  กําหนดใหΑ⊂ R เราเรียกจํานวนจริง u  วา ขอบเขตบน (upper  bound) ของ
เซต Α   ถา   xu ≥   เมื่อ  Α∈x  

 
บทนิยาม 2.2.2:  กําหนดใหΑ⊂ R  เราเรียกจํานวนจริง l วา  ขอบเขตลาง (lower  bound)  ของ
เซต Α   ถา   xl ≤    เมื่อ  Α∈x  
 
บทนิยาม 2.2.3 :  กําหนดให Α⊂ R   เรากลาววา Α    เปนเซตมีขอบเขต  (bounded  set)     ถามี
ชวง [ ]ba   ,   ซ่ึง Α [ ]   a b⊂ ,     
 
บทนิยาม 2.2.4 :  เรากลาววาลําดับ{ }na  เปนลําดับมีขอบเขต  (bounded  sequence)  ถามีจํานวน
จริงบวก M  ซ่ึง ≤na  M  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  

เห็นไดชัดวา  ลําดับ  { }na    เปนลําดับมีขอบเขต   ก็ตอเมื่อ  { ∈  : nan }+I   มีทั้งขอบเขต
ลางและขอบเขตบน 
 
ตัวอยาง 2.2.5 :  จงตรวจสอบวาลําดับ { }na    กําหนดตอไปนี้เปนลําดับมขีอบเขตหรือไม 
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(3) 12 2
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11 −++++= nna K     

พิสูจน  : (1) ให  
n
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11   สําหรับทุกn +∈ I    ดังนั้น 
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เพราะฉะนั้น   { }na   เปนลําดับมีขอบเขต 
 (2) ให   

n
an
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2
11 ++++= L     สําหรับทุกn +∈ I  

ประการแรกจะแสดงวา 
2

1   
2

na n +≥   สําหรับทุกn +∈ I  ให  ( )nP  แทนขอความ  

2
1   

2
na n +≥     

เราจะแสดงวา ( )nP  เปนจริง  สําหรับทุกn +∈ I  
( )i   ( )1P เปนจริง  เพราะวา  

2
112 +=a   และ  

2
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ดังนั้น     
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112 +≥a  

( )ii  ให k +∈ I และ ( )kP  จริง นั่นคือ 
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ดังนั้น ( )1+kP เปนจริง และโดยอุปนยัเชิงคณิตศาสตร สรุปไดวา
2

1  
2

na n +≥  สําหรับทุกn +∈ I  

ตอไปจะแสดงวาทุกจํานวนจริงบวก M  ไมเปนขอบเขตบนของ{ }na  
ให M 0>    เลือก n +∈ I  ซ่ึง  >+

2
1 n  M  ดังนั้น                 

>+≥    
2

1       
2

na n  M 

เพราะฉะนั้น   { }na  เปนลําดับไมมีขอบเขต 
(3) ให    12 2

1
2
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2
11 −++++= nna K         สําหรับทุกn +∈ I   ดงันั้น 
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              2      <    
เพราะฉะนั้น   { }na   เปนลําดับมีขอบเขต              
  
บทนิยาม 2.2.6 : กําหนดให Α⊂ R  และΑ เปนเซตมีขอบเขต เราเรียกจํานวนจรงิ g วา สมาชิก
คามากสุด (greatest  member) ของΑ     ถา ∈g Α   และ g  เปนขอบเขตบนของ Α  
 

บทนิยาม 2.2.7 : กําหนดให Α⊂ R  และΑ  เปนเซตมีขอบเขต เราเรียกจํานวนจรงิ  l วา สมาชิก
คานอยสดุ (smallest  member) ของΑ     ถา  ∈l Α   และ  l  เปนขอบเขตลางของ Α  
 

บทนิยาม 2.2.8 :  กําหนดใหΑ⊂ R  เรากลาววาจํานวนจริง u   เปนขอบเขตบนคานอยสดุ (least  
upper  bound) ของ Α   หรือ   supremum ของ Α    ถา u  สอดคลองเงื่อนไขตอไปนี ้

(1)   u    เปนขอบเขตบนของ Α  
(2)   ถาจํานวนจริง u′   เปนขอบเขตบนของ Α   แลว   uu ≥′  

 

บทนิยาม 2.2.9 :  กําหนดให Α⊂ R       เรากลาววาจํานวนจรงิ   l   เปนขอบเขตลางคามากสุด 
(greatest  lower  bound) ของ Α   หรือ  infimum  ของ Α   ถา  l  สอดคลองเงื่อนไขตอไปนี ้

(1)   l    เปนขอบเขตลางของ Α  
(2)   ถาจํานวนจริง  l′   เปนขอบเขตลางของ Α   แลว  ll ′≥  
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บทนิยาม 2.2.10 :  กําหนดให x  เปนจํานวนจริง  แลว  อาณาเขต (neighbourhood ) ของ x    คือ 
ชวงเปด ( )ba,   ซ่ึง x∈( )ba,      
 

บทนิยาม 2.2.11  : ให Α⊂ R   จะกลาววาจํานวนจริง x   เปนจุดลิมิต (limit  point) ของΑ   ถา
แตละอาณาเขต ( )ba,  ของ x   เราไดวา { Α∈  y:y  และ ( )}bay ,∈      เปนเซตอนันต    
 

บทนิยาม 2.2.12 :  ให  { }na  เปนลําดับ  และ a  เปนจํานวนจริง   ถา ( ){ }εε +,−∈ aaa:n n   
เปนเซตอนันต   สําหรับทุก 0>ε   แลวจะกลาววา a   เปนจุดลิมิต (limit  point)  ของ { }na                          
 เห็นไดวา a  เปนจุดลิมิตของ { }na   ก็ตอเมื่อ สําหรับทุก 0>ε  มีเทอม na จํานวนอนนัต
เทอมซึ่ง   ( )εε +,−∈ aaan  

 

ตัวอยาง 2.2.13 :  จงแสดงวา 
(1)  ลําดับ  { }c    มี  c   เปนจุดลิมติเพียงคาเดียว  เมื่อ c เปนคาคงตัว 
(2)  ลําดับ  { }na    มี  0  เปนจุดลิมิตเพียงคาเดียว  เมื่อ  

n
an

1      =     

(3)  ลําดับ  { }na    มี −1 และ 1 เปนจุดลิมิต  เมือ่  ( )n
na 1      −=       

(4)  ลําดับ  { }na    ไมมีจุดลิมิต  เมือ่ nan       =     
 

พิสูจน  : (1)  การพิสูจนเห็นไดชัด 

(2)  ประการแรกจะแสดงวา  0  เปนจุดลิมติของ  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
1  

ให 0>ε   เลือก N +∈ I   ซ่ึง  
ε
1

>N    สําหรับทุก Nn ≥   จะไดวา     ε<≤
Nn
11   

ดังนั้น มีเทอม na  จํานวนอนันตเทอม   ซ่ึง  ( )εε  ,−∈na  
เพราะฉะนั้น  0  เปนจุดลิมิตของ  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
1  

ประการสุดทายจะแสดงวา   a≠0   ไมเปนจดุลิมิตของ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
1  

 กรณีที่ 1 : 0>a   
เลือก  

2
a

=ε       พิจารณาชวง     ( ) =+,−   εaεa  (
2

3  
2

aa
, )   

เลือก N +∈ I    ซ่ึง   
2

1 a
N
<    สําหรับทุก Nn ≥       จะไดวา     

2
11 a
Nn
<≤  

ดังนั้น  ( )εε +,−∉ aaan      สําหรับทุกn N≥      
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นั่นคือ  มีเทอม na  อยางมากจํานวน  1−N  เทอม   ซ่ึง   ∈na  (
2

3  
2

aa
, )  

เพราะฉะนั้น   a ไมเปนจดุลิมิตของ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
1  

 กรณีที่ 2 : 0<a      
เลือก 

2
 aε=     พิจารณาชวง ( ) =+,−    εaεa   (

2
  

2
3 aa

, ) สําหรับทุก n +∈ I    

เห็นไดชัดวา   ∉na   (
2

  
2

3 aa
, )    สําหรับทุก  n   

เพราะวา 0>na    ดังนั้น a  ไมเปนจดุลิมิตของ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
1  

             (3)  ประการแรกจะแสดงวา  1 เปน จุดลิมิตของ  ( ){ }n1−  
ให   0>ε  สําหรับทุกจํานวนเต็มคู  n  ใด ๆ    จะไดวา    ( ) ε+<=− 1      1     1 n  
ดังนั้น   มีเทอม na  จํานวนอนนัตเทอม   ซ่ึง  ( )εε +,−∈ 1 1na  
เพราะฉะนั้น    1 เปนจุดลิมิตของ  ( ){ }n1−  
 ตอไปจะแสดงวา  −1  เปนจดุลิมิตของ  ( ){ }n1−  
ให   0>ε สําหรับทุกจํานวนเต็มคี ่ n  ใด ๆ  จะไดวา    ( ) ε−−>−=− 1      1     1 n  
ดังนั้น  มีเทอม na  จํานวนอนันตเทอม   ซ่ึง  ( )εε +−,−−∈ 1 1na  
เพราะฉะนั้น   −1  เปนจุดลิมิตของ  ( ){ }n1−  
ประการสุดทายจะแสดงวา   ∈a R     ซ่ึง 1≠a   หรือ  1−≠a   ไมเปนจดุลิมิตของ  { }na  
 กรณีที่ 1 : 1−<a        
เลือก  1  

2
1

+= aε    แลว  1−<+εa  และ 1<+εa     สําหรับทุก n +∈ I  

เพราะวา      1  −=na    หรือ        1  =na    ดังนัน้   ( )εε +,−∉ aaan        สําหรับทุก n   
เพราะฉะนั้น   a  ไมเปนจดุลิมิตของ  ( ){ }n1−   
 กรณีที่ 2 :  1>a  
การพิสูจนเปนทํานองเดียวกนักับกรณีที่ 1 
 กรณีที่ 3 :  11 <<− a     
เลือก 

2
1   =ε min  { }1   1 −,+ aa     สําหรับทุก n +∈ I  

แลว   ( )εε +−∉ aa ,1    และ  ( )εε +−∉− aa ,1   
ดังนั้น   ( )εε +,−∉ aaan      สําหรับทุก  n      เพราะฉะนัน้ a  ไมเปนจุดลิมิตของ  ( ){ }n1−  

(4)  เราจะแสดงวา { }na  ไมมีจุดลิมิต 
กําหนดให a  เปนจํานวนจริงใด ๆ    และให >ε 0    เลือก n +∈ I ซ่ึง  ε+> an        
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จะไดวา   ( )εε +,−∉ aaak       ทุกจํานวนเต็ม  nk ≥  
ดังนั้น    มีเทอม ka  อยางมากจํานวน 1−n  เทอม   ซ่ึง   ( )εε −,+∈ aaak   
เพราะฉะนั้น  a  ไมเปนจดุลิมิตของ { }n            
 
ขอสังเกต 2.2.14 :  a  เปนจุดลิมิตของ{ }na   ก็ตอเมื่อ                                                                                  
ให 0>ε และm เปนจํานวนเต็มบวก แลวจะมีจํานวนเต็มบวก mm ≥′ ซ่ึง ( )εε +,−∈′ aaam ( )*      
 

 พิสูจน :  ( )→ กําหนดให a  เปนจุดลิมิตของ  { }na    ให  >ε 0  และ  m  เปนจํานวน
เต็มบวก  สมมติวา m′  เปนจํานวนเต็มบวก  ซ่ึง mm ≥′  และ ( )εε +,−∉′ aaam    
นั่นคือ  มีเทอม na  อยางมากจํานวน  1−m  เทอม  ซ่ึง ( )εε −,+∈ aaan   ทําใหเกดิขอขัดแยง
กับการเปนจุดลิมิตของa     ดังนั้น  มีจํานวนเต็ม mm ≥′   ซ่ึง ( )εε −,+∈′ aaam  

( )← กําหนดให  ( )*   เปนจริง  และ ให >ε 0  
เลือกจํานวนเตม็บวก  1    1 =m   จะไดวา มีจํานวนเตม็บวก  11 mm ≥′    ซ่ึง  ( )εε +,−∈′ aaam1

 
เลือกจํานวนเตม็บวก 1      12 +′= mm  จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 22 mm ≥′  ซ่ึง ( )εε +,−∈′ aaam2

 
เลือกจํานวนเตม็บวก 1      23 +′= mm  จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 33 mm ≥′   ซ่ึง ( )εε +,−∈′ aaam3

 

M                                                                                                                         
นั่นคือ    สําหรับทุกจํานวนเต็ม k   เมื่อ  3≥k   เลือกจํานวนเต็มบวก  11     ++ ≥′ kk mm    โดยที่  

1   1 +′=+ kk mm    ซ่ึงทําให  ( )εε +,−∈
+′

aaa
km 1

 
ดังนั้น  ( ){ }εε +,−∈′ ′ aaa:m m       เปนเซตอนันต 
เพราะฉะนั้น  a   เปนจุดลิมิตของ  { }na                        
 

ทฤษฎีบทประกอบ 2.2.15 : Bolzano – Weierstrass  Theorem  
ทุกเซตอนันตที่มีขอบเขตจะมีจุดลิมิต 
 

พิสูจน  :  สามารถดูการพิสูจนจาก [3] 
 

ทฤษฎีบท 2.2.16 :  ทุกลําดบัซึ่งมีขอบเขตมีจุดลิมิต 
 

 พิสูจน  :  กําหนดให   { }na    เปนลําดับมีขอบเขต  และ  ให =Α { ∈  : nan }+I  
พิจารณา  2  กรณี  ตอไปนี ้
 กรณีที่  1 : Α   เปนเซตจํากัด 
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ดังนั้น ม ี Α∈c   ซ่ึง  { }ca:n n     =   เปนเซตอนันต   เพราะฉะนัน้ c  เปนจดุลิมิตของ { }na  
 กรณีที่  2 : Α    เปนเซตอนันต 
เนื่องจาก  { }na  เปนลําดับมีขอบเขต   ดังนั้น  Α  เปนเซตอนันตซ่ึงมีขอบเขต 
โดย   Bolzano – Weierstrass  Theorem     จะไดวา  มี a  เปนจุดลิมิตของ Α  
ดังนั้น    สําหรับ 0>ε   จะไดวา    ( ){ }εε +,−∈ aaa:n n    เปนเซตอนันต 
เพราะฉะนั้น   a  เปนจุดลิมิตของ { }na     และการพิสูจนทฤษฎบีทสิ้นสุด      

 
ขอสังเกต 2.2.17  : กําหนดให  { }na   เปนลําดับมีขอบเขต   ถา Ε  เปนเซตของจุดลิมิตทั้งหมด
ของ { }na  โดยที ่ φΕ ≠  แลว Ε  มีขอบเขต 
 
 พิสูจน  :   ให  { }na  เปนลําดับมีขอบเขต  และ Ε  เปนเซตของจุดลิมิตทั้งหมดของ { }na    
โดยที่ φΕ ≠    สมมติวา Ε  ไมมีขอบเขต  
ดังนั้น Ε  ไมเปนสับเซตของ   [ rr,− ]    สําหรับทุกชวง 0>r      
เนื่องจาก { }na  เปนลําดับมีขอบเขต  ดังนั้น จะมจีํานวนจริงบวก M  ซ่ึง ≤   na  M  
เพราะวา Ε  ไมเปนสับเซตของ  [− M , M ]   ดังนั้นมี a  ซ่ึง ∉a  [− M , M ]    
พิจารณา  2  กรณีตอไปนี ้
 กรณีที่  1 : <a − M 
ให  

2
1

=ε   Ma+   เห็นไดชัดวา ( )εε +,−∉ aaan   ซ่ึงขัดแยงกับการเปนจดุลิมิตของa  

กรณีที่  2 : >a  M 
การพิสูจนเปนทํานองเดียวกนักับกรณีที่ 1   
เพราะฉะนั้น  Ε   มีขอบเขต            
 
ทฤษฎีบท 2.2.18 :  กําหนดให  { }na    เปนลําดับมีขอบเขต  แลว   Ε  จะมีสมาชิกคามากสุดและ
สมาชิกคานอยสุด 
 

 พิสูจน  : กําหนดให  { }na    เปนลําดับมีขอบเขต  และ Ε   เปนเซตของจุดลิมิตทั้งหมด
ของ { }na  ให  u   เปนขอบเขตบนคานอยสุดของ Ε   และ  l  เปนขอบเขตลางคามากสุดของ Ε  

ประการแรกจะแสดงวา   u    เปนจุดลิมิตของ  { }na  
ให 0>ε    เนื่องจาก  

2
ε

−u   ไมเปนขอบเขตบนของ Ε    ดังนั้น มี  Ε∈c    ซ่ึง   
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2
                       

2
    εε

+<≤<− uucu  

เพราะวา  c  เปนจุดลิมิตของ { }na    ดังนั้น    
( )

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ +,−∈=

22
     εcεca:n nΝ    

เปนเซตอนันต   และ ทุก Ν∈ n  จะไดวา 
     εεεε            

2
                 

2
              +<+<<−<− ucacu n    

จึงสรุปไดวา u   เปนจุดลิมิตของ { }na   ดังนั้น  Ε∈u  และ u  เปนสมาชิกคามากสุดΕ  
ตอไปจะแสดงวา l   เปนจุดลิมติของ { }na  

ให 0>ε   เนื่องจาก  
2
ε

+l    ไมเปนขอบเขตลางของ Ε    ดังนั้น   มี  Ε∈c    ซ่ึง   

2
                       

2
    εε

+<≤<− lcll  

เพราะวา   c  เปนจุดลิมิตของ   { }na    ดังนั้น       
( )

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ +,−∈=

22
     εcεca:n nΝ   

เปนเซตอนันต   และ  ทุก Ν∈  n     จะไดวา      
εεεε            

2
                 

2
              +<+<<−<− lcacl n    

จึงสรุปไดวา l    เปนจุดลิมิตของ  { }na     ดังนั้น  Ε∈l    และ  l เปนสมาชิกคานอยสุดΕ         
 
บทนิยาม 2.2.19 :    จะเรียกสมาชิกคามากสุดของ Ε   และ  สมาชิกคานอยสุดของ Ε    ในทฤษฎี
บท 2.2.18 วา ลิมิตบน (upper limit)  และ ลิมิตลาง (lower  limit)  ของลําดับ{ }na  และเขยีนแทน
โดย   nn

alim     
∞→

  และ  n
n

alim
→∞

    ตามลําดับ 

 
ทฤษฎีบท 2.2.20 :  u  เปน ลิมิตบนของลําดับ{ }na  ก็ตอเมื่อ  u  สอดคลองเงื่อนไขตอไปนี ้

(1) สําหรับทุกจํานวนบวก ε  จะไดวา   { }ε+≥ ua:n n        เปนเซตจํากัด 
(2) สําหรับทุกจํานวนบวก ε  จะไดวา   { }ε−> ua:n n        เปนเซตอนันต 
 

 พิสูจน  : ( )→   กําหนดให  { }na    เปนลําดับมีขอบเขต  และ  u  เปนลิมิตบนของ { }na  
ประการแรกจะแสดงวาขอความ (1)  เปนจริง   

ให 0>ε    เนื่องจาก  u   เปนลิมิตบนของ  { }na     ดังนัน้   ε+u  ไมเปนลิมติบนของ  { }na     
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จะไดวา  ไมมจีุดลิมิตของ  { }na   ที่มีคามากกวา  ε+u      
ดังนั้น  { }ε+≥ ua:n n       เปนเซตจํากัด     
เพราะฉะนั้น  ขอความ (1) เปนจริง 

ตอไปจะแสดงวาขอความ (2)  เปนจริง   ให 0>ε   เนื่องจาก u  เปนจุดลิมิตของ{ }na   
ดังนั้น ( ){ }εεΑ           +,−∈= uua:n n  เปนเซตอนันต     
จะไดวา       εε                      +<<− uau n      สําหรับทุก Α∈n     
เพราะฉะนั้น  ขอความ (2) เปนจริง 

( )←   กําหนดใหขอความ (1) และ  (2)  เปนจรงิ 
จะไดวา  ( ){ }εεΑ           +,−∈= uua:n n    เปนเซตอนันต  สําหรับทุก 0>ε  
ดังนั้น   u    เปนจุดลิมิตของ   { }na  

สมมติให  u′  เปนจุดลิมิตของ  { }na   ซ่ึง uu >′   และให α  และβ   เปนจํานวน ซ่ึง     
    uu >>′> αβ      

โดยขอความ  (1)   จะไดวา  ( ){ }βα      ,∈na:n    เปนเซตจํากดั    
ดังนั้น  u′  ไมเปนจุดลิมิตของ { }na   ซ่ึงเปนขอขัดแยง  
เพราะฉะนั้น  u   เปนลิมิตบนของ{ }na           
 
ทฤษฎีบท 2.2.21 :  l   เปนลิมิตลางของลําดับ{ }na  ก็ตอเมื่อ  l   สอดคลองเงื่อนไขตอไปนี ้

(1)   สําหรับทุกจํานวนบวก  ε   จะไดวา    { }ε−< la:n n         เปนเซตจํากัด 
(2)   สําหรับทุกจํานวนบวก  ε    จะไดวา   { }ε+< la:n n         เปนเซตอนันต 
 

 พิสูจน  :    การพิสูจนเปนทาํนองเดียวกนักับทฤษฎีบท 2.2.20      
 

ตัวอยาง 2.2.22 :  จงหาขอบเขตบนคานอยสุด  ขอบเขตลางคามากสุด   ลิมิตบน  และลิมิตลางของ
ลําดับ { }na   ที่กําหนดใหตอไปนี ้ 

(1) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=

n
a n

n
111          

(2) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+=
+

+=
+

=
+

=

 23       เมื่อ                  
1

1

 13       เมื่อ                  
2

2

   3       เมื่อ                  1

  

mn
n

mn
n

n

mn
n

n

an         สําหรับทุกจํานวนเต็ม m    
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วิธีทํา : (1) ขอบเขตบนคานอยสุดของ{ }na  คือ 
2
3    และขอบเขตลางคามากสุดของ { }na  

คือ  − 2  ในการหาลิมิตบนและลิมิตลางของลําดับ { }na    เราจะหาจุดลิมิตทั้งหมดของลําดับ { }na  
ประการแรก จะแสดงวา 1  เปนจุดลิมิตของ{ }na  

ให 0>ε เลือกจํานวนเต็มบวก  
ε
1

>N    สําหรับทุกจํานวนเต็มคู  Nn ≥  จะไดวา           

ε+<+< 1     1  1    1
n

  

ดังนั้น  มีเทอม  na  เปนจํานวนอนันตเทอม  ซ่ึง    ( )εε +,−∈ 11na    และสรุปไดวา  
1 เปนจุดลิมิตของ  { }na  

ตอไปจะแสดงวา   − 1  เปนจุดลิมิตของ { }na   
ให 0>ε   เลือกจํานวนเต็มบวก 

ε
1

>N   สําหรับทุกจํานวนเต็มคี่   Nn ≥  จะไดวา         

1     1  1     1 −<−−<−−
n

ε   

ดังนั้น  มีเทอม  na  เปนจํานวนอนันตเทอม   ซ่ึง    ( )εε +−,−−∈ 1 1na     และสรุปไดวา 
1−    เปนจุดลิมิตของ  { }na  

ประการสุดทายจะแสดงวา    ∈a R     ซ่ึง  ≠a  1  หรือ ≠a − 1   ไมเปนจุดลิมิตของ  { }na  
 กรณีที่ 1 : 1−<a    
ให  1  

2
1

+= aε   และเลือกจํานวนเต็มบวก 
ε
1

>N   สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก Nn ≥   จะไดวา

  ε+>−− a
n

      11           หรือ         ε+>+ a
n

      11   

ดังนั้น   ( )εε +,−∉ aaan     สําหรับทุก n N≥    และสรุปไดวา  a  ไมเปนจุดลิมิตของ  { }na  
กรณีที่ 2 : 1>a   

ให  1  
2
1

−= aε   และเลือกจํานวนเต็มบวก 
ε
1

>N   สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก Nn ≥    จะไดวา

   ε−<+ a
n

      11          หรือ      ε−<−− a
n

      11   

ดังนั้น   ( )εε +,−∉ aaan    สําหรับทุก n N≥   
เพราะฉะนั้น     a  ไมเปนจดุลิมิตของ  { }na   
 กรณีที่ 3 : 11 <<− a     
เลือก   { }1  1   

2
1

−,+= aaminε    

เนื่องจาก    1−<na      ถา n  เปนจํานวนเต็มคี่    และ 1>na    ถา  n  เปนจํานวนเต็มคู 
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ดังนั้น   ( )εε +,−∉ aaan  สําหรับทุก n    และสรุปไดวา  a  ไมเปนจดุลิมิตของ  { }na  
ดังนั้นสรุปไดวา  ลิมิตบนของ { }na   คือ 1  และลิมิตลางของ { }na   คือ  −1  

(2) ขอบเขตบนคานอยสุดของ{ }na  คือ 
3
4  และขอบเขตลางคามากสุดของ { }na  คือ 0 

ในการหาลิมิตบนและลิมิตลางของลําดับ { }na   เราจะหาจุดลิมติทั้งหมดของลําดับ{ }na  
ประการแรก จะแสดงวา 0 เปนจุดลิมิตของ { }na   

ให 0>ε เลือกจํานวนเต็มบวก
ε
1

>N   สําหรับทุกจํานวนเต็ม 23 += mn   ซ่ึง Nn ≥     จะไดวา

    ε     
1

1    
1

1
<

+
≤

+ Nn
  

ดังนั้น   มีเทอม  na  เปนจํานวนอนันตเทอม  ซ่ึง    ( )εε ,−∈na     และสรุปไดวา 
0  เปนจุดลิมิตของ  { }na   
 ตอไปจะแสดงวา  

2
1   เปนจุดลิมิตของ { }na   

ให 0>ε  เลือกจํานวนเต็มบวก
ε
1

>N   สําหรับทุกจํานวนเต็ม 13 += mn  ซ่ึง Nn ≥     จะไดวา

      1  
2
1     

2
2

nn
n

+=
+        และ        ε+<+≤+

2
1     1  

2
1    1  

2
1

Nn
 

ดังนั้น  มีเทอม  na  เปนจํานวนอนันตเทอม  ซ่ึง    ∈na ( εε +,−
2
1    

2
1 )   

เพราะฉะนั้น  
2
1   เปนจุดลิมิตของ  { }na  

ตอไปจะแสดงวา   1 เปนจุดลิมิตของ { }na   
ให 0>ε  เลือกจํานวนเต็มบวก

ε
1

>N   สําหรับทุกจํานวนเต็ม  mn 3=   ซ่ึง Nn ≥  จะไดวา           

      1  1     1
nn

n
+=

+       และ       ε+<+≤+ 1     1  1     1 1
Nn

  

ดังนั้น  มีเทอม  na  เปนจํานวนอนันตเทอม  ซ่ึง    ( )εε +,−∈ 1 1na     
เพราะฉะนั้น  1 เปนจุดลิมิตของ  { }na  
ประการสุดทายจะแสดงวา ∈a R  ซ่ึง ≠a 0 หรือ 

2
1

≠a  หรือ ≠a 1ไมเปนจดุลิมิตของ{ }na  

 กรณีที่ 1 : <a 0  
เลือก 

2
a

=ε   พิจารณาชวง    ( ) =+,− εε aa (
2

  
2

3 aa
, )     สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n   

เห็นไดชัดวา ∉na  (
2

  
2

3 aa
, )    สําหรับทุก n  และสรุปไดวา a  ไมเปนจุดลิมิตของ  { }na  

 กรณีที่ 2 : 0
2
1

<< a    
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ให min  
2
1

=ε { |a |,|
2
1

−a | }   และเลือกจํานวนเตม็บวก
ε
1

>N  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก 

Nn ≥      จะไดวา           
          ε−<

+
a

n
      

1
1        

หรือ        
ε+>>+ a

n
     

2
1      1

2
1       

หรือ   
ε+>+>+ a

nn
   1 

2
1   11     

ดังนั้น   ( )εε +,−∉ aaan         สําหรับทุก n N≥   
เพราะฉะนั้น   a  ไมเปนจดุลิมิตของ  { }na   

กรณีที่ 3 : 1
2
1

<< a     

เลือก  {   
2
1 min=ε |

2
1

−a |,| 1−a | }  และเลือกจํานวนเต็มบวก 
ε
1

>N   สําหรับทุกจํานวนเต็ม

บวก  Nn ≥     จะไดวา      
ε−<+ a

n
      1

2
1        

หรือ        
ε−<+<<

+
a

nn
  1

2
1     

2
1   

1
1       

หรือ   
ε+>>+ a

n
    1     11     

ดังนั้น    ( )εε +,−∉ aaan     สําหรับทุก n N≥    และสรุปไดวา a  ไมเปนจุดลิมิตของ  { }na  
กรณีที่ 4 : 1>a    

ให  1  
2
1

−=ε a   และเลือกจํานวนเต็มบวก 
ε
1

>N   สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก Nn ≥    จะไดวา

      ε−<+ a
n

      11       หรือ    ε−<+ a
n

      1
2
1       

หรือ     
ε−<

+
a

n
      

1
1   

ดังนั้น   ( )εε +,−∉ aaan    สําหรับทุก  n N≥   เพราะฉะนั้น  a   ไมเปนจดุลิมิตของ  { }na  
ดังนั้นสรุปไดวา   ลิมิตบนของ  { }na   คือ  0  และ ลิมิตลางของ { }na   คือ 1      
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ในหวัขอ 2.3 เราจะนําเสนอบทนิยามของลําดับลูเขาวาเปนลําดับมีขอบเขตที่มีจุดลิมิตเพียง
คาเดียวซ่ึงเปนบทนิยามของ Narayan    และในทฤษฎีบท 2.3.3  ไดแสดงการพิสูจนวาบทนิยามของ 
Narayan สมมูลกับบทนิยามที่ทราบกันดี  
 

2.3  ลําดับลูเขา ( Convergent  Sequences) 
 
บทนิยาม 2.3.1 : เรากลาววา { }na  เปนลําดับลูเขา (convergent sequences)   ถา { }na  เปนลําดับ
ซ่ึงมีขอบเขตและมีจุดลิมิตเพยีงคาเดยีว  และจะเรียกจุดลิมิตนั้นวา ลิมิต(limit) ของ{ }na  

ถา { }na  เปนลําดับที่มี a เปนลิมิต แลวเรากลาววา  { }na  ลูเขาสู a  ( converges  to a ) 
และจะเขียนแทนโดย  aalim n

n
=

∞→
   

 ถา{ }na   ไมเปนลําดับลูเขา  แลวจะกลาววา  ลําดับ { }na   เปนลําดบัลูออก (divergent 
sequences) 

ตอไปนี้เปนตวัอยางของลําดับลูเขา 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

n
11  ,  ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

n

n1   ,  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
1  

ตอไปนี้เปนตวัอยางของลําดับลูออก 
( ){ }n1−    ,  ( ){ }n11 −+    ,  { }2n  

               เห็นไดชัดวา{ }c เปนลําดับลูเขาสู c  
 
ทฤษฎีบท 2.3.3 : ใหลําดับ{ }na  ลูเขาสู a  ก็ตอเมือ่ สําหรับแตละ 0>ε  จะมีจํานวนเต็มบวก N  
ซ่ึงสอดคลอง  ε<−   aan   สําหรับทุก Nn ≥  
 

 พิสูจน  : ( )→  กําหนดใหลําดับ{ }na  ลูเขาสู a   และให 0>ε    เนื่องจากa  เปนจุด   
ลิมิตของ{ }na     ดังนั้น   ( ){ }εεΑ +,−∉= aaa:n n      เปนเซตจํากัด 
พิจารณา  2  กรณี ตอไปนี ้

กรณีที่ 1 : φΑ   =  
ดังนั้น  ทุก n +∈ I   จะไดวา  ε<−   aan  

กรณีที่ 2 : φΑ   ≠  
ให  m  เปนสมาชิกคามากสุดของ Α  และ 1+=mN   
พิจารณา ทุก Nn ≥    จะไดวา Α∉n     ดังนั้น   ε<−   aan  
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( )← กําหนดให   { }na    เปนลําดับ  ซ่ึงสอดคลองวา  สําหรับแตละ 0>ε    จะมีจํานวน
เต็มบวก N   ซ่ึง ε<−   aan   สําหรับทุก Nn ≥  

ประการแรกจะแสดงวา  { }na    เปนลําดับมีขอบเขต 
ให 1=ε    ดังนั้นมจีํานวนเต็มบวก  k     ซ่ึงสอดคลองวา  1    <−aan     สําหรับทุก kn ≥  
เลือก  { }               1         121 −,,,,+= kaaaamaxM K  
ดังนั้น    ≤  na M   ทุก  n +∈ I      และสรุปไดวา  { }na    เปนลําดับมีขอบเขต 

ประการสุดทาย จะแสดงวา   { }na   มีจุดลิมิตเพยีงคาเดยีว 
จากกําหนดใหจะไดวา  a  เปนจุดลิมิตของ { }na   สมมติ a′ เปนจุดลิมิตของ { }na  เมื่อ aa ≠′  

กรณีที่ 1 : ถา aa >′  
ให ( )aa ′−=   

3
1    ε    จะไดวา         εεε +>+=−′ aaa      2       

เนื่องจาก a   เปนจุดลิมิตของ { }na     ดังนั้น  a เปนลิมิตบนของลําดับ{ }na  
โดยทฤษฎีบท  2.2.20 (1)   ดังนั้น  ( ){ }εε +′,−′∈ aaa:n n   เปนเซตจํากัด 
จะไดวา    a′  ไมเปนจุดลิมิตของ   { }na       ซ่ึงเปนขอขัดแยงของการเปนจุดลิมิตของa′  

กรณีที่ 2 : ถา aa <′  
ให aa ′−=ε   

3
1      จะไดวา        εεε −>−=+′ aaa      2       

เนื่องจาก a   เปนจุดลิมิตของ { }na     ดังนั้น  a เปนลิมิตบนของลําดับ{ }na  
โดยทฤษฎีบท  2.2.21 (1)   ดังนั้น  ( ){ }εε +′,−′∈ aaa:n n     เปนเซตจํากัด 
จะไดวา    a′  ไมเปนจุดลิมิตของ   { }na       ซ่ึงเปนขอขัดแยงของการเปนจุดลิมิตของa′  
ดังนั้น a  เปนจุดลิมิตของ { }na   เพียงคาเดียว 
เพราะฉะนั้น   { }na   ลูเขาสู a  ดังนั้นการพิสูจนทฤษฎีบทสมบูรณ        
  
 เงื่อนไขในทฤษฎีบท 2.3.3  เปนเงื่อนไขทีพ่อเพียงสําหรับการเปนลําดบัลูเขาของลําดับ{ }na  
คือ   บทนิยามของการเปนลําดับลูเขาซึ่งเปนที่รูจักกนัดี      และเราจะใชบทนิยามนีใ้นการตรวจสอบ 
ลําดับลูเขาดังตัวอยาง 2.3.4   และตัวอยาง 2.3.5 
 

ตัวอยาง 2.3.4 :  จงแสดงวาลําดับ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
1    ลูเขาสู  0   

 พิสูจน : ให >ε 0    เลือกจํานวนเต็มบวก
ε
1

>N      

ดังนั้น   ε<
N
1       สําหรับทุก Nn ≥    จะไดวา     
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   ε<≤
Nn
11        

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท  2.3.3     สรุปไดวา   ลําดับ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n
1    ลูเขาสู  0       

 

ตัวอยาง 2.3.5 :  จงแสดงวาลําดับ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++ 3    4   2

2 nn
   ลูเขาสู   3  

พิสูจน : ให >ε 0     เลือกจํานวนเต็มบวก
ε
6

>N       สําหรับทุก Nn ≥   จะไดวา     

ε<≤+=−++    6      4    2      3  3    4    2 22 Nnnnn
       

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท  2.3.3     สรุปไดวา   ลําดับ 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++ 3    4   2

2 nn
   ลูเขาสู   3       

 
ตัวอยาง 2.3.6 :  จงแสดงวาลําดับ ( ){ }n1-    เปนลําดับลูออก 
 

พิสูจน : สมมติ  ( ){ }n1-  ลูเขาสูจํานวนจริง  a   และให  1=ε       
โดยทฤษฎีบท  2.3.3     จะมี   N +∈ I  ซ่ึง ( ) 1       1 <−− an    สําหรับทุก    Nn≥  
เนื่องจาก      

( ) 1        1-           1       1 2 <−=−≤− a aa N        
ดังนั้น    >a 0    และ         

( ) ( ) 1        1-         1         1           1       1 12 <−=−−=+−=+≤+ + a aaaa N         
ดังนั้น    <a 0 ซ่ึงเปนขอขัดแยง เพราะฉะนัน้  ( ){ }n1-   เปนลําดับลูออก      
 
 เราจะจบบทนีด้วยเงื่อนไขที่เพียงพอและจําเปนสําหรับการเปนลําดับลูเขา    นั่นคือเงือ่นไข
ในทฤษฎีบท 2.3.7  
 
ทฤษฎีบท 2.3.7  :    { }na   เปนลําดับลูเขา ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ 0>ε   จะมีจํานวนเต็มบวก N   
ซ่ึง ε<− nm aa     สําหรับทุกจํานวนเต็ม  n   และm   เมื่อ Nn ≥ และ Nm ≥     
 

พิสูจน  :( )→   กําหนดให { }na  เปนลําดับลูเขา ดังนัน้มีจํานวนจริง a  ซ่ึง n
n

alima      
∞→

=  

ให >ε 0 โดยทฤษฎีบท 2.3.3   จะมีจํานวนเต็มบวก N   ซ่ึง  
2

  ε
<−aan     สําหรับทุก Nn ≥  

พิจารณาจํานวนเต็ม Nn ≥    และจาํนวนเต็ม Nm≥    จะไดวา 
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nmnm aaaaaa                         −+−=−  
                                  aaaa nm −+−≤  

             εεε            
2

    
2

      =+<  

( )← กําหนดให { }na  เปนลําดับซึ่งสอดคลองวา สําหรับแตละ 0>ε   จะมีจํานวนเต็ม
บวก N   ซ่ึง ε<− nm aa     สําหรับทุกจํานวนเต็ม  n   และm   เมื่อ Nn ≥ และ Nm≥     

ประการแรกจะแสดงวา   { }na    เปนลําดับมีขอบเขต 
ให 1=ε    จากกําหนดให  จะมจีํานวนเต็มบวก N     ซ่ึง 1<− nm aa   สําหรับทุกจํานวนเต็ม  n   
และ m   เมื่อ  Nn ≥  และ Nm≥     ให mN      =   จะไดวา  

1<− nN aa     หรือ   1+< Nn aa      สําหรับทุกจํานวนเต็ม Nn ≥  
เลือก  M { }               1         121 −,,,,+= NN aaaamax K  
ดังนั้น     ≤  na  M  ทุก  n +∈ I      เพราะฉะนัน้  { }na    เปนลําดับมีขอบเขต 

ประการสุดทายจะแสดงวา { }na  มีจุดลิมิตเพียงคาเดียว 
โดยทฤษฎีบท  2.2.16  ไดวา { }na    มีจุดลิมิต     
กําหนดให  a′  และ a  เปนจุดลิมติของ  { }na     โดยที่  aa ≠′    และให 0>ε  
จากกําหนดให  จะมีจํานวนเต็มบวก N     ซ่ึง   ε<− nm aa   สําหรับทุกจํานวนเต็ม  n   และ m   
เมื่อ  Nn ≥    และ Nm ≥    โดยขอสังเกต  2.2.14  จะมีจาํนวนเต็ม Nm ≥1    และจํานวนเต็ม  

Nm ≥2     ซ่ึง          
    ∈1ma (

3
 

3
   εaεa +,− )      และ    ∈2ma  (

3
 

3
   εaεa +′,−′ )  

ดังนั้น   
                                            

2211
aaaaaaaa mmmm ′−+−+−=′−  

                                          
2211

aaaaaa mmmm ′−+−+−≤        
    εεεε              

3
       

3
      

3
         =++<  

และสรุปไดวา  aa ′=       ซ่ึงเปนขอขัดแยง     ดังนัน้  { }na    มีจุดลิมิตเพียงคาเดยีว  
เพราะฉะนั้น   { }na     เปนลําดับลูเขา                
ดังนั้นการพิสูจนทฤษฎีบทสมบูรณ          
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 


