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บทคัดยอ 
 งานวิจัยคร้ังนี้มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาเปรียบเทียบวิธีการเลือกแบนวิดจ (Bandwidth) 
สําหรับการประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนล 4 วิธี คือ วิธี Least Square Cross-Validation วิธี 
Plug-in วิธีSmoothed Bootstrap และวิธี Kernel Contrast สําหรับฟงกชันของตัวแปรสุมที่มีการแจก
แจงแบบปกติมาตรฐาน การแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน 
และกําหนดใชฟงกชันเคอรเนล 3 ฟงกชัน คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค แบบอีพานิชนิคอฟ 
และแบบเกาสเซียน ทําการทดลองดวยเทคนิคมอนติคารโล 1,000 รอบในแตละสถานการณที่ศึกษา
พิจารณาจากคาเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลัง
สองเฉลี่ยรวม (MISE) เปนเกณฑในการเปรียบเทียบ ผลการวิจัยสามารถสรุปไดดังนี้ 

1. ในการประมาณคาแบนวิดจ เมื่อใชฟงกชันเคอรเนล 1 ฟงกชัน วิธีการเลือกแบนวิดจ 
แบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MSE และ MISE ต่ําที่สุด ในทุกขนาดตัวอยางและทุก
กรณีศึกษา และในการประมาณคาแบนวิดจ เมื่อใชฟงกชันเคอรเนล 2 ฟงกชัน วิธีการเลือกแบนวดิจ
แบบ Kernel Contrast จะใหคา MSE และ MISE ต่ําที่สุด ยกเวนกรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชี
มาตรฐาน ซ่ึงวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation จะใหคา MSE ต่ําที่สุด 

2. วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation จะใหคาแบนวิดจที่มีขนาด 
เล็กที่สุด 

3. เมื่อขนาดตัวอยางมีขนาดใหญขึ้น คา MSE และ MISE มีแนวโนมที่จะลดลง 
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Abstract 
 The objective of this research was to compare the bandwidth selection methods. The 
bandwidth selections compared were least square cross-validation, plug-in, smoothed bootstrap 
and kernel contrast methods for kernel density estimation for a function of a random variable. The 
distributions studied were standard normal, exponential and cauchy distributions. The kernel 
functions used were Gaussian, epanechnikov and quatic. Using 1,000 monte carlo simulations. 
We compared by mean squared error (MSE) and mean integrated squared error (MISE). The 
results of this study were as follow: 
 1.  The smoothed bootstrap method gave the smallest MSE and MISE when one kernel 
function was used for all of the sample sizes. The kernel contrast method gave the smallest MSE 
and MISE when two kernel functions were used for all of the sample sizes except when the data 
had the cauchy Distribution for which least square cross-validation method gave the smallest  MSE.  
 2.  The bandwidth value of the least square cross-validation method always gave the 
smallest value of bandwidth. 
 3.  As the sample size increased, the MSE and MISE decreased. 

 (Total  131  pages) 
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LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกตมิาตรฐาน และ 
ใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติคโดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 69 

4-15 แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณ ี
ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล และใชฟงกชันเคอรเนล 
แบบควอติคโดยจําแนกตามขนาดของตวัอยาง 72 

4-16 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของการเลือกแบนวดิจแบบ  
LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล  
และใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติคโดยจาํแนกตามขนาดของตัวอยาง 73 

  



 ฌ 

สารบัญตาราง  (ตอ) 
 

ตารางที่ หนา 
4-17 แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณ ี

ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนล 
แบบควอติคโดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 76 

4-18 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  
LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชมีาตรฐาน และ 
ใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติคโดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 77 

4-19 แสดงการเปรยีบเทยีบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  
LSCV, PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกตมิาตรฐาน  
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและอีพานิชนิคอฟ โดยจําแนก 
ตามขนาดของตัวอยาง 80 

4-20 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  
LSCV, PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล 
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและอีพานิชนิคอฟ โดยจําแนก 
ตามขนาดของตัวอยาง 83 

4-21 แสดงการเปรยีบเทียบประสทิธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  
LSCV, PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชมีาตรฐาน  
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและอีพานิชนิคอฟ โดยจําแนก 
ตามขนาดของตัวอยาง 86 

4-22 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  
LSCV, PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกตมิาตรฐาน  
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและควอติค โดยจําแนกตาม 
ขนาดของตัวอยาง 89 

4-23 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธภิาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  
LSCV, PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล 
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและควอติค โดยจําแนกตาม 
ขนาดของตัวอยาง 92 

 



 ญ 

สารบัญตาราง  (ตอ) 
 

ตารางที่ หนา 
4-24 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  

LSCV, PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชมีาตรฐาน 
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและควอติค โดยจําแนกตาม 
ขนาดของตัวอยาง 95 

4-25 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  
LSCV, PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกตมิาตรฐาน 
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟและควอตคิ โดยจําแนก 
ตามขนาดของตัวอยาง 98 

4-26 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  
LSCV, PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล 
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟและควอติค โดยจําแนก 
ตามขนาดของตัวอยาง 101 

4-27 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ  
LSCV, PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชมีาตรฐาน 
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟและควอติค โดยจําแนก 
ตามขนาดของตัวอยาง 104 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ฎ 

สารบัญภาพ 
 

ภาพที ่ หนา 
1-1 การประมาณความหนาแนนที่มีคาแบนวดิจมีคาเขาใกล 0 3 
1-2 การประมาณความหนาแนนที่มีคาแบนวดิจมีคาเล็ก 4 
1-3 การประมาณความหนาแนนที่มีคาแบนวดิจมีคามาก 4 
1-4 การประมาณความหนาแนนที่มีคาแบนวดิจมีคาเขาใกลระยะอนันต 4 
2-1 การประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนลแบบตัวแปรสุมเดียว 14 
2-2 กราฟแสดงฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 15 
2-3 กราฟแสดงฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนคิอฟ 15 
2-4 กราฟแสดงฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 16 
2-5 แสดงโคงการแจกแจงแบบปกต ิ 24 
2-6 กราฟแสดงพืน้ที่ใตโคงปกติ 25 
2-7 กราฟแสดงการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล 27 
2-8 รูปแสดงฟงกชันความหนาแนนแบบโคชีมาตรฐาน 28 
3-1 แผนผังวิธีการดําเนินการวิจยั 39 
4-1 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 

PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 46 

4-2 แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 47 

4-3 แสดงการเปรยีบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV,  
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 

 
 

50 
4-4 แสดงการเปรยีบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, 

PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใช 
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 

 
 

51 
 

 



 ฏ 

สารบัญภาพ  (ตอ) 
 

ภาพที ่ หนา 
4-5 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 

PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 54 

4-6 แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 55 

4-7 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 58 

4-8 แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 59 

4-9 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 62 

4-10 แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 63 

4-11 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 66 

4-12 แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 67 

4-13 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 70 



 ฐ 

สารบัญภาพ  (ตอ) 
 

ภาพที ่ หนา 
4-14 แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 

PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 71 

4-15 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 74 

4-16 แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 75 

4-17 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 78 

4-18 แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 79 

4-19 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน โดยใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและอีพานิชนิคอฟ  81 

4-20 การเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI 
และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและอีพานิชนิคอฟ 82 

4-21 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและอีพานิชนิคอฟ 84 

4-22 แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
PI และ KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและอีพานิชนิคอฟ 85 



 ฑ 

สารบัญภาพ  (ตอ) 
 

ภาพที ่ หนา 
4-23 แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1  ความเปนมาและความสําคญัของปญหา 

ฟงกชันการแจกแจงความหนาแนนของความนาจะเปน (Probability Density Function) เปน
ฟงกชันที่ใชอธิบายถึงลักษณะของตวัแปรสุม (Random Variable) ถา X  เปนตวัแปรสุมซึ่งมี
ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน ( )f x  จะหาความนาจะเปนทีต่ัวแปรสุม X  มีคาอยู
ระหวาง a  และ b  ไดโดย 

 

   ( ) ( )    
b

a

P a X b f x dx< < = ∫  เมื่อ a b<    

  
ในกรณีที่ไมทราบรูปแบบของ ( )f x  จะตองทําการประมาณขึน้ การประมาณฟงกชันความ

หนาแนนของความนาจะเปน จะเรยีกวา การประมาณความหนาแนน (Density Estimation)  
การประมาณความหนาแนน เปนวิธีการสรางฟงกชันความหนาแนน ( )f x  จากตัวอยางสุม 

(Random Sample) ซ่ึงสามารถใชไดทั้งวธีิการทางพาราเมตริก และวธีิการทางดานนอนพาราเมตริก 
(Silverman, 1986) 
 วิธีการประมาณความหนาแนนแบบพาราเมตริก ตองคํานึงถึงคาที่คาดวาจะเปนของ
พารามิเตอรของการแจกแจง เชน การแจกแจงแบบปกติ ซ่ึงมีพารามิเตอรคาเฉลี่ย μ  และ
พารามิเตอรความแปรปรวน 2σ  ที่ไมทราบคา ในการประมาณความหนาแนนจึงตองเริ่มจาก 
ประมาณคาเฉลี่ย μ  และความแปรปรวน 2σ  จากชุดขอมูล จากนัน้นําไปแทนที่พารามิเตอรใน
ฟงกชันแจกแจงแบบปกต ิ ทําใหการประมาณความหนาแนนแบบพาราเมตริกไมแตกตางวิธีการ
ประมาณคาพารามิเตอรของการแจกแจงในสถิติอนุมาน (Inferential Statistics) 
 สวนวิธีการประมาณความหนาแนนแบบนอนพาราเมตริกไมตองคํานึงถึงคาพารามิเตอรใดๆ 
กลาวคือ การประมาณความหนาแนนแบบนอนพาราเมตริกเปนการประมาณฟงกชันความหนาแนน
จากชุดขอมูลโดยตรง  
 วิธีการประมาณความหนาแนนแบบนอนพาราเมตริกทีน่ิยมใชในปจจุบันมีหลายวธีิ เชน 
วิธีการแบบฮสีโตแกรม (Histogram) และวิธีการประมาณอยางงาย (Naïve Estimator) เปนตน แต
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วิธีการประมาณความหนาแนนที่นยิมนํามาใชมากที่สุดคอื วิธีการประมาณความหนาแนนแบบ
เคอรเนล (Kernel Density Estimation) เสนอโดย Rosenblatt ในป ค.ศ. 1956 โดยการประมาณความ
หนาแนนแบบเคอรเนลจะมกีารถวงน้ําหนกัขอมูลในแตละตัวอยางสุม ซ่ึงขอดีของการประมาณ
ความหนาแนนวิธีนี้ คือ ไดฟงกชันโครงสรางขอมูลทางคณิตศาสตรที่สามารถปรับเปลี่ยนรูปแบบ
ไดงาย โดยมีตวัปรับแบบเคอรเนล (Kernel Smoother) เรียกวา แบนวิดจ (Bandwidth) ซ่ึงมีรูปแบบ
ทั่วไป ดังนี้ (Wolfgang Hardle, 1990) 
 

     ( ) 1    h
xK x K

h h
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

     

 
โดยที่  h  คือ คาแบนวดิจ (Bandwidth) 
 ( )K X  คือ ฟงกชันเคอรเนล 
 
ถา 1 2, ,..., nX X X  เปนตัวอยางสุมจากประชากรที่มีฟงกชันการแจกแจงความหนาแนนของความ
นาจะเปน ( )f x  ซ่ึงไมทราบรูปแบบ ตัวประมาณคาความหนาแนนแบบเคอรเนล (Kernel 
Estimator) ของ ( )f x  คือ 
 

     ( )
1

1ˆ     
n

i
h

i

x Xf x K
nh h=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑             (1-1) 

 
โดยที ่ h  คือ  คาแบนวดิจ (Bandwidth) 
 x  คือ  ตัวแปรที่ไมทราบคา 
 iX  คือ ตัวอยางสุม X  โดยที่ i  มีคาตั้งแต 1,...,i n=  
 K  คือ  ฟงกชันเคอรเนล (Kernel function) ในกรณีนี้จะเรียก K  เปน  
  ฟงกชันเคอรเนลลําดับที่ k  

 
หลักการของประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนล (Kernel Density Estimation) คือ หา

โครงสรางของชุดขอมูล เมื่อไมทราบฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน ซ่ึงจากการศึกษา
ทั้งทางดานทฤษฎีและการจําลอง Ahmad and Mugdadi (2004) พบวาในกรณีที่ตัวแปรสุมเปนตัว
แปรสุมที่เปนอิสระและมีการแจกแจงเดยีวกัน ฟงกชันเคอรเนลที่แตกตางกัน ไมใชส่ิงที่สําคัญใน
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การประมาณความหนาแนน แตส่ิงที่สําคัญที่สุดในการประมาณแบบความหนาแนนแบบเคอรเนล 
คือ การเลือกคาพารามิเตอรปรับหรือแบนวดิจที่เหมาะสม 
 สาเหตุที่ทําใหการเลือกแบนวิดจมีความสําคัญตอการแสดงลักษณะของขอมูลสําหรับตัว
ประมาณคาความหนาแนนแบบเคอรเนล ก็คือ ถาคาแบนวิดจมีขนาดเล็ก อาจจะทําใหการประมาณ
ความหนาแนนที่ไดมีลักษณะทีแ่กวงและแสดงใหเห็นถึงลักษณะที่ผิดพลาด แตในทางกลับกนัถา
คาแบนวดิจมขีนาดใหญ ก็จะสงผลใหคาความเอนเอยีง (Bias) มากขึ้น สงผลใหโครงสรางของ
ขอมูลผิดพลาด ทําใหไมเหน็ลักษณะโครงสรางที่แทจริงของขอมูล ซ่ึง Wolfgang Hardle (1990) ได
สรุปลักษณะของแบนวดิจแบงเปนกรณไีดดังนี้  

1. คาแบนวดิจมคีาเขาใกล 0 ( )0h →  ลักษณะโครงสรางขอมูลจะมีลักษณะวุนวายแกวง
ไปมาไมแสดงถึงลักษณะของขอมูลอยางแทจริ 

2. เมื่อคาแบนวิดจมีคาเล็ก ลักษณะโครงสรางขอมูลจะปรับเรียบมากขึ้น 
3. เมื่อคาแบนวิดจมีคามาก ลักษณะโครงสรางขอมูลจะปรับเรียบ และไดผลการประมาณ

ที่ดี 
4. เมื่อคามีคาเขาใกลระยะอนนัต ( )h →∞  ลักษณะโครงสรางขอมูลจะแบนราบ 

 ภาพที่ 1-1 ถึง 1-4 เปนภาพทีแ่สดงถึงการประมาณคาความหนาแนนที่มีคาแบนวดิจที่
แตกตางกัน โดยนําขอมูลปริมาณของหิมะ ในเมืองบัพฟาโล มลรัฐนิวยอรก ประเทศสหรัฐอเมริกา 
ตั้งแตป 1910 – 1972  
 
 

 
ภาพที่ 1-1  การประมาณความหนาแนนที่มคีาแบนวดิจมคีาเขาใกล 0 
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ภาพที่ 1-2  การประมาณความหนาแนนที่มคีาแบนวดิจมคีาเล็ก 
 

 
ภาพที่ 1-3  การประมาณความหนาแนนที่มคีาแบนวดิจมคีามาก 

 

 
ภาพที่ 1-4  การประมาณความหนาแนนที่มคีาแบนวดิจมคีาเขาใกลระยะอนันต 
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ในการประมาณคาเพื่ออธิบายถึงลักษณะของตัวประมาณคาแบบเคอรเนล จําเปนที่จะตอง
เลือกเครื่องมือวัดความแตกตางระหวางฟงกชันความหนาแนนนาจะเปนที่แทจริงกับฟงกชันความ
หนาแนนนาจะเปนที่ประมาณขึ้น ดังนั้นจําเปนตองพจิารณาถึงความคลาดเคลื่อนของการประมาณ
คาในการเลือกแบนวดิจ ซ่ึงการหาความคลาดเคลื่อนสามารถทําไดหลายวิธี เชน คาเฉลี่ยของความ
คลาดเคลื่อนกําลังสอง (Mean Square Error: MSE) คาความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม (Mean 
Integrated Square Error: MISE) โดย 

 

  ( )( ) ( ) ( )
2ˆ ˆ          hMSE f x E f x f x⎡ ⎤= −⎣ ⎦              (1-2) 

   ( )( ) ( ) ( )
2ˆ ˆ          hMISE f x E f x f x dx⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫             (1-3) 

 
 สําหรับการวิจยัคร้ังนี้ ผูวิจยัมีความสนใจศึกษาวิธีการเลือกแบนวิดจสําหรับการประมาณคา
ความหนาแนนแบบเคอรเนลของฟงกชันของตัวแปรสุม โดยจะศึกษาวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ 
Least Square Cross-Validation, วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in, วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ 
Smoothed Bootstrap และวธีิการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast จากนั้นทําการเปรียบเทียบคา
แบนวดิจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจ ภายใตฟงกชันเคอรเนลตางๆ แลวเปรียบเทยีบประสิทธิภาพ
ของวิธีการเลือกแบนวิดจ โดยพิจารณาจากคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (Mean Square 
Error: MSE) คาความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม (Mean Integrated Square Error: MISE) ซ่ึง
วิธีการเลือกแบนวิดจวิธีการใดใหคา MSE และ MISE ต่ําที่สุด จะเปนวิธีการเลอืกแบนวิดจทีม่ี
ประสิทธิภาพมากที่สุด  
 
1.2  วัตถุประสงคของการวจัิย 
 การวิจยัคร้ังนีม้ีจุดมุงหมาย ดังนี ้

1.2.1  เพื่อศึกษาวิธีการเลือกแบนวิดจ ในการประมาณคาความหนาแนนแบบเคอรเนล คือ 
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation, วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in, 
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast 

1.2.2  เพื่อเปรียบเทียบคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจ ในการประมาณคาความ
หนาแนนแบบเคอรเนล ดวยการเปรียบเทียบคา MSE และ MISE  
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1.3  สมมติฐานการวิจัย 
 ภายใตสถานการณเดียวกัน วิธีการเลือกแบนวิดจที่ตางกัน จะใหผลประสิทธิภาพในการเลือก
แบนวิดจที่แตกตางกัน 

 
1.4  ขอบเขตของการวิจัย 

1.4.1  กําหนดใหตัวอยางสุมเปนตัวอยางสุมที่เปนอิสระตอกัน และมีฟงกชันการแจกแจงนาจะ
เปนเดียวกัน (independent and identically distributed; iid) 

1.4.2  กําหนดใหใชฟงกชันเคอรเนล 3 ฟงกชัน คือ 
1.4.1.1 ฟงกชันเกาสเซียน (Gaussian Kernel Function) โดยมีรูปแบบของฟงกชัน คือ 

21 1exp
22

u
π

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1.4.1.2 ฟงกชันอีพานิชนิคอฟ (Epanechnikov Kernel Function) โดยมีรูปแบบของ

ฟงกชัน คือ ( ) ( )23 1 1
4

u I u− ≤  

1.4.1.3 ฟงกชันควอติค (Quartic Kernel Function) โดยมีรูปแบบของฟงกชัน คือ 

( ) ( )2215 1 1
16

u I u− ≤  

 1.4.3  ตัวแปรสุมที่นํามาศึกษามาจาก 3 การแจกแจง คือ การแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน การ
แจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และการแจกแจงแบบโคชี  
 1.4.4  ขนาดตัวอยางที่ใชในการศึกษาเทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 

 1.4.5  ฟงกชันของตัวแปรสุมที่ศึกษา คือ ( )1 2
1

, ,...,  =
m

m i
i

g X X X X
=
∑  ที่ 2m =  

 1.4.6  กําหนดคา 2k =  
 
1.5  เกณฑท่ีใชในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพ 
 การวิจัยคร้ังนี้จะใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (Mean Square Error: MSE) และคา
ความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม (Mean Integrated Square Error: MISE) เปนเกณฑในการ
เปรียบเทียบประสิทธิภาพสําหรับการเลือกแบนวิดจสําหรับการประมาณความหนาแนนแบบเคอร
เนลของฟงกชันของตัวแปรสุม ภายใตสถานการณที่กําหนดขึ้น วิธีการเลือกแบนวิดจวิธีใดที่ใหคา 
MSE และ MISE ต่ําที่สุดจะเปนวิธีการเลือกแบนวิดจสําหรับการประมาณความหนาแนนแบบเคอร
เนลของฟงกชันของตัวแปรสุมที่มีประสิทธิภาพมากกวา 
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1.6  ประโยชนของการวิจัย 
1.6.1  เพื่อเปนแนวทางในการตัดสินใจในการเลือกคาแบนวิดจที่เหมาะสมสําหรับการ 

ประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนลและประสิทธิภาพในการในการประมาณฟงกชันความ
หนาแนน 
 
1.7  นิยามศัพท 

1.7.1  ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน (Probability Density Estimation) คือ  
ฟงกชันที่อธิบายถึงการแจกแจงความนาจะเปนของตวัแปรสุมแบบตอเนื่อง (Continuous Random 
Variable) สามารถนําเสนอเปนกราฟโคงความถี่ตอเนือ่งและคาความนาจะเปนเปนคาของพื้นทีใ่ต
โคง 

1.7.2  การประมาณความหนาแนน (Density Estimation) คือ กระบวนการทางดานนอน 
พาราเมตริกในการประมาณฟงกชันความหนาแนน (Density Function) ของการแจกแจงความนาจะ
เปน 

1.7.3  ตัวอยางสุม (Random Sample) คือ เซตของตัวแปรเชิงสุม 1 2, ,..., nX X X  ที่เปน 
อิสระกันในเชงิสถิติ (Identically Independent) และแตละตัวมีความหนาแนนเชนเดียวกันกับความ
หนาแนนของประชากร 

1.7.4  ตัวแปรสุม (Random Variable) คือ ฟงกชันที่มีโดเมนเปนแซมเปลสเปซ (Sample  
Space) ที่มีฟงกชันความนาจะเปนและมีเรนจเปนเซตของจํานวนจริง 

1.7.5 ตัวประมาณเคอรเนล (Kernel Estimator) คือ วิธีทางนอนพาราเมตริกในการ 
ประมาณฟงกชันความหนาแนนของการแจกแจงความนาจะเปน โดยคํานวณจากตวัอยางขนาด n  

โดยแทนที่แตละคาของขอมูลดวย “เคอรเนล” ของพื้นที่ 1
n

 ผลลัพธจะแสดงโคงของฟงกชันความ

หนาแนนที่ประมาณได ซ่ึงคลายกับการปรบัขนาดแทงความถี่ฮีสโตแกรม 
 



บทที่  2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
 ในบทนีจ้ะกลาวถึงรายละเอยีดทฤษฎีตางๆ วิธีการเลือกแบนวิดจ และการแจกแจงที่ใชใน
การวิจยัรวมทัง้ผลงานการวจิัยที่เกี่ยวของ ซ่ึงมีรายละเอียดตางๆ ดังนี ้
 
2.1  การประมาณความหนาแนน (Density Estimation) 

ฟงกชันการแจกแจงความหนาแนนของความนาจะเปน (Probability Density Function) เปน
ฟงกชันที่ใชอธิบายถึงลักษณะของตวัแปรสุม เมื่อพิจารณาตัวอยางสุม X   ซ่ึงมีฟงกชันความ
หนาแนนนาจะเปนและความนาจะเปน 

 

( ) ( )    
b

a

P a X b f x dx< < = ∫   เมื่อ a b<             (2-1) 

 
ถา 1 2, ,..., nX X X  เปนตัวอยางสุมขนาด n  จากประชากร โดยไมทราบฟงกชันความ

หนาแนนนาจะเปน ตองทําการประมาณฟงกชันความหนาแนน โดยวิธีการประมาณนี้ เรียกวา การ
ประมาณความหนาแนน (Density Estimation) เปนวิธีทีส่รางฟงกชันความหนาแนนจากตัวอยางสุม 
สามารถแบงเปน 2 วิธี คือ วิธีการทางดานพาราเมตริก และวธีิการทางดานนอนพาราเมตริก 
(Silverman, 1986) 
 การประมาณความหนาแนนแบบพาราเมตริก จะตองคํานึงถึงคาพารามิเตอรของการแจกแจง
ที่คาดวาจะเปน เชน การแจกแจงแบบปกติ ซ่ึงมีพารามิเตอรคาเฉลี่ย μ  และพารามิเตอรความ
แปรปรวน 2σ  ที่ไมทราบคา ในการประมาณความหนาแนนจึงตองเริ่มจาก ประมาณคาเฉลี่ย μ  
และความแปรปรวน 2σ  จากชุดขอมูล จากนั้นนําไปแทนที่พารามิเตอรในฟงกชันแจกแจงแบบ
ปกติ  
 การประมาณความหนาแนนแบบนอนพาราเมตริก ไมตองคํานึงถึงคาพารามิเตอรใดๆ 
กลาวคือ การประมาณความหนาแนนแบบนอนพาราเมตริกเปนการประมาณฟงกชันความหนาแนน
จากชุดขอมูลโดยตรง
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วิธีการประมาณความหนาแนนแบบนอนพาราเมตริกที่ใชกันในปจจุบันมีหลายวิธี ซ่ึงสวน
ใหญมีพื้นฐานจากการประมาณความหนาแนนแบบฮีสโตแกรม 

การประมาณคาความหนาแนนแบบฮีสโตแกรม (Histogram) เปนวิธีการประมาณความ
หนาแนนแบบนอนพาราเมตริกที่เกาแกที่สุด (Wand and Jones, 1995) ซ่ึงถากําหนดให nXX ,,1 …

เปนตัวแปรสุมที่เปนอิสระตอกันและมีฟงกชันการแจกแจกนาจะเปนเดียวกัน (Independent and 
Identically Distributed; iid)  
 กําหนดให 0x  เปนจุดเริ่มตน และ h  เปนความกวางของแทง (Binwidth) โดยที่ h  มีคา
มากกวา 0 และกําหนดใหความกวางของแทงมีคาแบบชวงระหวาง ( )0 0[ , 1 )x mh x m h+ +  โดยที่ 
m  เปนจํานวนเตม็บวกหรือจํานวนเต็มลบ  
 การคํานวณเริม่ตนจากกําหนดให 0 (1)a x<  และ ( )n na x>  โดยที่ naaa <<< "10  โดย 

),,min( 1)1( nXXx …=  และ ),,max( 1)( nn XXx …=  จากนั้นแบงชวงของ ],( 0 naa  ออกเปน 

k  ชวง โดยแตละชวงมีความกวางเทาๆ กัน โดยแตละชวงมีความกวางเทากับ 
k

aa
h n 0−
=   แตก็

สามารถกําหนดใหคาความกวางแตละชวงมีคาไมเทากันก็ได แตโดยสวนมากจะนยิมใชในกรณทีี่
กําหนดใหมีคาความกวางของชวงเทากนั 
 จะกลาววาอัตราสวนของจํานวนของตวัแปรสุมที่มีคาอยูในแตละชวงตอจํานวนตัวแปรสุม

ทั้งหมด นั่นคอื ความถี่ของชวงที่ j  จะมีคาเทากับ 
n
n j โดยที่ jn  คือจํานวนของตัวแปรสุมที่อยู

ในชวงที่ j  ดังนัน้ตัวประมาณความหนาแนนแบบฮีสโตแกรม คือ 
 

     ˆ ( )f x  =  
0( , ]

1

( )
n

k
j

a a
j j

n
x

nh=

Ι∑     

      =  
0 0( , ] ( , ]

1 1

1 1 ( ) ( )
n n

k n

a a a a i
j i

x X
n h= =

Ι Ι∑ ∑                  

 
โดยที่  h  คือ ความกวางของแทง 
 n  คือ จํานวนขอมูลทั้งหมด 
 

0( , ]na aΙ  คือ จํานวนขอมูลที่อยูในชวงขอมูล 
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2.2  การประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนล (Kernel Density Estimation) 
การประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนล (Kernel Density Estimation) เปนวิธีการประมาณ

ความหนาแนนที่นิยมใชกันมากที่สุด (Silverman,1986) เปนวิธีการที่สังเกตแตละคาจะมีน้ําหนกั
ถวง เสนอเปนครั้งแรกโดย Rosenblatt ในป ค.ศ. 1956 ตัวประมาณคาความหนาแนนแบบเคอรเนล 
( ( )ĥf x ) คือ 

 

( )
1

1ˆ     
n

i
h

i

x Xf x K
nh h=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑               (2-2) 

 
โดยที ่ h  คือ คาพารามิเตอรปรับเรียบหรือแบนวิดจ (Smoother Parameter or Bandwidth) 
 x    คือ ตัวแปรที่ไมทราบคา x  
 iX   คือ ตัวแปรสุม X  โดยที่ 1,2,...,i n=  
 K    คือ ฟงกชันเคอรเนล (Kernel Function)  
 
ทั้งนี้ Wolfgang Hardle (1990) ไดสรุปฟงกชันเคอรเนล ดังตารางที่ 2-1  
 
ตารางที่ 2-1  ตารางรูปแบบของฟงกชันเคอรเนล 
ฟงกชันเคอรเนล ( )K u  

1.  ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานีชนิคอฟ (Epanechnikov) ( ) ( )23 1 1
4

u I u− ≤  

2.  ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค (Quartic) ( ) ( )2215 1 1
16

u I u− ≤  

3.  ฟงกชันเคอรเนลไตรเวท (Triweight) ( ) ( )3235 1 1
32

u I u− ≤  

4.  ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน (Gaussian) 21 1exp
22

u
π

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

5.  ฟงกชันเคอรเนลแบบสามเหลี่ยม (Triangular) ( ) ( )1 1u I u− ≤  

6.  ฟงกชันเคอรเนลแบบยูนฟิอรม (Uniform) ( )1 1
2

I u ≤  

7.  ฟงกชันเคอรเนลแบบคอซายอัส (Cosinus) ( )cos 1
4 2

u I uπ π⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

โดยที่ ix Xu
h
−

=  
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จากตารางที่ 2-1 ที่แสดงถึงฟงกชันเคอรเนลชนิดตางๆ สามารถหาสมการฟงกชันเคอรเนลไดจาก 
 

 ( ) ( )
( )

2

2 1

1
,     

2 1, 1

p

p

u
K u p

B p p+

−
=

+ +
 โดยที่ { }1u ≤            (2-3) 

 

โดยที ่ u   คือ ตัวแปร u  โดยที่ ix Xu
h
−

=  

 p   คือ คาคงที่ p  โดยที่ p  มีคาตั้งแต 0 เปนตนไป 
 

และ ( ) ( ) ( )
( )

,
a b

B a b
a b

Γ Γ
=

Γ +
  โดยที่ ( ) ( )1 !c cΓ = −  เมื่อ c  เปนคาคงที่ ดังนั้นฟงกชันเคอรเนลมี

รูปแบบแตกตางกันไปตามลกัษณะแนวโนมของการแจกแจงของขอมูล ยกตวัอยางเชน 
 
ในกรณีที่   0p =  จากสมการที่ 2-3 จะไดวา 
 

  ( ) ( )
( )

2

2 1

1
,     

2 1, 1

p

p

u
K u p

B p p+

−
=

+ +
 โดยที่ { }1u ≤  

  ( ) ( )
( )

02

2(0) 1

1
,0     

2 0 1,0 1
u

K u
B+

−
=

+ +
 

        
( )
1  

2 1,1B
=  

จาก ( ) ( ) ( )
( )

,
a b

B a b
a b

Γ Γ
=

Γ +
 จะกลาวไดวา ( ) ( ) ( )

( )
1 1

1,1
1 1

B
Γ Γ

=
Γ +

  

   

  ( ) 1,0     
2

K u =   โดยที่ { }1u ≤  

ฟงกชันเคอรเนลที่ไดก็คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบยูนฟิอรม 
 
ในกรณีที่   1p =  จากสมการที่ 2-3 จะไดวา 

   ( ) ( )
( )

2

2 1

1
,     

2 1, 1

p

p

u
K u p

B p p+

−
=

+ +
 โดยที่ { }1u ≤  
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   ( ) ( )
( )

12

2(1) 1

1
,1     

2 1 1,1 1
u

K u
B+

−
=

+ +
 

( ),1K u    ( )
( )

2

3

1
  

2 2,2
u

B
−

=  

จาก ( ) ( ) ( )
( )

,
a b

B a b
a b

Γ Γ
=

Γ +
 จะกลาวไดวา ( ) ( ) ( )

( )
2 2

1,1
2 2

B
Γ Γ

=
Γ +

 

  ( ) ( )23,1     1
4

K u u= −   โดยที่ { }1u ≤  

ฟงกชันเคอรเนลที่ไดก็คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ 
 
คุณสมบัติของฟงกชันเคอรเนล 
 1. ฟงกชันเคอรเนลเปนฟงกชันแบบสมมาตร โดยมีคาระหวาง 0 ถึง 1 ซ่ึงกลาวไดวา 
( ) ( )K u K u= −  

 2. ถาฟงกชันเคอรเนลเปนฟงกชันความหนาแนน ตัวประมาณคาความหนาแนนแบบ 

เคอร เนลจะเปนฟ งก ชันความหนาแนนดวย เชนกัน  กล าวคือ  ถ า  ( ) 1K u du
∞

−∞

=∫  แลว 

( )ˆ 1hf u du
∞

−∞

=∫  

 3. เมื่อกําหนดคาแบนวิดจ h  และฟงกชันความหนาแนนเคอรเนล K  ในขอมูล 1 ชุด จะมี
ฟงกชันเคอรเนลไดเพียง 1 ฟงกชัน 
 4. ถาฟงกชันเคอรเนล K  สามารถหาอนุพันธไดอยางตอเนื่อง ตัวประมาณคาความ
หนาแนนแบบเคอรเนลก็จะสามารถหาอนุพันธอยางตอเนื่องเชนกัน 

 5. ( )    0ju K u du
∞

−∞

=∫  สําหรับ 1,..., 1j k= −  

 6. ( )    0ku K u du
∞

−∞

≠∫  

 
 โดยทั่วไปแลวจะเรียกฟงกชันเคอรเนล K  วาฟงกชันเคอรเนลลําดับที่ k  ซ่ึงสวนใหญจะ

ศึกษาในกรณทีี่ 2k =  เนื่องจากคุณสมบัติของฟงกชันเคอรเนล นั่นคือ ( )   0ku K u du
∞

−∞

≠∫  

อาจจะกลาวไดวาเมื่อ 2k =  คาของ K  ที่ไดจะมคีาเปนบวก กลาวคือ ฟงกชันเคอรเนล K  จะ
กลายเปนฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน และตัวประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนล
จะเขาไปแทนที่ที่คาสังเกต iX  แตละคา แตสําหรับกรณีที่ 2k >  คาของ K  ที่ไดอาจจะมีคาเปนคา
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ลบและสงผลใหตัวประมาณคาความหนาแนนแบบเคอรเนลไมมีการเคลื่อนที่ และคาประมาณ
ความหนาแนนแบบเคอรเนลก็จะเปนคาลบดวยเชนกนั 

ในการวิจัยนี้จะศึกษาการประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนลแบบตัวแปรสุมเดยีว ดงั

แสดงในภาพที่ 2-4 และในกรณีที่ 1k = และ 2k =  โดยที่เมื่อ 1k =  จะไดวา ( )    0K x dx
∞

−∞

≠∫  

และเมื่อ 2k =  จะไดวา ( )2    0x K x dx
∞

−∞

≠∫  

 

 
 

ภาพที่ 2-1   การประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนลแบบตัวแปรสุมเดียว 
 
 2.2.1  ฟงกชันเคอรเนลที่ใชในการวจิัย 
  2.2.1.1 ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน (Gaussian Kernel Function) ฟงกชันนี้มี
รูปแบบเหมือนกับฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปนของการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน โดย 
 

   ( )K u  =  21 1exp
22

u
π

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

             (2-4) 

 

โดยที ่ ix Xu
h
−

=  

 h  คือ คาแบนวดิจ 
 iX  คือ คาของตัวอยางสุม 
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ภาพที่ 2-2  กราฟแสดงฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
 
  2.2.1.2  ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ (Epanechnikov Kernel Function) มี
รูปแบบฟงกชัน คือ 
  

    ( )K u  =  ( ) ( )23 1 1
4

u I u− ≤             (2-5) 

 

โดยที ่ ix Xu
h
−

=  

 h  คือ คาแบนวดิจ 
 iX  คือ คาของตัวอยางสุม 
 

 
 

ภาพที่ 2-3  กราฟแสดงฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
 
 
 



 16 

2.2.1.3 ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค (Quartic Kernel Function) หรืออาจเรียก 
ฟงกชันเคอรเนลนี้วา ฟงกชันเคอรเนลแบบไบเวท (Biweight) มีรูปแบบฟงกชัน คือ 
  

    ( )K u  =  ( ) ( )2215 1 1
16

u I u− ≤             (2-6) 

 

โดยที ่ ix Xu
h
−

=  

 h  คือ คาแบนวดิจ 
 iX  คือ คาของตัวอยางสุม 
 

 
ภาพที่ 2-4  กราฟแสดงฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 

 
 2.2.2  ประสิทธิภาพของฟงกชันเคอรเนล 
 Silverman (1986) ไดกลาวถึงฟงกชันเคอรเนลที่เหมาะสม วาควรจะเปนฟงกชันเคอรเนลที่
ทําใหคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม (MISE) มีคาต่ํา และไดใหสูตรการ
คํานวณหาประสิทธิภาพสัมพัทธ (Relative Efficiency) ของฟงกชันเคอรเนลดังนี้ 
 

( )eff K  =  ( ) ( ){ }
1 4
5 55

4
C K f x dx n

−⎛ ⎞ ′′⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫  

 

โดยที่  ( ) ( ){ }
42

2 55
2  C K k K t dx= ∫   

 สําหรับประสิทธิภาพของฟงกชันเคอรเนลที่ศึกษาแสดงในตารางที่ 2-2 
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ตารางที่ 2-2  แสดงคาประสทิธิภาพสัมพัทธของฟงกชันเคอรเนล 
 

ฟงกชนัเคอรเนล คาประสิทธิภาพสัมพัทธ 
ฟงกชันอีพานชินิคอฟ (Epanechnikov) 1.0000 
ฟงกชันควอตคิ (Quartic) 0.9939 
ฟงกชันสามเหลี่ยม (Triangular) 0.9859 
ฟงกชันเกาสเซียน (Gaussian) 0.9512 

 
2.3  วิธีการเลือกแบนวิดจ (Bandwidth Selection) 

2.3.1  วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Least Square Cross-Validation 
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation เสนอโดย Rudemo ในป ค.ศ. 1982 

เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่นยิมนํามาใชและศึกษามากทีสุ่ด 
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation จะพิจารณาจากผลตางระหวาง

ฟงกชันความหนาแนนนาจะเปนที่ประมาณไดกับฟงกชันความหนาแนนที่แทจริง แบนวิดจแบบ 
Least Square Cross-Validation ( ( )ISE h ) คือ 
  

 ( )ISE h  =  ( ) ( )( )2

ĥf x f x dx
∞

−∞

−∫  

 ( )ISE h  =  ( ) ( ) ( ) ( )2 2ˆ ˆ2h hf x dx f x f x dx f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

− +∫ ∫                       (2-7) 

จากสมการที่ 2-4 จะเห็นวา 

  ( )2
ĥf x dx

∞

−∞
∫   คํานวณไดจากขอมูล 

  ( ) ( )ĥf x f x dx
∞

−∞
∫  ประมาณคาไดจากขอมูล 

  ( )2f x dx
∞

−∞
∫   เปนสวนที่เปนอิสระกับคาแบนวดิจ 

 
ดังนั้น 

 ( ) ( )2ISE h f x dx
∞

−∞

− ∫  =  ( ) ( ) ( )2ˆ ˆ2h hf x dx f x f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

−∫ ∫                      (2-8) 
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 แนวคดิพื้นฐานของการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation คือ ประมาณคา 

( ) ( )2ISE h f x dx
∞

−∞

− ∫  จากขอมูลและทําใหมีคาประมาณทีไ่ดนัน้มีคานอยที่สุด จากสมการที ่ 2-5 

เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ) ( )1
,

1

ˆ ˆ        
n

h x h h i i
i

f x f x dx E f x n f x
∞

−

=−∞

⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ∑∫  ดังนั้นสมการที่ 2-5 สามารถ

เขียนรูปแบบสมการของการเลือกแบนวดิจแบบ Least Square Cross-Validation ( ( )LSCV h ) ดังนี้ 
   

  ( )LSCV h  =  ( ) ( )2
,

1

2ˆ
n

h h i i
i

f x dx f x
n

∞

=−∞

− ∑∫              (2-9) 

 

( )LSCV h  จึงเปนตวัประมาณคาที่ไมเอนเอียงของ ( ) ( ) ( )2ˆ ˆ2h hf x dx f x f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

−∫ ∫  และเปน

ตัวประมาณทีท่ําให ( ) ( ) ( )2  LSCV h ISE h f x dx
∞

−∞

= − ∫  มีคานอยที่สุด 

 2.3.2  วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in 
 วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in เสนอขึ้นเปนครั้งแรกโดย Woodroofe ในป ค.ศ. 1970 
โดยเสนอสมการสําหรับประมาณคาแบนวดิจที่เหมาะสม (Optimal Bandwidth; opth ) ดังนี้ 
 

   opth  =  ( )
( ) ( )( )

1
5 1

5
22

2

R K
n

K R fμ

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                      (2-10) 

โดยที ่  ( ) ( )2    R K K x dx
∞

−∞

= ∫   และ ( ) ( )2
2     K x K x dxμ

∞

−∞

= ∫  ซ่ึงจากสมการ 2-7 จะเห็นวา

มีเพียง ( )( )2R f  เทานัน้ที่ไมทราบถึงคุณสมบัติ 

 ตอมาในป ค.ศ. 1991 Sheather และ Jones นําเสนอการประมาณคา ( )( )pR f  โดยใช 
( )( )ˆ p

hR f  ของการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in ซ่ึงวิธีการประมาณนี้มีขอดี คือ ใหคาประมาณที่เปน

บวกเสมอ 
 การเลือกแบนวิดจโดยวิธีการ Plug-in จะพิจารณาจาก MISE แตเนื่องจากสมการสําหรับ
ประมาณคาแบนวิดจที่เหมาะสม (สมการที่ 2-7) มีลักษณะแบบ asymptotic กลาวคือ เมื่อ n →∞  
แลว ( ) 0h h n= →  ดังนั้นสมการ Asymptotic Mean Integrated Squared Error (AMISE) คือ 
 

  ( )AMISE h  =  ( ) ( ) ( )1 4 41
4 Knh R K h R fσ− ′′+                               (2-11) 
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โดย ( ) ( )2R K K x dx
∞

−∞

= ∫  และ ( )2 2
K x K x dxσ

∞

−∞

= ∫   

ดังนั้นจึงเขียนสมการ 2-11 ในรูป 
 

  ( )hψ   =  ( ) ( ) ( )1 4 41 ˆ
4 Knh R K h Sσ α− +  

 
โดยที่  ( )Ŝ α  เปนคาประมาณแบบเคอรเนลของ ( )R f ′′  เมื่อใชคาแบนวิดจทีเ่หมาะสม 
ดังนั้นคาแบนวิดจทีเ่หมาะสมของวิธีการ Plug-in เมื่อใชคาประมาณของ ( )( )pR f  ที่เสนอโดย 

Sheather และ Jones คือ 
 

   h  =  ( )
( )( )

1
5 1

5
4 ˆ ˆK D

R K
n

S hσ α

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                      (2-12) 

 

โดยที่   ( ) ( ){ } ( ){ }1 5 1

1 1

ˆ           1
n n

iv
i j

i j
S n n X Xα α φ α

− − −

= =

= − −∑∑  และ 

  ( ) ( )
( )

1
57
7

ˆ
ˆ           1.357 ˆ

D

D

S a
h h

T b
α

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 

  ( ) ( ){ } ( ){ }1 7 1

1 1

ˆ           1
n n

vi
D i j

i i
T b n n b b X Xφ

− − −

= =

= − − −∑∑  

2.3.3  วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap 
 วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap เสนอเปนครั้งแรกในป ค.ศ. 1989 โดย 
Taylor โดยพิจารณาถึงคาแบนวิดจที่ทําใหคา MISE มีคานอยที่สุด 
 วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap แตกตางจากวิธีการ Bootstrap ที่ใชทั่วๆ ไป 
คือวิธีการ Smoothed Bootstrap สามารถคํานวณคา MISE ไดโดยตรงในขณะที่วธีิการ Bootstrap 
ทั่วไปจะใชวิธีการจําลอง (Simulation) จึงทําใหวิธีการแบบ Smoothed Bootstrap มีการคํานวณที่
รวดเร็วกวาวิธีอ่ืนๆ (Jones, marron and Sheather 1996)  
 คาแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap เปนคาแบนวิดจที่ใหคา MISE นอยที่สุด ในขั้นตอน
การคํานวณจะตองทําการสุมตัวอยางซ้ํา (Resample) จากการแจกแจงทีค่าดวาจะเปน จากนั้นจึงทํา
การสรางตัวประมาณแบบ Smoothed Bootstrap ดังขั้นตอนตอไปนี ้
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 กําหนดให * *
1 ,... nX X  เปนตัวอยางสุมจากการสุมตัวอยางซ้ํา จะไดตัวประมาณคาความ

หนาแนนแบบ Bootstrap โดย 
 

   ( )*ˆ ,njf x h  =  
*

1

1 n
i

i

x XK
nh h=

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑            (2-13) 

 
เมื่อ 1,...j B=  โดยที่ B  คือ จํานวนครั้งของการ Bootstrap 
ความแปรปรวนของ ( ),nf x h  คือ 
 

   ( ) ( )( )21 * *

1

, ,
B

nj nj
j

B f x h f x h dx
∞

−

= −∞

−∑ ∫  

โดยที่ ( ) ( )* 1 *

1

,     ,
B

nj nj
j

f x h B f x h−

=

= ∑  

 จากนั้นสรางการประมาณความหนาแนน ( )0
ˆ ,nf x h  และทําการสุมตัวอยางซ้ําจาก 

( )0
ˆ ,nf x h  จากขั้นตอนนี้แตละคาของตัวอยางสุมจะเพิ่มคาความคลาดเคลื่อน (ε ) เขาไปในแตละ
คา โดยที่ ε  มีฟงกชันความหนาแนนนาจะเปน K  จากนั้นจงึทําการประมาณคาความเอนเอียง โดย 

( ) ( )*
0

ˆ , ,n njf x h f x h−  และทําการประมาณคา ( )MISE h  โดยใช 
 

  ( )MISE h  =  ( ) ( )( )2
1 *

0
1

ˆ, ,
B

nj n
j

B f x h f x h dx
∞

−

= −∞

−∑ ∫           (2-14) 

ดังนั้นจึงเลือกคาแบนวดิจทีท่ําใหคา ( )MISE h  มีคานอยที่สุด 
 2.3.4  วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast 
 Ahmad และ Ran ไดเสนอวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ในป ค.ศ. 2003 โดย
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast เปนวิธีที่ขึน้อยูกับฟงกชันเคอรเนล ( ik ) q  ฟงกชันที่
แตกตางกันและคาสัมประสิทธิ์ความแตกตาง (Coefficient of Contrast) จะมีผลรวมเทากับศูนย จาก
ตัวประมาณคาสามารถสรางสมการ Contrast สําหรับคาแบนวดิจที่ประมาณได ดังนี ้
   

   ( )( )ĥcon f x  =  ( )
1

ˆ
q

i
i

p f x
=
∑             (2-15) 

 
โดยที่ ip  คือ คาสัมประสิทธิ์ความแตกตาง โดยที่ 1,...,i q=  
การเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast สามารถทําตามขั้นตอนไดดังนี้ 
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1. สรางฟงกชัน Contrast ของตัวประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนล โดย 
 

   ( )ĥf x   =  
1

1 n
i

i

x XK
nh h=

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

 
2. เลือกขอบเขตวิกฤตเพื่อวัดถึงความแตกตางระหวาง ( )ĥf x  กับ ( )f x  โดยที ่
 

   ( )( )hcon f x  =  ( )
1

q

i
i

f x p
=
∑    0=  

  
3. หาคา ĥ  ที่ทําใหขอบเขตวิกฤตนอยที่สุด 

 4. ประมาณคา ( )f x  ดวย ( ) ( ),
1

ˆ ˆ    
q

h i h i
i

f x c f x
=

= ∑  โดยที่ 
1

    1
q

i
i

c
=

=∑  และ 0 1ic≤ ≤  

สําหรับ 1,...,i q=  
 
จากนั้นเลือกคาแบนวดิจที่ทาํใหคา ( )MISE h  มีคานอยที่สุด คือ 
 

  ( )MISE h  =  ( ) ( )
2

,
1 1

ˆ
q q

i h i i
i i

E p f x p f x dx
∞

= =−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
−⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑∫  

แตเนื่องจาก ( ) ( )
1 1

        0
q q

i i
i i

p f x f x p
= =

= =∑ ∑  ดังนั้น 

 

  ( )MISE h  =  ( )
2

,
1

ˆ
q

i h i
i

E p f x dx
∞

=−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∫                      (2-16) 

 

ดังนั้น  ( )ISE h   =  ( )
2

,
1

ˆ
q

i h i
i

p f x dx
∞

=−∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫  เปนตัวประมาณคาที่ไมเอนเอียงของ 

( )MISE h  ดังนั้นจึงเลือกคาแบนวดิจทีท่ําใหคา MISE มีคานอยที่สุด 
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2.4  เกณฑการพิจารณา 
 การพิจารณาถงึความเหมาะสมของตัวประมาณคาโดยทัว่ไปจะพิจารณาจากความแตกตาง
ระหวางฟงกชันความหนาแนนที่แทจริง ( )f x  และฟงกชันความหนาแนนที่ประมาณขึ้น ( )hf x  
ดังนี ้
 2.4.1  คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (Mean Squared Error: MSE) เปนวิธีการวดั
ความแตกตางของตัวประมาณความหนาแนน ( )ĥf x  จากความหนาแนนทีแ่ทจริง ซ่ึงมีหลายวิธีที่
นํามาศึกษา แตเมื่อพิจารณาถึงการประมาณแบบจุด มักจะนิยมใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อน
กําลังสอง โดย 
 

   ( )( )ˆMSE f x  = ( ) ( )
2

ĥE f x f x⎡ ⎤−⎣ ⎦  

   ( )( )ˆMSE f x  = ( ) ( ) ( )
2ˆ ˆvarEf x f x f x⎡ ⎤− +⎣ ⎦          (2-17) 

 
จากสมการที่ 2-17 สามารถเขียนรูปแบบอยางงาย คือ 
 

   ( )( )ˆMSE f x  = ( ) ( )
2ˆ ˆ varbias f x f x⎡ ⎤ +⎣ ⎦          (2-18) 

เนื่องจาก  

( )ˆ bias f x  =  ( ) ( )2 2
2

1
2

h f x k o h′′ +   

( )( )ˆvar f x  =  ( ) ( )2 11 1n h K t dt o nh
∞

−− −

−∞

+∫   

ดังนั้น  

( )( )ˆMSE f x  =  ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 12 2 1 1
2

1
2

h f x k o h n h K t dt o nh
∞

−− −

−∞

⎡ ⎤′′ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫   (2-19)

 2.4.2  คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม (Mean Integrated Squared Error: 
MISE) 
   

 ( )( )ˆMISE f x  =  ( ) ( )
2

ĥE f x f x dx⎡ ⎤−⎣ ⎦∫  

   =  ( ) ( ) ( ) ( ){ }2ˆ ˆ ˆ
h h hE f x E f x E f x f x dx⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

 ( )( )ˆMISE f x  =  ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 2ˆ ˆ ˆ
h h hE f x E f x E f x f x dx⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫         (2-20) 
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จากสมการที่ 2-17 สามารถเขียนรูปแบบอยางงาย คือ 
 
  ( )( )ˆMISE f x  =  ( ) ( )2ˆ ˆvar biash hf x dx f x dx+∫ ∫                     (2-21) 

 
เนื่องจาก  

( )ˆ bias f x  =  ( ) ( )2 2
2

1
2

h f x k o h′′ +   

( )( )ˆvar f x  =  ( ) ( ) ( )2 11 1n h f x K t dt o nh
∞

−− −

−∞

+∫   

ดังนั้น  

( )( )ˆMISE f x  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

2 2 11 1 2 4
24

hn h K t dt f x dx k f x dx o nh o h
∞ ∞

−− −

−∞ −∞

′′+ + +∫ ∫    (2-22) 

แสดงวิธีการคาํนวณอยางละเอียดในภาคผนวก ข 
 
2.5  การแจกแจงตางๆ ท่ีใชในงานวิจัย 

2.5.1  การแจกแจงแบบปกติ (Normal Distribution)  
การแจกแจงแบบปกติเปนการแจกแจงแบบตอเนื่องที่พบมากที่สุดและมีความสําคญัมากทั้ง

ทางดานสถิติประยุกตและสามารถนําไปประโยชนในการประมาณคาของประชากรและทดสอบ
สมมติฐานทางสถิติ 

อับราฮัม เดอรมัวร (Abraham De Moire, 1667-1754) นักคณิตศาสตรชาวฝรั่งเศส เปนผูคนพบ
การแจกแจงแบบปกติ เมื่อป ค.ศ. 1733 ตอมา ปแอร ลาปลาส (Pierre Laplace, 1749-1827) 

นักคณิตศาสตรชาวฝรั่งเศส กับคารล เกาส (Carl Gauss, 1777-1855) นักคณิตศาสตรและดารา
ศาสตรชาวเยอรมัน ไดคนพบการแจกแจงแบบปกติโดยไมทราบผลงานของอับราฮัม เดอรมัวร มา
กอนเลย ซ่ึงพบวาการแจกแจงของความคลาดเคลื่อนในการวัดทางวิทยาศาสตรกายภาพสามารถ
ประมาณไดอยางใกลเคยีงโดยใชโคงปกต ิ ซ่ึงเขาเรียกวา “โคงปกติของความคลาดเคลื่อน” (The 
Normal curve of Error) และถือไดวาเปนกฎของความนาจะเปน (The Laws of chance) ผลงานของ 
ลาปลาส และ เกาส เปนที่รูจกักันแพรหลายและนําไปใชประโยชนอยางกวางขวาง (วนิัย, 2537) ใน
บางครั้งมักจะเรียกการแจกแจงแบบปกตวิา “การแจกแจงลาปลาส” (Laplacian Distribution) หรือ 
“การแจกแจงเกาสเซียน” (Gaussian Distribution) การแจกแจงแบบปกติมีฟงกชันความหนาแนน
นาจะเปน (pdf) คือ 

ให  X  เปนตัวแปรสุม จะกลาววา X  มีการแจกแจงปกติ ถา X  มีฟงกชัน กําหนดโดย 
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   ( ) ( )2

22

1         exp ,      
22

x
f x x

μ
σπσ

⎡ ⎤−
= − −∞ < < ∞⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  
เมื่อ  

2σ  คือ ความแปรปรวนของประชากร 
σ  คือ สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของประชากร 
μ  คือ คาเฉลี่ยของประชากร 
π  �  3.14159 

 
 

 
 

ภาพที่ 2-5   แสดงโคงการแจกแจงแบบปกต ิ
 
คุณสมบัติของการแจกแจงแบบปกต ิ

1.  ลักษณะโคงเปนรูประฆังคว่ํา (bell shaped) สมมาตรกับแกนตั้งที่ลากผานเสนคาเฉลี่ย μ  
ฟงกชันความหนาแนนนาจะเปน มีลักษณะเปนรูประฆังคว่ําที่สมมาตร ดังนั้นคาเฉลี่ยของตัวแปร
สุม X  คือ  
 

                                            μμ == )(XEx  
  
ความแปรปรวนของตัวแปรสุม X  คือ      
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    2 2 2[( ) ]x E xσ μ σ= − =       
                               

2.  กราฟลดลงอยางตอเนื่องทั้งสองขาง มีจุดเปลี่ยนเวาที ่ σμ ′±=x  ปลายโคงจะเขาใกล
แกน X  เมื่อ x  มีคาหางจาก μ  ออกไป แตจะไมตัดแกน X  

3.  เปนโคงที่มีจุดสูงสุดเพียงจุดเดยีว (Unimodal) อยูที่ x μ=  ซ่ึงเปนคาฐานนิยม 
4.  คาเฉลี่ย คามัธยฐาน และคาฐานนิยมมคีาเทากัน อยูทีจุ่ด x μ=  
5.  มีคาความโดง (Kurtosis) เทากับ 3 และคาความเบ (Skewness) เทากับ 0 
6.  μ  และ 2σ  เปนคาพารามิเตอรของการแจกแจงแบบปกติ โดย μ  และ 2σ  จะเปน 

ตัวกําหนดตําแหนงที่ตั้งของเสนโคงและลักษณะของเสนโคงวาจะแบนหรือโดง 
7.  พื้นที่ใตโคงปกติที่อยูระหวาง 1μ σ± , 2μ σ±  และ 3μ σ±  จะมีคาเปน 68.27%,  

95.45% และ 99.73% ตามลําดับ 
 

 
 

ภาพที่ 2-6   กราฟแสดงพื้นที่ใตโคงปกต ิ
 
ในกรณีที่การแจกแจงแบบปกติ มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวนเทากับ 1 จะเรียกการแจก
แจงแบบปกตนิี้วา การแจกแจงแบบปกตมิาตรฐาน (Standard Normal Distribution) สามารถเขียน
ไดวา ( )0,1Z N∼  เมื่อ Z  คือตัวแปรที่มีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน 

2.5.2  การแจกแจงเอกซโพเนนเชียล (Exponential Distribution) 
 การแจกแจงเอกซโพเนนเชยีล เปนการแจกแจงของตัวแปรสุมที่แสดงระยะเวลาระหวาง
เหตุการณที่สนใจศกึษา (วนิัย, 2534) เชน ระยะเวลาที่รอคอยในการใชบริการฝากเงินในธนาคาร 
หรือแสดงถึงอายุในการใชงาน (Life Time) ของวัตถุส่ิงของ เชน อายุการใชงานของเครื่องซักผา ตัว
แปรสุมตอเนือ่ง X  ที่มีการแจกแจงเอกซโพเนนเชียลพารามิเตอร 0θ >  จะมีฟงกชันความ
หนาแนนในรปู 
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    ( )f x  =  1 x

e θ

θ
−

 เมื่อ 0x >  

      =  0   เมื่อ x  มีคาอื่นๆ 
 
คุณสมบัติของการแจกแจงเอกซโพเนนเชยีล 

1.  คาเฉลี่ยและความแปรปรวนของตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียลจะ 
ขึ้นอยูกับพารามิเตอร θ  โดยมคีาเฉลี่ยเทากับ θ  และความแปรปรวนเทากับ 2θ  

2.  ตัวแปรสุมแบบเอกซโพเนนเชียล มีคณุสมบัติไรความจํา (Memory less) คือ  
 

  ( ) ( )      P X t x X t P X t> + > = >           
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 xe λ−=      ( )P X x= >  

 
จากคุณสมบัตดิังกลาวสามารถยกตัวอยางไดดังนี ้

สมมติวาอายุการใชงานของหลอดไฟฟายีห่อหนึ่ง มีการแจกแจงเอกซโพเนนเชียล ที่ม ีอายุ
การใชงานเฉลีย่เทากับ 1,000 ช่ัวโมง ให X  แทนอายุการใชงานของหลอดไฟฟา 

    ( )P X x≥  =  
 
10001

t

x

e dt
∞

−

∫  

      =  
 
1000
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e
−

 
 
 ถาใชหลอดไฟฟาหลอดหนึง่มาแลว 500 ช่ัวโมง ความนาจะเปนทีห่ลอดไฟฟาหลอดนี้จะมี
อายุการใชงานตอไปอีกอยางนอย 800 ช่ัวโมง นั่นคือ 
 

  ( )1300 500P X X> >   =  ( )
( )

1300
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ซ่ึงเทากับ ( )
8

10800     P X e
−

> =  
ดังนั้น ( ) ( )1300 500     800P X X P X> > = >  

 แสดงใหเห็นวาความนาจะเปนที่หลอดไฟฟานั้นจะมีอายกุารใชงานอยางนอย 1,300 ช่ัวโมง 
เมื่อถูกใชมาแลวอยางนอย 500 ช่ัวโมง จะมีคาเทากับความนาจะเปนที่หลอดไฟฟานี้จะมีอายุการใช
งานอยางนอย 800 ช่ัวโมง นบัตั้งแตเร่ิมตนใชงาน 
 

 
 

ภาพที่ 2-7   กราฟแสดงการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล 
 

2.5.3  การแจกแจงแบบโคช ี(Cauchy Distribution) 
 โอกุส แดง ลุยส โคชี (Augustin Louis Cauchy) นักคณติศาสตรชาวฝรั่งเศสเปนผูคนพบการ
แจกแจงแบบโคชี (Cauchy Distribution) จะพบการแจกแจงแบบโคชีในงานทางดานวิทยาศาสตร
และวิศวกรรมศาสตร เชน ในกลศาสตรและทฤษฎีไฟฟา (มานพ, 2545) 
 ตัวแปรสุมตอเนื่อง X  มีการแจกแจงแบบโคชีดวยพารามิเตอร θ  โดยที่ θ−∞ < < ∞  และ 

0β >  ฟงกชันความหนาแนนนาจะเปนของการแจกแจงแบบโคชี คือ 
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1          ,

1

f x
x θπβ
β
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⎡ ⎤⎛ ⎞−
+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

  θ−∞ < < ∞  

  
 เขียนแทนดวย ( ),X C θ β∼  หาก 0θ =  และ 1β =  จะเขยีนแทนดวย ( )0,1X C∼  
และจะเรียกวา X  มีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน (มานพ, 2547) 
 
 

 
 

ภาพที่ 2-8  รูปแสดงฟงกชันความหนาแนนแบบโคชีมาตรฐาน 
 
2.6  งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

จากผลงานวิจัยที่ผานมา มีนักสถิติหลายทานไดทําการศึกษาถึงการเลือกแบนวิดจสําหรับการ
ประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนลสําหรับฟงกชันของตัวแปรสุม ซ่ึงมีผลสรุปไดดังนี้ 
 

Taylor (1989) ทําการศึกษาวิธีการเลือกแบนวิดจ และคา ISE โดยทําการเปรียบเทียบจากการ
จําลองขอมูลโดยแบงกรณีศกึษาเปน 2 กรณี คือ  

กรณีที1่ เปรียบเทียบคาแบนวิดจทีไ่ดจากวธีิการเลือกแบนวิดจ 3 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจ
แบบ Cross-Validation วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Bootstrap และวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ 
Asymptotic Normal Formula กําหนดขนาดตัวอยาง 3 ขนาด คือ 100, 200 และ 300 โดยจําลอง
ขอมูลจากการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน (Standard Normal Distribution) การแจกแจงแบบปกติ
ผสม (Mixture Normal Distribution) การแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน (Standard Cauchy 
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Distribution) การแจกแจงแบบไคสแควร (Chi-Square Distribution) ที่องศาอิสระเทากับ 6 โดย

เปรียบเทียบคาแบนวดิจจากอัตราสวนของ ( )
( )1

ISE 
ISE 

ih
h

 

กรณีที2่ ศึกษาคาแบนวดิจจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Bootstrap โดยใชคา ISE เปนหลัก 

โดยเปรียบเทยีบคาตางๆ คือ 1) ( ) ( )*B h ISE h−  2) ( ) ( )
( )

*B h ISE h
ISE h
−  และ 3) 

( ) ( )
( )

2*B h ISE h
ISE h

⎡ ⎤−⎣ ⎦  จากการเปรียบเทียบนี้จะเหน็วาเมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึน้อัตราการลูเขาของ 

( ){ }*var B h  จะเร็วกวา ( )ISE h   

ผลการวิจัยพบวา คาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Bootstrap จะใหผลลัพธที่
ดีกวาคาแบนวดิจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Cross-Validation ยกเวนในกรณีที่ขอมูลมีการ
แจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สวนในกรณีขอมูลมีการแจกแจงแบบไคสแควร ที่องศาอิสระเทากับ 6 
เมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้น คาแบนวดิจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Bootstrap จะใหคาผลลัพธ
ที่ดีกวาคาแบนวิดจจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Asymptotic Normal Formula อีกทั้งสรุปไดวา
ถึงแมวาคาแบนวิดจจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Bootstrap จะมีขนาดใหญ แตกย็ังใหผลลัพธที่
ดีกวาคาแบนวดิจขนาดเล็กจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Cross-Validation 

Faraway และ Jhun (1990) ทําการศึกษาถงึวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Bootstrap โดยจําลอง
ขอมูลจากการแจกแจง 6 การแจกแจง คือ การแจกแจงปกตมิาตรฐาน (Standard Normal 
Distribution), การแจกแจงแบบ bimodal, การแจกแจงแบบ Contaminated Normal, การแจกแจง
แบบลอกนอรมอล (Lognormal Distribution), การแจกแจงแบบโคชี (Cauchy Distribution) และ
การแจกแจงแบบเบตา (Beta Distribution) โดยกําหนดขนาดตัวอยางเทากับ 50 และ 400 ทําการ 
Bootstrap จํานวน 100 คร้ัง โดยแสดงผลลัพธเปนคาแบนวิดจเปนคาแบนวิดจที่ทําใหคา MISE นอย
ที่สุด คาแบนวิดจที่ทําให ISE นอยที่สุด คาอัตราสวนของ MISE ที่ประมาณไดกับคา MISE ของ 
ISE และคาความคลาดเคลื่อนประมาณ 2% ในแตละ Bootstrap  

สามารถสรุปไดวา คาแบนวดิจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Bootstrap จะใหผลลัพธที่
ดีกวาคาแบนวดิจที่ไดจากการเลือกแบนวดิจแบบ Cross-Validation โดยคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจแบบ Bootstrap จะมีคาแบนวิดจขนาดใหญกวาคาแบนวิดจจากวิธีการเลือกแบนวดิจ
แบบ Cross-Validation แตใหความแปรปรวนต่ํากวา กลาวคือวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Bootstrap 
จะใหผลลัพธที่ดีกวา 

Hall, Sheather, Marron และ Jones (1991) ทําการศึกษาและเปรียบเทียบคาแบนวิดจจาก
วิธีการเลือกแบนวิดจ 3 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Additive Procedure วิธีการเลือกแบนวดิจ
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แบบ Plug-in และวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Gaussian Reference Distribution เมื่อขนาดตัวอยางมี
ขนาดตัวอยางเทากับ 50 และ 100 และใชการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน (Standard Normal 
Distribution) การแจกแจงแบบปกติผสม (Mixture Normal Distribution) ดวยคาเฉลี่ยที่แตกตางกนั
และการแจกแจงแบบปกติผสม (Mixture Normal Distribution) ที่มีคาความแปรปรวนตางกัน 

Altman และ Leger (1995) ศึกษาและเปรยีบเทียบคาแบนวิดจจากวิธีการเลือกแบนวดิจ 3 วิธี 
เมื่อขนาดตัวอยางมีขนาดเลก็ คือ 1) วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Cross-Validation 2) วิธีการเลือก
แบนวดิจแบบ Leave One Out 3) วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ศึกษาเฉพาะฟงกชันเคอรเนล
แบบควอดราติค ทําการจําลองขอมูลจากการแจกแจง 5 การแจกแจง คือ 1) การแจกแจงแบบปกติ
มาตรฐาน 2) การแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล 3)การแจกแจงแบบ Skewed Unimodal 4) การแจก
แจงแบบ Asymmetric Bimodal และ 5) การแจกแจงแบบคลอร (Claw Distribution) ใชขนาด
ตัวอยางเทากบั 10, 100 และ 1,000 ไดผลการศึกษาดังนี ้

1.  เมื่อขนาดตัวอยางเทากับ 10 คาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Cross-
Validation และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Leave One Out จะมีคานอยกวาคานอยกวาคาแบนวิดจที่
ทําใหคา ASE มีคานอยที่สุด แตวิธีการเลือกแบนวิดจทั้ง 2 วิธีการนี้ยังใหผลลัพธที่ดี 

2.  เมื่อขนาดตัวอยางเทากับ 100 และ 1,000 วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Cross-Validation 
และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Leave One Out ยังคงเลือกคาแบนวิดจขนาดเล็ก ซ่ึงเปนผลลัพธที่ไม
ดี แตวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ยังเปนวิธีการที่ใหผลลัพธที่นาพอใจ 
 Altman และ Leger สรุปวา วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Cross-Validation และวิธีการเลือก
แบนวดิจแบบ Leave One Out จะไดผลลัพธที่นาพอใจเมื่อมีขอบเขตของขนาดตัวอยาง ในขณะที่
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in จะใหผลลัพธที่นาพอใจทุกขนาดของตัวอยาง 

Jones, Marron และ Sheather (1996) ทําการศึกษาและเปรียบเทียบวิธีการเลือกแบนวดิจ โดย
แบงวิธีการเลอืกแบนวิดจเปน 2 ชวงเวลา คือ 1) ชวงเวลาที่ 1วิธีการเลือกแบนวิดจในชวงเวลานี้ เชน 
วิธีการเลือกแบนวิดจ Rule of Thumb วธีิการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation 
และวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Biased Cross-Validation เปนตน 2) ชวงเวลาที่ 2 วิธีการเลือกแบน
วิดจในชวงเวลานี้ เชน วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Solve the Equation Plug-in และวธีิการเลือกแบน
วิดจแบบ Smoothed Bootstrap เปนตน โดยกําหนดสมมติฐานในการวจิัย 3 ขอ คือ 

1.  วิธีการเลือกแบนวิดจในชวงเวลาที่ 2 จะใหผลลัพธที่ดีกวาวิธีการเลือกแบนวิดจใน
ชวงเวลาที่ 1 

2.  วิธีการเลือกแบนวิดจในชวงเวลาที่ 2 สามารถนํามาใชกับโปรแกรมคอมพิวเตอรไดงาย
กวาวิธีการเลือกแบนวิดจในชวงเวลาที่ 1 
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3.  วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Solve the Equation Plug-in เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่ดีที่สุด
ในวิธีการเลือกแบนวิดจในชวงเวลาที่ 2 จากวิธีการเลือกแบนวิดจทั้งหมด 

Jones, Marron และ Sheather ทําการเปรียบเทียบโดยใชขอมูลจริงจาก The Australian 
Institute of Sport Data สามารถสรุปไดวา 
 1. วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Rule of Thumb จะใหผลลัพธที่ขาดลักษณะที่สําคัญของขอมูล
ไปบางสวน 
 2. วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation จะใหผลลัพธในทิศทางที่ดอย
กวาและเชื่อถือไมคอยได 
 3. วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Biased Cross-Validation จะใหผลลัพธไมแนนอน 
 สรุปไดวาวิธีการเลือกแบนวดิจจากชวงเวลาที่ 1 นั้น ไมเหมาะสมที่จะนําไปใชอยาง
แพรหลาย แตวิธีการเลือกแบนวดิจในชวงเวลาที่ 2 เชน วิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Solve the 
Equation Plug-in ใหผลลัพธที่สม่ําเสมอและคงที ่ แสดงใหเห็นวาเหมาะสมที่จะนําไปใชใน
โปรแกรมทางคอมพิวเตอร นอกจากนี้ Jones, Marron และ Sheather ไดศึกษาโดยการจําลองขอมูล
จากการแจกแจงแบบปกติผสม (Mixture Normal Distribution) 15 ฟงกชัน โดยมีขนาดตวัอยาง
เทากับ 100 และ 1,000 ไดผลการศึกษา ดังนี้ 
 1. การแจกแจงของคาแบนวดิจจากการแบนวิดจแบบ Rule of Thumb มีคาเฉลี่ยคอนขางมาก 
แตคาความแปรปรวนจะนอยกวาวิธีเลือกแบนวดิจอ่ืนๆ เนื่องจากมาจากการประมาณแบบสเกล จึง
ทําใหลักษณะไมเปนไปโดยสุม 
 2. การแจกแจงของคาแบนวดิจจากการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation 
จะมีคาเฉลี่ยใกลเคียงกับคาแบนวดิจของ MISE แตมีคาความแปรปรวนมากกวาวิธีอ่ืน โดยลักษณะ
จะเปนไปในทางต่ํากวาคาประมาณ 
 3. การแจกแจงของคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ Biased Cross-Validation หา
รูปแบบไดยาก เนื่องจากโคงที่ไดมีลักษณะที่ไมแนนอน เมื่อขนาดตัวอยางเทากับ 100 จะมีคาเฉลี่ย
มาก ในขณะทีข่นาดตัวอยางเทากับ 1,000 คาเฉลี่ยจะมีคาไมแนนอน บางครั้งมีคามากและบางครั้งมี
คาเขาใกลคาแบนวิดจที่ประมาณได 
 4. ลักษณะของคาแบนวดิจจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Solve the Equation Plug-in จะมี
ลักษณะคลายกับคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Rule of Thumb และวิธีการเลอืก
แบนวดิจแบบ Least Square Cross-Validation การกระจายจะมจีุดศนูยกลางใกลกบัคาแบนวดิจที่
เหมาะสม แตการกระจายจะนอยกวาคาแบนวิดจจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Least Square Cross-
Validation จะมีคาความเอนเอียงมากกวา เนื่องจากมีตวัแปรมากกวา 
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 5. ลักษณะของคาแบนวดิจที่ไดจากการเลอืกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap โดยทัว่ไป
จะมีลักษณะคลายกับคาแบนวิดจจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Solve the Equation Plug-in แตคาที่
ไดจะมีคามากกวา  

Chiu (1996) ศึกษาถึงคุณสมบัติทางทฤษฎี วิธีการดําเนนิงานและการแสดงผลลัพธภายใต
สถานการณทีแ่ตกตางกัน พรอมทั้งศึกษาจากการจําลองขอมูลภายใตสถานการณตางๆ คือ 1) การ
แจกแจงแบบปกติมาตรฐาน 2) การแจกแจงแบบโคช ี 3) การแจกแจงแบบไคสแควร กรณีศกีษา 
( )2

4 4

8

χ −
 4) การแจกแจงแบบลอกนอรมอล และพิจารณาถึงการแจกแจงแบบปกติผสม 7 กรณ ี

และกําหนดขนาดตัวอยางเทากับ 100, 400 และ 1,600 
Mugdadi และ Ahman (2003) ศึกษาวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast และทําการ

จําลองขอมูลโดยใชการแจกแจงแบบปกตมิาตรฐาน โดยศึกษาฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
และฟงกชันเคอรเนลแบบไบเวท จากนั้นทําการเปรียบเทียบกราฟของฟงกชันของตัวแปรสุม 
( )1 2 3 1 2 3, ,g X X X X X X= + +  โดยใชขนาดตัวอยางเทากบั 25 พรอมทั้งนําขอมูลจริงมาคํานวณ 

Hansen (2004) ไดศกึษาวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in โดยใชคา AMISE เปนเกณฑ
ในการพจิารณา ทําการจําลองขอมูลจากการแจกแจงปกตผิสม 9 การแจกแจง กําหนดขนาดตัวอยาง
เทากับ 10, 30, 60 และ 120 และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ทาํการวนซ้ําจํานวน 1,000 รอบ 
ในแตละตัวแบบและขนาดตัวอยาง ไดผลการวิจยั ดังนี ้

1. คา MISE และคา AMISE มีรูปรางคลายกันในหลายๆ กรณี โคงการแจกแจงของขอมูล
จะใกลเคียงกนั โดยเฉพาะเมื่อคาแบนวดิจมีขนาดเล็ก สําหรับในกรณีที่คาแบนวิดจมีขนาดใหญ คา 
MISE จะแสดงลักษณะที่สําคัญผิดพลาด 

2. คาแบนวดิจที่ทําใหคา MISE และ AMISE นอยที่สุด จะมีคาใกลเคียงกัน  
3. โคงขอมูลที่ไดจากคาแบนวิดจทีใ่ชคา MISE เปนเกณฑ จะผันแปรตามการแจกแจง 
Mugdadi และ Ahman (2004) อธิบายขั้นตอนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square 

Cross-Validation และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast และทําการเปรียบเทียบทั้ง 2 วิธี
โดยใชวิธีการจําลองแบบมอนติคารโล และขนาดตัวอยางมี 2 ขนาด คือ 25 และ 50  และกําหนดให

ตัวแปรสุมมีรูปแบบ ( )1 2
1

, ,...,  =
m

m i
i

g X X X X
=
∑ โดยที่ 2m =  โดยศึกษาฟงกชันเคอรเนล 3 

ฟงกชัน คือ 1) ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 2) ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
(Epanechnikov Kernel Function) และ 3) ฟงกชันเคอรเนลแบบไบเวท (Biweight Kernel Function) 
ทําการจําลองขอมูลจากการแจกแจง 3 การแจกแจง คือ 1) การแจกแจงแบบปกติ 2) การแจกแจง
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แบบเอกซโพเนนเชียล และ 3) การแจกแจงแบบโคชี ทําการเปรียบเทียบโดยนําคาความแปรปรวน
และคาความเอนเอียงของคาแบนวิดจที่ประมาณไดมาพิจารณา สามารถสรุปผลการวิจัยไดดังนี้ 
 1. คาความแปรปรวนของ ĥ จากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast มีคานอยกวาคา
ความแปรปรวนของ ĥ  จากวธีิการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation เมื่อจําลอง
โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนคิอฟ และฟงกชันเคอรเนล
แบบไบเวท 
 2. ในกรณีอ่ืนๆ คาความแปรปรวนของคาแบนวดิจที่ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจ
แบบ Kernel Contrast จะมคีานอยกวาคาความแปรปรวนของคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติ โดยใช
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟและฟงกชันเคอรเนลแบบไบเวท และกรณทีี่ขอมูลมีการแจก
แจงแบบเอกซโพเนนเชยีล ในฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
 3. คาความแปรปรวนของคาแบนวดิจที่ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least 
Square Cross-Validation จะมีคานอยกวาคาความแปรปรวนของคาแบนวดิจที่ประมาณไดจาก
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีและการแจกแจง
แบบเอกซโพเนนเชียล เมื่อใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟและฟงกชันเคอรเนลแบบไบเวท 
 4. คาสัมบูรณของคาความเอนเอียงของ ĥ  จากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast มี
คานอยกวาคาสัมบูรณของคาความเอนเอยีงของ ĥ  จากวธีิการเลือกแบนวิดจแบบ Square Cross-
Validation เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชี เมื่อใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟและ
ฟงกชันเคอรเนลแบบไบเวท 
 5. คาสัมบูรณของคาความเอนเอียงของ ĥ  จากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square 
Cross-Validation มีคานอยกวาคาสัมบูรณของคาความเอนเอียงของ ĥ  จากวิธีการเลือกแบนวิดจ
แบบ Kernel Contrast ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนทัง้ 2 ฟงกชัน 
 6. คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ 
KernelContrast  จะมีคานอยกวาคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ของวิธีการเลือก
แบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation เมื่อทําการจําลองขอมูลจากการแจกแจงแบบปกติ 
และการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล แตในทางกลับกันเมื่อทําการจําลองขอมูลจากการแจกแจง
แบบโคชี คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least 
Square Cross-Validation จะมีคานอยกวาคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ของ
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast  
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7. ในทุกๆ กรณีคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) จะลดลงเมื่อขนาดของ
ตัวอยางเพิ่มขึน้ 
 นอกจากนี้ Mugdadi และ Ahman ยังนําขอมูลจริงโดยใชขอมูลที่เกี่ยวของกับการประกันภยั 
จากบริษัทออโต การประกนัภัย ประเทศสหรัฐอเมริกา เดือนกันยายน ในป 2001 มาวิเคราะห โดย

ใชฟงกชันของตัวแปรสุม คือ ( )1 2
1

, ,...,  =
m

m i
i

g X X X X
=
∑  โดยที่ 2m =  ใชฟงกชันเคอรเน

ลแบบเกาสเซียน ไดคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Least Square Cross-
Validation เทากับ 0.29 และไดคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel 
Contrast เทากับ 0.42 จากนัน้ Mugdadi และ Ahman ยังนําขอมูลจริงขางตนมาศึกษาในวิธีการเลือก
แบนวดิจแบบ Kernel Contrast โดยใชฟงกชันเซียนโดยมีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวนที่
แตกตางกัน 4 คา คือ 1, 4, 9 และ 16 โดยมีสัมประสิทธิ์ความแตกตาง (Contrast Coefficient) แทน
ดวย 1 2 3,  ,  p p p  และ 4p  ตามลําดับ โดยสรุปผลการทดลองไดดังนี ้
 1. วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation ไมเหมาะสมสําหรับการ
ประมาณคาความหนาแนน ในกรณีที่ 1m =  

 2. เมื่อสัมประสิทธิ์ความแตกตางมีคาเทากบั 1
2

 และ 1
2

 จะไดการประมาณความหนาแนน

เชนเดยีวกันกบักรณีที่สัมประสิทธิ์ความแตกตางมีคาเทากับ 1
3

 และ 2
3

 แตจะคลายกับกรณีที่

สัมประสิทธิ์ความแตกตางมคีาเทากับ 1
10

 และ 9
10

 แตไมเหมือนกันทกุประการ 

 3. การประมาณความหนาแนนที่ใช 2 ฟงกชันเคอรเนลหรือ 4 ฟงกชันเคอรเนล เมือ่ฟงกชันมี
คาถวงน้ําหนกัเดียวกันจะไดโคงที่เหมือนกนั 
 4. เมื่อใชคาสัมประสิทธิ์ความแตกตาง คาแบนวิดจที่ไดจากการประมาณจะมคีาเล็กกวา
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation แตถาใชฟงกชันเคอรเนล 4 ฟงกชันใน
การประมาณความหนาแนน วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast จะใหคาแบนวดิจและ
ประมาณความหนาแนนไดปรับเรียบมากกวา 

Mugdadi และ Ahman สรุปวาตัวเลือกของแบนวดิจโดยใชขอมูลจริงจะสม่ําเสมอ และจาก
การจําลองขอมูล จะเห็นวาคาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast 
จะใหคาแบนวดิจและการประมาณความหนาแนนที่ปรับเรียบมากกวา 



บทที่ 3 
วิธีการดําเนินการวิจัย 

 
 การวิจัยนี้เปนการวิจัยเชิงทดลอง (Experimental Research) โดยมีวัตถุประสงคเพื่อศึกษา
เปรียบเทียบวิธีการเลือกแบนวิดจ 4 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross –
Validation วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap และ
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast สําหรับการประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนล
สําหรับฟงกชันของตัวแปรสุม โดยสรางเลขคลายสุมดวยเทคนิคการจําลองมอนติคารโล  
 ในแตละวิธีการเลือกแบนวดิจจะกระทําภายใตสถานการณตางๆ โดยในแตละสถานการณจะ
มีการทําซ้ําในสถานการณเดยีวกัน จํานวน 1,000 รอบและทําการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ
วิธีการเลือกแบนวิดจสําหรับการประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนลสําหรับฟงกชันของตัวแปร
สุมทั้ง 4 วิธี โดยเปรียบเทยีบจากคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาเฉลี่ยของ
คลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม (MISE) และกําหนดใหมีขนาดตัวอยาง 5 ขนาด คือ 10, 25, 50, 100 
และ 500 
 
3.1  ขอบเขตงานวิจัย 

3.1.1  ฟงกชันเคอรเนลที่ใชในงานวิจัย มี 3 ฟงกชัน คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
ฟงกชันเคอรเนลแบบอพีานิชนิคอฟ และฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดยแบงกรณีศึกษาไดดังนี้ 

3.1.1.1  กรณีศึกษาที่ 1 กําหนดให K  เปนฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
3.1.1.2  กรณีศึกษาที่ 2 กําหนดให K  เปนฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
3.1.1.3  กรณีศึกษาที่ 3 กําหนดให K  เปนฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 
3.1.1.4  กรณีศึกษาที่ 4 กําหนดให 1K  เปนฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน และ 2K  

เปนฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
3.1.1.5  กรณีศึกษาที่ 5 กําหนดให 1K  เปนฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน และ 2K  

เปนฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 
3.1.1.6  กรณีศึกษาที่ 6 กําหนดให 1K  เปนฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค และ 2K  เปน

ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
3.1.2   ฟงกชันของตัวแปรสุมที่สนใจศึกษา คือ  ( )1 2 1 2, ,...,  =mg X X X X X+  
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3.1.3  กําหนดใหมีขนาดตัวอยาง 5 ขนาด คือ 10, 25, 50, 100 และ 500  
3.1.4 ตัวแปรสุมที่นํามาศึกษาครั้งนี้ใชมาจากการแจกแจง 3 การแจกแจง คือ การแจกแจงแบบ

ปกติมาตรฐาน การแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และการแจกแจงแบบโคชี  
3.1.5  คาแบนวิดจทีไ่ดจะตองเปนจํานวนจริงบวก 

 
3.2  แผนการทดลอง 

การวิจัยคร้ังนี้เปนการเลือกคาแบนวิดจสําหรับการประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนลโดย
กําหนดใหมีฟงกชันเคอรเนล 3 ฟงกชัน แบงเปน 6 กรณีการศึกษา สําหรับฟงกชันของตัวแปรสุม 
ที่มาจากการแจกแจง 3 การแจกแจง เร่ิมตนจากการสรางขอมูลใหมีการแจกแจงตามที่ตองการ 
จากนั้นคํานวณหาคาแบนวิดจ เพื่อนําคาแบนวิดจที่ไดไปคํานวณคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อน
กําลังสอง (MSE) และคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม (MISE) ขนาดตัวอยาง 5 
ขนาด พิจารณาคา MSE และ MISE เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจ 
 
3.3  ขั้นตอนการวิจัย 
 ผูวิจัยทําการทดลองโดยการสรางขอมูลและทําการวเิคราะหจากโปรแกรมคอมพิวเตอรดวย
การเขียนฟงกชันในโปรแกรม R โดยขั้นตอนของการวจิัยจะแบงเปน 4 ขั้นตอนดังนี ้
 1.  สรางขอมูลของตัวแปรสุม 1X  และ 2X  ใหมีการแจกแจงที่กาํหนด 
 2.  กําหนดฟงกชันแบบเคอรเนลตามสถานการณทีก่ําหนด 
 3.  ประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการเลือกแบนวิดจ 4 วิธี 
 4.  คํานวณคา MSE และคา MISE ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการเลือกแบนวิดจ 
ซ่ึงแตละขั้นตอนมีรายละเอยีดดังนี ้
 1.  สรางขอมูลของตัวแปรสุม 1X  และ ตัวแปรสุม 2X  ใหมกีารแจกแจงที่กาํหนด ดังนี ้

1.1  สรางตัวแปรสุม 1X  และ 2X  ใหมีการแจกแจงตามที่กําหนด 
ผูวิจัยจะสรางขอมูลของตัวแปรสุม 1X  และตัวแปรสุม 2X  ใหมีการแจกแจงและขนาด

ที่กําหนด คือ 
1.1.1   กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
1.1.2   กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
1.1.3   กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

1.2  สรางฟงกชันของตัวแปรสุม เนื่องจากผูวิจัยกําหนดใหฟงกชันของตัวแปร 
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สุมมีลักษณะ ( )1 2
1

, ,...,  =
m

m i
i

g X X X X
=
∑  ดังนั้นผูวจิัยจึงสรางขอมูลใหมีลักษณะดังกลาว คอื 

1 2X X+   
1.3  กําหนดใหฟงกชันเคอรเนลเปนฟงกชันลําดับที่ 2 กลาวคือ 2k =  

 2.  กําหนดฟงกชันแบบเคอรเนลเปนไปตามสถานการณ ซ่ึงสามารถแบงเปนกรณีไดดังนี ้
2.1  กรณีศึกษาที่ 1 กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มคีาเฉลี่ย 
เทากับ 0 และความแปรปรวนเทากับ 1  
2.2  กรณีศึกษาที่ 2 กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสอีพานิชนคิอฟ 
2.3  กรณีศึกษาที่ 3 กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 
2.4  กรณีศกึษาที่ 4 กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ทีม่ีคาเฉลี่ยเทากบั 

0 และความแปรปรวนเทากบั 1 และ 2K คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
2.5  กรณีศกึษาที่ 5 กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ทีม่ีคาเฉลี่ยเทากบั 

0 และความแปรปรวนเทากบั 1 และ 2K คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 
2.6  กรณีศกึษาที่ 6 กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนคิอฟ และ 2K คือ 

ฟงกชันเคอรเนลแบบควอตคิ 
 โดยในแตละสถานการณที่กําหนดจะสรางตวัแปรสุมตามการแจกแจงทีก่ลาวไปแลวขางตน 
 3.  ประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการเลือกแบนวิดจ 4 วิธี คือ 

3.1  วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation 
 

( )LSCV h  =  ( ) ( )2
,

1

2ˆ
n

h h i i
i

f x dx f x
n

∞

=−∞

− ∑∫  

   
3.2  วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in 

 

    h  =  ( )
( )( )

1
5 1

5
4 ˆ ˆK D

R K
n

S hσ α

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
3.3  วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap 

 

   ( )MISE h  =  ( ) ( )( )2
1 *

0
1

ˆ, ,
B

nj n
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B f x h f x h dx
∞
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3.4  วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast 
 

     ( )ISE h   =  ( )
2

,
1

ˆ
q

i h i
i

p f x dx
∞

=−∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫  

  
 4.  คํานวณคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาความของคลาดเคลื่อน
กําลังสองเฉลี่ยรวม (MISE) ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการเลือกแบนวิดจทั้ง 4 วิธี 

4.1 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง 
   

   ( )( )ˆMSE f x  = 
( ) ( )

1000 2

1

ˆ

1,000

h
i

E f x f x
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4.2  คาเฉลี่ยของอนุพันธของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง  

 

 ( )( )ˆMISE f x  =  
( ) ( )

1000 2

1

ˆ

1,000

h
i

E f x f x dx
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ทุกขั้นตอนของการวิจยัเปนไปตามภาพที่ 3-1 
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ภาพที่ 3-1  แผนผังวิธีการดําเนินการวิจัย 



บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

 
 การวิจัยคร้ังนี้มีวัตถุประสงคเพื่อหาขอสรุปที่เหมาะสมในการเลือกคาแบนวิดจสําหรับการ
ประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนลสําหรับฟงกชันของตัวแปรสุม โดยผูวิจัยไดทําการ
เปรียบเทียบคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อน
กําลังสองเฉลี่ยรวม (MISE) ของวิธีการเลือกแบนวิดจ 4 วิธี คือวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least 
Square Cross-Validation วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed 
Bootstrap และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ภายใตสถานการณที่กําหนด โดยในการ
วิเคราะหผลผูวิจัยใชเกณฑการเปรียบเทียบคือ หากวิธีใดใหคา MSE และ MISE ต่ํากวาจะเปน
วิธีการที่มีประสิทธิภาพมากกวา 
 ผลการวิจัยในครั้งนี้ จําแนกได 2 ลักษณะ คือ คาเฉลี่ยของความเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และ
คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม (MISE) ซ่ึงไดนําเสนอในรูปแบบตารางและ
รูปภาพกราฟ ซ่ึงใชสัญลักษณในการนําเสนอ ดังนี ้
LSCV  หมายถึง  วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation 
PI  หมายถึง  วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ของ Shealter และ Jones 
SB  หมายถึง  วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap 
KC  หมายถึง  วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast 
h   หมายถึง  คาแบนวดิจ 
MSE  หมายถึง  คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง 
MISE  หมายถึง  คาเฉลี่ยของความของคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  
  
 ผูวิจัยไดวางแผนทําการทดลองโดยกําหนดใหฟงกชันเคอรเนลมีลําดับที่ 2k =  ภายใต
สถานการณทีก่ําหนด ดังนี้คอื 
 1.  กรณีศึกษาที่ 1 กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 
และความแปรปรวนเทากับ โดยมีขนาดตวัอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสราง
ขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

1.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼ และ ( )2 0,1X N∼
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1.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
1.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

 2.  กรณีศึกษาที่ 2 กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ โดยมีขนาด
ตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี้ 

2.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
2.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
2.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

 3.  กรณีศึกษาที่ 3 กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติคโดยมีขนาดตัวอยาง ( n ) 
เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

3.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
3.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
3.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

 4.  กรณีศึกษาที่ 4 กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 
และความแปรปรวนเทากับ 1 และ 2K  คือ ฟงกชันเคอรฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนคิอฟ โดยมี
ขนาดตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดงันี้ 

4.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
4.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
4.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

5.  กรณีศึกษาที่ 5 กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 
และความแปรปรวนเทากับ 1 และ 2K  คือ ฟงกชันเคอรฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดยมีขนาด
ตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

5.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
5.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
5.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

6.  กรณีศึกษาที่ 6 กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และ 2K  คือ 
ฟงกชันเคอรฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดยมีขนาดตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 
โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี้ 

6.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
6.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
6.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  
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ตอไปนี้จะแสดงตาราง กราฟ และสรุปรายละเอียดตามกรณีศึกษา ตามที่กลาวมาขางตน 
 
4.1 กรณีศึกษาที่ 1  

กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวน
เทากับ โดยมีขนาดตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจง
ดังนี ้

4.1.1     กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
4.1.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
4.1.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

ผลการวิจัยนําเสนอในตารางที่ 4-1 ถึง 4-6  และภาพที่ 4-1 ถึง 4-6 โดยแสดงคาแบนวดิจ,  
คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม 
(MISE) ของการเลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี สามารถสรุปรายละเอียด ไดดังนี้ 
 
ตารางที่ 4-1  แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการ

แจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนโดยจําแนกตาม
ขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 0.4294 

PI 1.8231 10 
SB 2.438 

LSCV 0.4102 
PI 1.7649 25 
SB 2.2783 

LSCV 0.3958 
PI 1.4311 50 
SB 2.0748 

LSCV 0.3347 
PI 1.2847 100 
SB 2.0035 
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ตารางที่ 4-1 (ตอ) 
 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 0.3417 

PI 1.2258 500 
SB 1.9024 

 
จากตารางที่ 4-1  แสดงคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ ทั้ง 3 วิธี เมื่อกําหนดให K  

คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวนเทากบั 1 เมื่อขอมูลมี
การแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน ซ่ึงสามารถสรุปผลไดดังนี้ 
 คาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจทั้ง 3 วิธี มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของ
ตัวอยางเพิ่มขึน้ โดยที่คาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะใหคาแบนวิดจที่มี
ขนาดเล็กที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ 
Smoothed Bootstrap จะใหคาแบนวดิจขนาดใหญที่สุด 
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ตารางท่ี 4-2  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 
SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
เกาสเซียน โดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 0.0825 0.0969 

PI 0.0800 0.0938 10 
SB 0.0784 0.0908 

LSCV 0.0755 0.0820 
PI 0.0613 0.0755 25 
SB 0.0585 0.0730 

LSCV 0.0749 0.0797 
PI 0.0510 0.0735 50 
SB 0.0484 0.0730 

LSCV 0.0646 0.0756 
PI 0.0499 0.0655 100 
SB 0.0421 0.0646 

LSCV 0.0550 0.0749 
PI 0.0443 0.0612 500 
SB 0.0369 0.0501 
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ภาพที่ 4-1  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที่

ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
 
 จากตารางที่ 4-2  และภาพที ่ 4-1 แสดงใหเห็นถึงคา MSE ของการประมาณคาแบนวิดจจาก
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in และวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ 
Smoothed Bootstrap ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบ
ปกติมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ของวิธีการเลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี มี
แนวโนมลดลงเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้น โดยวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะให
คา MSE ต่ําที่สุดในทุกคาขนาดตัวอยาง รองลงมาคือวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการ
เลือกแบนวิดจแบบ LSCV จะใหคา MSE สูงที่สุด  
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ภาพที่ 4-2  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณ ี

     ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
 
 จากตารางที่ 4-2  และภาพที ่4-2 แสดงใหเห็นถึงคา MISE ของการประมาณคาแบนวิดจจาก
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in และวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ 
Smoothed Bootstrap ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบ
ปกติมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม (MISE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตัวอยาง
เพิ่มขึ้นทั้ง 3 วิธี และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MISE ต่ําที่สุดในทุก
ขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ 
LSCV จะใหคา MISE มากที่สุด 
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ตารางที่ 4-3 แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมี
การแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนโดย
จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 0.4311 

PI 1.9147 10 
SB 2.1690 

LSCV 0.5345 
PI 2.3945 25 
SB 2.6485 

LSCV 0.5825 
PI 2.3582 50 
SB 2.8912 

LSCV 0.5060 
PI 1.7899 100 
SB 2.1560 

LSCV 0.1956 
PI 1.0752 500 
SB 1.4592 

 
 จากตารางที่ 4-3  แสดงคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ ทั้ง 3 วิธี เมื่อกําหนดให K  
คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวนเทากบั 1 เมื่อขอมูลมี
การแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สําหรับขนาดตัวอยาง 10, 25, 50, 100 และ 500 ซ่ึงสามารถสรุป
ผลไดดังนี ้
 คาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะมคีาขนาดเล็ก เมื่อเทียบ
กับคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Plug-in และคาแบนวดิจที่ประมาณได
จากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap 
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ตารางที่ 4-4 แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI 
และ SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล และใชฟงกชันเคอรเน
ลแบบเกาสเซียนโดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 0.5997 0.1702 

PI 0.4668 0.1585 10 
SB 0.2503 0.1172 

LSCV 0.5911 0.1601 
PI 0.3709 0.1441 25 
SB 0.2344 0.0999 

LSCV 0.5479 0.1544 
PI 0.2929 0.1356 50 
SB 0.1966 0.0928 

LSCV 0.5478 0.1492 
PI 0.2664 0.1208 100 
SB 0.1905 0.0759 

LSCV 0.5184 0.1360 
PI 0.2023 0.1166 500 
SB 0.1904 0.0586 
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ภาพที่ 4-3  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB เมื่อ

ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
 

จากตารางที่ 4-4 และภาพที ่4-3 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการเลือก
แบนวดิจทั้ง 3 วิธี คือวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ plug-in และ
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน และ
ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้นทั้ง 
3 วิธี และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MSE ต่ําที่สุดในทกุคาขนาด
ตัวอยาง รองลงมาคือวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ LSCV จะ
ใหคา MSE สูงที่สุด  
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ภาพที่ 4-4  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB เมื่อ

ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
 

จากตารางที่ 4-4 และภาพที่ 4-4 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการเลือก
แบนวดิจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน และขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซ
โพเนนเชยีล สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึน้ทั้ง 3 วิธี และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MISE ต่ํา
ที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in และวิธีการเลือกแบน
วิดจแบบ LSCV ตามลําดับ  
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ตารางที่ 4-5 แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SBเมื่อขอมูลมีการ
แจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน โดยจําแนก
ตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 0.6463 

PI 3.0744 10 
SB 3.2640 

LSCV 1.2197 
PI 5.4873 25 
SB 4.8592 

LSCV 0.8008 
PI 4.3982 50 
SB 4.7852 

LSCV 0.8090 
PI 3.4777 100 
SB 3.8945 

LSCV 0.4818 
PI 2.6140 500 
SB 3.1245 

 
 จากตารางที่ 4-5  แสดงคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ ทั้ง 3 วิธี เมื่อกําหนดให K  
คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวนเทากบั 1 เมื่อขอมูลมี
การแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สําหรับขนาดตัวอยาง 10, 25, 50, 100 และ 500 ซ่ึงสามารถสรุป
ผลไดดังนี ้
 คาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะใหคาแบนวิดจที่มีขนาด
เล็ก เมื่อเปรยีบเทียบคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in และคาแบนวิดจที่
ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap โดยคาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจาก
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคาแบนวิดจที่มีขนาดใหญที่สุด ยกเวนใน
กรณีที่ 25n =  
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ตารางท่ี 4-6  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 
SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
เกาสเซียน โดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 0.2548 7.7626 

PI 0.1965 5.7614 10 
SB 0.1327 4.9955 

LSCV 0.2417 7.4162 
PI 0.1713 5.4128 25 
SB 0.1226 4.3842 

LSCV 0.2298 6.4788 
PI 0.1688 5.2506 50 
SB 0.1108 4.0498 

LSCV 0.2156 5.5081 
PI 0.1315 4.9448 100 
SB 0.1058 3.9333 

LSCV 0.2104 5.4403 
PI 0.1190 4.4495 500 
SB 0.0979 3.8779 
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ภาพที่ 4-5  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB เมื่อ

ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
 

จากตารางที่ 4-6 และภาพที ่4-5 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการเลือก
แบนวดิจทั้ง 3 วิธี ในกรณทีี่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชี
มาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้นทั้ง 
3 วิธี และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MSE ต่ําที่สุดในทุกขนาดของ
ตัวอยาง รองลงมาคือวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV 
ตามลําดับ  
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ภาพที่ 4-6  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณ ี

     ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
 

จากตารางที่ 4-6 และภาพที่ 4-6 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการเลือก
แบนวดิจทั้ง 3 วิธี ในกรณทีี่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชี
มาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึ้นทั้ง 3 วิธี และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MISE ต่ํา
ที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in และวิธีการเลือกแบน
วิดจแบบ LSCV ตามลําดับ  
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4.2 กรณีศึกษาที่ 2  
กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ โดยมีขนาดตวัอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 

50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้
4.2.1     กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
4.2.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
4.2.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

ผลการวิจัยนําเสนอในตารางที่ 4-7 ถึง 4-12 และภาพที่ 4-7 ถึง ภาพที่ 4-12  โดยแสดงคา 
แบนวิดจ, คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม 
(MISE) ของการเลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี สามารถสรุปรายละเอียด ไดดังนี้ 
 
ตารางที่ 4-7  แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการ

แจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ โดยจําแนก
ตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 0.4324 

PI 1.2142 10 
SB 1.8975 

LSCV 0.4821 
PI 2.4612 25 
SB 2.695 

LSCV 0.8233 
PI 2.6398 50 
SB 3.1236 

LSCV 0.7492 
PI 2.4804 100 
SB 2.974 

LSCV 0.5463 
PI 1.6589 500 
SB 2.254 
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 จากตารางที่ 4-7 แสดงคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ ทั้ง 4 วิธี เมื่อกําหนดให 
K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน สําหรับ
ขนาดตัวอยาง 10, 25, 50, 100 และ 500 ซ่ึงสามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะมคีาขนาดเล็ก เมื่อเทียบ
กับคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Plug-in และคาแบนวดิจที่ประมาณได
จากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap โดยคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ
แบบ Smoothed Bootstrap จะใหคาแบนวดิจที่มีขนาดใหญที่สุด 
 
ตารางที่ 4-8  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB 

กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
อีพานิชนิคอฟ โดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 1.7472 1.0697 

PI 1.2799 0.8618 10 
SB 1.1086 0.4398 

LSCV 1.665 1.0379 
PI 1.1937 0.8367 25 
SB 1.0981 0.4280 

LSCV 1.6500 1.0053 
PI 1.1374 0.6425 50 
SB 1.0765 0.3861 

LSCV 1.5197 0.9310 
PI 1.0880 0.5790 100 
SB 1.0112 0.3444 

LSCV 1.5094 0.9243 
PI 0.9413 0.5403 500 
SB 0.9069 0.3443 
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ภาพที่ 4-7  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที ่

     ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
 

จากตารางที่ 4-8 และภาพที ่4-7 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการเลือก
แบนวดิจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบ
ปกติมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตัวอยาง
เพิ่มขึ้นทั้ง 3 วิธี และวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MISE ต่ําที่สุดในทกุ
ขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in โดยที่วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ 
LSCV ใหคา MSE มากที่สุด 
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ภาพที่ 4-8  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณ ี

     ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
 

จากตารางที่ 4-8 และภาพที่ 4-8 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการเลือก
แบนวดิจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบ
ปกติมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึน้ทั้ง 3 วิธี โดยท่ีวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MISE ต่ํา
ที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in และวธีิการเลือกแบน
วิดจแบบ LSCV ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

60 
 

 

ตารางที่ 4-9  แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB เมื่อขอมูลมีการแจก
แจงแบบเอกซโพเนนเชยีล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนคิอฟโดยจําแนก
ตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 1.0456 

PI 4.4758 10 
SB 3.562 

LSCV 0.4847 
PI 2.7412 25 
SB 3.124 

LSCV 0.4672 
PI 1.9697 50 
SB 2.189 

LSCV 0.3773 
PI 1.4452 100 
SB 1.568 

LSCV 0.2362 
PI 1.1355 500 
SB 1.3264 

 
 จากตารางที่ 4-9  แสดงคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ ทั้ง 4 วิธี เมื่อกําหนดให K  
คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สําหรับ
ขนาดตัวอยาง 10, 25, 50, 100 และ 500 ซ่ึงสามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะใหคาแบนวิดจที่มีขนาด
เล็ก เมื่อเทียบกับคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Plug-in และคาแบนวิดจที่
ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap และคาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจาก
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคาแบนวดิจทีป่ระมาณไดทีม่ีขนาดใหญกวา
ทั้ง 2 วิธีที่เหลือ มีบางกรณีเทานั้นที่ใหคาแบนวดิจที่มีขนาดเล็กกวา 
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ตารางที่ 4-10  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบLSCV, PI และ 
SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
อีพานิชนิคอฟ โดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 5.7529 3.9160 

PI 3.3923 1.5933 10 
SB 3.1472 1.3126 

LSCV 2.3841 3.7340 
PI 3.3155 1.1179 25 
SB 2.7799 1.0549 

LSCV 5.2354 3.5957 
PI 3.2382 1.0477 50 
SB 2.6348 1.0451 

LSCV 4.6688 3.3073 
PI 3.1612 1.0115 100 
SB 2.2511 0.9834 

LSCV 4.3482 2.6178 
PI 2.7088 0.9785 500 
SB 1.9258 0.8551 
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ภาพที่ 4-9  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที ่

     ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
 

จากตารางที่ 4-10 และภาพที่ 4-9 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจง
แบบเอกซโพเนนเชียล สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึน้ 
ในทุกๆ กรณี ทั้ง 3 วิธี โดยวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MSE ต่ําทีสุ่ด
ในทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจ
แบบ LSCV จะใหคา MISE มากที่สุด 
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ภาพที่ 4-10  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE จากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
 

จากตารางที่ 4-10 และภาพที่ 4-10 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจง
แบบเอกซโพเนนเชียล สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) ที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจทั้ง 
3 วิธี มีแนวโนมต่ําลงเมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้น และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap 
จะใหคา MSE ต่ําที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวน
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV จะใหคา MISE มากที่สุด  

และจากภาพที ่ 4-10 จะไดวาเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้น คา MISE ที่ไดวิธีการเลือกแบนวดิจ
แบบ Plug-in และ วิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะมีคาใกลเคียงกนั 
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ตารางที่ 4-11  แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการ
แจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ โดยจําแนกตาม
ขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 1.9010 

PI 9.4682 10 
SB 6.7820 

LSCV 0.6972 
PI 4.3120 25 
SB 4.2562 

LSCV 0.1389 
PI 3.8113 50 
SB 3.6871 

LSCV 0.1071 
PI 2.0918 100 
SB 2.516 

LSCV 0.0709 
PI 1.4296 500 
SB 1.5234 

  
จากตารางที่ 4-11  แสดงคาแบนวดิจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจ ทั้ง 4 วิธี เมื่อกําหนดให 

K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สําหรับ
ขนาดตัวอยาง 10, 25, 50, 100 และ 500 ซ่ึงสามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะใหคาแบนวิดจที่มีขนาด
เล็ก เมื่อเทียบกับคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Plug-in และคาแบนวิดจที่
ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap และเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้นคา
ของแบนวดิจที่ประมาณไดของแตละวิธีมขีนาดนอยลงตามลําดับ 
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ตารางที่ 4-12  แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 
SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
อีพานิชนิคอฟ โดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 2.2040 5.0366 

PI 1.1963 3.9386 10 
SB 0.9921 3.5147 

LSCV 2.0287 4.3067 
PI 0.9873 3.4306 25 
SB 0.9694 3.1535 

LSCV 1.6957 3.5797 
PI 0.9654 2.9633 50 
SB 0.9575 2.3197 

LSCV 1.3288 3.0132 
PI 0.8372 2.7557 100 
SB 0.8209 1.5370 

LSCV 1.2467 1.4699 
PI 0.8190 1.2089 500 
SB 0.8001 0.9979 
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ภาพที่ 4-11  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB กรณ ี

       ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
 

จากตารางที่ 4-12 และภาพที่ 4-11 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจง
แบบโคชีมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี้ 
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ของวิธีการเลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี มี
แนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยางเพิ่มขึ้น โดยวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap 
จะใหคา MSE ที่มีคาต่ําที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สําหรับวิธีการเลือก
แบนวดิจแบบ LSCV จะใหคา MSE สูงที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง จากภาพที่ 4-11 จะเห็นวาเมือ่
ขนาดตวัอยางเทากับ 25, 50, 100 และ 500 คา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in และ
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap มีคาใกลเคียงกัน  
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ภาพที่ 4-12  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนคิอฟ 
 

จากตารางที่ 4-18 และภาพที่ 4-12 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจง
แบบโคชีมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี้ 
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) ของวิธีการเลือกแบนวดิจทั้ง 3 วิธี 
มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยางเพิม่ขึ้น โดยวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap 
จะใหคา MISE ที่มีคาต่ําที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in สําหรับวิธีการเลือก
แบนวดิจแบบ LSCV จะใหคา MISE สูงที่สุดในทกุขนาดของตัวอยาง  
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4.3 กรณีศึกษาที่ 3  
กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดยมีขนาดตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 

100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้
4.3.1     กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
4.3.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
4.3.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

ผลการวิจัยนําเสนอในตารางที่ 4-13 ถึง 4-18 และภาพที ่4-13 ถึง 4-18  แสดงคาแบนวิดจ,
คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม (MISE) ของ
การเลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี สามารถสรุปรายละเอียด ไดดังนี ้
 
ตารางที่ 4-13  แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการ

แจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดยจําแนกตาม
ขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 1.3199 

PI 3.5807 10 
SB 3.7580 

LSCV 1.1146 
PI 3.3025 25 
SB 3.4562 

LSCV 0.6770 
PI 2.1819 50 
SB 2.9564 

LSCV 0.5896 
PI 1.9237 100 
SB 2.023 

LSCV 0.5612 
PI 1.8372 500 
SB 1.965 
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 จากตารางที่ 4-13 แสดงคาแบนวิดจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ ทั้ง 4 วิธี เมื่อกําหนดให 
K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบปกตมิาตรฐาน สําหรับขนาด
ตัวอยาง 10, 25, 50, 100 และ 500 ซ่ึงสามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะใหคาแบนวิดจที่มีขนาด
เล็ก เมื่อเทียบกับคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Plug-in และคาแบนวิดจที่
ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap และเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้นคา
ของแบนวดิจที่ประมาณไดของแตละวิธีมขีนาดนอยลงตามลําดับ 
 
ตารางที่ 4-14  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 

SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกตมิาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
ควอติค โดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 0.1358 0.2095 

PI 0.0958 0.1627 10 
SB 0.0798 0.1521 

LSCV 0.1247 0.1730 
PI 0.0902 0.1498 25 
SB 0.0606 0.0883 

LSCV 0.1008 0.1514 
PI 0.0463 0.1444 50 
SB 0.0442 0.0872 

LSCV 0.0775 0.0917 
PI 0.0422 0.0901 100 
SB 0.0420 0.0852 

LSCV 0.0661 0.0905 
PI 0.0316 0.0889 500 
SB 0.0304 0.0757 
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ภาพที่ 4-13  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB กรณ ี

       ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 
 

จากตารางที่ 4-14 และภาพที่ 4-13 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค และขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติ
มาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้น โดยทีว่ิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MSE ต่ําทีสุ่ดในทุกขนาด
ของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV 
จะใหคา MSE มากที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง โดยจากภาพที่ 4-13 จะเหน็วาเมื่อขนาดตัวอยางมี
ขนาดใหญขึ้น คา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ smoothed Bootstrap กับคา MSE ของวิธีการ
เลือกแบนวิดจแบบ Plug-in จะมีคาใกลเคียงกัน 
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ภาพที่ 4-14  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 
 

จากตารางที่ 4-14 และภาพที่ 4-14 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค และขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติ
มาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมือ่ขนาดของ
ตัวอยางเพิ่มขึน้ โดยทีว่ิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MISE ต่ําที่สุดในทกุ
ขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ 
LSCV จะใหคา MSE มากทีสุ่ดในทุกขนาดของตัวอยาง  
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ตารางที่ 4-15  แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการ
แจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติคโดยจําแนกตาม
ขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 0.644 

PI 2.397 10 
SB 3.128 

LSCV 0.561 
PI 2.357 25 
SB 2.856 

LSCV 0.390 
PI 1.607 50 
SB 2.145 

LSCV 0.270 
PI 1.418 100 
SB 1.984 

LSCV 0.071 
PI 1.041 500 
SB 1.563 

 
 จากตารางที่ 4-22  แสดงคาแบนวดิจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจ ทั้ง 4 วิธี เมื่อกําหนดให 
K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล สําหรับขนาด
ตัวอยาง 10, 25, 50, 100 และ 500 ซ่ึงสามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะใหคาแบนวิดจที่มีขนาด
เล็ก เมื่อเทียบกับคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Plug-in และคาแบนวิดจที่
ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap และเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้นคา
ของแบนวดิจที่ประมาณไดของแตละวิธีมขีนาดนอยลงตามลําดับ 
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ตารางที่ 4-16  แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ
SB กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
ควอติค โดยจําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 5.9869 5.4873 

PI 5.8090 5.0358 10 
SB 4.5211 3.5814 

LSCV 5.8298 5.0592 
PI 5.0897 4.6336 25 
SB 4.0144 3.5106 

LSCV 5.8047 4.4220 
PI 4.9011 3.9081 50 
SB 3.9947 3.2293 

LSCV 5.6269 3.9545 
PI 4.5092 3.8240 100 
SB 3.8979 3.2177 

LSCV 5.2356 3.8671 
PI 3.9800 3.6569 500 
SB 3.8224 2.705 
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ภาพที่ 4-15  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB กรณ ี

       ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอตคิ 
 

จากตารางที่ 4-23 และภาพที่ 4-15 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค และขอมูลมีการแจกแจงแบบ
เอกซโพเนนเชียล สามารถสรุปผลไดดังนี้ 
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้น โดยทีว่ิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MSE ต่ําทีสุ่ดในทุกขนาด
ของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV 
จะใหคา MSE มากที่สุด 
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ภาพที่ 4-16  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 
 

จากตารางที่ 4-24 และภาพที่ 4-16 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค และขอมูลมีการแจกแจงแบบ
เอกซโพเนนเชียล สามารถสรุปผลไดดังนี้ 

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึน้ โดยที่คา MISE จากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MISE 
ต่ําที่สุด ในทกุขนาดของตวัอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือก
แบนวดิจแบบ LSCV เปนวิธีการเลือกแบนวิดจทีใ่หคา MISE มากที่สุด 
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ตารางที่ 4-17  แสดงคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB กรณีที่ขอมูลมีการ
แจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดยจําแนกตามขนาดของ
ตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ h  
LSCV 1.5709 

PI 7.3530 10 
SB 6.5482 

LSCV 1.3836 
PI 6.6077 25 
SB 5.8463 

LSCV 1.3077 
PI 5.2898 50 
SB 4.9521 

LSCV 0.1042 
PI 3.2249 100 
SB 2.4632 

LSCV 0.0882 
PI 0.8316 500 
SB 1.4392 

 
 จากตารางที่ 4-17  แสดงคาแบนวดิจที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจ ทั้ง 4 วิธี เมื่อกําหนดให 
K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค เมือ่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สําหรับขนาด
ตัวอยาง 10, 25, 50, 100 และ 500 ซ่ึงสามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาแบนวดิจทีป่ระมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะใหคาแบนวิดจที่มีขนาด
เล็ก เมื่อเทียบกับคาแบนวิดจที่ประมาณไดจากวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Plug-in และคาแบนวิดจที่
ประมาณไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap และเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้นคา
ของแบนวดิจที่ประมาณไดของแตละวิธีมขีนาดนอยลงตามลําดับ 
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ตารางที่ 4-18  แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB 
กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดย
จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 0.8714 0.1473 

PI 0.8337 0.1452 10 
SB 0.8512 0.1167 

LSCV 0.8593 0.1472 
PI 0.8262 0.1300 25 
SB 0.8355 0.1145 

LSCV 0.7952 0.1437 
PI 0.7150 0.1070 50 
SB 0.7302 0.0930 

LSCV 0.7648 0.1365 
PI 0.6962 0.0956 100 
SB 0.6748 0.0909 

LSCV 0.7606 0.1318 
PI 0.6586 0.0955 500 
SB 0.6616 0.0668 

 



 

 

78 
 

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

10 25 50 100 500

ขนาดตัวอยาง

M
SE

LSCV
PI
SB

 
 
ภาพที่ 4-17  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ SB กรณ ี

       ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 
 

จากตารางที่ 4-18 และภาพที่ 4-17 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชี
มาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้น โดยวธีิการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap เปนวิธีการเลือกแบนวดิจที่ใหคา MSE 
ต่ําที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือก
แบนวดิจแบบ LSCV จะใหคา MSE มากที่สุด โดยจากภาพที่ 4-18 เมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้น จะเหน็
วาคา MSE ที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap และวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ 
Plug-in จะมีคาใกลเคียงกัน 
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ภาพที่ 4-18  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ SB  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 
 

จากตารางที่ 4-18 และภาพที่ 4-18 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ
เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชี
มาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมือ่ขนาดของ
ตัวอยางเพิ่มขึน้ทั้ง 3 วิธี โดยท่ีวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap จะใหคา MISE ต่ํา
ที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบน
วิดจแบบ LSCV เปนวิธีที่ใหคา MISE มากที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง  
 
4.4 กรณีศึกษาที่ 4 

กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวน
เทากับ 1  และ 2K   คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟโดยมีขนาดตัวอยาง ( n ) เทากบั 10, 25, 
50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

4.4.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
4.4.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
4.4.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  
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ผลการวิจัยนําเสนอในตารางที่ 4-19 ถึง 4-21 และภาพที ่ 4-19 ถึง ภาพที่ 4-24 โดยแสดง 
คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม (MISE) ของ
การเลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี สามารถสรุปรายละเอียด ไดดังนี ้
 
ตารางที่ 4-19  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 

KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
เกาสเซียนและอีพานิชนิคอฟ จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 3.6962 3.0565 

PI 1.1939 2.3828 10 
KC 1.2668 0.9969 

LSCV 3.5874 2.9389 
PI 1.8359 1.9456 25 
KC 1.2280 0.8901 

LSCV 3.5358 1.8092 
PI 1.4829 1.4787 50 
KC 0.9751 0.8783 

LSCV 3.0139 1.7263 
PI 1.0101 1.1361 100 
KC 0.9017 0.8484 

LSCV 1.3841 1.5735 
PI 1.0010 0.9777 500 
KC 0.8359 0.7657 
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ภาพที่ 4-19  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ KC กรณ ี

ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและ
อีพานิชนิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-19 และภาพที่ 4-19 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟและขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้น โดยวธีิการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast จะใหคา MSE ต่ําที่สุดในทุกขนาดของ
ตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug- in สวนวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ LSCV จะ
ใหคา MSE มากที่สุดในทกุขนาดของตัวอยาง 
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ภาพที่ 4-20  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ KC  

กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน
และฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-19 และภาพที่ 4-20 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in 
และวธีิการเลอืกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน และ
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ โดยที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน สามารถสรุป
ผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมือ่ขนาดของ
ตัวอยางเพิ่มขึน้ โดยวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast จะใหคา MISE ต่ําที่สุดในทุกขนาด
ของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug- in สวนวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV 
จะใหคา MISE มากที่สุดในทุกขนาดของตัวอยาง 
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ตารางที่ 4-20  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 
KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียลโดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบ
เกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 0.7651 0.1918 

PI 0.7489 0.2243 10 
KC 0.6305 0.1332 

LSCV 0.7386 0.1489 
PI 0.7019 0.1589 25 
KC 0.6134 0.1257 

LSCV 0.7127 0.1355 
PI 0.5529 0.1474 50 
KC 0.5489 0.1122 

LSCV 0.6600 0.1260 
PI 0.4823 0.1424 100 
KC 0.4130 0.097 

LSCV 0.5521 0.1082 
PI 0.4657 0.1048 500 
KC 0.3865 0.087 
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ภาพที่ 4-21  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ KC กรณ ี

       ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
       และฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-20 และภาพที่ 4-21 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สามารถสรุปผลไดดังนี้ 

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้น ทั้ง 3 วิธี โดยวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast ใหคา MSE ต่ําที่สุดในทุกขนาด
ของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV 
เปนวิธีที่ใหคา MSE มากที่สุดในทกุขนาดของตัวอยาง 
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ภาพที่ 4-22  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ KC  

กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล ใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน
และฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-20 และภาพที่ 4-22 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจ 3 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ plug-in และ
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast กรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและ
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สามารถสรุป
ผลไดดังนี้ 

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของ
ตัวอยางเพิ่มขึ้น โดยวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast จะใหคา MISE ต่ําที่สุดในทุกขนาด
ของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV 
เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่ใหคา MISE มากที่สุด ในทุกขนาดของตัวอยาง 
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ตารางที่ 4-21  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 
KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชมีาตรฐาน โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบ
เกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 0.8432 0.2498 

PI 0.9528 0.2405 10 
KC 0.9321 0.2238 

LSCV 0.8143 0.2417 
PI 0.9411 0.2180 25 
KC 0.9128 0.2165 

LSCV 0.7929 0.2357 
PI 0.9772 0.1736 50 
KC 0.8921 0.1692 

LSCV 0.7541 0.1926 
PI 0.8945 0.1662 100 
KC 0.8213 0.1520 

LSCV 0.7008 0.1818 
PI 0.8593 0.1511 500 
KC 0.7914 0.1447 
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ภาพที่ 4-23  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ KC กรณ ี

       ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐานและใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและ 
       ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-21 และภาพที่ 4-23 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, การเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in และ
การเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและ
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สามารถสรุป
ผลไดดังนี้ 

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้น โดยคา MSE ที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV มีคาต่ําที่สุด ในทุกขนาดของ
ตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast สวนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ 
Plug-in เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่มีคามากที่สุด ในทุกกรณีของขนาดตัวอยาง 
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ภาพที่ 4-24  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ KC  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
        และฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-21 และภาพที่ 4-24 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของ
ตัวอยางเพิ่มขึ้น โดยคา MISE ที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast มีคาต่ําที่สุด ใน
ทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจ
แบบ LSCV เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่มีคามากที่สุด ในทุกกรณีของขนาดตัวอยาง 
 
4.5 กรณีศึกษาที่ 5 

กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความแปรปรวน
เทากับ 1  และ 2K   คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดยมีขนาดตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 
100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

4.5.1     กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
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4.5.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
4.5.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

ผลการวิจัยนําเสนอในตารางที่ 4-22 ถึง 4-24 และภาพที่ 4-25 ถึง ภาพที่ 4-30 โดยแสดงคา 
คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม (MISE) ของ
การเลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี สามารถสรุปรายละเอียด ไดดังนี ้
 
ตารางที่ 4-22  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 

KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาส
เซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 1.06065 8.38029 

PI 0.97485 7.5542 10 
KC 0.90916 7.35594 

LSCV 0.97193 7.5533 
PI 0.86667 6.31164 25 
KC 0.85329 5.95004 

LSCV 0.78821 7.00266 
PI 0.67907 4.63651 50 
KC 0.56647 4.46144 

LSCV 0.75289 4.69229 
PI 0.59091 3.93716 100 
KC 0.53937 3.69452 

LSCV 0.64407 3.94271 
PI 0.51851 3.78313 500 
KC 0.52105 3.40556 

 



 

 

90 
 

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

10 25 50 100 500

ขนาดตัวอยาง

M
S

E

LSCV
PI
KC

 
 
ภาพที่ 4-25  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ KC กรณ ี

ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและ
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-22 และภาพที่ 4-25 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจ 3 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in และ
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและ
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน สามารถสรุป
ผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลง เมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้น ในทุกขนาดของตัวอยาง โดยวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel contrat จะใหคา MSE ต่ํา
ที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV จะให
คา MSE มากที่สุด และคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in จะใกลเคยีงกับคา MSE ของ
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ที่ขนาดตัวอยางเทากับ 500 
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ภาพที่ 4-26  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ KC  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
       และฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-22 และภาพที่ 4-26 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in 
และวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและ
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน สามารถสรุป
ผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลง เมื่อขนาดของ
ตัวอยางเพิ่มขึน้ ในทุกขนาดของตัวอยาง โดยวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Kernel contrat จะใหคา 
MISE ต่ําที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ 
LSCV จะใหคา MSE มากที่สุด และคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV จะใกลเคียงกบั
คา MSE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ที่ขนาดตัวอยางเทากบั 500 
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ตารางที่ 4-23  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 
KC เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบ
เกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบควอตคิ จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 1.74888 1.00431 

PI 1.72184 0.98691 10 
KC 1.6928 0.96805 

LSCV 1.67924 0.97956 
PI 1.64878 0.97522 25 
KC 1.5582 0.95241 

LSCV 1.33763 0.97115 
PI 1.11112 0.93771 50 
KC 0.9983 0.92808 

LSCV 1.2786 0.91385 
PI 0.96916 0.86216 100 
KC 0.92362 0.84993 

LSCV 1.4511 0.89019 
PI 0.7472 0.83736 500 
KC 0.7243 0.83499 
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ภาพที่ 4-27  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ KC กรณ ี

       ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
        และฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-23 และภาพที่ 4-27 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, วิธีการเลอืกแบนวดิจแบบ Plug-in 
และวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและ
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สามารถสรุป
ผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลง เมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้น
ทั้ง 3 วิธี โดยวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel contrat จะใหคา MSE ต่ําที่สุด ในทุกขนาดของ
ตัวอยาง รองลงมาคอื วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ LSCV เปน
วิธีที่ใหคา MSE มากที่สุด ในทุกขนาดของตัวอยาง 
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ภาพที่ 4-28  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ KC  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาส 
       เซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-23 และภาพที่ 4-28 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in 
และวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ในกรณีที่ใชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและ
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สามารถสรุป
ผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลง เมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึน้ทั้ง 3 วิธี โดยวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel contrat จะใหคา MISE ต่ําที่สุด ใน
ทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือ วธีิการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวดิจ
แบบ LSCV เปนวิธีที่ใหคา MISE มากที่สุด ในทุกขนาดของตัวอยาง และจากภาพที่ 4-28 จะเหน็วา 
คา MISE ที่ไดจากการประมาณคาแบนวิดจจากการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in และ จากวิธีการ
เลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast มีความใกลเคียงกนัในทกุขนาดของตัวอยาง 
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ตารางที่ 4-24  แสดงการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 
KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาส
เซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 1.7327 0.0398 

PI 1.7897 0.0381 10 
KC 1.7443 0.0362 

LSCV 1.7121 0.0374 
PI 1.7645 0.0371 25 
KC 1.7397 0.0342 

LSCV 1.6238 0.0330 
PI 1.7029 0.0319 50 
KC 1.6948 0.0300 

LSCV 1.4318 0.0314 
PI 1.6004 0.0298 100 
KC 1.5958 0.0275 

LSCV 1.3924 0.0274 
PI 1.4932 0.0259 500 
KC 1.4324 0.0148 
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ภาพที่ 4-29  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ KC กรณ ี

ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนและ
ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานชินิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-24 และภาพที่ 4-29 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้น โดยคา MSE ที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV มีคาต่ําที่สุด ในทุกขนาดของ
ตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast สวนวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ 
Plug-in เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่มีคามากที่สุด ในทุกกรณีของขนาดตัวอยาง 
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ภาพที่ 4-30  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ KC  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน 
       และฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 

 
จากตารางที่ 4-24 และภาพที่ 4-30 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลง เมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึน้ทั้ง 3 วิธี โดยวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel contrat จะใหคา MISE ต่ําที่สุด ใน
ทุกขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวดิจ
แบบ LSCV เปนวิธีที่ใหคา MISE มากที่สุด ในทกุขนาดของตัวอยาง  
 
4.6 กรณีศึกษาที่ 6 

กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และ 2K   คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบ 
ควอติค โดยมีขนาดตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจง
ดังนี ้

4.6.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
4.6.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
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4.6.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  
ผลการวิจัยนําเสนอในตารางที่ 4-25 ถึง 4-27 โดยแสดงคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลัง 

สอง (MSE) และคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม (MISE) ของการเลือกแบนวิดจทัง้ 3 วิธี สามารถ
สรุปรายละเอียด ไดดังนี ้
 
ตารางที่ 4-25  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 

KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน ใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
อีพานิชนิคอฟและฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 1.74778 0.23322 

PI 1.7175 0.23103 10 
KC 1.70732 0.22871 

LSCV 1.67464 0.2278 
PI 1.66868 0.20567 25 
KC 1.64576 0.20449 

LSCV 1.55093 0.16663 
PI 1.52813 0.16384 50 
KC 1.51098 0.16163 

LSCV 1.46722 0.15565 
PI 1.43304 0.15361 100 
KC 1.30496 0.13853 

LSCV 1.25298 0.13751 
PI 1.23744 0.14425 500 
KC 1.2096 0.1273 
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ภาพที่ 4-31  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ KC กรณ ี

       ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
        และฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 

 
จากตารางที่ 4-25 และภาพที่ 4-31 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลง เมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้น
ทั้ง 3 วิธี โดยวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel contrat จะใหคา MSE ต่ําที่สุด ในทุกขนาดของ
ตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ LSCV เปน
วิธีที่ใหคา MSE มากที่สุด ในทุกขนาดของตัวอยางโดยจากภาพที่ 4-31 จะเห็นวา คา MSE ของ
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in และวิธีการเลอืกแบนวิดจแบบ 
Kernel Contrast มีคาใกลเคียงกัน เมื่อขนาดตัวอยางเทากบั 10, 25, 50 และ 500 สวนในกรณีที่ขนาด
ตัวอยางเทากบั 100 จะเหน็วา คา MSE ที่ไดของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV และวิธีการเลือก
แบนวดิจแบบ Plug-in จะใกลเคียงกัน 
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ภาพที่ 4-32  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ KC  

กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ
และฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 

 
จากตารางที่ 4-25 และภาพที่ 4-32 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้

คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลง เมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึน้ทั้ง 3 วิธี โดยวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel contrat จะใหคา MSE ต่ําที่สุด ในทุก
ขนาดของตัวอยาง รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ 
LSCV เปนวิธีที่ใหคา MISE มากที่สุด ในทุกขนาดของตัวอยาง ยกเวนกรณีที่ 500n =  จากภาพที่ 
4-32 จะเห็นวา คา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ 
Plug-in มีคาใกลเคียงกันในทุกขนาดของตัวอยาง  
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ตารางที่ 4-26  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 
KC กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล ใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
อีพานิชนิคอฟและฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 

 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 8.1176 3.7762 

PI 6.6112 3.4362 10 
KC 4.9374 3.0562 

LSCV 5.9147 2.7076 
PI 4.3815 1.8762 25 
KC 3.9490 1.2269 

LSCV 3.6332 1.5464 
PI 3.0583 1.4433 50 
KC 2.8302 1.0207 

LSCV 3.3975 0.9984 
PI 2.3716 0.9728 100 
KC 1.5369 0.8957 

LSCV 2.6734 0.8924 
PI 1.8646 0.8516 500 
KC 0.9891 0.7985 
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ภาพที่ 4-33  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ KC กรณ ี

      ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
       และฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 

 
จากตารางที่ 4-40 และภาพที่ 4-33 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สามารถสรุปผลไดดังนี้ 
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้นในทุกขนาดของตัวอยาง ซ่ึงวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast เปนวิธีการเลือก
แบนวดิจทีใ่หคา MSE ต่ําที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือก
แบนวดิจแบบ LSCV เปนวิธีการเลือกแบนวิดจทีใ่หคา MSE สูงที่สุด 
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ภาพที่ 4-34  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ KC  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล และใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 
       อีพานิชนิคอฟและฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 

 
จากตารางที่ 4-41 และภาพที่ 4-34 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล สามารถสรุปผลไดดังนี้ 
 คาความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ย (MISE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยางเพิ่มขึ้น
ในทุกขนาดของตัวอยาง ซ่ึงวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่
ใหคา MISE ต่ําที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวิดจ
แบบ LSCV เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่ใหคา MISE สูงที่สุด จากภาพที่ 4-34 เห็นวาเมื่อขนาดของ
ตัวอยางมีขนาดใหญขึ้น คา MISE ของทั้ง 3 วิธีการเลือกแบนวดิจจะมคีาใกลเคียงกนั 
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ตารางที่ 4-27  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ 
KC เมื่อขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน โดยใชฟงกชันเคอรเนลแบบ 

 อีพานิชนิคอฟและฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค จําแนกตามขนาดของตัวอยาง 
 

n  วิธีการเลือกแบนวิดจ MSE MISE 
LSCV 1.5296 0.9701 

PI 2.0633 0.8876 10 
KC 1.9646 0.8516 

LSCV 1.0229 0.9322 
PI 1.5397 0.8213 25 
KC 1.2417 0.7783 

LSCV 0.9639 0.8918 
PI 1.0753 0.8107 50 
KC 0.9992 0.7117 

LSCV 0.7827 0.8127 
PI 1.0021 0.7662 100 
KC 0.9296 0.6489 

LSCV 0.7720 0.8648 
PI 0.9539 0.6594 500 
KC 0.8501 0.6108 
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ภาพที่ 4-35  แสดงการเปรียบเทียบคา MSE ของวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ LSCV, PI และ KC กรณ ี

       ที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ 
        และฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 

 
จากตารางที่ 4-42 และภาพที่ 4-35 แสดงคา MSE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยาง
เพิ่มขึ้นในทุกขนาดของตัวอยาง ซ่ึงวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่ให
คา MSE ต่ําที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in สวนวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ 
Kernel Contrast เปนวิธีการเลือกแบนวดิจที่ใหคา MSE สูงที่สุด 
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ภาพที่ 4-36  แสดงการเปรียบเทียบคา MISE ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV, PI และ KC  

       กรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน ใชฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนคิอฟ 
        และฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค 

 
จากตารางที่ 4-43 และภาพที่ 4-36 แสดงคา MISE ของการประมาณคาแบนวดิจจากวิธีการ

เลือกแบนวิดจทั้ง 3 วิธี ในกรณีทีใ่ชฟงกชันเคอรเนลลแบบเกาสเซียนและฟงกชันเคอรเนลแบบอี
พานิชนิคอฟ และขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน สามารถสรุปผลไดดังนี ้
 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม  (MISE) มีแนวโนมลดลงเมือ่ขนาดของ
ตัวอยางเพิ่มขึน้ในทกุขนาดของตัวอยาง ซ่ึงวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast เปนวิธีการ
เลือกแบนวิดจที่ใหคา MISE ต่ําที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in สวนวิธีการ
เลือกแบนวิดจแบบ LSCV เปนวิธีการเลือกแบนวิดจที่ใหคา MISE สูงที่สุด 
 
 
 



บทที่ 5 
สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

  
 ในการวิจัยคร้ังนี้มีวัตถุประสงคเพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวิดจ โดย
ศึกษาวิธีการเลือกแบนวิดจ 4 วิธี คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ แบบ Least Square Cross-
Validation วิธีเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in วิธีเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap และวิธีเลือก
แบนวิดจแบบ Kernel Contrast ศึกษาในกรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน การแจกแจง
แบบเอกซโพเนนเชียล และการแจกแจงแบบโคชี โดยศึกษาฟงกชันเคอรเนล 3 ฟงกชัน คือ 
ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และ ฟงกชันเคอรเนลแบบ 
ควอติค โดยทําการศึกษาในสถานการณ ตางๆ ดังตอไปนี้ 
 1.  กรณีศึกษาที่ 1 กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 
และความแปรปรวนเทากับ โดยมีขนาดตวัอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสราง
ขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

1.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
1.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
1.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

 2.  กรณีศึกษาที่ 2 กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ โดยมขีนาด
ตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

2.1   กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
2.2   กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
2.3   กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

 3.  กรณีศึกษาที่ 3 กําหนดให K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบควอติคโดยมีขนาดตัวอยาง ( n ) 
เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

3.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
3.2     กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
3.3     กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  
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4.  กรณีศึกษาที่ 4 กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ทีม่ีคาเฉลี่ยเทากบั 0 
และความแปรปรวนเทากับ 1 และ 2K  คือ ฟงกชันเคอรฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนคิอฟ โดยมี
ขนาดตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดงันี้ 

4.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
4.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
4.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

5.  กรณีศึกษาที่ 5 กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน ทีม่ีคาเฉลี่ยเทากบั 0 
และความแปรปรวนเทากับ 1 และ 2K  คือ ฟงกชันเคอรฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดยมีขนาด
ตัวอยาง ( n ) เทากับ 10, 25, 50, 100 และ 500 โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

5.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
5.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
5.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

6.  กรณีศึกษาที่ 6 กําหนดให 1K  คือ ฟงกชันเคอรเนลแบบอีพานิชนิคอฟ และ 2K  คือ 
ฟงกชันเคอรฟงกชันเคอรเนลแบบควอติค โดยมีขนาดตวัอยาง ( n ) เทากบั 10, 25, 50, 100 และ 500 
โดยสรางขอมูลใหมีการแจกแจงดังนี ้

6.1 กําหนดให ( )1 0,1X N∼  และ ( )2 0,1X N∼  
6.2 กําหนดให ( )1 1X Exp∼  และ ( )2 1X Exp∼  
6.3 กําหนดให ( )1 0,1X Cau∼  และ ( )2 0,1X Cau∼  

เกณฑที่ใชในการเปรียบเทยีบประสิทธิภาพของวิธีการเลือกแบนวดิจในแตละสถานการณ  
คือ คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และ คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม 
(MISE) การวจิัยคร้ังนี้เปนการวิจัยเชิงทดลอง ดําเนินการโดยการสรางขอมูล (Generated Data) ที่มี
เงื่อนไขตามทีต่องการและวิเคราะหผลดวยโปรแกรม R โดยในแตละสถานการณผูวิจัยจะทําการ
ทดลองซ้ําๆ กันเปนจํานวน 1,000 รอบ เพื่อทําการประมาณคาแบนวดิจตามที่ตองการ และทําการ
เปรียบเทียบคา MSE และ MISE  
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5.1  สรุปผลการวิจัย 
 ผลสรุปจากการเปรียบเทียบคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาความ
คลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม (MISE) ของการประมาณคาแบนวิดจจากวิธีการเลือกแบนวิดจ 4 วิธีการ 
ภายใตสถานการณตางๆ ซ่ึงจําแนกตามกรณีศึกษาที่กําหนดไว ดังนี ้
 5.1.1  กรณีศึกษาที่ 1  

เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ในการ
ประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ําที่สุด และต่ํากวา
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดับ ในทุกๆ ขนาด
ตัวอยาง และทัง้ 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MSE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้น 

เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม 

(MISE) ในการประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ํา
ที่สุด และต่ํากวาวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดบั 
ในทุกๆ ขนาดตัวอยาง และทั้ง 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MISE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึ้น 

5.1.2  กรณีศึกษาที่ 2 
เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ในการ

ประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ําที่สุด และต่ํากวา
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดับ ในทุกๆ ขนาด
ตัวอยาง และทัง้ 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MSE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้น 

เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม 

(MISE) ในการประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ํา
ที่สุด และต่ํากวาวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดบั 
ในทุกๆ ขนาดตัวอยาง และทั้ง 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MISE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึ้น 

5.1.3  กรณีศึกษาที่ 3  
เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ในการ

ประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ําที่สุด และต่ํากวา
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดับ ในทุกๆ ขนาด
ตัวอยาง และทัง้ 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MSE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้น 
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เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม 

(MISE) ในการประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ํา
ที่สุด และต่ํากวาวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดบั 
ในทุกๆ ขนาดตัวอยาง และทั้ง 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MISE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึ้น 

5.1.4  กรณีศึกษาที่ 4  
เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ในการ

ประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ําที่สุด และต่ํากวา
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดับ ในทุกๆ ขนาด
ตัวอยาง และทัง้ 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MSE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้น  

ในกรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน คา MSE ที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ
แบบ LSCV จะใหคา MSE ต่ําที่สุด และมแีนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยางเพิ่มขึ้น รองลงมาคือ 
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast สวนวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in จะเปนวิธีการ
เลือกแบนวิดจที่ใหคา MSE มากที่สุด 

เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม 

(MISE) ในการประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ํา
ที่สุด และต่ํากวาวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดบั 
ในทุกๆ ขนาดตัวอยาง และทั้ง 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MISE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึ้น 

5.1.5 กรณีศึกษาที่ 5 
เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ในการ

ประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ําที่สุด และต่ํากวา
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดับ ในทุกๆ ขนาด
ตัวอยาง และทัง้ 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MSE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตวัอยางเพิ่มขึ้น  

ในกรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน คา MSE ที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ
แบบ LSCV จะใหคา MSE ต่ําที่สุด และมแีนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยางเพิ่มขึ้น รองลงมาคือ 
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast สวนวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in จะเปนวิธีการ
เลือกแบนวิดจที่ใหคา MSE มากที่สุด 

เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม (MISE) ในการประมาณ
คาแบนวดิจ วธีิการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ําที่สุด และต่ํากวาวิธีการ
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เลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดับ ในทุกๆ ขนาดตัวอยาง 
และทั้ง 3 วิธีการเลือกแบนวดิจจะใหคา MISE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้น 

5.1.6  กรณีศึกษาที่ 6 
เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสองเฉลี่ยรวม 

(MSE) ในการประมาณคาแบนวิดจ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ํา
ที่สุด และต่ํากวาวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดบั 
ในทุกๆ ขนาดตัวอยาง และทั้ง 3 วิธีการเลือกแบนวิดจจะใหคา MSE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาด
ตัวอยางเพิ่มขึ้น  

ในกรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน คา MSE ที่ไดจากวิธีการเลือกแบนวดิจ
แบบ LSCV จะใหคา MSE ต่ําที่สุด และมแีนวโนมลดลงเมื่อขนาดของตัวอยางเพิ่มขึ้น รองลงมาคือ 
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast สวนวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Plug-in จะเปนวิธีการ
เลือกแบนวิดจที่ใหคา MSE มากที่สุด 

เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพโดยใชคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม (MISE) ในการประมาณ
คาแบนวดิจ วธีิการเลือกแบนวิดจแบบ Smoothed Bootstrap มีคา MSE ต่ําที่สุด และต่ํากวาวิธีการ
เลือกแบนวิดจแบบ LSCV และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดับ ในทุกๆ ขนาดตัวอยาง 
และทั้ง 3 วิธีการเลือกแบนวดิจจะใหคา MISE ที่มีแนวโนมลดลงเมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้น 
 
5.2 การอภิปรายผล 

5.2.1  สรุปผลโดยรวมในทุกระดับขนาดตัวอยางที่กําหนดในแผนการทดลองไดวา  วิธีการ
เลือกแบนวิดจที่ เหมาะสมที่สุดในการประมาณคาแบนวิดจ คือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ 
Smoothed Bootstrap และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบน
วิดจแบบ Plug-in และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation ตามลําดับ  

5.2.2 คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) ของวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least  
Square Cross-Validation ในกรณีศึกษาที่4 ถึงกรณีศึกษาที่ 6 ในกรณีที่ขอมูลมีการแจกแจงแบบโคชี
มาตรฐาน จะมีคาต่ําที่สุด รองลงมาคือ วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast และวิธีการเลือก
แบนวิดจแบบ Plug-in ตามลําดับ ซ่ึงสอดคลองกับงานวิจัยของ Mugdadi และ Ahman (2004) โดย
เมื่อขนาดตัวอยางเพิ่มขึ้น คาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) จะลดลงในทุกๆ กรณี 
 5.2.3  คาแบนวิดจทีไ่ดจากวธีิการเลือกแบนวิดจแบบ Least Square Cross-Validation จะเลือก
คาแบนวดิจทีม่ีขนาดเล็กกวาวิธีการเลือกแบนวิดจอ่ืนๆ 
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5.3  ขอเสนอแนะ 
5.3.1  การนําไปใชประโยชน 
การวิจยัคร้ังนีส้ามารถนําไปประยุกตใชกบัขอมูลที่มีรูปแบบของฟงกชันของตัวแปรสุมที่ 

คลายกับงานวจิัยในครั้งนี้ ในสวนของการประมาณคาแบนวิดจนั้น ผูวิจัยขอเสนอวธีิการเลือกแบน
วิดจแบบ Smoothed Bootstrap และวิธีการเลือกแบนวดิจแบบ Kernel Contrast ทั้งนี้เพราะวาทั้ง 2 
วิธีการนั้นทําใหคาเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกําลังสอง (MSE) และคาความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยรวม 
(MISE) ต่ําที่สุด ซ่ึงคา MSE และ MISE นั้นเปนเกณฑที่ใชในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ
วิธีการประมาณคาแบนวิดจในครั้งนี ้
 5.3.2  การศึกษาวิจยั 

1.  ในการวิจัยคร้ังนี้ไดทําการศึกษาวิธีการเลือกแบนวิดจดวยวิธีการประมาณ 3 วิธีการ คือ  
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ LSCV วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plug-in วิธีการเลือกแบนวิดจ

แบบ Smoothed Bootstrap และวิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Kernel Contrast ซ่ึงในการศึกษาครั้ง
ตอไปควรศึกษาวิธีอ่ืนเพิ่มเติ่ม 

2.  ในการวิจัยคร้ังนี้ไดทําการศึกษาขอมูลที่มีการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน การแจกแจง
แบบโคชีมาตรฐาน และการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชียล ในการศึกษาครั้งตอไปควรศึกษาการ
แจกแจงของขอมูลแบบอื่นเพิ่มเติม 

3.  ในการวิจัยคร้ังนี้ไดทําการศึกษาฟงกชันเคอรเนล 3 ฟงกชัน คือ ฟงกชันเกาสเซียน 
ฟงกชันอีพานิชนิคอฟ และฟงกชันควอติค ในการศึกษาครั้งตอไปควรศึกษาฟงกชันเคอรเนลแบบ
อ่ืนเพิ่มเติม 
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1.  ตัวอยางโปรแกรม R 
 โปรแกรมสําหรับจําลองขอมูลใหมีลักษณะตามสถานการณตางๆ ที่กําหนด การคํานวณคา
แบนวดิจ การคํานวณคา MSE และการคํานวณคา MISE  
 
************************************************************** 
Data Generation from Standard Normal Distribution and using 
Gaussian Kernel function. 
************************************************************** 
 
library (stats) 
library (MASS) 
library (KernSmooth) 
 
data<-function (n)  
{ 
 X   <- rep(0,n) 
 lower  <- rep(0,n) 
 upper  <- rep(0,n) 
 y   <- rep(0,n) 
 ans   <- rep(0,n)  
 gauss.kernel <- rep(0,n) 
 
 x1 <- rnorm(n) 
 x2 <- rnorm(n) 
 x  <- x1 + x2 
 hmax <- 1.144*sqrt(var(x))*n^(-1/5) 
  
for(i in 1:n) 
{ 
       
 X[i]  <- x[i] 
 lower[i]  <- X[i] - hmax 
 upper[i] <- X[i] + hmax 
   
 for(j in 1:n) 
 { 
  if((x[j] > lower[i])||(x[j]<= upper[i]))  
    
  y[j] <- (X[i]-x[j])/hmax 
   
  gauss.kernel[j] <- exp(-(y[j]^2)/2))/(sqrt(2)*pi) 
   
 } 
  
  ans[i] <- sum(gauss.kernel)/(n*hmax) 
} 
  
 return(ans) 
 
} 
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************************************************************** 
Least Square Cross-Validation Bandwidth Selection Method   
************************************************************** 
 
LSCV <- bw.ucv(ans, nb = 1000, lower=0.1*hmax, upper = hmax)  
 
 
************************************************************** 
Shealter and Jones Plug-in Bandwidth selection method 
************************************************************** 
 
Plugin <-  width.SJ(ans ,nb = 1000,lower=0.1*hmax, upper=hmax, 
  method = c("ste", "dpi"))  
 
 
************************************************************** 
Smoothed Bootstrap Bandwidth selection method 
************************************************************** 
h.window <- function(x, sample.size, window=1) 
{ 
 if(window==0){ 
  wind.weight<-0} 
 
 if(window==1){ 
  stdev<-var(x)^0.5 
  wind.weight <-(1.06)*stdev*n^ (-1/5)} 
 
 if(window==2){ 
  quar<-diff(quantile(x,c(0.25,0.75))) 
  wind.weight <-(0.79)*quar*n^ (-1/5)} 
 
 if(window==3){ 
  stdev<-var(x)^0.5  
  skew <-sum((x-mean(x))^3)/n 
wind.weight <-(((abs(skew)*(1.64^2+2))/(3*stdev*1.64))^0.5)^ 
     (-1/4)} 
  
 if(window==4){ 
  wind.weight<-n^(-1/2)} 
  
 if(window==5){ 
  stdev<-var(x)^0.5 
     wind.weight <-(n)^(-3/4)*(stdev)*(2^(1/2))} 
  
 if(window==6){ 
  stdev<-var(x)^0.5 
     wind.weight <-(1.41)*stdev*n^(-3/4)} 
  
 if(window==7){ 
  stdev<-var(x)^0.5 
     quar<-diff(quantile(x,c(0.25,0.75))) 
     wind.weight <-min(stdev,(0.90)*(quar/1.34) 
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       *n^(-1/5))} 
return(wind.weight) 
} 
 
density2 <- function(x, n, num.boot.samp,window) 
{ 
 x.length<- n*num.boot.samp 
 x.unif <-  matrix(sample(x, size = x.length,   
   replace=T),nrow = num.boot.samp) 
 x.h       <- apply(x.unif,1,h.window,n,window) 
 x.h       <- matrix(x.h,ncol= n,nrow =num.boot.samp,byrow 
     = F) 
 e <- matrix(rnorm(x.length),nrow=num.boot.samp) 
 y <-  x.unif +x.h *e 
 return(y) 
} 
 
************************************************************** 
Kernel Contrast Bandwidth selection method 
************************************************************** 
 
kc<- function(x,nb =1000, lower=0.1*hmax,upper = hmax) 
{ 
  
 if ((n <- length(x)) < 2)  
      stop("need at least 2 data points") 
 if (!is.numeric(x))  
  stop("invalid 'x'") 
  
 n   <- length(x) 
     p1  <- -1  
     p2  <-  1 
     hmax <- 1.144 * sqrt(var(x)) * n^(-1/5) 
 gaussian.kernel <- (1/sqrt(2*pi))*exp(-1/2)*(x^2) 
     quartic.kernel  <-  0.9375*((1-x^2)^2) 
 M  <- gaussian.kernel 
 O  <- quartic.kernel 
 a1 <- (x-M)/hmax 
 a2 <- (x-O)/hmax 
 b1 <- sum(a1)* (1/(n*hmax)) 
 b2 <- sum(a2)* (1/(n*hmax)) 
 contrast <- (p1*b1)+(p2*b2) 
 h <- sum(contrast)/n 
 if (h < 1.1 * lower | h > upper - 0.1 * lower)  
warning("minimum occurred at one end of the range") 
 h 
} 
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************************************************************** 
Run Program 
************************************************************** 
case1.cauchy<-function (nrun,n)  
{ 
library(stats) 
library(MASS) 
library(KernSmooth) 
 
 x       <- numeric(n) 
 x1      <- numeric(n) 
 x2      <- numeric(n) 
 XI        <- numeric(n) 
 LSCV      <- numeric(n) 
 plugin    <- numeric(n) 
 contrast  <- numeric(n) 
 ftrue     <- numeric(n) 
 mixed1.kernel  <- numeric(n) 
 kernel.LSCV <- numeric(n) 
 sum.LSCV.kernel <- numeric(n) 
 fhat.LSCV   <- numeric(n)  
 mse.LSCV   <- numeric(n) 
 bias.mse.LSCV   <- numeric(n) 
 var.mse.LSCV <- numeric(n) 
 bias.mise.LSCV  <- numeric(n) 
 var.mise.LSCV   <- numeric(n) 
 mise.LSCV       <- numeric(n) 
 kernel.plugin   <- numeric(n) 
 sum.plugin.kernel <- numeric(n) 
 fhat.plugin    <- numeric(n) 
 mse.plugin     <- numeric(n) 
 bias.mse.plugin <- numeric(n) 
 var.mse.plugin  <- numeric(n) 
 bias.mise.plugin <- numeric(n) 
 var.mise.plugin   <- numeric(n) 
 mise.plugin       <- numeric(n) 
 kernel.contrast  <- numeric(n) 
 sum.contrast.kernel     <- numeric(n) 
 fhat.contrast  <- numeric(n) 
 mse.contrast    <- numeric(n) 
 bias.mse.contrast   <- numeric(n) 
 var.mse.contrast <- numeric(n) 
 bias.mise.contrast  <- numeric(n) 
 var.mise.contrast    <- numeric(n) 
 mise.contrast       <- numeric(n) 
  
 for (i in 1:nrun) 
 { 
  x1 <-rexp(n,1) 
  x2 <-rexp(n,1) 
  x  <- x1+x2 
   
  sd<-sqrt(var(x)) 
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  q1<-quantile(x, 0.25) 
  q2<-quantile(x, 0.75) 
  r<-(q2-q1)/1.34 
  A<-min(sd,r) 
  min<-0.1*0.9*A*n^(-0.2) 
  max<-0.9*A*n^(-0.2) 
 
  epanechnikov.kernel <- 0.75*(1-x^2)*(abs(x)<=1) 
  XI <- epanechnikov.kernel 
  LSCV   <- bw.ucv(x, nb =1000, lower = min, upper = 
    max) 
  plugin <- width.SJ(x, nb = 1000, lower = min, upper 
    = max, method = "dpi") 
 
  ftrue <- dgamma(x,2,rate=1) 
 
  K.LSCV      <- (x-XI)/LSCV 
  K.sum       <- sum(K.LSCV) 
  fhat.LSCV  <- (1/(n*LSCV))*K.sum 
  mse.LSCV    <- sum((ftrue-fhat.LSCV)^2)/n 
  bias.LSCV   <- sum(ftrue-fhat.LSCV)/n 
   
  K.plugin      <- (x-XI)/plugin 
  K.sum.plugin  <- sum(K.plugin) 
  fhat.plugin   <- (1/(n*plugin))*K.sum.plugin 
  mse.plugin    <- sum((ftrue-fhat.plugin)^2)/n 
  bias.plugin   <- sum(ftrue-fhat.plugin)/n 
   
            
} 
 
mse.bar.LSCV  <- sum(mse.LSCV)/nrun 
mse.bar.plugin  <- sum(mse.plugin)/nrun 
bias.bar.LSCV   <- sum(bias.LSCV)/nrun 
bias.bar.plugin <- sum(bias.plugin)/nrun 
 
out <- 
cbind(LSCV,plugin,mse.bar.LSCV,mse.bar.plugin,bias.bar.LSCV,bi
as.bar.plugin) 
out 
} 
 

2.  ฟงกชัน Built In ในโปรแกรม R 
 ฟงกชันที่ใชการคํานวณคาแบนวิดจจากวิธี LSCV และ PI ที่ปรากฏอยูในโปรแกรม
ตัวอยางทีใ่ชในการวจิัย 
วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Least square Cross-Validation 
bw.ucv  
function(x,nb = 1000,lower =0.1*hmax, upper = hmax)  
{ 
    if ((n <- length(x)) < 2)  
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        stop("need at least 2 data points") 
    if (!is.numeric(x))  
        stop("invalid 'x'") 
    fucv <- function(h,x,n,d).C(R_band_ucv_bin,as.integer(n), 
   as.integer(length(x)),as.double(d), x,as.double(h), 
   u = double(1))$u 
    hmax <- 1.144 * sqrt(var(x)) * n^(-1/5) 
      storage.mode(x) <- "double" 
     
 Z <- .C(R_band_den_bin, as.integer(n),as.integer(nb),  
  d = double(1),x, cnt = integer(nb)) 
     d <- Z$d 
     cnt <- as.integer(Z$cnt) 
     h <- optimize(fucv, c(lower, upper), tol = 0.1 * lower, x 
  = cnt,n = n, d = d)$minimum 
    if (h < 1.1 * lower | h > upper - 0.1 * lower)  
        warning("minimum occurred at one end of the range") 
    h 
} 
 

วิธีการเลือกแบนวิดจแบบ Plugin 
width.SJ 
function (x,nb=1000,lower=0.1*hmax, upper = hmax, method  
  = c("ste", "dpi"))  
{ 
     
fSD <- function(h, x,alph2,c1,n,d) (c1/SDh(x, alph2 * h^(5/7), 
   n, d))^(1/5) – h 
 
SDh <- function(x, h, n, d) .C(VR_phi4_bin,as.integer(n),    
   as.integer(length(x)),as.double(d), x, as.double(h),u = 
   double(1))$u 
TDh <- function(x, h, n, d) .C(VR_phi6_bin, as.integer(n),  
   as.integer(length(x)),as.double(d), x, as.double(h), u 
   = double(1))$u 
method <- match.arg(method) 
n <- length(x) 
if (!n)  
         stop("'x' has length zero") 
      storage.mode(x) <- "double" 
 
Z <- .C(VR_den_bin, as.integer(n),as.integer(nb),d 
 =double(1),x, cnt = integer(nb)) 
d <- Z$d 
cnt <- as.integer(Z$cnt) 
hmax <- 1.144 * sqrt(var(x)) * n^(-1/5) 
scale <- min(sqrt(var(x)), IQR(x)/1.349) 
a <- 1.24 * scale * n^(-1/7) 
b <- 1.23 * scale * n^(-1/9) 
c1 <- 1/(2 * sqrt(pi) * n) 
TD <- -TDh(cnt, b, n, d) 
alph2 <- 1.357 * (SDh(cnt, a, n, d)/TD)^(1/7) 
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    if (method == "dpi")  
res <- (c1/SDh(cnt, (2.394/(n * TD))^(1/7), n, d))^(1/5) 
    else { 
 if (fSD(lower, cnt, alph2, c1, n, d) * fSD(upper,  
  cnt,alph2, c1, n, d) > 0)  
             
stop("no solution in the specified range of bandwidths") 
 
res <- uniroot(fSD, c(lower, upper), tol = 0.1 * lower,  
x = cnt, alph2 = alph2, c1 = c1, n = n, d = d)$root 
     } 
 4 * res 
} 
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เนื่องจากการประมาณความหนาแนนแบบเคอรเนล เปนการประมาณฟงกชันแบบถวงน้าํหนัก 
ดังนั้น 
กําหนดให ( )f̂ t  เปนการประมาณฟงกชันแบบถวงน้ําหนกั โดย 
 

   ( )f̂ t  =  
1

1 ( , )
n

i
i

w X t
n =
∑  

 
ดังนั้นคาคาดหวัง คือ 
 

   ( )ˆ E f t  =  
1

1 ( , )
n

i
i

E w X t
n =
∑  

 

     =  ( ) ( ),  w x t f x dx
∞

−∞
∫  

 
เมื่อ iX  เปนตัวแปรสุมที่เปนอิสระตอกัน จะไดวา 

 
 

   ( )ˆvar f t  =  1 var ( , )iw X t
n

 

     =

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }221 , ,w x t f x dx w x t f x dx
n
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

 
กําหนดให ( )f̂ x  เปนการประมาณคาแบบเคอรเนล ดังนั้นจะไดวา 
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กําหนดให y x ht= −  และใชคุณสมบตัิของฟงกชันเคอรเนล ( )    1K x dx =∫  จะไดวา 
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   ( )hbias x  =  ( ) ( ) ( )K t f x ht dt f x− −∫  
     =  ( ) ( ) ( ){ }K t f x ht f x− −∫  

 
จากอนุกรมเทเลอร จะไดวา 
 

  ( )f x ht−  =  ( ) ( ) ( )2 21 ...
2

f x ht f x h t f x′ ′′− + +  

 
จะไดคาความเอนเอียง ดังนี ้
 

  ( )hbias x  =  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 ...
2

ht f x tK t dt h t f x t K t′ ′′− + +∫ ∫  

    =  ( ) ( )2 2
2

1
2

h f x k o h′′ +  

 
สําหรับคา MISE ตองการคา 
 

  ( )
2

hbias x∫   ≈  ( )24
2

1
4

h k f x dx′′∫  

 
คาความแปรปรวน ไดจาก 
 

 ( )ˆvar f x  =  ( ) ( ) ( ){ }
2

21 2 1
h

x yn h K f y dy n f x bias x
h

− − −−⎛ ⎞ − +⎜ ⎟
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   =  ( ) ( ) ( ) ( ){ }221 1 1 2n h f x ht K t dt n f x O h− − −− − +∫  

 
แทน y x ht= −  ลงในสมการ จะได 
 
 ( )ˆvar f x  =  ( ) ( ){ } ( ) ( )21 1 1 ...n h f x ht f x K t dt O n− − −′− + +∫  

   =  ( ) ( ) ( )21 1 1n h f x K t dt O n− − −+∫  

   ≈  ( ) ( )21 1n h f x K t dt− − ∫  
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สําหรับคา MISE ตองการคา 
 
  ( )ˆvar f x dx∫   ≈  ( )21 1n h K t dt− − ∫  

 
 
ดังนั้น 
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ทฤษฎีบทท่ี 1 เมื่อ 1x  และ 2x  เปนตัวแปรสุมที่มาจากการแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน และเปน
  อิสระกัน จะไดวา 1 2x x+  มีการแจกแจงแบบปกติ ที่มีคาเฉลี่ยเทากับ 0 และความ
  แปรปรวนเทากับ 2 
 
พิสูจน   
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ถา ( )1 0,1x N∼  และ ( )2 0,1x N∼  จะได 
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1 2x xM t+  =  ( )1 2t x xE e +⎡ ⎤
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ดังนั้นจะไดวา เมื่อ 1x  และ 2x  เปนอิสระกัน จะไดวา 1 2x x+  มีการแจกแจงแบบปกติ ทีม่ี 

1 2μ μ μ= +  และ 2 2 2
1 2σ σ σ= +  

ดังนั้น ถา ( )1 0,1x N∼  และ ( )2 0,1x N∼  จะไดวา ( )1 2 0, 2x x N+ ∼  
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ทฤษฎีบทท่ี 2 เมื่อ X  และ Y  เปนตัวแปรสุมที่มาจากการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล ที่มี
  คาเฉลี่ยเทากับ 1และเปนอสิระกัน จะไดวา X Y+  มีการแจกแจงแบบแกมมา 
  พารามิเตอรเทากับ 2 
 
พิสูจน  กําหนดให X  และ Y  มีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล พารามิเตอร λ  และ
  กําหนดให Z X Y= +  ดังนั้น 
 

  ( )h Z  =  ( ) ( )f x g Z X dx
∞
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−∫  
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   =  2

0

ZZe λλ − ⎤⎦  

   =  2 ZZ e λλ −  , 0Z >  
 
จะไดวา ( )2Z Gam∼  
   
ดังนั้นจะไดวา เมื่อ X  และ Y  มีการแจกแจงแบบเอกซโพเนนเชยีล พารามิเตอร λ   จะไดวา 
Z X Y= +  มีการแจกแจงแบบแกมมา ดวยพารามิเตอร 2 
 
ทฤษฎีบทท่ี 3 เมื่อ X  และ Y  เปนตัวแปรสุมที่มาจากการแจกแจงแบบโคชีมาตรฐาน และเปน
  อิสระกัน จะไดวา X Y+  มีการแจกแจงแบบโคชี (0,2) 
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