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บทคัดยอ 
ตัวกรองความถี่แบบนอตช (Notch Filter) ทําหนาที่ในการกําจัดหรือลดทอนความถี่ใด

ความถี่หนึ่งโดยเฉพาะ ความถี่ที่ทําการกรองนั้นจะอยูบนแถบความถี่ (Bandwidth Frequency) ของ
สัญญาณที่เลือกใชงานพอด ี เชน สัญญาณรบกวนจาก Power line AC 50 Hz  ที่ปะปนมากับ
สัญญาณคลื่นไฟฟาหัวใจ (Electrocardiogram:ECG) สําหรับการออกแบบตัวกรองความถี่แบบ
นอตช (Notch Filter) ในแบบดิจิตอลสามารถแบงตัวกรองเชิงเลขได 2 แบบ คือ แบบเอฟไออาร 
(Finite Impluse Response:FIR)   และแบบไอไออาร     (Infinite Impluse Response:IIR)    เนื่องจาก
ตัวกรองเชิงเลขแบบไอไออารมีผลตอบสนองทางความถี่ไดคม (Sharp Cut-Off Frequency) และ
จํานวนออรเดอรในการออกแบบนอยกวาแบบเอฟไออารมาก จากการศึกษาสมการออรเดอรสอง
ของตัวกรองเชิงเลขไอไออารแบบนอตชพบวา ไมสามารถที่จะทําการปรับปรุงอัตราการขยาย
ความถี่ผาน (Pass-Band Gain) และอัตราการขยายชวงการเปลี่ยนแปลง (Transition-Band Gain) ให
สมมาตรกันในเวลาเดียวกันได 

ดังนั้นวิทยานิพนธฉบับนี้จึงไดนําเสนอการออกแบบเชิงเลขไอไออารแบบนอตชที่ปรับปรุง
ผลตอบสนองทางความถี่เพื่อแกไขความไมสมมาตรกันโดยการเพิ่มโพล-ซีโร (Pole-Zero) เขาไป
ในวงกลมรัศมีหนึ่งหนวยอีกหนึ่งคูดวยวิธีการวางโพล (Pole Placement)  

ผลจากการวิจัยจํานวนออรเดอรที่เพิ่มขึ้นสามารถปรับปรุงใหผลตอบสนองทางความถี่ดีขึ้น
ได ซึ่งเมื่อทําการเปรียบเทียบผลการจําลองการทํางานดวยโปรแกรม MATLAB กับการทํางานจริง
บนตัวประมวลผลสัญญาณดิจิตอล TMS320C31 ไดผลใกลเคียงกัน 
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Abstract 
Notch filter or narrow band filter is used for elimination or reduction particular frequency. 

That frequency has a frequency among bandwidth frequency of signal. Example such as power 
line AC 50 interferes in electrocardiogram. There are two types, Finite Impluse Response:FIR and 
Infinite Impluse Response:IIR, for designed digital notch filter. Because IIR filter has sharp cut-
off and number order less than FIR filter, several researchers have always selected IIR for notch 
filter. From study, in equation of IIR notch filter is second order that can not be improved pass-
band gain and transition-band gain in the same time. 

This thesis is present designed IIR notch filter with improve frequency for modified non-
symmetry by pair poles-zeroes addition into unit-circle, z-plane , with pole placement method. 

From the result of research that added order could improve frequency response is better. 
When comparison between simulation by MATLAB and implement on DSP-TMS320C31,The 
results of pass-band gain and transition-band gain had better symmetry. 

(Total 77 pages) 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1  ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ตัวกรองความถี่แบบนอตช (Notch Filter) เปนตัวกรองความถี่ชนิดหนึ่งทําหนาที่คลายกับ  
ตัวกรองความถี่แบบจํากัดแถบความถี่ผาน (Band-Reject Filter) คือยอมใหความถี่ตลอดยานความถี่
ผานไดหมดยกเวนแถบความถี่ชวงหนึง่ที่จะไมยอมใหผาน แตสําหรับตัวกรองความถี่แบบนอตช 
(Notch Filter) จะกําจัดหรือลดทอนเฉพาะความถี่ใดความถี่หนึ่งโดยเฉพาะหรือมีความถี่นอตช 
เพียงความถี่เดียว [1] เทานั้น เชน ใชในการลดทอนสัญญาณรบกวนจาก Power Line AC 60 Hz ที่
ปะปนมากับสัญญาณคลื่นไฟฟาหัวใจ  (Electrocardiogram:ECG)    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพที่ 1-1  จะอธิบายถึงสัญญาณของคลื่นไฟฟาหัวใจ [2] ในขณะที่ไมมีสัญญาณรบกวน   

(Noise-Free ECG) เมื่อถูกรบกวนดวยสัญญาณรบกวน (ECG+60 Hz Noise) ปญหาที่เกิดขึ้นเนื่อง
จากการวัดคลื่นไฟฟาที่ไดในเบื้องตนจะมีขนาดของแรงดันที่นอยมากๆทําใหสัญญาณรบกวนที่มี 

ภาพท่ี 1-1  สัญญาณคลื่นไฟฟาหัวใจกับสัญญาณ 60 Hz 
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ขนาดนอยอยูแลวเมื่อรวมเขากับสัญญาณคลื่นไฟฟาหัวใจ และผานวงจรขยายจะทําใหสัญญาณ   
รบกวน และสัญญาณคลื่นไฟฟาหัวใจถูกขยายไปพรอมกัน คลื่นไฟฟาหัวใจในลักษณะปกติ แพทย
ผูเชี่ยวชาญสามารถที่จะอธิบายถึงความผิดปกติของหัวใจได แตเมื่อถูกรบกวนดังภาพขางตนแลวจะ
ทําใหการวินิจฉัยโรคเกี่ยวกับหัวใจเกิดความผิดพลาดขึ้นได ซึ่งเมื่อผานตัวกรอความถี่แบบนอตชที ่
60 Hz (60 Hz Notch Filter) ดังภาพจะเปนผลตอบสนองทางความถี่ที ่60 Hz จะถูกลดทอนไปเพียง
ความถี่เดียวสวนความถี่อื่นๆจะยอมใหผานไปทั้งหมด 

ตัวกรองความถี่แบบนอตชสามารถสรางขึ้นไดทั้งที่เปนแบบอะนาลอก และแบบดิจิตอล 
สําหรับในแบบอะนาลอกนั้น การออกแบบวงจรเพื่อกําจัดความถี่ใดความถี่หนึ่งโดยเฉพาะทําได
ยากเนื่องจากองคประกอบหลายประการซึ่งเมื่อพิจารณาที่ตัวประกอบคุณภาพ (Q-Factor) ที่ไดมา
จากอัตราสวนระหวางความถี่ตัด (Cut-Off Frequency) กับความกวางของแถบความถี่ ถาตัว
ประกอบคุณภาพมีคามากๆนั้นหมายถึง แถบความถี่มีความแคบมากตามเปนผลใหประสิทธิภาพดี
ขี้นตามไปดวย โดยสรุปแลวในการสรางในแบบอะนาลอก เมื่อแถบความถี่ที่แคบมากๆ ณ ความถี่
ใดความถี่หนึ่งจําเปนที่จะตองเลือกใชอุปกรณใหตรงกับคาที่คํานวณมากที่สุด ซึ่งถาอุปกรณไม
เหมาะสมอาจทําใหเกิดปญหาความกวางของแถบความถี่ (Bandwidth Frequency) และความถี่
นอตช (Notch Frequency) ที่เลื่อนไปจากคาที่คํานวณ และปญหาอื่นๆเชนขนาดของวงจร ความ
สมมาตรกันของอัตราการขยายความถี่ผาน (Pass-Band Gain) เปนตน  ดังนั้นการเลือกใชในแบบ
ดิจิตอลจึงเหมาะสมกวาแบบอะนาลอก เนื่องจากการออกแบบไมขึ้นอยูกับคาคุณภาพของอุปกรณ 
หรือความผิดพลาดของอุปกรณ การปรับปรุงพารามิเตอรตัวใดตัวหนึ่งทําไดงาย ผลตอบสนองทาง
ความถี่ที่ไดมีความถูกตองและแมนยําใกลเคียงกับคาที่ไดออกแบบไว และอื่นๆ 

สําหรับในแบบดิจิตอลนั้นสามารถแบงไดเปนตัวกรองเชิงเลขไดเปน2 แบบ[2]คือ เอฟไออาร 
(FIR:Finite Impluse Response) และแบบไอไออาร (IIR:Infinite Impluse Response) เมื่อพิจารณา
คุณสมบัติแลวตัวกรองแบบไอไออารจะเหมาะสมกวาที่จะนํามาทําเปนตัวกรองแบบนอตชเนื่อง
จากไอไออารมีผลตอบสนองทางความถี่ไดคม (Sharp Cut-Off Frequency) ซึ่งดีกวาแบบเอฟไออาร 
และเนื่องจากสมการของไอไออารเปนแบบแลทชั่นแนล (Rational Fuction) มีทั้งโพล (Pole) และ  
ซีโร (Zero) ทําใหจํานวนออรเดอรในการออกแบบนอยกวาแบบเอฟไออารที่มีเฉพาะซีโร (Zero) 
เพียงอยางเดียว อยางไรก็ตามตัวกรองแบบไอไออารก็มีขอเสียตรงที ่ คุณสมบัติเฟสไมเปนเชิงเสน
และเสถียรภาพไมดี การออกแบบทําไดยาก 

ในการออกแบบตัวกรองเชิงเลขแบบนอตช เมื่อตองการที่จะปรับปรุงใหดีขึ้นตามคุณสมบัติ
จะตองคํานึงถึงอัตราการขยายความถี่ผาน  (Pass-Band Gain) ของตัวกรองความถี่แบบนอตช 
(Notch Filter) ที่จะตองไดผลตอบสนองทางความถี่ใหมคีวามสมมาตรกันตลอดชวงความกวางของ
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แถบความถี่ (Bandwidth Frequency) เปนหลักแลวยังจะตองพิจารณาถึงชวงการเปลี่ยนแปลง 
(Transition-Band Gain) ดวย งานวิจัยนี้จึงเลือกตัวกรองเชิงเลขแบบไอไออารมาใชในการปรับปรุง
ผลตอบสนองทางความถี ่ จากการศึกษาถึงตัวกรองเชิงเลขแบบไอไออารที่ไดนํามาทําการปรับปรุง
ผลตอบสนองทางความถี่ที่ผานมา [3] สามารถควบคุมอัตราการขยายทางดานความถี่ต่ําและดาน
ความถี่สูงใหมีขนาดเทากันไดดังภาพที่ 1-2 (ก) ซึ่งจะเห็นไดวาขอบของผลตอบสนองทางความถี ่
(Frequency Response) จะเทากันซึ่งโดยปกติแลว เมื่อแทนดวยสมการที่เปนไอไออารแบบนอตชจะ
ไมสามารถควบคุมอัตราการขยายทั้งสองดานได การปรับปรุงดังกลาวทําโดยการปรับมุมของโพล 
(Pole) ของสมการออรเดอรสองใหมลงในวงกลมรัศมีหนึ่งหนวย แตเมื่อพิจารณาอัตราการขยาย
ชวงการเปลี่ยนแปลง (Transition-Band Gain) บริเวณความถี่นอตช (Notch Frequency) แลวจะพบ
วาไมสมมาตรกัน [3]  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ดังนั้นวิทยานิพนธฉบับนี้จึงไดนําเสนอการออกแบบเชิงเลขไอไออารแบบนอตชที่ปรับปรุง

ผลตอบสนองทางความถี่เพื่อแกไขความไมสมมาตรกันของอัตราการขยายชวงการเปลี่ยนแปลง 
(Transition-Band Gain) ทั้งขอบขาขึ้นและขอบขาลงใหมีความสมมาตรกันโดยการเพิ่มโพล-ซีโร 
(Pole-Zero) เขาไปในวงกลมรัศมีหนึ่งหนวยอีกหนึ่งคูดวยวิธีการวางโพล (Pole-Placement) สําหรับ
การหาสมการที่เหมาะสมไดเลือกใชโปรแกรม MATLAB [4] จําลองการทํางานและหาคาตําแหนง
ของโพล-ซีโร (Pole-Zero) ตัวใหม ผลที่ไดจากการเพิ่มโพล-ซีโรดังกลาวทําใหชวงอัตราการขยาย

ภาพท่ี 1-2  (ก) ผลตอบสนองทางความถี่ที่ไมไดปรับปรุงอัตราการขยายชวงเปลี่ยนแปลง 
         (ข) ผลตอบสนองทางความถี่ที่ไดจากวิทยานิพนธ 
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ชวงการเปลี่ยนแปลงดีขึ้นดังในภาพที่ 1-2 (ข) รวมถึงไดทําการเปรียบเทียบผลการจําลองการทํางาน
กับการสรางจริงบนตัวประมวลผลสัญญาณเชิงเลข TMS320C31 ดวย 

สําหรับสวนประกอบตางๆในวิทยานิพนธฉบับนี้จะแบงดวยกันเปน 5 บทดวยกันคือบทนํา
ซึ่งผูอานกําลังอานอยูในขณะนี้จะกลาวถึงภาพรวมของตัวกรองแบบนอตช (Notch Filter) วาการใช
งานที่ใดบาง และผลตอบสนองทางความถี่เปนอยางไร รวมถึงผลที่วิทยานิพนธฉบับนี้ไดปรับปรุง
ไปแลวจะเปนอยางไร สําหรับผูที่เขาใจถึงผลตอบสนองดังภาพที ่ 1-2 ที่ไดทําการปรับปรุงไปแลว
สามารถใชสูตรในการคํานวณในภาคผนวก ก  สรุปสูตร ไดทันที สําหรับบทที่ 2 จะกลาวถึงทฤษฎี
ที่เกี่ยวของในวิทยานิพน ฉบับนี้ เชน สัญญาณ และระบบที่เปนการประมวลผลสัญญาณดิจิตอล      
ความเกี่ยวของกันระหวางระบบในแบบดิจิตอลและแบบอะนาลอก ความแตกตางระหวาง FIR และ 
IIR  บริเวณใดเรียกวาเปนอัตราการเปลี่ยนแปลง (Transiton-Band Gain) และอัตราการขยายความถี่
ผาน (Pass-Band Gain) ของนอตชฟลเตอร  ความสัมพันธระหวางโพล-ซี่โรบนวงกลมหนึ่งหนวย
กับผลตอบสนองทางความถี่และอื่นๆ ในบนที่ 3 กลาวถึงขั้นตอนการออกแบบในวิธีเดิมดวยสมการ
ออรเดอรสองและวิธีในการวิจัยซึ่งเปนสมการออรเดอรสี ่ ซึ่งจะอธิบายถึงขอจํากัดในการปรับปรุง
ใหไดผลตอบสนองจากภาพที ่ 1-2 (ก) เปนผลตอบสนองภาพที ่ 1-2 (ข) ดวยสมการออรเดอรสอง
ของไอไออารนอตชฟลเตอร คําตอบที่ไดจากการแกสมการออรเดอรสี่จะเปนสูตรสําเร็จ ในบทที่ 4 
ในบทนี้จะเปนการนําเอาผลที่จําลองการทํางานดวย MATLAB โดยนําเอาสัมประสิทธิ์ที่ไดนําไป
สรางจริงบนตัวประมวลผลสัญญาณดิจิตอลซึ่ง เพื่อเปรียบเทียบผลที่ได และในบทสุดทายจะอธิบาย
ถึงปญหาและขอเสนอแนะตางๆที่ไดจากการวิจัย 
 
1.2  วัตถุประสงค 

ออกแบบตัวกรองเชิงเลขไอไออารแบบนอตชที่ปรับปรุงผลตอบสนองทางความถี่ใหอัตรา
การขยายที่ชวงความถี่ผานมีความสมมาตรกัน  

 
1.3  ขอบเขตของการวิจัย 

1.3.1  ออกแบบตัวกรองเชิงเลขไอไออารแบบนอตชที่ปรับปรุงผลตอบสนองทางความถี่โดยใช
โปรแกรม MATLAB 

1.3.2  สรางจริงบนตัวประมวลผลสัญญาณเชิงเลข TMS320C31 
 

1.4  วิธีการวิจัย 
1.4.1  ศึกษาหลักการของตัวกรองเชิงเลขไอไออาร 
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1.4.2  ออกแบบตัวกรองเชิงเลขไอไออารแบบนอตชที่มีผลตอบสนองทางความถี่ในชวงบริเวณ
การเปลี่ยนแปลงความถี่นอตชใหใกลเคียงกัน 

1.4.3  สรางแบบจําลองของตัวกรองเชิงเลขไอไออารแบบนอตชโดยใชโปรแกรม MATLAB 
1.4.4  เปรียบเทียบผลการจําลองการทํางานดวยโปรแกรม MATLAB กับการทํางานจริงบนตัว

ประมวลผลสัญญาณเชิงเลข TMS320C31 
 
1.5  ประโยชนของการวิจัย 

1.5.1  เปนแนวทางในการออกแบบไอไออารแบบนอตชที่มีอัตราการขยายชวงการเปลี่ยนแปลง 
(Transition-Band Gain) ที่ความถี่นอตช (Notch Frequency) มีความสมมาตรกัน  

1.5.2  นําไปประยุกตใชในงานตางๆที่ตองการลดทอนสัญญาณรบกวนเฉพาะความถี่ เชน    
การลดทอนสัญญาณคลื่น 50 Hz หรือ 60 Hzในสัญญาณคลื่นไฟฟาหัวใจ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



บทที่ 2 
ทฤษฎีที่เกี่ยวของ 

 
2.1  สัญญาณและระบบ 

สัญญาณ (Signal) เปนการอธิบายหรือแสดงถึงการเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอรตัวหนึ่งดวย
พารามิเตอรอีกตัวหนึ่ง ตัวอยางเชน แรงดันไฟฟาในวงจรไฟฟาเปลี่ยนแปลงไปตามเวลา เปนตน 
สวนระบบ (System) จะเปนกระบวนใดกระบวนหนึ่งที่มีสัญญาณเอาทพุทเปนผลตอบสนองของ
ระบบตอสัญญาณอินพุท ดังภาพที่  2-1 ระบบดังกลาวสามารถแบงเปนสองแบบดวยกันคือระบบ
ตอเนื่อง และระบบที่ไมตอเนื่อง ในแบบตอเนื่องนั้นจะรับสัญญาณที่เปนอะนาลอกซึ่งเปนสัญญาณ
ที่มีความตอเนื่องทางเวลา x(t) เขาไปโดยตรง สวนประกอบในระบบนี้สวนใหญจะประกอบไปดวย
อุปกรณอิเล็กทรอนิกสจําพวก ตัวตานทาน ตัวเก็บประจุ ตัวเหนี่ยวนํา ทรานซิสเตอร และอื่นๆ สวน
ในแบบไมตอเนื่อง สัญญาณที่เปนสัญญาณอะนาลอกจะถูกตัดเปนสวนโดยมีลําดับ n แทนเวลาเพื่อ
นําคาไปประมวลผลในระบบและจะนําคาที่ไดสงออกมาทางเอาทพุทในแบบลําดับที่ n เชนเดียวกัน 
ซึ่งในระบบที่ไมตอเนื่องก็คือระบบประมวลผลสัญญาณดิจิตอล 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
2.2  ระบบประมวลผลสัญญาณดิจิตอล 

ระบบประมวลผลสัญญาณดิจิตอลจะมีสวนประกอบทั้งที่เปนระบบที่ตอเนื่องและระบบที่ไม 

ภาพท่ี 2-1  แสดงลักษณะของสัญญาณที่ใชกับระบบ Continuous และ Discrete 
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มีความตอเนื่องจากภาพที ่ 2-2 ทางดานอินพุทยังรับสัญญาณที่เปนอะนาลอกเขามาและสงออกไป
เปนสัญญาณอะนาลอกเชนเดียวกัน กอนที่อินพุทจะถูกนําไปประมวลผลจะตองผานตัวแปลง
สัญญาณที่เปนอะนาลอกไปเปนดิจิตอล (Analog to Digital) ซึ่งจะบอกถึงขนาดของสัญญาณซึ่งเปน 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
ตวัเลขโดยมีอัตราการสุมความถี่   (Sampling Frequency)     เปนตัวกําหนดจังหวะการอานคาของ
ตัวประมวลสัญญาณในแตละคร้ัง ความถี่สุมที่เกิดขึ้นบงบอกถึงระยะเวลาในการอานคาอะนาลอก
ในแตละคร้ังจะเปนเวลาคงที่ดังภาพที่ 2-3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เมื่อ sF  เปนความถี่ในการสุม โดยการสุมแตละคร้ังจะเปรียบเสมือนมีฟงกชั่นอิมพัสสขนาด
หนึ่งหนวยไปคูณกับสัญญาณอินพุท ขนาดที่ไดก็จะถูกนําไปคํานวณตามฟงกชั่นที่ไดออกแบบไว
ทันที และตัวประมวลสัญญาณจะตองทําการประมวลผลกับคาอินพุท และสงคาไปยังเอาทพุทให
เสร็จกอนที่จะถึงเวลาในการสุมคร้ังตอไป สัญญาณใหมที่ไดจะเปนสัญญาณที่ไมตอเนื่อง เพื่อให

ภาพท่ี 2-2  ระบบประมวลผลสัญญาณดิจิตอล 

ภาพท่ี 2-3  การแปลงจากสัญญาณอะนาลอกเปนดิจิตอล 
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เห็นภาพจะยกตัวอยางฟงกชั่นตัวกรองงายๆ เชน ตัวกรองแบบเฉลี่ยคาดวยการเลื่อนตําแหนง 
(Moving Average Filters) ดวยฟงกชั่น 

 ∑
−

=

+=
1

0

][1)(
M

j
jix

M
iy                                                (2-1) 

 M เปนจํานวนขอมูลที่ตองการเฉลี่ย 
   j   เปนตําแหนงที่ตองการที่ทําการเลื่อนคาเฉลี่ย 

กําหนดให 
5=M   

  
5

)84()83()82()81()80()80( xxxxxy ++++
=  

หรือจะเปลี่ยนคา j จาก 0 เปนคาอื่นจะได 

5
)82()81()80()79()78()80( xxxxxy ++++

=      (2-2) 

  
5

)83()82()81()80()79()81( xxxxxy ++++
=      (2-3) 

จากสมการที่ 2-2 และ 2-3 อธิบายไดวาเมื่อรับคาอินพุทเขามาจะทําการคํานวณตามฟงกชั่น
ตัวกรองเมื่อไดเอาทพุท )(ny  ที่ตองการก็จะสงคาออกทางเอาทพุทใหเปนสัญญาณอะนาลอกดวย
ตัวแปลงดิจิตอลเปนอะนาลอก (Digital to Analog)  ตอไป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จากสมการที่ 2-2  และ 2-3 เปนการคํานวณในการสุมคร้ังที่ 80 และ 81 ฟงกชั่นที่ใชจะตอง
นําคาทั้งหมดมารวมกันกอนทุกคร้ัง แตจะเห็นไดวาระยะการสุมหนึ่งๆ จะมีคาเกาออกไปหนึ่งคา
และมีคาใหมเขามาหนึ่งคาซึ่งจะเขียนสมการใหมไดเปน 

5
)78()83()80()81( xxyy −+

=       (2-4) 

ภาพท่ี 2-4  ผลทางดานอินพุทและเอาทพุทที่ผานตัวประมลผลสัญญาณดิจิตอล 

เมื่อ 
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จากสมการที่ 2-4 จะเห็นไดวาสมการสั้นลงทําใหลดเวลาในการคํานวณลงไดเมื่อสมการที่  
2-3  มีความยาวมากๆการคํานวณก็จะใชเวลามากขึ้นตามไปดวย ซึ่งลักษณะสมการที่ 2-3 และ 2-4 
สามารถอธิบายถึงชนิดของตัวกรองเชิงเลขไดกลาวคือ   ในสมการที่ 2-4 เมื่อฟงกชั่นใดๆ มีเอาทพุท

เปนสวนประกอบของสัญญาณทางดานอินพุทและสวนปรแะกอบทางดานเอาทพุทจะเปนสม
การแบบ Recursive ในทํานองเดียวกันถาหาฟงกชั่นนั้นไมมีสวนประกอบที่เปนเอาทพุทอยู

เลยก็จะถูกเรียกวาเปนแบบ Non-Recursive ดังสมการที่ 2-3 ซึ่งจะเปนพื้นฐานที่ครอบคลุมตัวกรอง
เชิงเลขทั้งหมดทั้งที่เปนแบบ IIR และแบบ FIR 

 
2.3  z-transform  

z-transform ถูกนํามาใชในการวิเคราะหสัญญาณที่ไมตอเนื่องทางเวลา ในทํานองเดียวกัน  
ลาปาสทรานฟอรมจะถูกใชในการวิเคราะหสัญญาณที่มีความตอเนื่องทางเวลาดังนั้นในระบบที่เปน
ตัวกรองความถี่แบบอะนาลอกจะใชเปนลาปาสทรานฟอรมในการแกปญหาสมการ สวนตัวกรอง
ความถี่แบบดิจิตอลจะใช z-transform ในการแกปญหาสมการ เมื่อพิจารณาดังภาพที่ 2-3 สัญญาณ
อะนาลอก )(txa ที่ผานการสุมตัวอยางจะไดดังสมการที่ 2-5 

∑
∞

=

−=
0

)()()(
k

as kTttxtx δ       (2-5) 

ที่ )( kTt −δ  เปนฟงกชั่นอิมพลัสที่ถูกหนวงเวลาดวย kT และ sFT /1= เปนคาบเวลาใน
การสุมซึ่งฟงกชั่น )(txs  มีคาเปนศูนยทุกคายกเวนที่เวลา kTt =  เมื่อทําการหาลาปาสทรานฟอรม
ของ )(txs จะได 

 ∫
∞ −=

0
)()( dtetxsX st

ss  
 ∫

∞ −+−+=
0

...})()()()({ dteTttxttx stδδ    (2-6) 
จากคุณสมบัติของตัวอิมพลัสฟงกชั่นที่วา 

    )()()(
0

kTfdtkTttf =−∫
∞

δ  
)(sX s ในสมการที่ 2-6 จะไดเปน 
  ∑

∞

=

−−− =+++=
0

2 )(...)2()()0()(
n

nstsTsT
s enTxeTxeTxxsX   (2-7) 

ให sTez = ในสมการที่ 2-7 จะได 
   ∑

∞

=

−=
0

)()(
n

nznTxzX        (2-8) 

 จากภาพที่ 2-3  T จะเปนคาบเวลาที่เทากันตลอดรวมถึงทุกคาที่ )(nTx  สามารถระบุเพียง
)(nx ก็นาจะเพียงพอทําใหสมการที่ 2-8 ไดเปน 

เปนประกอบของสัญญาณทั้งทางดานอินพุทและเอาทพุท  จะอธิบายสมการเปนแบบ Recursive 
ในทํานองเดียวกันถาหาฟงกชั่นนั้นไมมีสวนประกอบที่เปนเอาทพุทอยูเลยก็จะถูกเรียกวาเปนแบบ 
Non-Recursive ดังสมการที่ 2-3 ซึ่งจะเปนพื้นฐานที่ครอบคลุมตัวกรองเชิงเลขทั้งหมดทั้งที่เปน
แบบ IIR และแบบ FIR 
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)}({)()(
0

nxZTznxzX
n

n == ∑
∞

=

−          (2-9) 

ตัวอยางเชน 
      
 

          )}4(),3(),2(),1(),0({)( xxxxxnx =  
4321 5321)()}({ −−−− ++++== zzzzzXnxZT        (2-10) 

การแทน z-transform ของ )(nx จะใช )(ZT ในการแสดงถึงความเกี่ยวของกันระหวาง )(nx

และ )(zX  เมื่อกลาวถึงการแปลง z-transform ก็จําเปนที่จะตองดูระนาบของแซด (z-plane) ซึ่งเปน
ระนาบของสัญญาณไมตอเนื่องทางเวลา 

การแปลงลาปาสดังกลาวขางตนเมื่ออยูบนระบน s-plane จะถูกใชในการหาเสถียรภาพของ
ระบบโดยที่เมื่อโพลอยูทางซายของแกนจินตภาพ ( ωj  axis) ระบบจะเปนระบบที่มีเสถียรภาพ 
(Stable System) ถาโพลอยูทางขวาของแกนจินตภาพ ( ωj  axis) จะเปนระบบที่ไมมีเสถียรภาพ  
ถาโพลไปอยูบนแกนจินตภาพเพียงอยางเดียวก็จะใหผลออกมาเปนสัญญาณซายนโดยความถี่จะเร่ิม
จากที่ตําแหนง 0=ω  

ในทํานองเดียวกันบนระนาบ z-plane ก็สามารถอธิบายเสถียรภาพและพฤติกรรมอื่นๆไดเชน
เดียวกันกับ s-plane จากที่ให sTez = และ ωσ js += ดังนั้น 

 
      TjT eez ωσ=               (2-11) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จาก θjrez = ขนาดของ z คือ Terz σ==|| และทํามุมดวย sFfT /2πωθ == ทําให f  
เปลี่ยนแปลงจาก 0 ถึง 2/sF± ทําให θ เปลี่ยนแปลงจาก 0 ถึง π   

ภาพท่ี 2-5  แสดงความสัมพันธระหวางระนาบ s-plane และ z-plane 

Region 3
|z|>1

z-plane

Region 2
|z|<1

Region 1
|z|=1

Re01 1

Im
1

1

Re

ImRegion 2 Region 3

Region 1

0<σ
0>σ

0=σ

s-plane

}5,3,1,2,1{)( =nx
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 จากสมการที่ 2-9 เมื่อ ωσ js +=  และ θjrez = อธิบายถึงตําแหนงโพลหรือซีโรบนระนาบ 
s-plane และ z-plane ตามลําดับดังในภาพที่ 2-5 จะเปนการแสดงบริเวณที่เกี่ยวของกัน 

1  0<σ  เมื่อพิจารณาที่ตําแหนงโพลจะอยูดานซายของแกนจินตภาพ (Region 2) ในระบบ 
s-plane จะถือวาระบบมีเสถียรภาพ ในกรณีเดียวกันสมการที่ 2-11 1|| <z เนื่องจาก 1<Teσ

เมื่อσ เปลี่ยนแปลงจาก ∞− จนถึง 0  ขนาด || z จะเปลี่ยนแปลง 0 ถึง 1 ทําใหโพลอยูภายในวง
กลมหนึ่งหนวยจะถือวาระบบมีเสถียรภาพ 

2.  0>σ โพลจะอยูทางดานขวาของแกนจินตภาพ (Region 3) ใน s-plane จะถือวาระบบ  
ไมมีเสถียรภาพและเมื่อพิจารณาที่ขนาดของ zจะได 1|| >z เพราะ 1>Teσ เมื่อσ เปลี่ยนแปลงจาก 0 
ถึง ∞  โพลจะอยูภายนอกวงกลมหนึ่งหนวยระบบก็จะไมมีเสถียรภาพ 

3.  0=σ เมื่อตําแหนงของโพลอยูบนวงกลมหนึ่งหนวยที ่ 1|| =z  ใน (Region 1) จะทําให
เกิดรูปซายนและจะเปนบริเวณสําหรับคํานวณผลตอบสนองทางความถี ่ณ ตําแหนงตางๆ 

เมื่อทราบถึงบริเวณที่เปนระบบแซดแลวในการแปลงจากขอมูลหรือฟงกชั่นใหอยูใน z-plane 
ก็จะมีสูตรที่สามารถนําไปใชงานไดโดยมีสูตรดังนี้ 

จากสมการที่ 2-9 เปนการแปลงลําดับที่ n ใหเปนโดยจะกําหนดดวย z เพื่อเปนการกําหนด
ลําดับที่ n เมื่อขอมูลทั้งหมดถูกเลื่อนไปที่ลําดับที ่ k สามารถเขียน )(nx ใหมที่ถูกเลื่อนไปไดเปน 

)()}({ zXzknxZT k−=−      (2-12) 
ตัวอยาง 

                 )()}2({ 2 zXznxZT −=−  
ถา )(zX เปนสมการที่  2-10 จะได 

         )5321()}2({ 43212 −−−−− ++++=− zzzzznxZT  
         65432 532)}2({ −−−−− ++++=− zzzzznxZT  

ทั้งสองระนาบ s-plane และ z-plane จะเปนเคร่ืองมือที่สําคัญในการออกแบบตัวกรองความถี ่
ในการหาผลตอบสนองทางความถี่และเสถียรภาพของระบบหรือฟงกชั่นที่ทําการเลือกใดๆสามารถ
อธิบายถึงสวนประกอบระหวางโพลและซีโรไดไดทั้งสองระนาบ สําหรับในระบบแบบไมตอเนื่อง 
(Discrete System) จะอาศัยระนาบ z-plane  ในเบื้องตนเมื่อพิจารณา z-plane ของระบบใดๆสามารถ
อธิบายพฤติกรรมของระบบไดดังนี้ 

1.  สามารถที่จะบอกไดวาระบบมีเสถียรภาพหรือไม      โดยใหสังเกตที่โพลหรือเคร่ืองหมาย
กากบาทจะตองอยูภายในวงกลมหนึ่งหนวยเทานั้นสวนตัวซีโรที่เปนเคร่ืองหมายวงกลม ดงัภาพที่  
2-6 จะอยูตําแหนงใดๆก็ไดและถาหากไมมีโพลเลยก็จะมีเสถียรภาพเสมอ 
  2.  จํานวนของโพลที่ปรากฎบนวงกลมหนึ่งคือจํานวนออรเดอรของระบบ 

1.  0<σ  เมื่อพิจารณาที่ตําแหนงโพลจะอยูดานซายของแกนจินตภาพ   (Region 2)   ในระบบ  
s-plane จะถือวาระบบมีเสถียรภาพ ในกรณีเดียวกันสมการที่ 2-11 1|| <z เนื่องจาก 1<Teσ เมื่อσ

เปลี่ยนแปลงจาก ∞− จนถึง 0 ขนาด || z จะเปลี่ยนแปลง 0 ถึง 1 ทําใหโพลอยูภายในวงกลมหนึ่ง
หนวยจะถือวาระบบมีเสถียรภาพ 
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   3.  จุดที่ซีโรอยูบนขอบของวงกลมหนึ่งหนวยจะไดผลตอบสนองทางความถี ่ ณ ตําแหนงนั้น
ขนาดของความถี่จะเปนศูนย 

4  เมื่อโพลและซีโรตัวใดเปนจํานวนเชิงซอนจะตองมีคูคอนจูเกตของตัวมันเองอยูบนวงกลม
หนึ่งดวยมิฉะนั้นจะไมสามารถที่จะนําไปสรางจริงใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
ในการเขียนฟงกชั่นที่ประกอบดวยโพลและซีโรสามารถเขียนไดเปนดังสมการ 

))...()((
))...()((

)(
21

21

n

n

pzpzpz
zzzzzz

zH
−−−
−−−

=                                (2-13) 

เมื่อ 21 , zz จนถึง nz และ 21 , pp จนถึง np  แทนดวยตําแหนงของซี่โรและโพลดวยสมการ
ตําแหนง jyx +   

ตัวอยางของผลตอบสนองทางความถี่ซึ่งมีโพลและซีโรดังนี ้
 
 
 
 
 
 
 
 
 ภาพท่ี 2-7  แสดงตัวอยางโพล-ซี่โรบนระนาบ z-plane 

ภาพท่ี  2-6  โพลและซีโรบนระนาบ s-plane และ z-plane 

s-plane z-plane 

4.  เมื่อโพลและซีโรตัวใดเปนจํานวนเชิงซอนจะตองมีคูคอนจูเกตของตัวมันเองอยูบนวงกลม
หนึ่งดวยมิฉะนั้นจะไมสามารถที่จะนําไปสรางจริงได 
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2.4  ผลตอบสนองทางความถี่ 

จากการกําหนดฟงกชั่นในสมการที่ 2-2 อธิบายไดเพียงวา ณ ตําแหนงที ่ n ใดๆจะไดคาที่เกิด
จากสัญญาณอินพุท 5 คามารวมกันแตจะทราบไดอยางไรวาผลตอบสนองที่แทจริงของฟงกชั่นที่
ออกแบบใหผลตอบสนองทางความถี่ที่ความถี่ตางๆเปนอยางไร จะตองนําฟงกชั่นที่ไดไปแปลงให
อยูบนเปน z-domain เสียกอนแลวจึงทําการวิเคราะหหาผลตอบสนองทางความถี่ดังกลาว  
       

5
)82()81()80()79()78()80( xxxxxy ++++

=  

     
5

)2()1()()1()2()( −+−+++++
=

nxnxnxnxnxny           (2-14) 

เนื่องจากในการใชงานจริงที่เปนลักษณะอางอิงเวลาจริง (Real Time) ฟงกชั่นดานเอาทพุท  
ณ เวลาที ่ n  หรือ )(ny  จะตองประกอบดวยคาที่เปนปจจุบันและคาที่ในอดีตเทานั้นซึ่งคาใน
อนาคตที่อยูในเทอมของ )( knx + หรือ )( kny + เปนตัวแปรที่เปนไปไมไดเลย ดังนั้นในตัวแปรที่
อยูในรูปที่เปนเหตุการณลวงหนาจึงเปนฟงกชั่นที่ไมสามารถสรางจริงไดในการทําเปนระบบอางอิง
เวลาจริง (Real Time System)  ดังนั้นจากสมการที่ 2-14  จะตองทําการปรับสมการใหมไดเปน 

5
)4()3()2()1()()( −+−+−+−+

=
nxnxnxnxnxny                                (2-15) 

แปลงใหอยูใน z-domainโดยใชสมการที่ 2-12 

             
5

)()()()()()}({
4321 −−−− ++++

=
zzXzzXzzXzzXzXnyZT           

     )1)((
5
1)( 4321 −−−− ++++= zzzzzXzY              (2-16) 

ภาพท่ี 2-8  แสดงตัวอยางผลตอบสนองของภาพที ่2-7 
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ในการหาผลตอบสนองทางความถี่จะบอกถึงเกณทการขยายความถี่ซึ่งจะเปนอัตราสวน
ระหวางเอาทพุทและสวนดวยอินพุทดังสมการที่ 2-17 

)(
)()(

zX
zYzH =         (2-17) 

  เมื่อ )(zH เปนฟงกชั่นถายโอนของระบบ 
จัดรูปสมการที่ 2-16 ใหมจะไดเปน 

  )1(
5
1)( 4321 −−−− ++++= zzzzzH     (2-18) 

เมื่อนําไปเขียนโครงสรางจะไดดังภาพที่ 2-9  
 
 
 
 
 
 
 

จากสมการที่ 2-18 สามารถหาผลตอบสนองทางความถี่ของระบบที่ไมตอเนื่องโดยแทน 
ωjez =  จะได ดังสมการที่ 2-19 

)1(
5
1)( 432 ωωωωω jjjj eeeeH −−−− ++++=           (2-19) 

เนื่องจาก )(ωH  หรือ )(zH  เปนอัตราสวนระหวางเอาทพุทสวนดวยอินพุทซึ่งเปนอัตรา
การขยายของระบบดังนั้น เมื่อตองการขนาดของสัญญาณที่ความถี่ใดๆสามารถแทนคาลงในตัวแปร 
ω เพื่อใหไดขนาดของระบบ แตเนื่องจาก )(ωH  เปนสวนประกอบระหวางจํานวนจริงและจํานวน
เชิงซอน ดังนั้นเมื่อจัดรูปสมการใหอยูในพิกัดเชิงมุม  (Polar Form) ที่บงบอกถึงขนาดและมุมเฟส
ของระบบ ดังแสดงในสมการที่  2-20 

    )(|)(|)( ωωω Θ= jeHH                  (2-20) 
ที่ |)(| ωH คือผลตอบสนองทางขนาด (Magnitude Response) และ )(ωΘ  เปนผลตอบ

สนองทางเฟส (Phase Response)  หาไดจากสมการที่ 2-21  
                                )()( ωω H∠=Θ                (2-21) 
เนื่องจากสมการที่ 2-19 การบวกกันของพิกัดเชิงมุมที่มีมุมไมเทากันจะตองแปลงรูปพิกัด

เชิงมุมเปนสวนประกอบของจํานวนจริง และจํานวนเชิงซอนกอนจึงจะทําการรวมกันได ซึ่งจาก  
Euler’s Formula ดังสมการที่ 2-22 

1−z 1−z

+

1−z

+

1−z

+ +
5
1

)(nx

)(ny
ภาพท่ี 2-9  ภาพโครงสรางในสมการที่ 2-16 

เมื่อ )(zH เปนฟงกชั่นถายโอนของระบบ 
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ωωω sincos je j ±=±               (2-22) 
ดังนั้น 

)sin()cos()sin()cos( ωωωωω jje j −=−+−=−                 (2-23) 
  นําสมการที่ 2-21 และ 2-22 แทนใน 2-19 แลวทําการจัดรูปใหมใหเปนสมการที่ 2-23 

)()()( ωωω IR jHHH +=          (2-24) 
ทําการแปลงสมการที่ 2-23 ใหอยูในพิกัดเชิงมุมอีกคร้ังหนึ่งดังสมการที่ จะได 

        )](/)([tan22 1

)()( ωωωω Ri HHj
IR eHHH

−

+=              (2-25) 
เพราะฉะนั้นจากสมการที่ 2-20 และ สมการที่ 2-24 ขนาดและเฟสของฟงกชั่นถายโอนไดเปน 

      
)(
)(tan)(

)(|)(|

1

22

ω
ωω

ωω

R

I

IR

H
H

HHH

−=Θ

+=
                (2-26) 

ในสมการที่ 2-25 สามารถที่จะนําไปหาผลตอบสนองทางความถี่ของฟงกชั่นถายโอนใดๆ    
ก็ไดซึ่งจะบอกไดทั้งผลตอบสนองทางขนาด (Magnitude Response) และผลตอบสนองทางเฟส 
(Phase Response) ดังนั้น นําสมการที่ 2-22 แทนในสมการที่  2-28 จะได 

[ ]))4sin()3sin()2sin()(sin()4cos()3cos()2cos()cos(1
5
1)( ωωωωωωωωω +++−++++= jH

โดยที่  RH เปนสวนประกอบที่เปนจํานวนจริงและ IH เปนสวนประกอบที่เปนจํานวนจินตภาพ 
  [ ])4cos()3cos()2cos()cos(1

5
1 ωωωω ++++=RH            (2-27) 

 และ 
   [ ])4sin()3sin()2sin()(sin(

5
1 ωωωω +++−=IH            (2-28) 

นําสมการที่ 2-26 และ 2-27 ไปแทนใน 2-25 และทําการแทนคาความถี่ 0=ω จนถึง πω =

เพื่อหาผลตอบสนองทางความถี ่ดังแสดงในภาพที่  2-10  จากภาพทําใหทราบถึงอัตราการขยายทาง
ขนาดที่ความถี่ตางๆ ของฟงกชั่น ในสมการที่ 2-18 รวมถึงเฟสของสัญญาณ และเมื่อเทียบสมการที่ 
2-18 กับสมการที่  2-13 จะเปนสมการที่มีเฉพาะคาเฉพาะซีโร  ซึ่งแสดงในภาพที่ 2-10 ซีโรที่เปน
เคร่ืองหมายวงกลมใน Plot/Zero Plot จะมีตําแหนงอยูภายในวงกลมรัศมีหนึ่งหนวย สวนซีโรอยู
ตรงกลางของวงกลมหนึ่งหนวยจะไมมีผลตอผลตอบสนองทางความถี่ของระบบ และเมื่อนําสมการ
ที่ 2-16 ไปเขียนเปนโครงสรางในภาพที่ 2-9 จะสังเกตไดวาเอาทพุทจะประกอบดวย สวนทางดาน
อินพุทเพียงอยางเดียวลักษณะโครงสรางลักษณะแบบนี้จะเปนแบบ Non-Recursive 
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 ในทํานองเดียวกัน ระบบที่เปน Recursive ซึ่งจะเปนฟงกชั่นในสมการที่ 2-4 เมื่อเขียนเปน
ฟงกชั่นในลําดับที่ n ใดๆจะไดเปน 

5
)3()2()1()( −−+

+−=
nxnxnyny      (2-29) 

เชนเดียวกัน )2( +nx  ไมสามารถทราบไดในระบบเวลาจริงจึงเลื่อนตําแหนงใหมเปน 
                

5
)5()()1()( −−

+−=
nxnxnyny  

ทําการแปลงใหอยูในรูป z-domain โดยใชสมการที่ 2-12 จะได 
            ))()((

5
1)()()}({ 51 −− −+== zzXzXzzYzYnyZT     (2-30) 

จะได )(zY  
            )1)((

5
1)()()}({ 51 −− −+== zzXzzYzYnyZT      (2-31) 

  1

5

1
)1(2.0)( −

−

−
−

=
z

zzH            (2-32) 

 
จากสมการที่ 2-12 เขียนโครงสรางไดเปน 
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ภาพท่ี 2-11  ภาพโครงสรางสมการที่ 2-22 

ภาพท่ี 2-10  ผลตอบสนองทางความถี ่และโพล-ซีโรของสมการที่ 2-18 
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นําสมการที่  2-22 ไปหาผลตอบสนองทางความถี่เชนเดียวกันกับการหาผลตอบสนองทางความถี ่ 
ในสมการที่ 2-32 เมื่อแทน ωjez =  จะได 
 

                        ω

ω

ω j

j

e
eH −

−

−
−

=
1

)1(2.0)(
5

       (2-33) 

แปลงใหอยูในรูปของสวนประกอบจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอนดวยสมการที ่ 2-22 จะได 

)sin()cos(1
))5sin()5cos(1(2.0)(
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)sin()cos(1
)5sin(2.0))5cos(1(2.0)(

ωω
ωωω

j
jH
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=            (2-34) 

เมื่อ )(ωH  เปนเศษสวนของจํานวนเชิงซอนซึ่งไมไดอยูในรูปของสมการที ่ 2-24 ในที่นี้จะทํา    
การคํานวณแยกกันกอนและนํามาคํานวณรวมกันอีกคร้ังหนึ่งโดยอาจจะใชแนวทางดังนี้คือ 
เมื่อ 

             )(
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+
+

= jeH
jyx
jyxH            (2-35) 

โดยที่ 
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และ   
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ω             (2-37) 

ดังนั้นเมื่อเทียบสมการที ่ 2-35 กับสมการที่ 2-34 สามารถหาผลตอบสนองทางความถี่ได     
ดังภาพที่  2-12   
    
 
 
 
 
 
 
 
 ภาพท่ี 2-12  แสดงผลตอบสนองทางความถี ่และโพล-ซีโรพล็อตของสมการที่ 2-32 
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จากภาพที่ 2-10 และภาพที่ 2-12 จะใหผลตอบสนองทางความถี่ที่เหมือนกันจะตางกันก็ตรงที่ภาพที่ 
2-12 มีโพลหนึ่งตัวอยูบนวงกลมรัศมีหนึ่งซึ่งโพลที่ไมไดอยูตรงกลางวงกลมจะมีผลตอระบบแต
เนื่องจากมีซีโรอีกหนึ่งอยูตําแหนงเดียวกันกับโพลดังกลาวทําใหโพลตัวนี้ถูกตัดออกไปไมมีผลตอ

ระบบ ซึ่งถาหากจะพิจารณาในสมการที่ 2-13 สมมุติให 11 pz =  เปนผลใหโพล-ซีโรถูกตัด
ออกไปไมมีผลตอระบบ และเมื่อพิจารณาที่สมการที่ 2-21 และโครงสรางในภาพที่ 2-11 เอาท

พุท )(zY จะประกอบดวยสวนที่เปนทั้งอินพุทและเอาทพุท ลักษณะเชนนี้จะเรียกไดวาเปนแบบ 
Recursive 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

เมื่อไดผลตอบสนองทางความถี่ดังภาพที ่2-10 และภาพที่ 2-12 เมื่อเทียบกับภาพที่ 2-13 
โดยที่ในการออกแบบตัวกรองในแบบตางๆทั้งที่เปนตัวกรองความถี่ต่ําผาน ความถี่สูงผานและอื่นๆ 
ในการออกแบบจะประกอบดวยชวงหลักๆอยู 3 ชวงดวยกันคือ 

ชวง Passband หรือชวงอัตราการขยายความถี่ผาน ซึ่งจะเปนบริเวณที่ตองการใหความถี่ผาน
ตัวกรองบางชนิดอาจจะมีชวง Passband หลายชวงเชน นอตชฟลเตอรเปนตน 

ชวง Transition Band หรือชวงอัตราการขยายชวงความเปลี่ยนแปลง รวมทั้งที่เปนขอบขาขึ้น
และขอบขาลง 

ชวง Stopband หรือชวงหยุดความถี ่เปนที่ลดทอนหรือกําจัดความถี่ที่ไมตองการ  

ภาพท่ี 2-13  แสดงชวงตางๆของผลตอบสนองทางความถี ่

จากภาพที่ 2-10 และภาพที่ 2-12 จะใหผลตอบสนองทางความถี่ที่เหมือนกันจะตางกันก็ตรงที่
ภาพที่ 2-12 มีโพลหนึ่งตัวอยูบนวงกลมรัศมีหนึ่งซึ่งโพลที่ไมไดอยูตรงกลางวงกลมจะมีผลตอระบบ
แตเนื่องจากมีซีโรอีกหนึ่งตัวอยูตําแหนงเดียวกันกับโพลดังกลาวทําใหโพลตัวนี้ถูกตัดออกไปไมมี
ผลตอระบบ ซึ่งถาหากจะพิจารณาในสมการที่ 2-13 สมมุติให 11 pz =  เปนผลใหโพล-ซีโรถูกตัด
ออกไปไมมีผลตอระบบ และเมื่อพิจารณาที่สมการที่ 2-31 และโครงสรางในภาพที่ 2-11 เอาทพุท 

)(zY จะประกอบดวยสวนที่เปนทั้งอินพุทและเอาทพุท ลักษณะเชนนี้จะเรียกไดวาเปนแบบ
Recursive 
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2.5  การหาผลตอบสนองทางความถี่ดวยวิธีทางเรขาคณิต [5,6] 
เมื่อ 
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)( 1              (2-38) 

แทนคา ωjez = ลงในสมการที่ 2-38 
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ω

ω

ω              (2-39) 

ในการหาผลตอบสนองทางความถี่จะตองกําหนดความถี่ที่ตองการหาโดยแทนดวยจุดบน
เสนรอบวงของวงกลมรัศมีหนึ่งหนวยซึ่งอยูในชวง π−0  

จากสมการที่ 2-38 จะกําหนดใหระบบ Pole และ Zero อยางละ 2 ตัว ความถี่ที่ตองการหาผล
ตอบสนองทางความถี่อยูที่จุด P ดังภาพที่ 2-14 ผลตอบสนองทางความถี่แสดงไดดังสมการที ่ 2-40 
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ภาพท่ี 2-14  ตัวอยางการหาผลตอบสนองทางความถี่โดยใช Geometric 
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พิจารณาสมการที่ 2-41 พบวา 1U และ 2U ใชแทนระยะระหวาง Zero กับจุด P สวน 1V  และ 
2V  แทนระยะหางระหวาง Pole กับจุด P ดังนัน้คา Magnitude Response สามารถเขียนแทนได     

ดังสมการที่ 2-42 

21

21|)(|
VV
UUH =ω  เมื่อ 1=K       (2-42) 

 
สําหรับผลตอบสนองทางเฟสจะหาจากมุมที่ Zero และ Pole ทํากับจุด P ดังสมการที่ 2-43 
 

   )()()()( 2121 φφθθωω +−+=∠=Θ H      (2-43) 
 
2.6  ตัวกรองดิจิตอล [8] 

การออกแบบตัวกรองดังตัวอยางที่กลาวไปเบื้องตนจะเปนการอธิบายภาพรวมของตัวกรอง
ตั้งแตอินพุทจนถึงเอาทพุท ซึ่งถาจะออกแบบตัวกรองที่เปนแบบดิจิตอลสามารถแบงไดเปนสอง
แบบตามลักษณะของผลตอบสนองทางความถี่ซึ่งจะตรงกับลักษณะที่เปนระบบแบบ Recursive 
และ Non-Recursive ซึ่งจะแบงตัวกรองไดเปนสองแบบคือ 

2.6.1  ตัวกรองดิจิตอลแบบไอไออาร (Infinite Impluse Response:IIR) 
ฟงกชั่นถายโอน (Transfer Function) ของตัวกรองแบบนี้สามารถเขียนเปนสมการไดดังตอ

ไปนี้ 

∑
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จากสมการที่ 2-44 สามารถเขียนใหมไดสมการที่ 2-45 
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สมการที่ 2-44 จะเปนฟงกชั่นถายโอนที่เปนอัตราสวนระหวางเอาทพุทกับอินพุทดังนั้นเมื่อ

ทําการจัดสมการใหมใหอยูในรูปของสมการเอาทพุทจะไดสมการที่ 2-45 
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จากสมการที่ 2-12 )()}({ zXzknxZT k−=−  ดังนั้น 
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==

−−−=
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N

k
k knyaknxbny

10
)()()(            (2-46) 

 
ในสมการที่ 2-46 จะเห็นไดวา เอาทพุทเปนสวนประกอบทั้งอินพุทและเอาทพุท ดังนั้น      

ตัวกรองแบบไอไออารจึงเปนระบบแบบ Recursive 
โครงสราง Direct Form I 
จากสมการที่ 2-31 สามารถเขียนเปนโครงสรางแบบ Direct Form I ไดดังภาพที่ 2-15 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ภาพท่ี 2-15  โครงสรางไอไออารแบบตรงแบบที ่1 (Direct Form I) 
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โครงสราง Direct Form II 
 โครงสรางของไอไออารแบบที่สองนี้แสดงในภาพที ่ 2-16 สําหรับโครงสรางนี้จะมีตัวหนวง 

1−z เปนคร่ึงหนึ่งของโครงสรางในแบบที่ 1 ซึ่งสามารถพิสูจนไดดังนี้  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ให ตัวแปร )(zU ใหเปน  

)(
)()(

zD
zXzU =       (2-47) 

โดยที่  )(zD เปนสวนของสมการที ่ 2-45 
จากสมการที่ 2-45 และ 2-47 )(zY จะไดเปน 

)()(
)(
)()()( zUzN

zD
zXzNzY ==  

โดยที่ )(zN เปนเศษของสมการที่ 2-45 จะได ดังนี ้
}...){()( 2

2
1

10
N

N zazazaazUzY −−− ++++=       (2-48) 
จาก สมการที่  2-47  ยายขางหา )(zX จะได 

}...1){()()()( 2
2

1
1

N
N zbzbzbzUzDzUzX −−− ++++==     (2-49) 

ทําการหาสวนกลับ z-transform  ของ สมการที่ 2-49 
         )(...)2()1()()( 21 Nnubnubnubnunx N −++−+−+=            (2-50) 

ยายขางหา )(nu จากสมการที่ 2-50 จะได 
        )(...)2()1()()( 21 Nnubnubnubnxnu N −−−−−−−=            (2-51) 

ทําการหาสวนกลับ z-transform ของสมการที่ 2-40 ไดเปน 

ภาพท่ี 2-16  โครงสรางแบบตรงแบบที่  II ของตัวกรองเชิงเลขแบบไอไออาร 
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)(...)2()1()()( 210 Nnuanuanuanuany N −++−+−+=     (2-52) 
ซึ่งโครงสรางแบบที่ 2 นี้สามารถแทนโดยสมการที่ 2-51 และ 2-52 ได และแสดงไวในภาพที่

2-16 
โครงสรางแบบ Cascade  
จากฟงกชั่นถายโอนในสมการที่ 2-30 เมื่อสามารถแยกเฟกเตอรใหอยูรูปของสมการที่ 2-53 

และเมื่อเขียนเปนโครงสรางที่ฟงกชั่นแตละตัวจะตออนุกรมกันดังภาพที ่2-17 
 )()...()()( 21 zHzHzGHzH r=                (2-53) 
 
 
 
 

ฟงกชั่นถายโอนแตละตัวอาจจะแทนดวยสมการออรเดอรตามตองการ ซึ่งโครงสรางภายใน
สามารถเปนไดทั้งโครงสรางแบบตรงที่ I และแบบตรงที่สอง II  ดังนั้นถาหากเปนการอนุกรมกัน
ของสมการออรเดอรสองสามารถเขียนเปน 
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zazaazH                                                         (2-54) 

ที่ G  ในสมการที่ 2-53 จะเปนตัวสัมประสิทธิ์ของ )(zH i  ซึ่งแตละสวนจะถูกแทนดวย i สําหรับ
ตัวอยางให 4=N  จะไดฟงกชั่นถายโอนเปนออรเดอรสี ่(Fourth-Order Transfer Function) ดังนี ้
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เมื่อเขียนโครงสรางออรเดอรสองของแตละตัวเปนโครงสรางแบบตรงแบบที ่ 2 จะไดดังภาพ
ที่ 2-18 เมื่อนําสมการที่ 2-55 มาเขียนเปนโครงสรางที่ประกอบดวยโครงสรางแบบตรงแบบที่ 2 
ออรเดอรสองจะได 
 
 
 
 
 
 
 

  

ภาพท่ี 2-17  การตออนุกรมของโครงสรางแบบไอไออาร 

ภาพท่ี 2-18  ไอไออารออรเดอรสี่ดวยโครงสราง II มาอนุกรมกัน 

2-16 
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โครงสรางแบบขนาน 
จากฟงกชั่นถายโอนในสมการที่ 2-30 เมื่อสามารถเขียนใหอยูในรูปของ 

)(...)()()( 21 zHzHzHCzH r++++=        (2-56) 
  ซึ่งหาไดจากการทําแยกพาเชียลโครงสรางแบบขนานนี้แสดงดังภาพที่ 2-19 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2-19   แสดงการขนานของโครงสรางตัวกรองเชิงเลขแบบไอไออาร 

ภาพท่ี 2-20   โครงสรางไอไออารออรเดอรสี่ที่เกิดจากโครงสรางรูปแบบที ่II ตอขนานกัน 
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เมื่อแตละสวนประกอบดวยสมการที่เปนสมการออรเดอรสองจะได 
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   สําหรับตัวอยางสมการที่เปนสมการออรเดอรสี่แทน N=4 ในสมการที่ 2-57 จะไดดังสมการ
ที่การทที่ 2-58 และมีโครงสรางดังภาพที่ 2-20 
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2.6.2  ตัวกรองดิจิตอลแบบเอฟไออาร (Finite Impluse Response:FIR) 

สําหรับฟงกชั่นถายโอนของเอฟไออารนั้นจะเปนดังนี ้
                    ∑
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k
k zbzH
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)(                         (2-59) 

เมื่อเขียนในรูปของเอาทพุท 
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k
k zzXbzY
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)()(       (2-60) 

เมื่อทําการหาสวนกลับของ z-transform จะได 
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k
k knxbny

0
)()(       (2-61) 

 
 
 
 
 
 
 
 
2.7  ตัวกรองดิจิตอลแบบนอตช 

ตัวกรองความถี่แบบนอตชหรืออาจจะเรียกวาเปนตัวกรองความถี่แบนแคบที่จะลดทอนหรือ
กําจัดความถือใดความถี่หนึ่งโดยเฉพาะอาจจะจุดเดียวหรือหลายจุด 10 ,ωω   ดังในภาพที่ 2-22 ซึ่ง
การลดทอนในทางอุดมคติความถี่ที่ถูกเลือกจะถูกลดทอนจนถึงระบบศูนย สําหรับตัวอยางการนํา
ไปใชงานเชนการลดทอนสัญญาณไฟฟากระแสสลับ 50 Hz ที่เขามาปะบนในระบบการวัดและ
บันทึกคลื่นไฟฟาหัวใจ 

ภาพท่ี 2-21  แสดงโครงสรางของตัวกรองเชิงเลขแบบเอฟไออาร 

ที่ 2-58 และมีโครงสรางดังภาพที่ 2-20 
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 การตอบสนองทางความถี่ของ Notch Filter 
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                  0ω  คือความถี่คัตออฟของ Notch Filter 
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เปนสมการทั่วไป เมื่อตองการเปนแบบ Notch Filter กําหนดให RrR <= ;1 จะไดสมการ 
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ภาพท่ี 2-22  แสดงผลตอบสนองทางความถี่ของตัวกรองเชิงเลขแบบนอตช 
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ภาพท่ี 2-23  สัญญาณคลื่นไฟฟาหัวใจกับสัญญาณ 60 Hz 



บทที่ 3 
ขั้นตอนการออกแบบ 

 
จากทฤษฎีที่กลาวมาในบทที่ 2 จะเปนการกลาวถึงวิธีการออกแบบตางๆซึ่งไดอธิบายถึงใน

สวนที่เปนการออกแบบอะนาลอก และแบบดิจิตอลสําหรับในสวนที่จะกลาวถึงตอไปนี้จะเปน   
การออกแบบที่ใชในการทําวิจัยนั้นคือ ตัวกรองเชิงเลขไอไออารแบบนอตชโดยจะทําการปรับปรุง
โดยวิธีการวางโพลนั้นคือการพิจารณาจากตําแหนงของโพลและซีโรโดยตรงบนวงกลมหนึ่งบน
ระนาบ z-plane และใชโปรแกรม MATLAB ในการหาแนวโนมความเปนไปไดของคําตอบซึ่งม ี
ขั้นตอนคือ ศึกษาถึงตัวกรองเชิงเลขแบบไอไออารที่มีการปรับปรุงไปกอนหนานี้ซึ่งถูกออกแบบ
ดวยสมการออรเดอรสอง การใชหลักการเรขาคณิตหาแนวโนมอัตราการขยายและกําหนดทิศทาง
ของการปรับปรุงดวยสมการออรเดอรสี ่ หลังจากนั้นจะใชโปรแกรม MATLAB ในการจําลอง    
การทํางานและสังเกตผลลัพธที่ได  

 
3.1  ขั้นตอนการออกแบบดวยสมการออรเดอรสอง 

โดยทั่วไปสมการเชิงเลขไอไออารประกอบดวยโพลและซีโรจากภาพที่ 3-1 มีสมการดังนี้คือ 

)1)(1(
)1)(1(

)1)(1(
)1)(1()(

00

00

22

11
2

2
1

1

1
2

1
1

ωωωω

ωωωω

jjjj

jjjj

eereer
eereerG

zPzP
zZzZGzH −+−−

−+−−

−−

−−

−−
−−

=
−−
−−

=  (3-1) 
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จาก สูตร Complex Exponentials 
)(

2
1cos θθθ jj ee −+=   

นําไปแทนในสมการที่ 3-2 จะได 
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เมื่อตองทําเปนแบบนอตชจึงกําหนดใหขนาดรัศม ี 1r  ของซีโรอยูบนวงกลมรัศมีหนึ่งหนวยพอดี
และให rr =2 เปนรัศมีของโพลดังภาพที่ 3-1 และจะไดสมการใหมไดดังนี้คือ 
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ที่ตําแหนงซีโร 1Z จะอยูบนวงกลมหนึ่งหนวยซึ่งผลที่เกิดขึ้นเมื่อพิจารณาอัตราการขยายใน
ลักษณะทรงเรขาคณิตแลวดังภาพที่ 3-2 เมื่อ ความถี่ทางดานอินพุท ω  เปลี่ยนแปลงไปตั้งแต 0  ถึง 
π  เคลื่อนที่ไปตามขอบของวงกลมรัศมีหนึ่งหนวยจะทําใหเกิดผลตอบสนองทางความถี่ดังสมการ  
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ภาพท่ี 3-1  แสดงตําแหนงของโพล-ซีโรบนวงกลมรัศมีหนึ่งหนวย 
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ภาพท่ี 3-2  แสดงความสัมพันธของอัตราขยายระหวางโพลและซีโรในแบบเรขาคณิต 
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ดังนั้นเมื่อ ω  เปลีย่นแปลงไปจนถึงตําแหนง 0ω จะทําใหขนาดของ 1B  มีขนาดเปนศูนย   
ทําใหผลตอบสนองทางความถี่ดังสมการที่ 3-1 เปน 0 ณ ตําแหนงที่ความถี่อินพุทตรงกับตําแหนง
ของซีโรพอดีในขณะเดียวกันสมการที่ 3-1 เมื่อเปลี่ยนแปลงขนาดของรัศมีของโพลก็จะทําใหผล
ตอบสนองทางความถี่เปลียนแปลง ซึ่งเมื่อพิจารณาดังภาพที่ 3-2 เชนกันโดยใหตําแหนงของZ     
อยูในตําแหนงดังภาพที ่ 3-2 แลวทําการเปลี่ยนรัศมีของโพลใหยาวมากขึ้นเปนผลให 1A และ 2A  
เกิดการเปลี่ยนแปลงทําใหผลตอบสนองทางความถี่เกิดการเปลี่ยนแปลงไปดวย การเปลี่ยนแปลงนี้
จะมีผลตอความกวางของแถบความถี่ (Bandwidth Frequency) เพื่อใหเกิดความเขาใจมากขึ้นจะใช
โปรแกรม MATLAB จําลองผลกระทบของตําแหนงโพลและซีโรบนระนาบ z-plane โดยที่ภาพที่ 
3-3 จะแสดงถึงความกวางของแถบความถี่ (Bandwidth Frequency) ที่เปลี่ยนแปลงไปตามรัศมีของ
โพลที่เปลี่ยนแปลงไป สวนในภาพที่ 3-4 จะแสดงถึงตําแหนงของซีโรที่เปลี่ยนแปลงไปบนระบบ 
z-plane ซึ่งจะมีผลตอความถี่นอตช (Notch Frequency) 
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ภาพท่ี 3-3  แสดงผลตอบสนองทางความถี่และโพล-ซีโรเมื่อความยาวของรัศมีของโพลเปลี่ยนแปลงไป 
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ภาพท่ี 3-4  แสดงผลตอบสนองทางความถี่และโพล-ซีโรเมื่อเปลี่ยนแปลงความถี่นอตช 
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จากผลในภาพที่ 3-3 จะเห็นวาชวงอัตราการขยายความถี่ผาน  (Pass-Band Gain) จะไมเทากัน
โดยสังเกตที่ตําแหนง ω  ที่ 0 และ π  จะมีอัตราการขยายไมเทากัน และมีบทความ[3] ไดนําเสนอ
วิธีการปรับปรุงใหอัตราการขยายชวงความถี่ผาน (Pass-Band Gain) โดยวิธีการปรับเปลี่ยนตําแหนง
โพลบนระนาบ z-plane โดยตรง ซึ่งจากภาพที่ 3-3 มุมของโพลและซีโรที่กระทํากับแกน x จะมีคา
เทากันเปนผลใหผลตอบสนองทางความถี่ดานซาย และดานขวาของความถี่นอตชไมเทากัน         
จากภาพที่ 3-5 อัตราการขยายที่ตําแหนง 0 และ ตําแหนง π จะเปนไปตามสมการดังนี้คือ 
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จากผลตอบสนองทางความถี่ในภาพที่ 3-3  ทางดานซายที่ตําแหนง 0 จะนอยกวาดานขวาที่
ตําแหนง π  ดังนั้นถาตองการใหผลตอบสนองทางความถี่ที่ตําแหนงที ่ π  นอยลง ทําไดโดย       
การปรับมุมของโพลที่ทํากับแกน x ใหมีคานอยลงเปนผลใหคา 

 1A และ 2A ในสมการที่ 3-6 และในภาพที่ 3-5 นอยลง ทําให )( 0jeH มากขึ้น 
∧

1A และ
∧

2A ในสมการที่ 3-7 และในภาพที่ 3-5 มากขึ้น ทําให )( πjeH นอยลง 
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ภาพท่ี 3-5  แสดงความสัมพันธระหวาง Pass-Band Gain ที่ 0 และ π  
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จากลักษณะเรขาคณิตขางตนเมื่อทําการปรับมุมของโพล จากสมการที่ 3-4 จะไดสมการใหม
ที่ไดรับการปรับปรุงเปนดังนี้ 

221
0

21
0

0 )cos(21
cos21

)(
−−

−−

+−−
+−

=
zrzr

zz
bzH

φω
ω             (3-8) 

ในการหามุมφ สามารถหาไดโดยการกําหนดขนาดของฟงกชันถายโอนหรือขนาดของผล
ตอบสนองทางความถี่ที่ความถี่อินพุท ω  ใดๆ และทําการแกไขสมการหาคามุมφ ได แตเนื่องจาก
ตามที่ไดกลาวมาแลว จะพิจารณาความถี่ทางดานอินพุท ω  สองจุดคือ 0=ω และ πω = จะตอง
เทากันดังแสดงในสมการที่ 3-9 และทําการแกสมการหาค ามุม φ  ตอไป 

  )()( 0 πjj eHeH =              (3-9) 
จะได 
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rr
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−

=
φω

ω       (3-10) 

และ 
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จากสมการ Complex Exponentials 
θθθ sincos je j −=−         (3-12) 

จากสมการที่ 3-10 สามารถหาคา πje − และ πje 2− ไดดังนี ้
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ภาพท่ี 3-6  แสดงการปรับมุมของโพลเพื่อปรับปรุงผลตอบสนองทางความถี่ 
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1sincos −=−=− πππ je j  
และ 

12sin2cos2 =−=− πππ je j  
นําคาที่ไดแทนกลับไปในสมการที่ 3-11  

      2
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=
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ωπ             (3-13) 

นําสมการที่ 3-13 และ 3-10 แทนกลับไปยังสมการที่ 3-9 ไดเปน 
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จัดรูปเพื่อใหเหลือเฉพาะ )cos( 0 φω − ไดเปน 
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จากสมการที่ 3-15 จะเห็นไดวาการเปลี่ยนแปลงคา r และ 0ω มีผลตอมุมφ  ที่ปรับเปลี่ยนไป
จากบทความ [3] ไดทําการเปรียบเทียบรัศมี r ที่แตกตางกันซึ่งไดผลดังภาพที่ 3-7 
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ภาพท่ี 3-7  เปรียบเทียบผลตอบสนองทางความถี่ที่ปรับปรุงมุมφ   
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จากภาพที่ 3-7 จะเห็นไดวาอัตราการขยายที่ตําแหนง 0=ω  และ πω =  ที่ 6.0=r  จะมี
ขนาดเทากัน และเมื่อทําการเปลี่ยนแปลงรัศมี r  จะทําใหอัตราการขยายที่ )()( 0 πjj eHeH =

เหมือนกันแตอัตราการขยายรวมยังไมเปนหนึ่งซึ่งตัวกรองที่ดีจะตองสงผานความถี่อื่นๆที่ตองการ
ออกไปโดยที่ยังคงขนาดและรูปรางของสัญญาณไวเหมือนเดิมนั้นคือจะตองทําใหอัตราการขยายที่
รัศมีคาตางๆมีขนาดเทากับหนึ่งดวย เพราะฉะนั้นจากสมการที่ 3-8 จะเห็นไดวาจะม ี 0b ซึ่งเปนอัตรา
การขยายของระบบ ที่ยังไมไดหาคา และจากสมการที่ 3-10 และสมการที่ 3-13 เมื่อแทนคามุมφ  
และ 0ω  จะไดอัตราการขยายที่ 0=ω  และ πω = โดยที่อัตราการขยายตัวใหมใหเปนคา k       
ดังสมการที่ 3-16 

120110 ababk ==           (3-16) 
เมื่อ 
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ดังนั้น สามารถหาคา 0b ไดดังนี้คือ 

1211
0 a

k
a
kb ==                  (3-17) 

เมื่อไดอัตราการขยายดังสมการที่ 3-17 นําไปจําลองการทํางานดวย MATLAB จะไดดังภาพ
ที่ 3-8 ผลตอบสนองทางความถี่ที ่ 95.0,9.0,8.0,7.0,6.0 ===== rrrrr จะมีอัตราการขยาย
ความถี่ผาน (Pass-Band  Gain) เทากับ 1 ซึ่งทั้งหมดที่ไดอธิบายไปนั้นเปนการนําเสนอของ            
บทความ[3] ที่ตองกลาวถึงการปรับเปลี่ยนตางๆเนื่องจากการวิจัยที่จะไดนําเสนอตอไปจะมีลักษณะ
ที่คลายคลึงกันมากๆ จะแตกตางกันก็ตรงที่จํานวนออรเดอรและวิธีการจัดวางใหมเทานั้นเอง 
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ภาพท่ี 3-8  แสดงผลตอบสนองทางความถี่ที่ไดทําการปรับปรุงทั้งคามุม φ  และ 0b  
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3.2  ขั้นตอนการปรับปรุงผลตอบสนองทางความถี่ 
จากที่ไดนําเสนอไปจะเห็นไดวาการปรับปรุงผลตอบสนองทางความถี่ดวยการพิจารณา

ตําแหนงโพล/ซีโรบนระบบ z-plane โดยตรงและใชวิธีหาผลตอบสนองทางความถี่ดวยวิธีเรขาคณิต
ในการหาอัตราการขยาย ของระบบสามารถที่จะวิเคราะหแนวทางการปรับปรุงเบื้องตนได รวมถึง
เปนแนวทางในการทําวิจัยที่จะนําเสนอตอไปไดอีกดวยดังนี ้
 จากภาพที่ 3-8 ที่รัศมี 95.0,9.0,8.0,7.0,6.0 ===== rrrrr จะใหอัตราการขยาย
ความถี่ผานเทากับหนึ่ง สําหรับสวนที่จะวิจัยคือเมื่อทําการพิจารณาที่ ผลการตอบสนองทางความถี่
ที่ 0=ω และ 6.0=ω ที่ 6.0=r จะไดอัตราการขยายไมเทากันดังสมการที่ 3-18 

)()( 6.0
6.0

0
6.0

πj
r

j
r eHeH == ≠       (3-18) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ดังนั้นการวิจัยนีจ้ะทําการปรับปรุงอัตราขยายชวงการเปลี่ยนแปลง (Transition Band Gain) 
ทั้งดานลงและดานขึ้นใหมีลักษณะที่ใกลเคียงกันได จากภาพที่ 3-6 สิ่งที่ปรับเปลี่ยนไดมีเฉพาะโพล
เทานั้นที่สามารถทําการปรับเปลี่ยนไดซึ่งการปรับเปลี่ยนมุมของโพลดวยมุม φ  สามารถทําใหอัตรา
การขยายความถี่ผาน (Pass-Band Gain) เทากันไดจะเห็นไดวาไมเหลือตัวแปรที่สามารถปรับเปลี่ยน
ไดอีก  

ขอสังเกตหนึ่ง ดังภาพที่ 3-8 และภาพที่ 3-3 ที่ 6.0=r  กอนทําการปรับปรุงในภาพที่  3-3 
จะเห็นไดวา ที่ πω 2.0= จะใกลเคียงกับที่ πω 4.0= แตเมื่อทําการปรับมุมโพลใหมดังในภาพที่ 
3-8 เปนผลให πω 2.0= และ πω 4.0= มีคาที่แตกตางกันอยางเห็นไดชัดซึ่งอาจสรุปไดวาถา
ตองการชวงการเปลี่ยนแปลง (Transitrion Band Gain) มีลักษณะใกลเคียงกันโดยไมมีการปรับมุม
โพลใหมก็จะสูญเสีย อัตราการขยายความถี่ผาน (Pass-Band Gain) หรือถาตองการอัตราการขยาย
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ภาพท่ี 3-9  เปรียบเทียบผลตอบสนองทางความถี่ที่ πω 3.00 =   และ πω 7.00 =  
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ความถี่ผาน (Pass-Band Gain) ก็จะไดชวงการเปลี่ยนแปลงที่ไมเทากันไมสามารถทําการปรับปรุง
ไดทั้ง Pass-Band Gain และ Transition Band Gain ในเวลาเดียวกันได ในเมื่อสมการออรเดอรสอง
ไมสามารถที่จะทําได ดังนั้นวิธีแกไขก็คือการเพิ่มโพลซีโรเขาไปอีก 1 คู หรือเพิ่มเติมฟงกชั่นที่เปน
สมการออรเดอรสองเขาไปอีก 1 ชุดดังสมการที่ 3-19 เพื่อเพิ่มตัวแปรใหกับการปรับใหมากขึ้นและ
ที่ตองเพิ่มดวยออเดอรสองก็เนื่องมาจากตําแหนงของโพลหนึ่งตัวที่เพิ่มเขาไปจะมีตําแหนงเปน
จํานวนเชิงซอนอยูบนวงกลมหนึ่งหนวย ซึ่งจะตองมีองคประกอบของโพลอีกตัวหนึ่งซึง่เปนคา
คอนจูเกตของกันและกัน เพื่อใหไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชั่นถายโอนเปนจํานวนจริงจึงจะนําไปใช
งานจริงได 

สําหรับแนวทางในการทําวิจัยสําหรับโพลซีโรเกิดจากการสังเกตดังภาพที่ 3-9 เปนการ
เปรียบเทียบระหวางความถี่นอตชที ่ πω 3.00 = และ πω 7.00 =  การปรับมุมโพลใหมใหเขาใกล
แกน x เปนผลใหชวงการเปลี่ยนแปลงที่โพลทํามุมไปมีความชันที่มากขึ้นดังนั้นถาโพลเลื่อนไปทาง
ดานใดของความถี่นอตช )( 0ω  จะทําใหชวงการเปลี่ยนแปลงดานนั้นๆมีคาสูงขึ้น เพราะฉะนั้นเมื่อ
พิจารณาชวงการเปลี่ยนแปลงทางดานขวาของความถี่นอตช πω 3.00 = ก็ควรที่จะตองมีโพลอีก
หนึ่งตัวเพื่อชดเชยผลตอบสนองที่มีชวงการเปลี่ยนแปลงทีม่ีความชันนอยกวา หรืออาจจะนําเอาผล
ตอบสนองทางดาน πω 7.00 = เลื่อนเขามาชดเชยอีกดานหนึ่งดังภาพที ่ 3-9 ก็นาจะเปนแนวคิดที่
เหมาะสม 

จากการเพิ่มสมการออรเดอรสองจะไดการจัดวางโพล-ซีโรใหมไดเปนดังภาพที่ 3-10 
)()()( zHzHzH Add=

∧

         (3-19) 
เมื่อ 

∧

)(zH  เปนสมการที่ทําการวิจัย 
)(zH  เปนสมการตัวเดิมในสมการที่ 3-8 

)(zH Add  เปนสมการออรเดอรสองเชนเดียวกันกับสมการที ่3-3 
 

จะไดฟงกชันถายโอนตัวใหมดังนี้คือ 
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(3-20) 

 
จากภาพที่ 3-10 และสมการที่ 3-20 จะมีตัวแปรอิสระทั้งหมด 6 ตัวดังนี้คือ 

321321 ,,,,, φφφrrr จากเดิมที่มีเฉพาะ 2r และ 2φ  จะเห็นไดวาจะเกิดตัวแปรอิสระที่ไมทราบคาที่



 
 
 

 

37

เพิ่มเขามา นั้นคือ  3131 ,,, φφrr  ถึงตรงนีก้็ขึ้นอยูกับวาจะกําหนดคาตัวแปรอิสระดังกลาวใหอยู
ตําแหนงใดบนระนาบ z-plane สําหรับการปรับปรุงใหชวงการเปลี่ยนแปลงไดใกลเคียงกันก็จะ
อาศัยวิธีการทางเรขาคณิตในการชวยดูแนวโนมในการเปลี่ยนแปลงโดยตั้งสมมุติฐานที่วาทั้งสอง
ดานของ ความถี่นอตชหรือความถี่ตัดตองเทากันจึงไดออกมาเปนดังภาพที ่ 3-11 เมื่อพิจารณาที ่

)( 10 ∆+= ωjez  และที่ )( 10 ∆−= ωjez โดยที่ ขนาดของ 44332211 ,,, BABABABA ====  ซึ่งจะ
วางในลักษณะสมมาตรกันทั้งดานบวกและลบของความถี่นอตช และเมื่อพิจารณาในลักษณะ
เรขาคณิตอัตราการขยายในชวงความถี่ที่ ∆+0ω และ ∆−0ω จะมีอัตราการขยายเทากัน เนื่องจาก
ลักษณะการจัดวางดังในภาพที่ 3-10 ถาเปนไปตามสมมุติฐานจงึกําหนดให 321 rrr == สวนมุมซีโร
จะใหเปนคาคงที่โดยให 01 =φ สวน 32 ,φφ ใหมีขนาดเทากันแตมีทิศทางตรงกันขามกันจากสมการ
ที่ 3-20 เปนสมการที่ 3-21 
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ภาพท่ี 3-10  แสดงตําแหนงโพล-ซีโรที่ทําการเพิ่มเขาไปในวงกลมหนึ่งหนวยอีกหนึ่งคู 
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จากสมการที่ 3-21 ตัวแปรจะมีเฉพาะ φ  เพียงตัวเดียว ซึ่งถาหากการชดเชยดวยโพล         
และการวางเรขาคณิตถูกตองนั้นคือ จะไดอัตราขยายความถี่ผานและชวงการเปลี่ยนแปลงเปนไป
ตามที่ตองการ ในสวนการแกสมการและการแทนคาเพื่อไมใหติดตัวแปรเชิงซอนจึงสามารถ
พิจารณาที่ 0=ω และ πω = ไดเชนเดียวกันกับสมการที่ 3-11 และสมการที่ 3-13 ดังนั้นสมมตุิให 
     

∧∧

= )()( 0 πjj eHeH              (3-22)  
ที่  
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(3-23) 

 
เมื่อ 1020 == −− jj ee  
ดังนั้น 
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ภาพท่ี 3-11  ลักษณะการวางโพล-ซีโรที่ทําการวิจัย 
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จากสมการที่ 3-12 แทนคา 1−=− πje   และ 12 =− πe แทนในสมการที่  3-25 จะได 

    2
0

2
0

2
0

0
0 )cos(21

cos21
)cos(21

cos22)(
rr

rr
rr

beH j

+−+
++

+++
+

=
∧∧

φω
ω

φω
ωπ               (3-26)  

นําสมการที่ 3-24 และ 3-26 แทนลงในสมการที่ 3-23 
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 เนื่องจากตองการหาคา φ  ซึ่งเปนตัวแปรเพียงตัวเดียวจะใหตัวแปรอื่นๆเปนคาคงที่โดยจะให
คาคงที่ตางๆแทนดวยตัวแปรดังนี้เพื่อใหงายตอการแกสมการ 
กําหนดให 
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ω

           (3-28) 

เนื่องจากตัวแปร φ  จะตองถูกแยกออกจากเทอมของ )cos( 0 φω + และ )cos( 0 φω −   กอน 
โดยใชสูตร Trigonometric Indentities ดังนี ้

βαβαβα sinsincoscos)cos( −=+             (3-29) 
และ 

βαβαβα sinsincoscos)cos( +=−             (3-30) 
แตกอนที่จะกระจายสมการที่ 3-29  และ 3-30  เขาไปในตัวแปรในสมการที่ 3-28 จะทําการจัดรูป
สมการที่ 3-27 ใหอยูในรูปที่สั้นที่สุดเสียกอนเพื่อปองกันความผิดพลาดที่เกิดจากการยายขางสมการ
ที่มีความยาวมากๆ โดยนําตัวแปร  BAAAA ,,,, 321  จากสมการที่ 3-28  แทนในสมการที่ 3-27   
จะไดดังนี ้

)2)(2()2)(2( 3232 rACrAC
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เนื่องจาก 2A และ 3A  เปนตัวแปรที่มีคาφ ซึ่งเปนคาที่ตองการดังนั้นจะทําการยายขางและ

แยกตัวประกอบใหเหลือในเทอมของ 2A และ 3A  จากสมการที่ 3-31 จัดรูปใหสมการเทากับศูนย
ดงันี ้
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จัดกลุม 32 , AA  
0442222 22

32
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32
2

3322 =−+−++++ BCACABArAAArrBCArACArBCArACA  
0)44()22()22( 22

32
22

32 =−+−++++ BCACAABrArArBCrACArBCrAC     (3-32)    
เนื่องจากสัมประสิทธิ์ของแตละคาเปนคาคงที่ อยางที่กลาวมาขางตนจะทําการลดรูปลงไปอีก

เพื่อสะดวกในการแกสมการจะไดดังนี้คือ 
 043233221 =+++ CAACACAC

      
 (3-33) 

โดยที่ ตัวแปร 4321 ,,, CCCC เทียบกับสมการที่ 3-32 จะได 
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กอนที่จะนําสมการที่  3-29 และ 3-30 แทนในสมการที่ 3-33 จะทําการลดรูปสมการที่ 3-29 
และ 3-30 โดยใหเปนตัวแปร M และ N  ดังนี้โดยให 

)cos()cos( 0 φω=M        (3-35) 
และ 

                   )sin()sin( 0 φω=N                     (3-36) 
นําสมาการที่ 3-35 และ 3-36แทนใน 3-29 , 3-30 และแทนกลับเขาไปในสมการที่ 3-28 จะได 

NMA −=+= )cos( 02 φω      (3-37) 
และ 
              NMA +=−= )cos( 03 φω                                 (3-38) 
นําสมการที่ 3-37 และสมการที่ 3-38 แทนในสมการที่ 3-33 จะได 

0))(()()( 4321 =+−++++− CNMNMCNMCNMC  
04

2
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2
32211 =+−+++− CNCMCNCMCNCMC     (3-39) 

เนื่องจากสมการที่ 3-34 21 CC = จะได 
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02 4
2

3
2

31 =+−+ CNCMCMC       (3-40) 
นําสมการที่ 3-35 และสมการที่ 3-36 แทนกลับเขาไปในสมการที่ 3-34 ไดเปน 
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301 =+−+ CCCC φωφωφω    (3-41) 
จากสมการที่ 3-41 ตองการที่จะจัดรูปใหอยูในรูปของตัวแปร φcos  ตลอดทัง้สมการ 

φφ 22 cos1sin −=        (3-42) 
นําสมการที่ 3-42 แทนใน 3-41 ได 
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หารดวย 3C  ตลอดทั้งสมการจะได 
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ωφωφ            (3-44) 

สมการที่ 3-44 จะอยูในรูปของสมการกําลังสองดังสมการ 
02 =++ cbxax  

สามารถแกสมการโดยใชสูตร 

a
acbbx

2
42 −±−

=               (3-45) 

เมื่อทําการเทียบสัมประสิทธิ์ cba ,, กับสมการที่ 3-44 จะไดสัมประสิทธิ์ดังตอไปนี้ 
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                     (3-46) 

จากสมการที่ 3-46 สามารถนําไปหาคามุมφ  แตจะไมสะดวกในการนําไปใชงานเนื่องจาก
ตองแทนคาตัวแปรหลายลําดับชั้น ดังนั้นจะทําการแทนคากลับโดยนํา 431 ,, CCC  จากสมการที่   
3-34 แทนกลับไปในสมการที่ 3-46 จะได 
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จากสมการที่ 3-47 จะเห็นไดวาสามารถดึงตัวรวมและลดรูปไดเปน 
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            (3-48) 

เนื่องจากตัวแปร CBA ,,  สามารถนําคามาจากสมการที่ 3-28 แตในที่นี้จะหาที่ละสวนแลว 
จึงนําไปแทนใน 3-48 โดยจะหาความสัมพันธของเทอม )( BA +  และ )( BA − กอนเมื่อ 
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ดังนั้น 
11 84 rACABA −−=−              (3-50) 

และ 
        2

184 rACBA +=+               (3-51) 
นําสมการที่ 3-50 และ 3-51 แทนใน ตัวแปร b ในสมการที่ 3-48 จะได 
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นํา 1, AC ในสมการที่ 3-28 แทนลงในสมการที่ 3-52 จะได 
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นําC ในสมการที่ 3-28 แทนลงในสมการที่ 3-48 ดวยเพื่อหาคา c  ไดเปน 

0
2

2

2

sin
4

1 ω−
+

=
r
rc             (3-54) 

เมื่อไดสัมประสิทธิ์ cba ,,  แทน φcos=x ในสมการที่ 3-45 จะได 
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เนื่องจากการเลือกตําแหนงความถี่นอตช ขนาดของรัศมีโพล r  และการปรับมุมφ แตละคร้ัง
ลวนมีผลตออัตราการขยายของระบบซึ่งสามารถสังเกตไดจากภาพที่ 3-3 และ ภาพที่  3-4 ดังนั้นเมื่อ
ทําการออกแบบจนกระทั่งถึงการหาขนาดของมุม φ  ก็ควรที่จะกําหนดอัตราการขยายของตัวกรอง
ที่ไดออกแบบดวย ดังนั้นจากสมการที่ 3-23 จะมีตัวแปร 0b ซึ่งเปนตัวคูณกับฟงกชันถายโอนเพื่อให
ไดอัตราการขยายที่ตองการ  ดังนั้นเมื่อคํานวณคาφ  จากสมการที่ 3-55 ใหนําคา φ  แทนกลับเขาไป
ในสมการที่ 3-24 หรือ สมการที่ 3-26 เพื่อนําไปหาคา 0b  สาเหตุที่เลือกที ่3-24 และ 3-26 เนื่องจาก
ทั้งสองสมการเปนสมการที่ไมติดตัวแปรจํานวนเชิงซอน รวมถึงจุดที่ใชในการคํานวณก็จะเปน
ตําแหนงที่ใชในการหาอัตราการขยายของตัวกรองความถี่ และที่เลือกใชสมการเปนตําแหนงเร่ิมตน
ที่ 0=ω  และสุดทาย πω =  เนื่องมาจากสมการที่ 3-22 ที่กําหนดใหทั้งสองสมการมีอัตรา         
การขยายที่เทากัน ดังนั้นเมื่อไดคาφ สามารถนําไปหาคา 1a หรือ 2a   

kabeH j ==
∧

10
0 )(             (3-56) 

หรือ 
kabeH j ==

∧

20)( π             (3-57) 
เมื่อ  

2
0

2
0

2
0

0
1 )cos(21

cos21
)cos(21

cos22
rr

rr
rr

a
+−−

+−
++−

−
=

φω
ω

φω
ω  

2
0

2
0

2
0

0
2 )cos(21

cos21
)cos(21

cos22
rr

rr
rr

a
+−+

++
+++

+
=

φω
ω

φω
ω  

จะไดคา 0b ตามอัตราการขยาย( k ) ที่ไดทําการออกแบบ 
     

21
0 a

k
a
kb ==                (3-58) 

เมื่อไดพารามิเตอรครบแลวก็สามารถที่จะนําไปใชจริงได ซึ่งจะสรุปขั้นตอนใชดงันี้คือ 
1.  กําหนดความถี่นอตช 0ω  
2. กําหนดรัศมีของโพล r เพื่อกําหนดความกวางของชวงการเปลี่ยนแปลงความถี่ 

(Bandwidth Frequency) 
3.  กําหนดอัตราการขยายของตัวกรองความถี่ที่ตองการดวยคา k  
4.  นํา 0ω และ r  ไปคํานวณหามุม φ  โดยใชสมการที่ 3-55 ดังนี ้










 −±−
= −

2
4cos

2
1 cbbφ  
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เมื่อ b ไดจากสมการที่ 3-53 และ c ในสมการที่ 3-54 ดังนี ้

2
0

222

)1(
)cos21)(1(

rr
rrr

b
+

+++
−=

ω  

และ 

0
2

2

2

sin
4

1 ω−
+

=
r
rc  

5.  นําคามุมφ ที่ไดกับอัตราการขยายของตัวกรองความถี่ ( k ) ที่ไดกําหนดไวในขอที่ 3  เพื่อ
หาคา 0b  ไดจากสมการที่ 3-58 ดังนี ้

21
0 a

k
a
kb ==  

2
0

2
0

2
0

0
1 )cos(21
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rr
rr
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+−−
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++−
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=
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cos22
rr

rr
rr

a
+−+

++
+++

+
=

φω
ω

φω
ω  

6.  นําคา φω ,,0 r  และ 0b ไปแทนในฟงกชันถายโอนในสมการที่ 3-19 ดังนี ้

221
0

221
0

221
0

21
0

0 )cos(21
cos21

)cos(21
cos21

)(
−−

−−

−−

−−∧∧

+−−
+−

++−
+−

=
zrzr

zrzr
zrzr

zz
bzH

φω
ω

φω
ω  

7.  นําสัมประสิทธิ์ที่ใชในการจําลองการทํางานหรือสรางจริง 
8. การนําไปใชจริงจะตองกําหนด 0ω  ใหสอดคลองกับความถี่สุม (Sampling Frequency)     

ที่ใชงานซึ่งตามที่กลาวมาขางตนจะอาศัยผลตอบสนองทางความถี่เพียง π−0 เทานั้นซึ่งรายละเอียด
ในสวนใชงานจริงจะอธิบายเพิ่มเติมในบทตอไป 

จากขั้นตอนในการออกแบบการปรับปรุงผลตอบสนองทางความถี่เมื่อพิจารณาขั้นตอนที ่ 4 
หรือสมการที่ 3-55 ซึ่งใชในการหาคามุมφ  แลวจะพบวาเปนการแกสมการกําลังสอง คําตอบที่ได
จึงมีสองคาดวย ซึ่งทั้งสองคาจะทําใหสมการที่ 3-22 เปนจริงแตในสวนที่เปนชวงการเปลี่ยนแปลง
ของความถี่นอตช (Transition Band Gain) จะมีลักษณะสัมพันธกับทั้งสองคาอยางไร  ในที่นี้จะใช
โปรแกรม MATLAB เขามาชวยในการจําลองผลตอบสนองทางความถี่ เพื่อที่จะสรุปไดวาสามารถ
ใชงานไดทั้งสองคาหรือไม ดังนั้นจะเลือก พารามิเตอรที่เหมาะสมจากภาพที่ 3-38 โดยเลือกความถี่
นอตช πω 3.00 = รัศมี 7.0=r  และ อัตราการขยายความถี่ผาน 1=k  

จากภาพที่ 3-12 ที่ 7.0=r เมื่อเคร่ืองหมายเปนบวกสามารถปรับปรุงผลตอบสนองทาง
ความถี่ทําใหอัตราขยายชวงการเปลี่ยนแปลง (Transition Band Gain) มีลักษณะใกลเคียงกันทั้งสอง
ดานในขณะที่เคร่ืองหมายที่เปนลบจะไมชวยใหชวงการเปลี่ยนแปลงดีขึ้นดังแสดงในภาพที่ 3-13 
และเมื่อพิจารณาในตารางที่ 3-1 แลวจะเห็นวาเมื่อเคร่ืองหมายเปนลบจะทําใหมุมφ นั้นเพิ่มขึ้นเกิน
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กวาคาที่เปนเคร่ืองหมายบวกหรือเกินจุดที่จะทําใหชวงการเปลี่ยนแปลงไดใกลเคียงกัน ในทํานอง
เดียวกันเมื่อเปลี่ยนแปลงคา 9.0=r  ผลตอบสนองทางความถี่ที่เกิดขึ้นก็จะเหมือนกับที ่ 7.0=r  
ดังนั้นจึงสรุปคําตอบของมุมφ ที่ทําใหผลตอบสนองดีขึ้นมีเพียงคาเดียวคือคาที่เปนเคร่ืองหมายบวก
ดังสมการที่ 3-59 










 −+−
= −

2
4cos

2
1 cbbφ             (3-59) 

ตารางท่ี 3-1  ตารางเปรียบเทียบคําตอบของมุม φ  ที่ 7.0=r  
7.0=r  πω 3.00 =  πω 4.00 =  πω 5.00 =  πω 6.00 =  πω 7.00 =  


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2
4cos

2
1 cbbφ  π3322.0  π4234.0  π4558.0  π4234.0  π3322.0  
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ภาพท่ี 3-12  ผลตอบสนองทางความถี่เมื่อเคร่ืองหมายเปนบวกที ่ 7.0=r  
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ตารางท่ี 3-2 ตารางเปรียบเทียบคําตอบของมุม φ  ที่ 9.0=r  
9.0=r  πω 3.00 =  πω 4.00 =  πω 5.00 =  πω 6.00 =  πω 7.00 =  
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ภาพท่ี 3-15  ผลตอบสนองทางความถี่เมื่อเคร่ืองหมายเปนลบที ่ 9.0=r  
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3.3  การหาตําแหนงโพล-ซีโรเมื่อมุมเปนจํานวนเชิงซอน 
จากสมการที่ 3-59 เนื่องจากเปนการหาสวนกลับของโคไซน และคาที่ตองการหาสวนกลับ

เปนผลลัพธจากการหาคารากกําลังสองสมบูรณอีกที่หนึ่ง     ซึ่งการหาคารากดังกลาวจะทําใหเกิด
ผลลัพธเปนจํานวนเชิงซอนไดเมื่อคา cb 42 <  ซึ่งโดยปกติโคไซนจะเปนสวนประกอบสามเหลี่ยม
มุมฉากดังภาพที่ 3-16 ซึ่งจะกําหนดใหตัวแปรทุกตัวเปนจํานวนจริงจึงจะสามารถหาคาไดดังสมการ
ที่ 3-60 และสมการที่ 3-61 

c
b

=φcos               (3-60) 

       
c
b1cos−=φ               (3-61) 

และคาของb สวน c จะตองมีคาอยูในชวงตอไปนี ้
             11 −≥≥

c
b               (3-62)

  
 
 
 
 
 

 
 
 

ดังนั้นถาผลลัพธกอนที่จะทําการหาสวนกลับของโคไซนเกิดเปนจํานวนเชิงซอนหรือทําให
ไมเปนไปตามสมการที่ 3-62 ทําใหไมสามารถหาคามุมφ ดวยสมการที่ 3-61 ได จะตองไปใชสูตร
ดังสมการที่ 3-63 แทน ซึ่งเปนสูตร[7] สําหรับคาที่เปนจํานวนเชิงซอน คําตอบหรือมุมที่ไดจึงเปน
จํานวนเชิงซอนตามไปดวย 

 ]1log[cos 21 ziziz −+−=−              (3-63) 
เนื่องจากการปรับปรุงที่ไดกลาวมาขางตนเปนการกําหนดใหมุมφ เปนจํานวนจริงเพื่อใหมุม

ที่ปรับเปลี่ยนไปมีขนาดเทากันดังสมการที่ 3-21 ดังนั้นเมื่อคําตอบของมุมเปนจํานวนเชิงซอนทําให
คาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน  

∧

)(zH  เกิดเปนจํานวนเชิงซอนทําใหไมสามารถนําไปใชจริง

ภาพท่ี 3-16  สามเหลี่ยมมุมฉาก 

φ

b

a
c
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บนตัวประมวลผลสัญญาณดิจิตอลได ซึ่งจะยกตัวอยางในกรณีที่ทําใหคาสัมประสิทธิ์ของ
∧

)(zH

เปนจํานวนเชิงซอน 
สมมติให 1,6.0,3.00 === krπω ใชโปรแกรม MATLAB ในการคํานวณหาคา มุม φ   

จะไดนําคา r,0ω  แทนในสมการที่ 3-59 โดยคา b และ cหาคาไดดังนี ้

   2

222

)6.01(6.0
)3.0cos6.026.01)(6.01(

+
××+++

−=
πb  

   5713.1−=b  
และ 

              π3.0sin
6.04
6.01 2

2

2

−
×
+

=c  

              0.6299=c  
จะได 

2
6299.04)5713.1(5713.1

2
4 22 ×−−+

=
−+− cbb  

                
2

0.0509-5713.1 +
=  

                          0.1128i0.7856
2

0.2256i5713.1
+=

+
=  

เพราะฉะนั้น 

 0.1128i0.7856
2

42

+=
−+− cbb  

เมื่อนําคากลับเขาไปแทนในสมการที่ 3-59 เนื่องจากการหาสวนกลับของโคไซนเปนจํานวน
เชิงซอนจึงใชสมการที่  3-63 แทนคาไดดังนี ้

])1128.07856.0(11128.07856.0log[cos 21 iiiiz +−++−=−   
]1772.06044.011128.07856.0log[cos 1 iiiiz −−++−=−  
]1772.06044.011128.07856.0log[cos 1 iiiiz −−++−=−  

]1772.03956.01128.07856.0log[cos 1 iiiiz −++−=−           (3-64) 
จากสมการที่ 3-64 จะตองทําการหารากของ i1772.03956.0 −  ซึ่งเปนจํานวนเชิงซอนจึง

ตองใชสูตรสําหรับหารากที่เปนการหารากที่สองของจํานวนเชิงซอนอีกเชนเดียวโดยมีวิธีการดังนี้
คือเมื่อ 

biaz ±=2  
จะได 
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iararz
22
−

±
+

±=  

ที่  22 bar +=  
ดังนั้น 

iz 1772.03956.02 −=  
4335.0=r  

iz
2

3956.204335.0
2

3956.04335.0 −
−

+
=  

        
i

i

1377.06439.0
2

0379.0
2

8291.0

−=

−=  

นําคา iz 1377.06439.0 −= แทนในสมการที่ 3-64 จะได 

)]1377.06439.01128.07856.0log[cos
)]1377.06439.01128.07856.0log[cos

)]1377.06439.0(1128.07856.0log[cos

1

1

1

+++−=

+++−=

−++−=

−

−

−

iiiz
iiiz

iiiiz
   

]7567.09233.0log[cos 1 iiz +−=−              (3-65) 
จาก 
                                                    θirz += )ln()(log  
ดังนั้นเมื่อ iz 7567.09233.0 +=  
               1938.1=r  

1771.0)1938.1ln()ln( ==r  
      6866.0

9233.0
7567.0tan 1 == −θ  

จะได ii 6866.01771.0)7567.09233.0log( +=+  
นําคาที่ไดแทนในสมการที่ 3-65 จะไดคําตอบ 

iz 1771.06866.0cos 1 −== −φ  
เมื่อแทนคา 6.0,3.00 == rπω และ 1771.06866.0 −=φ  กลับเขาไปในสมการที่ 3-21 

ในเทอมของ )cos( 0 φω + จะไดดังนี ้
)1771.06291.1cos()1771.06866.03.0cos( ii −=−+π  

เมื่อตองการหาคาโคไซนที่มีมุมเปนจํานวนเชิงซอนจะตองใชสูตร 
)sinh()sin()cosh()cos()cos( yxiyxz −=  

โดยที่  



 
 
 

 

50

2
)sinh(

yy eey
−−

=  

และ 

2
)cosh(

yy eey
−+

=  

ดังนั้น 
)1771.0sinh()1691.1sin()1771.0cosh()6291.1cos()1771.06291.1cos( ii −=−  

เมื่อ 
       0583.0)6291.1cos( −=  

                             9983.0)6291.1sin( =  
                          0157.1

2
8377.01938.1

2
)1771.0cosh(

1771.01771.0

=
+

=
+

=
−ee  

                           1780.0
2

8377.01938.1
2

)1771.0sinh(
1771.01771.0

=
−

=
−

=
−ee  

จะได 
)1780.0)(9983.0()0157.1)(0583.0()1771.06291.1cos( ii −−=−  

ii 1777.00592.0)1771.06291.1cos( −=−              (3-66) 
จากคําตอบในสมการที่ 3-66 เมื่อนําคากลับขึ้นไปแทนสมการที่ 3-21 จะทําใหสัมประสิทธิ์

เปนจํานวนเชิงซอนเปนผลใหไมสามารถนําไปใชงานไดจริงได ซึ่งโดยปกติแลวโพลแตละคูจะเปน
คอนจูเกตกันเมื่อคูคอนจูเกตคูณกันแลวทําใหไดคาสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง ซึ่งสามารถอธิบาย
ดวยตําแหนงของโพลคาใหมดังภาพที่ 3-10 ที่ 21, PP เปนคอนจูเกตดังสมการที ่3-67     







=

=
−−

−

)3.0(
2

)3.0(
1

6.0
6.0

φπ

φπ

j

j

eP
eP              (3-67) 

เมื่อนํามุม i1771.06866.0 −=φ  แทนในสมการที่ 3-67 จะได 1P  
)1771.02559.0()1771.06866.0(3.0(

1 6.06.0 ijij eeP +−− == π  
     2559.01771.01771.02559.0 6.06.0 jj eee −− ==  

2559.02559.0
1 5026.08377.06.0 jj eeP =×=             (3-68) 

สวน โพลตัวที่ 2 2P  
)1771.02559.0()1771.06866.0(3.0(

2 6.06.0 ijij eeP +−−−− == π  
     2559.01771.01771.02559.0 6.06.0 jj eee −+− ==  

      2559.02559.0
2 7163.01938.16.0 jj eeP −− =×=            (3-69) 
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จากคําตอบ 21, PP ในสมการที่ 3-68 และ 3-69 มุมที่เปนจํานวนเชิงซอนจะทําใหรัศมีของ
โพล r  เปลี่ยนแปลงไปโดยที่  

ieP j 1272.04862.05026.0 2559.0
1 +==  

และ 
     ieP j 1813.06930.07163.0 2559.0

2 +== −  
เมื่อพิจารณาที่ผลตอบสนองทางความถี่ของมุมเปนจํานวนเชิงซอนแสดงไวในภาพที ่ 3-17 

จะเห็นไดวาตําแหนงของโพลแตละคูจะไมเปนคอนจูเกตกัน ทําใหผลตอบสนองทางความถี่ได    
ไมสามารถปรับปรุงใหดีขึ้นได 
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ภาพท่ี 3-17  แสดงผลตอบสนองเมื่อมุมที่คํานวณไดเปนจํานวนเชิงซอน 
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Complex

alRe

ภาพท่ี 3-18  แสดงความสัมพันธระหวาง 0ω และ r ที่มีผลทําใหมุมโพล φ เปนจํานวนเชิงซอน 
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ดังนั้นในการออกแบบจะตองเลือกคาของพารามิเตอรใหเหมาะสม ซึ่งจะเปนความสัมพันธ
ระหวางคารัศมีของโพล )(r  และ ความถี่นอตช )( 0ω  ซึ่งจะมีผลโดยตรงกับมุมที่เปนจํานวน
เชิงซอนดังภาพที ่ 3-18  เมื่อความยาวรัศมีของโพลนอยลงจะทําใหชวงการใชงานนอยลงเชนที่ 

6.0=r  สามารถเลือกความถี่นอตช 0ω ไดเพียงชวงประมาณ π3.0 จนถึง π7.0 เทานั้นจะเห็นไดวา
เมื่อคา r มีคาความยาวมากขึ้นจะทําใหชวงในการเลือกใชงานสูงขึ้นตามไปดวย  
 



บทที่ 4 
ผลการทดลองและการเปรียบเทียบผลการทดลอง 

 
4.1  ผลท่ีไดจากการจําลองการทํางานดวย MATLAB 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพที่ 4-1 เปนการเปรียบเทียบผลตอบสนองทางความถี่ (Frequency Response) ที่คารัศมี

ของโพล r  แตกตางกันโดยในภาพจะมีการเลือกคา r ที่ 0.7,0.8,0.9 และ 0.95 ซึ่งผลตอบสนองทาง
ความถี่ที่แสดงทางดานซายจะเห็นวาที่คาแตละคาจะทําใหอัตราการขยายชวงการเปลี่ยนแปลง 
(Transition Band Gain) จะมีลักษณะสมมาตรกันทั้งชวงที่เปนขอบขาขึ้นและขอบขาลง ซึ่งจะ      
สังเกตไดจากที่ 7.0=r  เมื่อพิจารณา πω 2.0=  และ πω 4.0=  โดยจากขนาดทั้งสองจุดจะพบวา 

)()( 42 ππ jj eHeH =  รวมถึงอัตราการขยายความถี่ของตัวกรองความถี่ (Pass-Band Gain) 
สามารถควบคุมไดตามอัตราการขยายที่ตองการซึ่งในที่นี้จะกําหนดใหอัตราการขยายเทากับหนึ่ง 
ตลอดชวงความถี่ที่เลือกใชงาน สวนในภาพที่ 4-1 ทางดานขวาจะเปนตําแหนงการวางโพลซีโร   
บนระนาบ planez −  ซึ่งจากที่ไดออกแบบไวใหมุมโพลแยกออกจากความถี่นอตชไปเทาๆกันทั้ง
สองดาน จากภาพตําแหนงการวางจะเห็นวาเมื่อเลือกคา r  นอยลงจะทําใหขนาดมุมของโพลมี
ลักษณะที่เพิ่มมากขึ้นตามไปดวย   

ในภาพที่ 4-2 จะเปนการเปรียบเทียบผลตอบสนองทางความถี่ทั้ง 3 แบบโดยจะเร่ิมจาก

ภาพท่ี 4-1  ผลตอบสนองทางความถี่และโพล-ซีโรพลอต เมื่อเลือกคา r แตกตางกัน 
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ผลตอบสนองในแบบทั่วไป (General Design) ซึ่งไมมีการปรับปรุงมุมโพลและมีสมการเปนสมการ
ออรเดอรสองจะเห็นไดอัตราการขยายความถี่ผาน (Pass-Band Gain) จะมีขนาดไมเทากับหนึ่งตลอด
ชวงความถี่นั้นคือ )()( 0 πjj eHeH ≠  

ผลตอบสนองที่มีการปรับปรุงผลตอบสนองทางความถี่บางสวน (Previous Design) ซึ่งจะ
เปนสมการออรเดอรสองเหมือนกับวิธีแรกแตจะทําการปรับมุมของโพลเพื่อใหอัตราการขยาย
ความถี่ผาน (Pass-Band Gain) มีคาเทากันจากภาพที่ 4-2 จะเห็นวาที ่ )()( 0 πjj eHeH =  

สําหรับในสวนที่ทําการวิจัย (Proposed Design) จะเปนการปรับปรุงผลตอบสนองเพิ่มเติม
จากการปรับปรุงกอนหนานี้ (Previous Design) [3] ซึ่งในแตละแบบที่นํามาเปรียบเทียบ จะกําหนด
ใหอัตราการขยายที่ความถี่ 0=ω ใหมีขนาดเทากับหนึ่งทุกตัว ซึ่งจะมีสมการในการหาคําตอบ     
ในแตละวิธีดังนี้คือ 

4.1.1  แบบทั่วไป (General Design) จะมีสมการดังนี้ 

                   221
0

21
0

0 cos21
cos21)( −−

−−

+−
+−

=
zrzr

zzbzH
ω
ω            (4-1) 

จากสมการที่ 3-10 เมื่อไมมีการแกไขมุมโพล φ จะไดดังสมการที่ 0=ω ดังนี ้
             2

0

0
0

0

cos21
cos22)(

rr
beH j

+−
−

=
ω

ω                 (4-2) 

กําหนดใหอัตราการขยายที่ 1)( 0 =jeH  ดังนั้นสามารถขนาดของ 0b ไดดังนี ้

  
0

2
0

0 cos22
cos21

ω
ω

−
+−

=
rrb       (4-3) 

4.1.2  แบบปรับปรุงผลตอบสนองทางความถี่ที่ไดนําเสนอกอนหนานี ้ (Previous Design) [3]  
จะมีสมการดังนี้ 

            221
0

21
0

0 )cos(21
cos21
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=
zrzr

zz
bzH

φω
ω     (4-4) 

มุมφ คํานวณไดจากสมการที่ 3-15 ดังนี ้

     






 +
−= −

0

2
1

0 cos
2

1cos ωωφ
r
r      (4-5) 

จากสมการที่ 3-10 เมื่อมีการแกไขมุมโพล φ จะไดดังสมการที่ 0=ω ดังนี ้
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)cos(21
cos22)(

rr
beH j

+−−
−

=
φω

ω      (4-6) 

กําหนดใหอัตราการขยายที่ 1)( 0 =jeH  เชนเดียวกันดังนั้นสามารถหาขนาดของ 0b ไดดังนี ้
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0

2
0

0 cos22
)cos(21

ω
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−
+−−

=
rrb       (4-7) 

4.1.3  แบบสุดทายจะเปนในแบบที่ไดทําการวิจัย (Proposed Design) 
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มุมφ คํานวณไดจากสมการที่ 3-47,3-48,3-49 ดังนี ้
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จากสมการที่ 3-22 เมื่อยังมีการแกไขมุมโพล φ จะไดดังสมการที่ 0=ω ดังนี ้

2
0

2
0

2
0

0
0

0

)cos(21
cos21

)cos(21
cos22

)(
rr

rr
rr

beH j

+−−
+−

++−
−

=
∧∧

φω
ω

φω
ω           (4-12)

 
กําหนดใหอัตราการขยายที่ 1)( 0 =jeH  เชนเดียวกันดังนั้นสามารถหาขนาดของ 0b ไดดังนี ้
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นําสมการที่ 4-1 จนถึงสมการที่ 4-13 มาสรุปเปนตารางไดดังนี ้
 

ตารางท่ี 4-1  สรุปสูตรที่ใชในการเปรียบเทียบผลการจําลองการทํางานดวย MATLAB 
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เมื่อนําสูตรในตารางที ่4-1 ไปจําลองการทํางานที่รัศมีของโพล r  ที่แตกตางกันจะไดผลดังนี ้
ที่ 7.0=r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตารางท่ี 4-2  สรุปสมการในการจําลองการทํางานเมื่อ 7.0,3.00 == rπω  
Design )(zH
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ที่ 8.0=r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 4-2  เปรียบเทียบ Magnitude Response และ Group Delay Response ที่ 7.0=r  

ภาพท่ี 4-3  เปรียบเทียบ Magnitude Response และ Group Delay Response ที่ 8.0=r  
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ตารางท่ี 4-3  สรุปสมการในการจําลองการทํางานเมื่อ 8.0,3.00 == rπω  
Design )(zH
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ที่ 9.0=r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตารางท่ี 4-4  สรุปสมการในการจําลองการทํางานเมื่อ 9.0,3.00 == rπω  
Design )(zH
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ภาพท่ี 4-4  เปรียบเทียบ Magnitude Response และ Group Delay Response ที่ 9.0=r  
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จากผลดังกลาวจะเห็นวาเปนไปตามที่ไดออกแบบไวคือสามารถทําใหอัตราการขยายความถี่
ผาน (Pass-Band Gain) เทากันตลอดชวงความถี ่ และอัตราการขยายชวงการเปลี่ยนแปลง 
(Transition-Band Gain) ไดสามาตรกันทั้งสองดานรวมถึงทําใหตัวหนวงกลุม (Group Delay)    
นอยลงดวย ซึ่งในลําดับตอไปนี้จะเปนการยกตัวอยางเมื่อนําไปใชงานจริงบนตัวประมวลผล
สัญญาณดิจิตอล TMS320C31  

ตัวอยางการออกแบบการใชงานจริงบนตัวประมวลผลสัญญาณดิจิตอล ในที่นี้จะกําหนดให  
ความถี่นอตช (Notch Frequency) เทากับ 50 Hz  มี 
รัศมีมุมโพลที่ 96.0=r และ 
ความถี่สุม (Sampling Frequency) มีคาเทากับ 3004 Hz  
 

4.2  ผลท่ีไดจากการทํางานจริงบน TMS320C31 
ขั้นตอนการออกแบบเพื่อนําไปใชงานจริงนั้นจะเหมือนกันกับที่ไดสรุปไวในบทที ่ 3 แตจะ

เพิม่บางสวนเพื่อนําไปใชในทางปฏิบัติซึ่งมีขั้นตอนดังนี ้
4.2.1  ทําการกําหนดตําแหนงความถี่นอตช 0ω ใหม เนื่องจาก 0ω  เดิมเปนการสเกลอยูบน คา 

Nomalized Frequency ซึ่งเปนอัตราสวนระหวางความถี่นอตชกับความถี่สุม (Sampling Frequency) 
และเมื่อพิจารณาที่ Nomalized จะเห็นวาเปนการแสดงเพียง π  เทานั้นไมไดแสดงครบทั้ง π2  และ
เนื่องจาก 0 ถึง π  จะไดผลซ้ํากับชวง π  ถึง π2  เมื่อจะนําความถี่สุมที่ใชงานจริงมาใชงานซึ่งจะ
เปนคาที่จะมีคาเทากับหนึ่งวงกลมหรือ π2 ทําใหความถี่ที่ใชในการคํานวณจริงจะตองทําใหเหลือ
เพียงคร่ึงวงกลมหรือπ  เทานั้นดังนั้น 









=

2
s

c
N f

ff          (4-14) 

เมื่อ  
 cf  เปนความถี่นอตช (Notch Frequency) 

 sf  เปนความถี่สุมที่ใชงานจริง (Actual Sampling Frequency  
 Nf  เปนตําแหนงความถี่นอตช บนวงกลมรัศมีหนึ่งหนวย (Normalized Frequency) 
เพราะฉะนั้นจากที่กําหนดใหจะได 

   0333.0
1502

50

2
3004
50

==








=Nf  
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ที่ Nf  โดยปกติแลว 0ω จะเทากับ 2 fπ แตเนื่องจาก f ที่เปนความถี่นอตช ไมสามารถแทน
ดวยความถี่ที่กําหนดโดยตรงได เนื่องจากเปนความถี่ที่กําหนดขึ้นเปนความถี่ที่มีความตอเนื่อง     
แตในระบบที่เปนแบบดิจิตอล ฟงกชันตอเนื่องทางดานอินพุทจะถูกตัดออกเปนฟงกชันไมตอเนื่อง
ดวยตัวแปลงอะนาลอกเปนดิจิตอลตามความถี่สุมที่ใชงาน ผลตอบสนองทางความถี่จึงขึ้นอยูกับ
ความถี่สุมตามไปดวย ดังนั้นเมื่อจะระบุความถี่ใดในระบบที่ไมตอเนื่อง (Discrete-Time)  จึงตอง
บอกเปนอัตราสวนระหวางความถี่ที่ตองการกับความถี่สุมเสมอ  ซึ่งจะถูกกําหนดใหอยูบนวงกลม
รัศมีหนึ่งหนวย ดังนั้น maxω  จึงมีคาเทากับ π2 หรือเทากับหนึ่งรอบวงกลม แตเนื่องจากผลทาง π  
จนถึง π2 จะเหมือนกับ 0 ถึง π  ดังนั้น ผลตอบสนองจึงคิดเพียงคร่ึงวงกลมเทากัน ทําให  

     πω Nf=0                          (4-15) 
ดังนั้นจะได πω 0333.00 =  

4.2.2  นํา πω 0333.00 = และ 96.0=r นําไปคํานวณหามุม φ  โดยใชสมการที่ 3-59 ดังนี ้
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เมื่อ b ไดจากสมการที่ 3-53 และ c ในสมการที่ 3-54 ดังนี ้
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จะไดมุม πφ 0111.0=  
4.2.3  นําคามุมφ  ที่คํานวณไดกับอัตราการขยายของตัวกรองความถี่ ( k ) ที่ไดกําหนดไวไป

หาคา 0b  ไดจากสมการที่ 3-58 ดังนี ้

21
0 a

k
a
kb ==  

2
0

2
0

2
0

0
1 )cos(21

cos21
)cos(21

cos22
rr

rr
rr

a
+−−

+−
++−

−
=

φω
ω

φω
ω  

2
0

2
0

2
0

0
2 )cos(21

cos21
)cos(21

cos22
rr

rr
rr

a
+−+

++
+++

+
=

φω
ω

φω
ω  



 

60

เลือกหาคา ดวย 1a จะได 

2

2
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ดังนั้น  
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1

0 ==b  

4.2.4  นําคา φω ,,0 r  และ 0b ไปแทนในทรานเฟอรฟงกชั่นในสมการที่ 3-21 ดังนี ้
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จะแทนคาที่ละสวนดังนี้ 

    9891.1)0333.0cos(2)cos(2 0 == πω  
  9095.1)0333.0cos(96.02)cos(2 0 =××= πωr  
  9014.1)0111.00333.0cos(96.02)cos(2 0 =+××=+ ππφωr  
   9153.1)0111.00333.0cos(96.02)cos(2 0 =−××=− ππφωr  
        09216.096.0 22 ==r  

นําแตละคาแทนในสมการที่ 4-16 จะได 
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ภาพท่ี 4-5  ผลตอบสนองทางความถี่ที่จะนําไปใชงานจริง 
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จากภาพที่ 4-5 และ 4-6 เปนผลที่ไดจากการนําสมการที่ 4-4 ไปจําลองการทํางานดวย

โปรแกรม MATLAB เพียงแตภาพที่ 4-3 จะมีการกําหนดความถี่สุมที่จะใชงานสวนภาพที่ 4-5 เปน
คาที่สเกลคาลงมาใหเหลือเพียง 1หนวย ซึ่งหนึ่งหนวยที่วานี้ก็สามารถที่จะแทนความถี่สุมใดๆก็ได 
ทําใหความถี่นอตชที่เลือกเปลี่ยนแปลงตามความถี่สุมที่ใชงาน ดังที่ไดอธิบายไวในการคํานวณหา 

0ω ซึ่งในขั้นตอนตอไปจะเปนวิธีนําทรานเฟอรฟงกชันที่ออกแบบไปใชงานจริง 
4.2.5  ในการนําไปใชงานจริงจะตองทําการแปลง z-transform ใหอยูในรูปของเวลา )(ty  ดังนี ้
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 จากสูตร แปลง z-domain ใหอยูในรูปของ Time Domain ในเร่ืองของการเลื่อนเวลา   
(Time Shifting ) จะมีสมการดังนี้ 

   )()( zXzknx k−⇔−                                    (4-19) 
ทําการแปง z-domain ในสมการที่ 4-18 ไปเปน Time Domain ไดเปน 
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ภาพท่ี 4-6  ผลตอบสนองทางความถี่เมื่อผลตอบสนองเปนการสเกลหนึ่งหนวย 
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จะเหน็วาการแปลงคาแบบตรงไปตรงมาตามทฤษฎีแลวจะเปนโครงสรางแบบที่ 1 ซึ่งจะมี 
Delay ทั้งอินพุทและเอาทพุท ซึ่งสามารถที่จะลดจํานวน Delay ใหเหลือเพียงชุดเดียวไดดวยการใช
โครงสรางในแบบที่ 2 แทนตามทฤษฎีในบทที่ 2 โดยที่  

  )(...)2()1()()( 21 Nnuanuanuanxnu N −−−−−−−=  
และ 

  )(...)2()1()()( 210 Nnubnuanubnubny N −++−+−+=  
ดังนั้นจากสัมประสิทธิ์ในสมการที่ 4-4 สามารถแทนไดดังนี ้

 )4()3()2()1()()( 4321 −−−−−−−−= nuanuanuanuanxnu  
 )4()3()2()1()()( 43210 −+−+−+−+= nubnubnubnubnubny          (4-21) 
 
ทางผูวิจัยไดทําการเลือกสมการที่ 4-21 ไปใชงานเนื่องจากใชหนวยความจํานอยกวาคือใช

หนวยความจําสําหรับตัว Delay เพียง 4 ตัว สวนในสมการที่ 4-20 ใชถึง 8 ตัวดวยกัน เมื่อนําไป
เขียนโปรแกรมดวยภาษา C [8] ลงบนตัวประมวลผลสัญญาณดิจิตอบล TMS320C31 แลวจะไดผล
ดังภาพที่ 4-7 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 4-7  ผลจากการจําลองดวย MATLAB และ ทําจริงบน TMS320C31 
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ตารางท่ี 4-5  สรุปสมการในการใชงานจริงเมื่อ 96.0,0333.00 == rπω  
Design )(zH

 
φ

 Previous  
21

21

9216.09111.11
9891.119608.0

−−

−−

+−
−−

zz
zz  πφ 0026.0=  

Proposed  
21

21

21

21

9216.09153.11
9216.09014.11

9216.09095.11
9891.119598.0

−−

−−

−−

−−

+−
+−

+−
+−

zz
zz

zz
zz  πφ 0111.0=  

 
ภาพที่ 4-8 เปนผลตอบสนองทางความถี่ที่ไดจากการใชงานจริงบนตัวประมวลผลสัญญาณ

ดิจิตอล TMS320C31 ดวยกันทั้งคู ซึ่งจะเปนการเปรียบเทียบผลตอบสนองทางความถี่กอนปรับปรุง 
(Previous Design) และหลังจากที่ไดมีการปรับปรุง (Proposed Design) เนื่องจากตองการใหเห็นถึง 
(Pass-Band Gain) และชวงการเปลี่ยนแปลง (Transition-Band Gain) จึงทําการขยายสเกลทางดาน
ความถี่เพื่อใหเห็นผลตอบสนองไดชัดเจนจากภาพจะเห็นไดวาเมื่อปรับปรุงผลตอบสนองทาง
ความถี่แลวที่ความถี่ 80 Hz จะถูกชดเชยดวยโพล-ซีโรอีกคูหนึ่งที่ไดเติมเขาไปซึ่งจะไดผลไดใกล
เคียงกับที่ 20 Hz 

 
 

ภาพท่ี 4-8  เปรียบเทียบผลการใชงานจริงกอนและหลังการปรับปรุง 
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บทที่ 5 
สรุปผลและขอเสนอแนะ 

 
5.1  สรุปผล 

เมื่อทําการเปรีบบเทียบผลตอบสนองทางความถี่ทั้งจากการจําลองการทํางานดวย MATLAB 
และการใชงานจริงบนตัวประมวลผลสัญญาณดิจิตอล TMS320C31 ไดผลออกมาไดใกลเคียงกัน  
ดังภาพตางๆในบทที่ 4 สวนวิธีการออกแบบดวยวิธีการวางโพลหรือการเพิ่มโพลเขาไปในวงกลม
หนึ่งหนวยและอาศัยการคํานวณดวยวิธีทางเรขาคณิต ตําแหนงของโพลที่ออกแบบไวในบทที่ 3 
สามารถปรับปรุงผลตอบสนองทางความถี่ใหดีขึ้นได ทั้งที่เปนอัตราการขยายชวงการเปลี่ยนแปลง 
(Transition-Band Gain) ทําใหขอบของการเปลี่ยนแปลงทั้งสองดานมีลักษณะที่สมมาตรกันและ
อัตราขยายความถี่ผาน (Pass-Band Gain) ใหมีอัตราขยายเทากันตลอดความถี่ที่ตอบสนอง  

จากที่ไดทําการวิจัยจะเห็นไดวาการเพิ่มโพล-ซีโรเขาไปอีกหนึ่งคูนั้น  ตําแหนงของโพลและ
ซีโรสามารถที่จะเปลี่ยนแปลงอยางไรก็ไดขึ้นอยูกับวิธีการและสมมุติฐานที่ตั้งขึ้น รวมถึงแนวทาง
ในการแกไขสมการเพื่อใหไดคําตอบมีวิธีการทําที่ยากหรืองายเพียงใด อันหนึ่งที่จะแนะนําก็คือ
กอนที่จะทําการแกสมการเพื่อใหไดคําตอบและเปนการแกสมการที่ยาวอาจจะใชวิธีทางตัวเลข 
(Numerical Method) มาชวยในการหาคําตอบเบื้องตนกอนเพื่อดูความเปนไปไดของคําตอบวาได
คาที่ถูกตองหรือไม กอนที่จะใชเวลาสวนใหญในการแกสมการเพื่อใหไดสูตรสําเร็จในการคํานวณ 

 
5.2  ขอเสนอแนะ 

5.2.1  ในการนําสูตรที่ไดไปใชงานจริงไมสามารถที่จะกําหนดแบนดวิดทใหกับ สมการไดโดย
ตรงเนื่องจากในขั้นตอนการออกแบบสมการทั้งหมดอางอิงอยูบนวงกลมหนึ่งหนวย ซึ่งพิจารณา
เพียงขนาดรัศมีของโพลซึ่งขนาดรัศมีดังกลาวจะมีผลโดยตรงตอแบนดวิดทของความถี่นอตช ทําให
ตองสุมคารัศมีของโพลจนกวาจะไดแบนดวิดทที่ตองการ ถาหากสามารถหาความสัมพันธของ
แบนดวิดทและรัศมีของโพลได ก็จะเปนการเพิ่มความสะดวกในการใชงานมากยิ่งขึ้น 

5.2.2  จากการออกแบบจะเห็นไดวาคําตอบที่ไดเกิดจากการแกสมการใหอัตราการขยายความถี่
ผานที่ )()( 0 πjj eHeH = แตบริเวณชวงการเปลี่ยนแปลง (Transition-Band gain) ยังไมมีสมการ
ใดมาตรวจสอบไดวามีความสมมาตรกันมากนอยเพียงใด ซึ่งในการวิจัยอาศัยเพียงการสังเกตุดวยตา
เพียงอยางเดียว รวมถึงเปนการปรับปรุงที่ทําการปรับเฉพาะมุม φ  ที่เพียงอยางเดียว ซึ่งผูที่สนใจ
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อาจหาวิธีวางโพลใหมดวยการปรับทั้งมุมและรัศมีไปพรอมกัน หรือจะทําการเพิ่มโพล-ซีโรเขาไป
อีกก็อาจจะไดผลตอบสนองที่ดีขึ้นได 

5.2.3  การหาคําตอบอาจไมจําเปนที่จะตองสรุปเปนสูตรเพื่อนําใชงาน    บางคร้ังการทําวิธีการ
คํานวณเชิงเลข อาจไดผลที่ดีกวาและเร็วกวา จากการวิจัยพบวาการปรับมุมโพลเพียงอยางเดียวใน
สมการที่เปนสมการออรเดอรสี่ยังพอที่จะแกสมการเพื่อหาคําตอบได แตถาหากจํานวนตัวแปรและ
ออรเดอรมีมากขึ้นวิธีการแกสมการเพื่อใหไดสูตรออกมาอาจใชเวลาในการแกสมการคอนขางมาก 
ดังนั้นวิธีการคํานวณทางตัวเลข (Numerical Method) ก็อาจจะชวยในการหาคําตอบไดเร็วกวาได 
ซึ่งถาหากนํามาใชในงานวิจัยนี้ ก็จะตองกําหนดคาเร่ิมตนและเงื่อนไขใหสอดคลองกับคําตอบที่
ควรจะเปน จากในบทที่ 3 จะเห็นไดวาคําตอบของมุมφ  มีโอกาสที่จะเปนจํานวนเชิงซอนได ซึ่งถา
หากกําหนดเงื่อนไขไมเหมาะสม วิธีการคํานวณเชิงเลข (Numerical Method) ก็อาจจะไมไดคําตอบ 

5.2.4  จากภาพที่ 4-5 และ 4-6 ในสวนที่เปนผลตอบสนองที่ไดจากการใชงานจริงจะเห็นไดวา
ขนาดจะลดลงเมื่อความถี่มีคามากขึ้น ซึ่งกระบวนการ Reconstruction[6] ของภาคแปลงสัญญาณ
จากดิจิตอลเปนอะนาลอก ซึ่งถาหากขยายสเกลผลชวงความถี่ในการแสดงผลออกไปดังภาพที่ 5-1        
จะเห็นไดวาผลตอบสนองทางความถีใ่นการสงผานความถี่ของตัวประมวลผลสัญญาณดิจิตอลที่ได
จะมีความลาดเอียงที่แตกตางกันไปตามความถี่สุมที่เลือกใชงาน  ดังนั้นเมื่อนําตัวกรองความถี่แบบ
นอตชที่ไดคํานวณในบทที ่4 ไปทํางานจริงบนตัวประมวลผลสัญญาณดิจิตอล จะทําใหผลตอบ 
สนองมีความลาดเอียงตามไปดวย ดังแสดงในภาพที่ 5-3 เพราะฉะนั้นวิธีแกไขหนึ่งคือ การเลือกใช 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Frequency (Hz)

M
eg

ni
tu

de

fs=3004 Hz
fs=15943 Hz

ภาพท่ี 5-1  ผลตอบสนองทางความถี่ของตัวสงผานความถี่ทุกความถี่เมื่อความถี่สุมแตกตางกัน 
                  (Range = 14000 Hz) 
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ความถี่สุมสูงๆและมีชวงการใชงานต่ําๆ สามารถชวยลดความลาดเอียงได ดังแสดงในภาพที่ 5-2 
เมื่อเลือกยานการใชงานอยูที่ 800 Hz การเลือกความถี่สุม sf  ที่สูงกวาสามารถลดความลาดเอียงได 
แตถาตองการใชงานดังภาพที่ 5-3 ที่ความถี่สุมที่ต่ํากวา ก็นาที่จะทําการชดเชยขนาดของสัญญาณที่
มีความลาดเอียง ใหขนาดของสัญญาณมีขนาดเทากันตลอดยานความถี่ที่ใชงานดวยการเพิ่มสมการ
ที่มีความลาดเอียงในทิศทางตรงกันขาม ก็จะทําใหผลตอบสนองทางความถี่ดีขึ้นได 
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ภาพท่ี 5-2  ผลตอบสนองทางความถี่ของตัวสงผานความถีทุ่กความถี่เมื่อความถี่สุมแตกตางกัน 
         (Range = 800 Hz) 

ภาพท่ี 5-3  แสดงความลาดเอียงของผลตอบสนองทางความถี่ในทางปฏิบัต ิ
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A: Equation for improved frequency response. 
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ภาคผนวก ข 
 

บทความที่ไดตีพิมพเผยแพร 
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