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บทคัดยอ 

ในงานวิจยันี้จะศึกษาหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่น (traveling wave 

solution) ของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสนซึ่งอยูในรปู 
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ดวยวิธีการที่เรียกวา repeated homogeneous balance ซ่ึงแสดงผลคําตอบเชิงวิเคราะหในรปู  
พหุนามของคาํตอบของสมการริกคาตีและหาคําตอบเชงิตัวเลขดวยวธีิการ Finite difference เพื่อ
เปรียบเทียบคาํตอบเชิงตัวเลขที่ไดกับคําตอบเชิงวิเคราะห 
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Abstract 

   This research will study about traveling wave solutions for a nonlinear heat 

equation, which is in the form 
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By assuming that the exact solutions are in the form of polynomial of solutions of 

riccati equation. Then repeated homogeneous balance method are applied. The 

approximate solutions are calculated by finite difference method for comparing the 

results  with the exact solutions.  
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1  ความเปนมาและความสําคัญ 

สมการที่ใชในการอธิบายปรากฏการณทางธรรมชาติ   สวนมากมักจะเขียนอยูในรูปของ
สมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน  (Nonlinear Partial Differential Equation)    การหา
คําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่น (Traveling wave solution) ของสมการเชิงอนุพันธยอย
แบบไมเชิงเสน มีความสําคัญมากในงานประยุกตดานวิศวกรรม เชน  ในการคํานวณการทํา
ปฎิกิริยาของเชื้อเพลิงแข็ง  คําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นจะทําใหเราทราบถึงความเร็วของ
บริเวณที่เกิดปฏิกิริยาวามีการเคลื่อนตัวอยางไร 

ในงานวิจัยนี้จะศึกษาการหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมี
แหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสน (Nonlinear heat equation)  ที่อยูในรูป 
              0ucucuccuu 3
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เมื่อ  3210 c,c,c,c   เปนคาคงที่ใดๆ 
เนื่องจากเปนสมการความรอนที่มีความสําคัญเพราะมีสมการความรอนหลายสมการที่อยูในรูปนี้ เชน  
สมการ Zel’dovich-Frank-Kamenestsky   

0)u1(uuu 2
xxt =−−−  

สมการ Fitzhugh-Nagumo  
                                   0)u1)(au(uuu xxt =−−−−  
และสมการ Burgers-Huxley    
                                0)u)(u1(uuu xxt =γ−−β−− δδ  

ในกรณีที่ 1=δ  
Wang (1995,1996) ไดใช Homogeneous balance method ในการหาคําตอบในรูปการ

เคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ Boussinesq และสมการ Kdv-Burgers  และ  Wang, Zhou, Li 

(1996) ไดใชวิธีการดังกลาวหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของระบบสมการ coupled 

KdV  ตอมา Fan, Zhang, (1998) ไดใชวิธีการดังกลาวหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่น
ของสมการKdv-Burgers  และตอมา Zhao, Tang (2002) ไดใชวิธีการดังกลาวหาคําตอบใน
รูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ Boussinesq 
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Malfliet (1992) ไดใช Tanh-function method ในการหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของ
คล่ืนของสมการBurgers และสมการ Fisher, Parkes  ตอมา Duffy (1996) ไดใชวิธีการดัง
กลาวหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการKdV  และตอมา Fan (2000) ไดใช
วิธีการดังกลาวหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ Kdv-Burgers-Kuramoto  

Fan, Benny (2002) ไดใช Jacobi elliptic functions method ในการหาคําตอบใน
รูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของระบบสมการ Hirota-Satsuma coupled KdV  

Zhao, Wang, Sun (2006) ไดใช Repeated homogeneous balance method ในการหา
คําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ Burgers-Kdv  และตอมา Ding, Zhao (2006) 

ไดใชวิธีการดังกลาวหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ Boussinesq 

ในงานวิจัยนี้สนใจที่จะนําวิธี Repeated homogeneous balance method มาใชหาคําตอบ
เชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอนแบบไม
เชิงเสนขางตนเพราะเปนวิธีการที่ทําใหไดคําตอบในรูปแบบตางๆไดหลายรูปแบบ 
  
1.2  วัตถุประสงคของการวจัิย 
 1.2.1  เพื่อศึกษาสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอน (Source term) แบบไมเชิงเสน 
 1.2.2  เพื่อศึกษาการหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นโดยใช Repeated 
homogeneous balance method 
 1.2.3  เพื่อหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมี 
แหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสนที่อยูในรูป  
                                               0ucucuccuu 3

3
2

210xxt =−−−−−                                    (1-1) 

โดยใช Repeated homogeneous balance method 
 1.2.4  เพื่อหาคําตอบเชิงตัวเลขในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมี
แหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสนของสมการ (1-1) โดยใช Finite difference method 

 
1.3  ขอบเขตของการวิจัย 
 ศึกษาและหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมี
แหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสนของสมการ (1-1) โดยใช  Repeated homogeneous balance 

method และเปรียบเทียบผลที่ไดกับคําตอบเชิงตัวเลขจากการใช  Finite difference method 
 
 
 



 3

1.4  วิธีการวิจัย 
 1.4.1  ศึกษาสมการความรอนซึ่งมีแหลงกาํเนิดความรอนแบบไมเชิงเสน 
 1.4.2  ศึกษาการหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่น โดยใช Repeated 
homogeneous balance method 
 1.4.3  หาคําตอบเชิงวเิคราะหในรูปการเคลื่อนตวัของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมแีหลงกําเนิด
ความรอนแบบไมเชิงเสนของสมการ (1-1) โดยใช Repeated homogeneous balance method            
 1.4.4  หาคําตอบเชิงตัวเลขในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิด
ความรอนแบบไมเชิงเสนของสมการ (1-1) โดยใช  Finite difference method 
 
1.5  ประโยชนของการวิจัย 
 1.5.1  ไดความรูเกี่ยวกับสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสน   

 1.5.2  ไดความรูเกี่ยวกับการหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรปูการเคลื่อนตัวของคลื่น โดยใช 
Repeated homogeneous balance method 
 1.5.3  ไดคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมี
แหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสนที่อยูในรูป  

0ucucuccuu 3
3

2
210xxt =−−−−−  

โดยใช Repeated homogeneous balance method 

 1.5.4  ไดความรูเกี่ยวกับวิธีการเชิงตัวเลข (Finite difference method) และไดคําตอบเชิง
ตัวเลขในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกาํเนิดความรอนแบบไมเชิงเสน
โดยใช Finite difference method 
 



บทที่ 2 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

2.1   Repeated homogeneous balance method 
จากผลงานของ Edward (1981) ไดแสดงใหเห็นวาสมการเชิงอนุพันธสามัญแบบไมเชิง

เสนหลายสมการสามารถแปลงรูปเปนระบบสมการริกคาตีได ซ่ึงจากผลอันนี้นํามาสูการสมมุติให
คําตอบเชิงวิเคราะหของสมการเชิงอนุพันธสามัญแบบไมเชิงเสนใหอยูในรูป 
    ∑ φ=

=

n

1i

i
iqu  

เมื่อ φ  เปนคําตอบของ 
    ca 2 +φ=φ′  
จากแนวความคิดนี้ไดนํามาประยุกตใชใน Repeated homogeneous balance method ซ่ึงเปน
วิ ธีการที่ใชในการหาคําตอบเชิงวิ เคราะหของสมการเชิงอนุพันธยอย   โดยที่  Repeated 

homogeneous balance method ไดทําการปรับปรุงมาจาก Homogeneous balance method  

ซ่ึงวิธีการ Homogeneous balance method  มีขั้นตอนดังนี้ 
ขั้นท่ี 1 จากสมการเชิงอนุพันธยอยซ่ึงอยูในรูป 
        0,...)u,u,u,u,u,u(P ttxtxxtx =                                             (2-1) 

   พิจารณาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นในรูป   
)(u)t,x(u ξ=    โดยที่   dltkx ++=ξ  

   เมื่อ  k,l,d  เปนคาคงที่ใดๆ 
   โดยที่มีความเร็วในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน 

k
l  

 จากสมการ (2-1) แปลงใหเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ ซ่ึงอยูในรูป 
   0,...)u,u,u(Q =′′′                                                           (2-2) 

ขั้นท่ี 2  ใหคําตอบของสมการ (2-2) อยูในรูป  
   ∑ φ=

=

n

0i

i
iqu                                                                                   (2-3) 

 โดยที่  iq  เปนคาคงที่ใดๆ 
 และφ  เปนคําตอบของสมการริกคาตี 
                ca 2 +φ=φ′                                                             
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 ซ่ึง n หาจากการ balance ระหวางกําลังของอนุพันธที่มอัีนดับสูงสุด 
     กับกําลังสูงสุดของเทอม nonlinear ใน (2-2) 
ขั้นท่ี 3 หา iq  โดยการแทนคา u  และ φ′  จากขั้นที่ 2 ในสมการ (2-2) และจัด 
    สัมประสิทธิ์ของ  iφ  ใหเปนศูนย จากนั้นแกระบบสมการหาคา iq  
ขั้นท่ี 4    ใหคําตอบของสมการริกคาตีอยูในรูป ξ=φ tanhc  หรือ  ξ=φ cothc  
ขั้นท่ี 5    แทนคา iq  และ φ  จากขั้นตอนที่ 3 และ 4 ลงใน (2-3) จะได  u  ซ่ึงเปนคําตอบใน     
                   รูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ (2-1) 

ซ่ึง Repeated homogeneous balance method ไดปรับปรุงการหาคําตอบของสมการ    
ริกคาตีโดยกําหนดใหคําตอบของสมการริกคาตีอยูในรูปแบบตางๆ  
เชนให                                           ∑ ξ=φ

=

m

0i

i
i tanhb  

โดยที่  ib  เปนคาคงที่ใดๆ 
หรือ                                               ∑ ξξ+ξ=φ

=

−m

0i

1i
i

i
i ))(g)(fB)(fA(    

เมื่อ                                            
rcosh

sinh)(g,
rcosh

1)(f
+ξ
ξ

=ξ
+ξ

=ξ  

โดยที่  r,B,A ii  เปนคาคงที่ใดๆ 
และใช  Homogeneous balance method หาคา φ  ดังนั้นจึงเรียกวิธีนี้วา Repeated 

homogeneous balance method  เนื่องจากมีการใช  Homogeneous balance method สองครั้ง  
และจะเห็นไดวา Repeated homogeneous balance method ทําใหสามารถหาคําตอบในรูปการ
เคลื่อนตัวของคลื่นของสมการเชิงอนุพันธยอยไดหลายแบบ  ซ่ึงจะสรุปขั้นตอนการหาคําตอบไดดังนี้ 
ขั้นท่ี 1   จากสมการเชิงอนุพันธยอยอยูในรูป 
        0,...)u,u,u,u,u,u(P ttxtxxtx =                                             (2-4) 
    พิจารณาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นในรูป   

dltkx),(u)t,x(u ++=ξξ=  
   เมื่อ  k,l,d  เปนคาคงที่ใดๆ 

      โดยที่มีความเร็วในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน 
k
l  

 จากสมการ (2-4) แปลงใหเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ ซ่ึงอยูในรูป 
   0,...)u,u,u(Q =′′′                                                           (2-5) 

ขั้นท่ี 2  ใหคําตอบของสมการ (2-5) อยูในรูป  
   ∑ φ=

=

n

0i

i
iqu                                                                         (2-6) 



                   

 

7 
 

 

 โดยที่ iq  เปนคาคงที่ใดๆ 
 และφ  เปนคําตอบของสมการริกคาตี 
                         ca 2 +φ=φ′                                                             
 ซ่ึง n หาจากการ balance ระหวางกําลังของอนุพันธที่มอัีนดับสูงสุด 
 กับกําลังสูงสุดของเทอม nonlinear ใน (2-5) 
ขั้นท่ี 3 หา iq  โดยการแทนคา u  และ φ′  จากขั้นที่ 2 ในสมการ (2-5) และจัด 
 สัมประสิทธิ์ของ  iφ  ใหเปนศนูย จากนั้นแกระบบสมการหาคา iq  
ขั้นท่ี 4 ใหคําตอบของสมการริกคาตีอยูในรูป  
                         ∑ ξ=φ

=

m

0i

i
i tanhb  

   โดยที่  ib  เปนคาคงที่ใดๆ 
                  หรือ                                  ∑ ξξ+ξ=φ

=

−m

0i

1i
i

i
i ))(g)(fB)(fA(   

 เมื่อ 

rcosh
sinh)(g,

rcosh
1)(f

+ξ
ξ

=ξ
+ξ

=ξ  

   โดยที่  r,B,A ii  เปนคาคงที่ใดๆ 
ขั้นท่ี 5     แทนคา iq  และ φ  จากขั้นตอนที่ 3 และ 4 ลงใน (2-6) จะได  u  ซ่ึงเปนคําตอบใน     
                    รูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ (2-4) 
 
ตัวอยางการหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ Burgers-KdV  
                        0uuuuu xxxxxxt =β+α−+                                                              (2-7) 

โดยใช  Repeated homogeneous balance method  ซ่ึงหาโดย Zhao, Wang, Sun (2006)   

พิจารณาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นในรูป 
dltkx,)(u)t,x(u ++=ξξ=                                                       (2-8) 

เมื่อ  k,l,d  เปนคาคงที่ใดๆ 
ดังนั้นจากสมการที่ (2-7) จะได 
  0ukukukuul 32 =′′′β+′′α−′+′  
อินทิเกรต   จะได 
  0Dukuku

2
klu 322 =+′′β+′α−+                                                       (2-9) 

เมื่อ D เปนคาคงที่ที่ไดจากการอินทิเกรต 
ใหคําตอบของสมการที่ (2-9) อยูในรูป   
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   ∑ φ=
=

n

0i

i
iqu                                                                                     (2-10) 

โดยที่ iq  เปนคาคงที่ใดๆ 
และ φ  เปนคําตอบของสมการริกคาตี 
   ca 2 +φ=φ′                                                                      (2-11) 
ให  n = 2  เพือ่ทําใหเลขยกกําลังของ φ  ของอนุพันธอันดบัสูงสุดซึ่งคือ u ′′  กับเทอมกําลังสูงสุด
ของ u ซ่ึงคือ 2u  เทากัน 
ดังนั้น    
                            2

210 qqqu φ+φ+=                                                                              (2-12) 
แทนในสมการ (2-9) ดังนัน้ 

Dukuku
2
klu 322 +′′β+′α−+  

                   
D)qqq(k)qqq(k

)qqq(
2
k)qqq(l

2
210

32
210

2

22
210

2
210

+′′φ+φ+β+′φ+φ+α−

φ+φ++φ+φ+=  

                   3
212

2
1

3242
22

32 )qkqqka2qka2()q
2
kqka6( φ+α−β+φ+β=  

     2
2

2
1201

2
2

3 )lqq
2
kqkqqkaqkac8( φ+++α−β+      

      φ++α−β+ )lqqkqqkc2qkac2( 1102
2

1
3  

         0)Dlqq
2
kkcqqkc2( 0

2
0

2
12

32 =+++α−β+                         (2-13) 

การที่ (2-13) จะเปนจริงในทุกคา ξ  ของ )(ξφ  เมื่อสัมประสิทธิ์ของ iφ  )4,3,2,1,0i( =  เปน
ศูนยดังนั้นจะได 
                                             0q

2
kqka6 2

22
32 =+β  

                      0qkqqka2qka2 212
2

1
32 =+α−β  

 0lqq
2
kqkqqkaqkac8 2

2
1201

2
2

3 =+++α−β  

             0lqqkqqkc2qkac2 1102
2

1
3 =++α−β  

         0Dlqq
2
kkcqqkc2 0

2
0

2
12

32 =+++α−β  

หาคา l,q,q,q 210 โดยใช MATLAB จะไดวา 
( )4622224242232

0 kca10000ack3400kD1250kack200k
k25
1q β+βα−β+α±β−α
β

=

β−=
α

= 22
21 ka12q,

5
ak12q  
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   4622224242 kca10000ack3400kD1250k
25
1l β+βα−β+α
β

= m  

จากสมการริกคาตี (2-11) หา φ  โดยใช Homogeneous balance method 

โดยใหคําตอบของสมการ (2-11) อยูในรูป 

∑ ξ=φ
=

m

0i

i
i tanhb   

โดยที่  ib  เปนคาคงที่ใดๆ                                                             (2-14) 
ให  m=1  เพื่อทําใหเลขยกกําลังของ ξtanh  ของอนุพันธอันดบัสูงสุดซึ่งคือ φ′  กับเทอมกําลัง
สูงสุดของ φ ซ่ึงคือ 2φ  เทากัน 
ดังนั้น       
                                         ξ+=φ tanhbb 10  
แทนคา φ  ในสมการ (2-11) 
จะได    
                           ξ−=ξ=φ tanh

a
1tanhc                                                  (2-15) 

เมื่อ      1ac −=  
แทนคา  φ,q,q,q 210  ในสมการที่  (2-12)  
ดังนั้นคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ (2-7)  คือ  

( )
ξβ−ξ

α
−

β+βα+β+α±β+α
β

=

22

46224242232

tanhk12tanh
5
k12

k10000k3400kD1250kk200k
k25
1u

 

เมื่อ  
dtk10000k3400kD1250k

25
1kx 46224242 +β+βα+β+α
β

=ξ m  

 ซ่ึงเราสามารถใหคําตอบของสมการ (2-8) อยูในรูปอื่นๆไดอีก  เชน   
                                                        ∑ ξ=φ

=

m

0i

i
i cothb  

โดยที่  ib  เปนคาคงที่ใดๆ 
หรือ                                                 ∑ ξξ+ξ=φ

=

−m

0i

1i
i

i
i ))(g)(fB)(fA(  

เมื่อ 
                        

rcosh
sinh)(g,

rcosh
1)(f

+ξ
ξ

=ξ
+ξ

=ξ  

โดยที่  r,B,A ii  เปนคาคงที่ใดๆ 
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ดังนั้นคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ (2-7)  จึงอาจอยูในรูปแบบอื่นๆ
ไดอีก  จึงเปนขอดีของการใช Repeated homogeneous balance method เพราะทําใหไดคําตอบ
ในหลายรูปแบบ 
 เพื่อเปนการตรวจสอบใหแนใจวาคําตอบเชิงวิเคราะหที่หาไดเปนคําตอบที่ถูกตองสามารถทํา
ไดหลายวิธี  เชนแทนคําตอบที่ไดลงในสมการเริ่มตนซึ่งในกรณีปญหานี้คอนขางยุงยากเพราะ
คําตอบที่ไดอยูในรูปสูตรที่ยาว  ดังนั้นในงานวิจัยนี้จะตรวจสอบคําตอบเชิงวิเคราะหที่หาไดโดยใช
วิธีการเชิงตัวเลขซึ่งมีหลายวิธี  ในที่นี้จะใช  Finite difference method 
 
2.2  วิธีการคํานวณเชงิตัวเลขแบบ Finite difference method 

Finite difference method เปนวิธีการเชงิตัวเลขที่ใชในการหาคําตอบเชิงตัวเลขของ
สมการเชิงอนุพันธยอย ซ่ึงมหีลักการดังนี ้

เมื่อฟงกชัน U  และอนุพันธของฟงกชัน U  เปนฟงกชันตอเนือ่งในชวงจํากดั จากการ
กระจายอนุกรมเทยเลอรของ U(x+h) รอบจุด x จะไดวา  

...)x(Uh
6
1)x(Uh

2
1)x(Uh)x(U)hx(U 32 +′′′+′′+′+=+                       (2-16) 

และจากการกระจายอนุกรมเทยเลอรของ U(x-h) รอบจุด x จะไดวา 
 ...)x(Uh

6
1)x(Uh

2
1)x(Uh)x(U)hx(U 32 +′′′−′′+′−=−                           (2-17) 

นําสมการ (2-16)+(2-17) จะไดวา 
 )h(O)x(Uh)x(U2)hx(U)hx(U 42 +′′+=−++                                      (2-18) 

เมื่อ  )h(O 4  แทนตั้งแตเทอม 4h  เปนตนไป 

 ( ))hx(U)x(U2)hx(U
h
1~

dx
Ud)x(U 2

xx
2

2
−+−+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′′

=

                          (2-19) 

ซ่ึงมีความคลาดเคลื่อน )h(O 2  

นําสมการ (2-16)-(2-17) และตัดเทอม 3h  เปนตนไป จะได 
    ( ))hx(U)hx(U

h2
1~

dx
dU)x(U

xx
−−+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

=

                                        (2-20) 

ซ่ึงมีความคลาดเคลื่อน )h(O 2  
จากสมการ (2-20) เปนคาประมาณของความชันของเสนสัมผัสเสนโคงที่จุด P ซ่ึงประมาณ

ดวยคอรด AB เรียกวา Central-difference และเราสามารถประมาณคาของความชันของเสน
สัมผัสเสนโคงที่จุด P ดวยความชันของคอรด PB เรียกวา Forward-difference ดังนี้ 
                       ( ))x(U)hx(U

h
1~)x(U −+−′                                                 (2-21) 
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หรือประมาณคาของความชันของเสนสัมผัสเสนโคงที่จุด P ดวยความชันของคอรด AP เรียกวา 
backward-difference ดังนี้ 
            ( ))hx(U)x(U

h
1~)x(U −−−′                                                 (2-22) 

 
ภาพที่ 2-1  แสดงภาพประกอบหลักการ Finite difference method 

 
จากสมการ (2-16) และ (2-17) ทําใหไดสมการ (2-21) และ (2-22) โดยมองขามตั้งแตเทอม 2h  
เปนตนไป  ดังนั้นจะไดวา Forward-difference และ Backward-difference มีความคลาดเคลื่อน 

)h(O  
 
สัญลักษณสําหรับฟงกชนัท่ีมีหลายตัวแปร 

ให U เปนฟงกชันที่มีตัวแปรอิสระเปน x และ t และแบงระนาบ x-t เปนชองสี่เหล่ียมผืนผา
ที่มีขนาดเทาๆกัน โดยที่ kt,hx =∆=∆  ซ่ึงกําหนดให ,...2,1,0i,ihx i ±±==  และ 

,...2,1,0j,jky j ==  ดังแสดงในภาพที่ 2-2 

x x+h x-h x 

u(x-h) u(x) u(x+h) A 

P

B

0 

u(x) 
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ภาพที่ 2-2  แสดงภาพประกอบการแบงระนาบ x-t ของ Finite difference method 

 
ใหคาของ U ในแตละจุด P(ih,jk) แทนดวย 

j,iP U)jk,ih(UU ==  

ดังนั้นจากสมการ (2-19) จะได 
( ) ( ) ( )

2
j,i

2

2

P
2

2

h
jk,h)1i(Ujk,ihU2jk,h)1i(U~

x
U

x
U −+−+

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂  

ดังนั้น      

                                     2
j,1ij,ij,1i

2

2

h

UU2U~
x
U −+ +−
−

∂
∂                                             (2-23) 

ซ่ึงมีความคลาดเคลื่อน )h(O 2  
ในทํานองเดียวกัน 

      2
1j,ij,i1j,i

j,i
2

2

k

UU2U~
t
U −+ +−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂                                             (2-24) 

ซ่ึงมีความคลาดเคลื่อน )k(O 2  

ดังนั้นสัญลักษณของการประมาณคาแบบ Forward-difference สําหรับ 
t
U
∂
∂  ที่จุด P คือ 

   
k

UU~
t
U j,i1j,i −
−

∂
∂ +                                                            (2-25) 

ซ่ึงมีความคลาดเคลื่อน O(k) 
 

k

xih 

jk 

i,j+1 

i-1,j i,j i+1,j 

i,j-1 

P(ih,jk) 

t 

h
0 
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เงื่อนไขของการลูเขาของคําตอบจากการใชวิธีการ finite difference เพื่อประมาณคาคําตอบของ
สมการเชิงอนพุันธยอยแบบเชิงเสน 

ให  U เปนคําตอบเชิงวิเคราะหของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบเชิงเสน  
        u  เปนคําตอบเชิงตัวเลขของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบเชิงเสนที่ไดจากการใช 
             Finite difference method 

พิจารณาสมการ 

                                  0t,1x0,
x
U

t
U

2

2
><<

∂
∂

=
∂
∂                        (2-26) 

โดยทราบคา U สําหรับ 1x0 ≤≤  เมื่อ t=0 ,  x = 0  และ x = 1 เมื่อ t>0 
จาก Finite difference method ดังนั้นจากสมการ (2-26) จะได 

                         2
j,1ij,ij,1ij,i1j,i

h

uu2u
k

uu +−+ +−
=

−
                                        (2-27) 

ให  e แทนคาแตกตางระหวาง U กับ u  

ดังนั้น                                
                                                 e = U-u 
เพราะฉะนั้น     
                                                   1j,i1j,i1j,ij,ij,ij,i eUu,eUu +++ −=−=  
ดังนั้นจากสมการ (2-27) จะได 

                  j,i1j,ij,1ij,ij,1i1j,i UUree)r21(ree −++−+= ++−+  
                                         )UUU2(r j,1ij,1ij,i +− −−+                                (2-28) 
เมื่อ                                                  
                                                        2h

kr =  

จากการกระจายอนุกรมเทยเลอร จะไดวา  
)t,hx(

x
U

!2
h

x
UhU)t,hx(UU j1i

2

22

j,i
j,ijij,1i

θ+

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+=+=+  

)t,hx(
x
U

!2
h

x
UhU)t,hx(UU j2i

2

22

j,i
j,ijij,1i

θ−

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=−=−  

         )kt,x(
t
UkU)kt,x(UU 3ji

j,iji1j,i
θ+

∂
∂

+=+=+  

เมื่อ  10,10 21 <θ<<θ<  และ 10 3 <θ<  
แทนคาในสมการ (2-28) จะได 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ θ+

∂
∂

−
θ+

∂
∂

+

+−+= +−+

)t,hx(
x
U)kt,x(

t
Uk

ree)r21(ree

j4i
2

2
3ji

j,1ij,ij,1i1j,i

           (2-29) 

เมื่อ    11 4 <θ<−  
ให   jE  เปนคาทีม่ากสุดของ j,ie   

และ M เปนคาที่มากสุดของ  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ θ+

∂
∂

−
θ+

∂
∂ )t,hx(

x
U)kt,x(

t
U j4i

2

2
3ji  

เมื่อ
2
1r ≤  จะไดวาสัมประสิทธิ์ของ e ในสมการ (2-28) เปนบวกหรือศนูยดงันั้น 

                 kMere)r21(ere j,1ij,ij,1i1j,i ++−+≤ +−+  
                        kMrEE)r21(rE jjj ++−+≤  
                         kME j +=  
จะไดวา 
                   kM2EkM)kME(kMEE 1j1jj1j +=++≤+≤ −−+  
ดังนั้น 
                     tMjkMEE 0j =+≤  
เพราะวาคาเริ่มตนของ u และ U มีคาเทากันดังนัน้ 0E0 =  เมื่อ h เขาใกลศนูย, 2rhk = เขาใกล
ศูนยดังนั้นจะได M คือ 

j,i
2

2

x
U

t
U

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂  

เมื่อ U เปนคําตอบเชิงวิเคราะหของสมการ (2-26) ดังนั้น j,iE  เปนศูนย   
จาก  jj,ij,i EuU ≤−  ดังนั้น u จะลูเขาหา U เมื่อ h เขาใกลศูนย  สําหรับ 

2
1r0 ≤<  

เพราะฉะนั้น u จะลูเขาหา U เมื่อ h เขาใกลศูนย  สําหรับ 
2
1

h
k0 2 ≤<   

 
ตัวอยาง  การใช Finite difference method หาคําตอบของสมการ 

                   2

2

x
U

t
U

∂
∂

=
∂
∂                                                            (2-30) 

เมื่อ      
2
1x0,x2U)1( ≤≤=  

   1x
2
1),x1(2U)2( ≤≤−=  

ดังนั้นจะไดวา      
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2
j,1ij,ij,1ij,i1j,i

h

UU2U
k

UU −++ +−
=

−
                   

           ( ) j,ij,1ij,ij,1i21j,i UUU2U
h
kU ++−= −++                 (2-31) 

โดยที่คาขอบ  คือ  U=0 เมื่อ x=0 และ x=1  สําหรับ t>0 

และคาเริ่มตน คือ  U=2x เมื่อ 
2
1x0 ≤≤  และ )x1(2U −= เมื่อ 1x

2
1

≤≤  สําหรับ t=0 

ให      
1000

1k,
10
1h ==  

จะได   
10
1

h
k

2 =   ซ่ึงคา  
2
1

h
k

2 <   

ดังนั้นจากสมการ (2-31) จะไดวา 
    ( )j,1ij,ij,1i1j,i UU8U

10
1U +−+ ++=  

ดังนั้นจะไดคา U ดังตาราง (2-1) 

 
ตารางที่ 2-1 แสดงคา U จากการหาคําตอบเชิงตัวเลขของสมการ 2

2

x
U

t
U

∂
∂

=
∂
∂  ที่ t = 0-0.02  

 i=0 
x=0 

i=1 
x=0.1 

i=2 
x=0.2 

i=3 
x=0.3 

i=4 
x=0.4 

i=5 
x=0.5 

i=6 
x=0.6 

j=0,t=0.000 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000 0.8000 
j=1,t=0.001 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 0.9600 0.8000 
j=2,t=0.002 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.7960 0.9280 0.7960 
j=3,t=0.003 0 0.2000 0.4000 0.5996 0.7896 0.9016 0.7896 
j=4,t=0.004 0 0.2000 0.4000 0.5986 0.7818 0.8792 0.7818 
j=5,t=0.005 0 0.2000 0.3999 0.5971 0.7732 0.8597 0.7732 

M         
j=10,t=0.01 0 0.1996 0.3968 0.5822 0.7281 0.7867 0.7281 

M         
j=20,t=0.02 0 0.1938 0.3781 0.5373 0.6486 0.6891 0.6486 

    



บทที่ 3 

วิธีการดําเนินการวิจัย 
 

ในบทนี้เราจะทําการหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมี
แหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสน ที่อยูในรูป 

3
3

2
210 ucucucc +++  

ดังนั้นสมการที่สนใจคือ               
0ucucuccuu 3

3
2

210xxt =−−−−−  
โดยที่มีสมการความรอนหลายสมการที่ อยู ในรูปนี้  เชน   สมการ   Zel’dovich-Frank-

Kamenestsky ,  สมการ Burger-Huxley และสมการ Fitzhugh-Nagumo เปนตน 
 
3.1  การหาคําตอบในรปูการเคลื่อนตัวของคล่ืนโดยใช  Repeated homogeneous balance 
method 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการหาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอน 
ซ่ึงมีแหลงกําเนิดความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสนซึ่งอยูในรูป 

0ucucuccuu 3
3

2
210xxt =−−−−−                                     (3-1) 

โดยใช Repeated homogeneous balance method ซ่ึงวิธีการดังกลาวไดแสดงไวแลวในหวัขอ 
2.1 ดังนั้นจากสมการ (3-1)  
พิจารณาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นในรูป 

        )(u)t,x(u ξ=     โดย     dltkx ++=ξ                                 (3-2) 
เมื่อ  k,l,d  เปนคาคงที่ใดๆ 
ดังนั้นจากสมการที่ (3-1) จะได 

0ucucuccukul 3
3

2
210

2 =−−−−′′−′                              (3-3) 
จากตัวอยางในหัวขอ 2.1 มีการอินทิเกรตสมการหนึ่งครั้ง แตสําหรับงานวิจัยนี้จะไมมกีารอินทิเกรต
สมการ (3-3) เนื่องจากถาทําการอินทิเกรตสมการ (3-3) แลวจะไมสามารถทําการ balance 

ระหวางกําลังของอนุพันธที่มีอันดับสูงสุด กับกําลังสูงสุดของเทอม nonlinear ตามขั้นตอนใน
หัวขอ 2.1 ได 
จากนั้นใหคําตอบของสมการที่ (3-3) อยูในรูป   

∑ φ=
=

n

0i

i
iqu                                                                         (3-4) 
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โดยที่ iq  เปนคาคงที่ใดๆและ φ  เปนคําตอบของสมการริกคาตี 
ca 2 +φ=φ′                                                              (3-5) 

ให  n = 1  เพือ่ทําใหเลขยกกําลังของ φ  ของอนุพันธอันดบัสูงสุดซึ่งคือ u ′′  กับเทอมกําลังสูงสุด 
ของ u ซ่ึงคือ 3u  เทากัน 
ดังนั้น       
                                    φ+= 10 qqu                                                                       (3-6) 

จะไดวา  
            1

2
1

2
11 cqaq)ca(qqu +φ=+φ=φ′=′  

            φ+φ=+φφ=φ′φ=′′ 1
3

1
22

11 acq2qa2)ca(aq2aq2u  
            22

110
2
0

2 qqq2qu φ+φ+=  

            33
1

22
101

2
0

3
0

3 qqq3qq3qu φ+φ+φ+=  

แทนในสมการ (3-3)  
ดังนั้น

01
3

1
22

1
2

1
3

3
2

210
2 c)acq2qa2(k)cqaq(lucucuccukul −φ+φ−+φ=−−−−′′−′  

                                            )qqq2q(c)qq(c 22
110

2
02101 φ+φ+−φ+−  

                                            )qqq3qq3q(c 33
1

22
101

2
0

3
03 φ+φ+φ+−  

01
23

1
22

1
2

1 cqack2qka2clqalq −φ−φ−+φ=                
                                                                             22

12102
2
021101 qcqqc2qcqcqc φ−φ−−φ−−  

                                             33
13

22
1031

2
03

3
03 qcqqc3qqc3qc φ−φ−φ−−  

                                          qqc3qcalq()qcqka2( 03
2
121

33
131

22 −−+φ−−=  
                                             φ−−−−+ )qqc3qqc2qcqack2( 1

2
03102111

2  
                                             0)qcqcqccclq( 3

03
2
020101 =−−−−+         (3-7) 

การที่ (3-7) จะเปนจริงในทกุคา ξ  ของ )(ξφ  เมื่อสัมประสิทธิ์ของ iφ  )3,2,1,0i( =  เปนศูนย
ดังนั้นจะได 
                                                  0qcqka2 3

131
22 =−−  

                                  0qqc3qcalq 2
103

2
121 =−−  

0qqc3qqc2qcqack2 1
2
03102111

2 =−−−−  
                  0qcqcqccclq 3

03
2
020101 =−−−−  

หาคา l,k,q,q 10 โดยใช MATLAB  
และจากสมการริกคาตี (3-5) หาคา φ โดยใหคําตอบของสมการอยูในรูป 

∑ ξ=φ
=

m

0i

i
i tanhb    
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โดยที่  ib  เปนคาคงที่ใดๆ    
ให  m=1 เพื่อทําใหเลขยกกาํลังของ ξtanh  ของอนุพันธอันดบัสูงสุดซึ่งคือ φ′  กับเทอมกําลัง
สูงสุดของ φ  ซ่ึงคือ 2φ  เทากัน 
ดังนั้น 
    ξ+=φ tanhbb 10  
จะไดวา 
  )tanh1(bhsecb 2

1
2

1 ξ−=ξ=φ′  
                                         ξ+ξ+=φ 22

110
2
0

2 tanhbtanhbb2b  
แทนคาในสมการที่ (3-5) 
                ctanhabtanhbab2ab)tanh1(bca 22

110
2
0

2
1

2 −ξ−ξ−−ξ−=−φ−φ′  
     ξ−+ξ−−= tanh)bab2(tanh)abb( 10

22
11                       

                                 0)cabb( 2
01 =−−+                                                       (3-8) 

การที่ (3-8) จะเปนจริงในทกุคา ξ  ของ )(ξφ  เมื่อสัมประสิทธิ์ของ ξitanh  )2,1,0i( =  เปน
ศูนยดังนั้นจะได 
                  0abb 2

11 =−−  
                   0bab2 10 =−  
                0cabb 2

01 =−−  
หาคา 10 b,b  โดยใช MATLAB จะได 
                                         0b0 =  
                                         

a
1cb1 −==  

ดังนั้นจะไดวา  
                           ξ−=ξ=φ tanh

a
1tanhc  

เมื่อ      1ac −=  
จากนั้นแทนคา  φ,q,q 10  ในสมการที่  (3-6)  
จะได u ซ่ึงเปนคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่น ดังจะแสดงไวในภาคผนวก  ก     
นอกจากนี้ยังสามารถกําหนดใหคําตอบของสมการ (3-5) อยูในรูปอื่นๆไดอีกเชน 
ใหคําตอบของสมการ (3-5) อยูในรูป 
 ∑ ξξ+ξ=φ

=

−m

0i

1i
i

i
i ))(g)(fB)(fA(   

เมื่อ 
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rcosh
sinh)(g,

rcosh
1)(f

+ξ
ξ

=ξ
+ξ

=ξ  

โดยที่  r,B,A ii  เปนคาคงที่ใดๆ 
และ       
                                  )(g)(f)(f ξξ−=ξ′  
                                  )(rf)(g1)(g 2 ξ−ξ−=ξ′  
                                  )(f)1r()(rf21)(g 222 ξ−+ξ−=ξ  
ให  m=1 เพื่อทําใหเลขยกกาํลังของ )(g)(f ξξ  ของอนุพันธอันดบัสูงสุดซึ่งคือ φ′  กับเทอมกําลัง
สูงสุดของ φ  ซ่ึงคือ 2φ  เทากัน 
ดังนั้น     
                                         )(gB)(fAA 110 ξ+ξ+=φ  
จะไดวา   
                                         ))(gB)(fAA( 110 ′ξ+ξ+=φ′  
     )(gB)(fA 11 ξ′+ξ′=  
     ))(rf)(g1(B))(g)(f(A 2

11 ξ−ξ−+ξξ−=  
     )(rfB)(gBB)(g)(fA 1

2
111 ξ−ξ−+ξξ−=  

     )(rfB))(f)1r()(rf21(BB)(g)(fA 1
22

111 ξ−ξ−+ξ−−+ξξ−=  

                               
)(rfB

)(fB)1r()(rfB2BB)(g)(fA

1

2
1

2
1111

ξ−
ξ−−ξ+−+ξξ−=  

     )(fB)1r()(frB)(g)(fA 2
1

2
11 ξ−−ξ+ξξ−=  

                                        2
110

2 ))(gB)(fAA( ξ+ξ+=φ  

     
)(g)(fBA2

)(gBA2)(fAA2)(gB)(fAA

11

1010
22

1
22

1
2
0

ξξ+
ξ+ξ+ξ+ξ+=  

     
)(g)(fBA2)(gBA2

)(fAA2))(f)1r()(rf21(B)(fAA

1110

10
222

1
22

1
2
0

ξξ+ξ+
ξ+ξ−+ξ−+ξ+=  

                                             
)(g)(fBA2)(gBA2)(fAA2

)(fB)1r()(frB2B)(fAA

111010

22
1

22
1

2
1

22
1

2
0

ξξ+ξ+ξ+
ξ−+ξ−+ξ+=  

แทนคาในสมการที่ (3-5)  

                        

c))(g)(fBA2
)(gBA2)(fAA2)(fB)1r(

)(frB2B)(fAA(a)(rfB

)(fB)1r()(rfB2BB)(g)(fAca

11

1010
22

1
2

2
1

2
1

22
1

2
01

2
1

2
1111

2

−ξξ+
ξ+ξ+ξ−+

ξ−+ξ+−ξ−

ξ−−ξ+−+ξξ−=−φ−φ′
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c)(g)(fBaA2
)(gBaA2)(fAaA2)(fB)1r(a

)(farB2aB)(faAaA)(rfB

)(fB)1r()(rfB2BB)(g)(fA

11

1010
22

1
2

2
1

2
1

22
1

2
01

2
1

2
1111

−ξξ−
ξ−ξ−ξ−−

ξ+−ξ−−ξ−

ξ−−ξ+−+ξξ−=

 

    
c)(g)(fBaA2)(gBaA2)(fAaA2

)(fB)1r(a)(farB2aB)(faAaA

)(rfB)(fB)1r()(rfB2)(g)(fA

111010

22
1

22
1

2
1

22
1

2
0

1
2

1
2

11

+ξξ+ξ+ξ+
ξ−+ξ−+ξ++

ξ+ξ−+ξ−ξξ=

 

    
)(f)AaA2arB2rBrB2(

)(g)(f)BaA2A(
)(f)B)1r(aB)1r(aA(

10
2
111

111

22
1

2
1

22
1

ξ+−+−+

ξξ++
ξ−+−+=

 

                                 0caBaA)(g)BaA2( 2
1

2
010 =+++ξ+                           (3-9) 

การที่ (3-9) จะเปนจริงในทกุคา ξ  ของ )(ξφ  เมื่อสัมประสิทธิ์ของ )(g)(f ji ξξ  
)1,0j;2,1,0i( ==  เปนศูนยดังนัน้จะได 

 0B)1r(aB)1r(aA 2
1

2
1

22
1 =−+−+  

                      0BaA2A 111 =+  
0AaA2arB2rBrB2 10

2
111 =+−+−  

                            0BaA2 10 =  
                                0caBaA 2

1
2
0 =++  

หาคา 110 B,A,A  โดยใช MATLAB จะได 

            

4
1ac

a2
1B

a4
1rA

0A

1

2

2

1

0

−=

−=

−
±=

=

 

ดังนั้น   
rcosh

sinh1r
a2

1
rcosh

sinh
a2

1
rcosh

1
a4

1r 2

2

2

+ξ
ξ−−±

=
+ξ
ξ

−
+ξ

−
±=φ  

แทนคา  φ,q,q 10   ในสมการที่  (3-6) 
จะได u ซ่ึงเปนคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นซึ่งจะแสดงไวในภาคผนวก  ข    
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3.1.1  การทดสอบคําตอบเชิงวิเคราะหทีห่าได 
ในที่นี้จะทดสอบคําตอบเชิงวิเคราะหที่หาไดจากการใช Repeated homogeneous 

balance method กับสมการ Zel’dovich-Frank-Kamenestsky มีรูปสมการเปน 
0uuuu 32

xxt =+−−  
ดังนั้นจาก (3-1) แสดงวาคา 1c,1c,0c,0c 3210 −====   

แทนคา 3210 c,c,c,c   ในคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นซึ่งแสดงไวใน
ภาคผนวก  ก  ดังนั้นจะไดคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ 
Zel’dovich-Frank-Kamenestsky คือ 

                   

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

ξ
−=

ξ
+=

ξ
−=

ξ
+=

2
)tanh(

2
1u

2
)tanh(

2
1u

2
)tanh(

2
1u

2
)tanh(

2
1u

4
4

3
3

2
2

1
1

                                               (3-10) 

โดยที่           
                                                 dt

4
1x

22
1

1 ++−=ξ  

    dt
4
1x

22
1

2 +−−=ξ  

         dt
4
1x

22
1

3 ++=ξ  

          dt
4
1x

22
1

4 +−=ξ  

และเมื่อแทนคา 3210 c,c,c,c  ในคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นซึ่งแสดงไว
ในภาคผนวก ข จะไดคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ Zel’dovich-

Frank-Kamenestsky  คือ         

                                         

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

+ξ
ξ−−

+=

+ξ
ξ−−

−=

+ξ
ξ−−

+=

+ξ
ξ−−

−=

)r)(cosh(2
)sinh(1r

2
1u

)r)(cosh(2
)sinh(1r

2
1u

)r)(cosh(2
)sinh(1r

2
1u

)r)(cosh(2
)sinh(1r

2
1u

4

4
2

4

3

3
2

3

2

2
2

2

1

1
2

1

                                  (3-11) 
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 โดยที่           
                                                dt

2
1x

2
1

1 ++−=ξ  

   dt
2
1x

2
1

2 +−−=ξ  

   dt
2
1x

2
1

3 ++=ξ  

          dt
2
1x

2
1

4 +−=ξ  

และสามารถหาความเร็วของสมการขางตน ไดดังนี ้
จากบทที่ 2 ความเร็วในการเคลื่อนตัวของคลื่นเทากับ 

k
l  

แทนคา 3210 c,c,c,c  ใน k,l   ซ่ึงอยูในภาคผนวก ก 

ดังนั้นจะไดวาสมการขางตนมีความเร็วในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน 
2
2  

ซ่ึงสมการ Zel’dovich-Frank-Kamenestsky มีการหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการ
เคลื่อนตัวของคลื่นไวแลว โดยกลาวไวในงานวิจัยของ Giuggioli, Kalay and Kenkre (2006)   
มีคําตอบเปน   
                                                

2
1

e1

1)(u
ξ

+

=ξ                                              (3-12) 

เมื่อ         

                                                      t
2
1x −=ξ  

และมีความเรว็ในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน 
2
2  

โดยจะนําผลของคําตอบเชิงวิเคราะหนี้ มาเปรียบเทียบกับผลของคําตอบเชิงวิเคราะหจากการ
ใช Repeated homogeneous balance method เพื่อแสดงความถูกตองของคําตอบเชิงวิเคราะหที่
ไดจากการใช Repeated homogeneous balance method โดยจะแสดงผลการเปรียบเทียบในบทที่ 4  

จากนั้นทําการทดสอบคําตอบเชิงวิเคราะหที่หาไดกับสมการที่ยังไมทราบคําตอบเชิง
วิเคราะห  ดังนั้นในการทดสอบนี้จะใชคําตอบเชิงตัวเลขเพื่อตรวจสอบความถูกตองของคําตอบเชิง
วิเคราะหที่ได  ซ่ึงจะแสดงการหาคําตอบเชิงตัวเลขในหัวขอถัดไปและแสดงผลการเปรียบเทียบใน
บทที่ 4 
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โดยจะทดสอบคําตอบเชิงวิเคราะหที่ได กับสมการที่อยูในรูป 
  0uuu1uu 32

xxt =++−−−  

ซ่ึงกรณีนี้ไมทราบคําตอบเชิงวิเคราะหวาอยูในแบบใด 
ดังนั้นจาก (3-1) แสดงวาคา 1c,1c,1c,1c 3210 −=−===   

แทนคา 3210 c,c,c,c   ในคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นซึ่งแสดงไวใน
ภาคผนวก  ก  ดังนั้นจะไดคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการดังกลาวคือ 

   

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

ξ−=
ξ−=

ξ=
ξ=

)tanh(u
)tanh(u

)tanh(u
)tanh(u

44

33

22

11

                                                  (3-13) 

โดยที่            

                                            dtx
2

1
1 ++−=ξ  

    dtx
2

1
2 ++=ξ  

    dtx
2

1
3 +−−=ξ  

         dtx
2

1
4 +−=ξ  

แทนคา 3210 c,c,c,c  ใน k,l   ซ่ึงอยูในภาคผนวก ก 
ดังนั้นจะไดวาสมการขางตนมีความเร็วในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน  2  
และเมื่อแทนคา 3210 c,c,c,c  ในคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นซึ่งแสดงไว
ในภาคผนวก ข จะไดคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลือ่นตัวของคลื่นของสมการดังกลาวคือ 

    

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

+ξ
ξ−−

=

+ξ
ξ−−

=

+ξ
ξ−−

−=

+ξ
ξ−−

−=

r)cosh(
)sinh(1ru

r)cosh(
)sinh(1r

u

r)cosh(
)sinh(1ru

r)cosh(
)sinh(1ru

4

4
2

4

3

3
2

3

2

2
2

2

1

1
2

1

                                      (3-14) 

โดยที่             

                                             dt2x21 ++−=ξ  
     dt2x22 ++=ξ  
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                                             dt2x23 +−−=ξ  

          dt2x24 +−=ξ  

แทนคา 3210 c,c,c,c  ใน k,l   ซ่ึงอยูในภาคผนวก ก 
ดังนั้นจะไดวาสมการขางตนมีความเร็วในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน  2  
ซ่ึงจะแสดงกราฟของคําตอบไวในบทที่ 4 

3.2  การหาคําตอบในรปูการเคลื่อนตัวของคล่ืนโดยวิธีการเชิงตัวเลข (Finite difference 
method) 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการหาคําตอบเชิงตัวเลขในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความ
รอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสนโดยใช Finite difference method ซ่ึงเปนวิธีการ
ที่ใชในการหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธยอย  เพื่อนําคําตอบที่ไดจากวิธีการนี้มาเปรียบเทียบกบั
การหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นจากการใช Repeated homogeneous 

balance method  โดยในที่นี้จะใช  Forward-difference ซ่ึงมีสูตรดังนี้ 

     
k

uu
t
u j,i1j,i −
=

∂
∂ +  

    2
j,1ij,ij,1i

2

2

h

uu2u

x
u −+ +−
=

∂
∂  

ดังนั้นจากสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสนซึ่งอยูในรูป 
                     0ucucuccuu 3

3
2

210xxt =−−−−−                                (3-15) 
จะไดวา 
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3
j,i3

2
j,i2j,i10j,1ij,ij,1i2j,i1j,i ukcukcukckc)uu2u(

h
kuu +++++−=− −++

3
j,i3

2
j,i2j,i10j,1ij,ij,1i2j,i1j,i ukcukcukckc)uu2u(

h
kuu +++++−+= −++              (3-16) 

 
เนื่องจากไมไดมีการวิเคราะหเงื่อนไขของการลูเขาของคําตอบจากการใช Finite difference 

method เพื่อประมาณคาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสน แตจากสมการเชิง
อนุพันธยอยแบบเชิงเสนมีเงื่อนไขของการลูเขาของคําตอบคือ 

2
1

h
k0 2 ≤<  ดังนั้นจึงเลือก h,k ที่

ทําใหคา  
2
1

h
k

2 <<   
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ซ่ึงจะใชวิธีการนี้ในการหาคาํตอบเชิงตัวเลขของสมการ 
0uuuu 32

xxt =+−−  
จาก (3-16) แสดงวา  1c,1c,0c,0c 3210 −====   
จะไดวา    

3
j,i

2
j,ij,1ij,ij,1i2j,i1j,i kuku)uu2u(

h
kuu −++−+= −++  

 
และสมการ 

0uuu1uu 32
xxt =++−−−  

จาก (3-16) แสดงวา  1c,1c,1c,1c 3210 −=−===  
จะไดวา  

3
j,i

2
j,ij,ij,1ij,ij,1i2j,i1j,i kukukuk)uu2u(

h
kuu −−+++−+= −++  

จากนั้นเปรียบเทียบผลที่ไดกบัคําตอบเชิงวิเคราะห ซ่ึงจะแสดงผลการเปรียบเทียบไวในบทที่ 4 



บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

 
 ในบทนี้จะกลาวถึงการแสดงผลของคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นและ
คําตอบเชิงตัวเลขในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอน
แบบไมเชิงเสน โดยจะแสดงผลในรูปกราฟของคําตอบ 
 
4.1  คําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคล่ืนของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความ 
รอนแบบไมเชงิเสน 
 ในหัวขอนี้ไดแสดงผลของคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความ
รอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสน โดยใช Repeated homogeneous balance 

method ซ่ึงไดแสดงการหาคําตอบไวในหัวขอ 3.1  
4.1.1  คําตอบเชิงวิเคราะหของสมการ Zel’dovich-Frank-Kamenestsky  

0uuuu 32
xxt =+−−  

สามารถแสดงคําตอบได 2 รูปแบบดังนี ้                                              
รูปแบบที่ 1        โดยให   ∑ ξ=φ

=

m

0i

i
i tanhb  

โดยที่  ib  เปนคาคงที่ใดๆ 
ซ่ึงจะได  

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

ξ
−=

ξ
+=

ξ
−=

ξ
+=

2
)tanh(

2
1u

2
)tanh(

2
1u

2
)tanh(

2
1u

2
)tanh(

2
1u

4
4

3
3

2
2

1
1

                                          (4-1) 

โดยที่          
                                          dt

4
1x

22
1

1 ++−=ξ  

  dt
4
1x

22
1

2 +−−=ξ  
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  dt
4
1x

22
1

3 ++=ξ  

            dt
4
1x

22
1

4 +−=ξ  

และมีความเรว็ในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน  
2
2  

ซ่ึงสามารถแสดงกราฟของคาํตอบไดดังนี ้
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ภาพที่ 4-1  แสดงคําตอบเชิงวิเคราะหของ 41 u,u  จากสมการ (4-1) 
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ภาพที่ 4-2  แสดงคําตอบเชิงวิเคราะหของ 32 u,u  จากสมการ (4-1) 

 
รูปแบบที่ 2       โดยให  ∑ ξξ+ξ=φ

=

−m

0i

1i
i

i
i ))(g)(fB)(fA(  

เมื่อ 

rcosh
sinh)(g,

rcosh
1)(f

+ξ
ξ

=ξ
+ξ

=ξ  

โดยที่  r,B,A ii  เปนคาคงที่ใดๆ 
ซ่ึงจะได  
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                               (4-2) 
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โดยที่          
                                          dt

2
1x

2
1

1 ++−=ξ  

  dt
2
1x

2
1

2 +−−=ξ  

  dt
2
1x

2
1

3 ++=ξ  

                   dt
2
1x

2
1

4 +−=ξ  

และมีความเรว็ในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน  
2
2  

ซ่ึงสามารถแสดงกราฟของคาํตอบไดดังนี ้
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ภาพที่ 4-3  แสดงคําตอบเชิงวิเคราะห  ของ 41 u,u  จากจากสมการ (4-2) 
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ภาพที่ 4-4  แสดงคําตอบเชิงวิเคราะหของ 32 u,u  จากสมการ (4-2) 

 
 
ซ่ึงคําตอบเชิงวิเคราะหในรปูการเคลื่อนตัวของคล่ืนของสมการขางตนนี้จาก (3-12)  คือ 
  

2
1

e1

1)(u
ξ

+

=ξ  

เมื่อ         

                                                     t
2
1x −=ξ  

และมีความเรว็ในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน 
2
2  

สามารถแสดงกราฟของคําตอบไดดังนี ้
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ภาพที่ 4-5  แสดงคําตอบเชิงวิเคราะหจากสมการ (3-12) 

 
และเมื่อทําการเทียบคําตอบเชิงวิเคราะหจากการใช Repeated homogeneous balance method 

และคําตอบเชงิวิเคราะหจาก (3-12) จะได 
 
ตารางที่ 4-1  แสดงการเทยีบคําตอบเชิงวิเคราะหจากการใช Repeated homogeneous balance  

                    method และคําตอบเชิงวิเคราะหจาก (3-12) 
คา  x  เมื่อ  t=0 , 

d=0 

คําตอบเชิงวิเคราะห 
1u จาก (4-1) 

คําตอบเชิงวิเคราะห 
1u จาก (4-2) 

คําตอบเชิงวิเคราะห 
จาก (3-12) 

0 0.5000 0.5000 0.5000 
0.5 0.4125 0.4125 0.4125 
1.0 0.3302 0.3302 0.3302 
1.5 0.2572 0.2572 0.2572 
2.0 0.1956 0.1956 0.1956 
2.5 0.1458 0.1458 0.1458 
3.0 0.1070 0.1070 0.1070 
3.5 0.0766 0.0766 0.0766 
4.0 0.0558 0.0558 0.0558 
4.5 0.0398 0.0398 0.0398 
5.0 0.0283 0.0283 0.0283 
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ดังนั้นจะเห็นวาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิด
ความรอนแบบโพลิโนเมียลดีกรีสามของตัวแปรตาม (U) ที่หาไดจากการใช Repeated 

homogeneous balance method มีคาเทากับคําตอบเชิงวิเคราะหจาก (3-12)  
 

4.1.2  คําตอบเชิงวิเคราะหของ  0uuu1uu 32
xxt =++−−−  

สามารถแสดงคําตอบได 2 รูปแบบดังนี ้                                              
รูปแบบที่ 1        โดยให                ∑ ξ=φ

=

m

0i

i
i tanhb  

โดยที่  ib  เปนคาคงที่ใดๆ 
ซ่ึงจะได       

        

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

ξ−=
ξ−=

ξ=
ξ=

)tanh(u
)tanh(u

)tanh(u
)tanh(u

44

33

22

11

                                               (4-3) 

โดยที ่              

                                                 dtx
2

1
1 ++−=ξ  

        dtx
2

1
2 ++=ξ  

        dtx
2

1
3 +−−=ξ  

             dtx
2

1
4 +−=ξ  

และมีความเรว็ในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน  2  
ซ่ึงสามารถแสดงกราฟของคาํตอบไดดังนี ้
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ภาพที่ 4-6  แสดงคําตอบเชิงวิเคราะห ของ 41 u,u  จากสมการ (4-3) 
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ภาพที่ 4-7  แสดงคําตอบเชิงวิเคราะหของ 32 u,u  จากสมการ (4-3) 
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รูปแบบที่ 2       โดยให              ∑ ξξ+ξ=φ
=

−m
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i
i ))(g)(fB)(fA(  

เมื่อ 
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ξ

=ξ
+ξ

=ξ  

โดยที่  r,B,A ii  เปนคาคงที่ใดๆ 
ซ่ึงจะได           
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                       (4-4) 

โดยที ่        
                                                 dt2x21 ++−=ξ  
         dt2x22 ++=ξ  
         dt2x23 +−−=ξ  

              dt2x24 +−=ξ  

และมีความเรว็ในการเคลื่อนตัวของคลื่นเปน  2  
ซ่ึงสามารถแสดงกราฟของคาํตอบไดดังนี ้
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ภาพที่ 4-8  แสดงคําตอบเชิงวิเคราะห  ของ 41 u,u  จากสมการ (4-4) 
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ภาพที่ 4-9  แสดงคําตอบเชิงวิเคราะหของ 32 u,u  จากสมการ (4-4) 
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และเมื่อทําการเทียบคําตอบเชิงวิเคราะหจากการใช Repeated homogeneous balance method 

จากสมการ (4-3) และ (4-4) จะได 
 
ตารางที่ 4-2  แสดงการเทยีบคําตอบเชิงวิเคราะหจากการใช Repeated homogeneous balance  

                    method ของสมการ (4-3) และ (4-4) 

คา  x  เมื่อ  t=0 , d=0 
คําตอบเชิงวิเคราะห 1u

จาก (4-3) 

คําตอบเชิงวิเคราะห 1u

จาก (4-4) 
0 0 0 

0.5 -0.3395 -0.3395 
1.0 -0.6089 -0.6089 
1.5 -0.785 -0.785 
2.0 -0.8884 -0.8884 
2.5 -0.9434 -0.9434 
3.0 -0.9717 -0.9717 
3.5 -0.9859 -0.9859 
4.0 -0.9930 -0.9930 
4.5 -0.9966 -0.9966 
5.0 -0.9983 -0.9983 

ดังนั้นจะเห็นวาคําตอบในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิด
ความรอนแบบโพลิโนเมียลดีกรีสามของตัวแปรตาม (U) ที่หาไดจากการใช Repeated 

homogeneous balance method ทั้งรูปแบบที่ 1 และรูปแบบที่ 2 มีคาเทากัน  
       
4.2  คําตอบเชิงตัวเลขในรปูการเคลื่อนตวัของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความ 
รอนแบบไมเชงิเสน 

ในหัวขอนี้ไดแสดงคําตอบเชิงตัวเลขในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมี
แหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสนโดยใชวิธีการเชิงตัวเลข Finite difference method ซ่ึงจาก
การหาคําตอบเชิงตัวเลขในหัวขอ 3.2 โดยให  h=0.4 และ k=0.02  จะได 

8
1

h
k

2 =  โดยที่ 

2
1

h
k0 2 ≤<  และไดผลของคําตอบดังนี้ 

 
พิจารณาสมการ               0uuuu 32

xxt =+−−    
 
4.2.1  เมื่อใหคาเริ่มตน เทากับ u จากการใช Repeated homogeneous balance method        

(ที่  t=0) ซ่ึงสามารถแสดงกราฟของคําตอบไดดัง ภาพที ่4-10 และภาพที่ 4-11 
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ภาพที่ 4-10  แสดงคําตอบเชิงตัวเลขเมื่อใหคาเริ่มตนเทากับ 1u  จากสมการ (4-1) 

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

X

U

t=0
t=5
t=10
t=15
t=20

 
ภาพที่ 4-11  แสดงคําตอบเชิงตัวเลขเมื่อใหคาเริ่มตนเทากับ 2u  จากสมการ (4-1) 
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และเมื่อนํากราฟของคําตอบที่ไดจากการใช Repeated homogeneous balance method 
กับ Finite difference method มาเปรียบเทียบกันจะเห็นวากราฟมีความใกลเคียงกันดังแสดงใน 
ภาพที่ 4-12 และ ภาพที่ 4-13 
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ภาพที่ 4-12  แสดงการเปรียบเทียบคําตอบเชิงวิเคราะหภาพที่ 4-1 กับคําตอบเชิงตัวเลขภาพที่ 4-10  

 
เมื่อ          __  แสดง Repeated homogeneous balance method 
         ---   แสดง Finite difference method                  
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ภาพที่ 4-13  แสดงการเปรียบเทียบคําตอบเชิงวิเคราะหภาพที่ 4-2 กับคําตอบเชิงตัวเลขภาพที่ 4-11  

 
เมื่อ          __  แสดง Repeated homogeneous balance method 
         ---   แสดง Finite difference method                  
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4.2.2  เมื่อใหคาเริ่มตน คือ u=1 เมื่อ 0x10 ≤≤−  และ u=0 เมื่อ 30x0 ≤<  
สําหรับ t=0 ซ่ึงสามารถแสดงกราฟของคาํตอบไดดังนี ้
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ภาพที่ 4-14  แสดงคาเริ่มตนจากหัวขอ 4.2.2 
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ภาพที่ 4-15  แสดงคําตอบเชิงตัวเลขเมื่อใหคาเริ่มตนในหัวขอ 4.2.2 

 
เมื่อ          __  แสดง Repeated homogeneous balance method 
         ---   แสดง Finite difference method                  

 
 
 
จากสมการ  0uuu1uu 32

xxt =++−−−  
  

4.2.3  เมื่อใหคาเริ่มตนเทากับ u ที่ t=0 จาก Repeated homogeneous balance method ซ่ึง
สามารถแสดงกราฟของคําตอบไดดัง ภาพที่ 4-16 และภาพที่  4-17 
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     ภาพที่ 4-16  แสดงคําตอบเชิงตัวเลขเมือ่ใหคาเริ่มตนเทากับ 1u  จากสมการ (4-3) 
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ภาพที่ 4-17  แสดงคําตอบเชิงตัวเลขเมื่อใหคาเริ่มตนเทากับ 2u  จากสมการ (4-3) 
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และเมื่อนํากราฟของคําตอบที่ไดจากการใช Repeated homogeneous balance method 
กับ  Finite difference method มาเปรียบเทียบกันจะเห็นวากราฟมีความใกลเคียงกันดังแสดงใน  
ภาพที่ 4-18 และ ภาพที่ 4-19 
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ภาพที่ 4-18  แสดงการเปรียบเทียบคําตอบเชิงวิเคราะหภาพที่ 4-6 กับคําตอบเชิงตัวเลขภาพที่ 4-16  

 
เมื่อ          __  แสดง Repeated homogeneous balance method 
         ---   แสดง Finite difference method                  
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ภาพที่ 4-19  แสดงการเปรียบเทียบคําตอบเชิงวิเคราะหภาพที่ 4-7 กับคําตอบเชิงตัวเลขภาพที่ 4-17  

 
 

เมื่อ          __  แสดง Repeated homogeneous balance method 
         ---   แสดง Finite difference method                  
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4.2.4  เมื่อใหคาเริ่มตน คือ u=1 เมื่อ 0x10 ≤≤−  และ u= -1 เมื่อ 30x0 ≤<  
สําหรับ t=0 ซ่ึงสามารถแสดงกราฟของคาํตอบไดดังนี ้
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ภาพที่ 4-20  แสดงคาเริ่มตนจากหัวขอ 4.2.4 
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ภาพที่ 4-21  แสดงคําตอบเชิงตัวเลขเมื่อใหคาเริ่มตนในหัวขอ 4.2.4 

 
เมื่อ          __  แสดง Repeated homogeneous balance method 
        ---   แสดง Finite difference method                  

 



บทที่ 5 
สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

 
การวิจัยนี้มุงศึกษาและหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความ

รอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสน โดยใช Repeated homogeneous balance 

method และเปรียบเทียบคําตอบที่ไดกับคําตอบเชิงตัวเลขที่คํานวณไดจาก Finite difference 
method  
 
5.1  สรุปผลการวิจัย 

จากการหาคําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมี
แหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสน โดยใช Repeated homogeneous balance method จะ
พบวา   สามารถหาคําตอบไดหลายรูปแบบ   ซ่ึงเปนขอดีของ Repeated homogeneous balance 
method  

ในงานวิจัยนี้ใหแหลงกําเนิดความรอนอยูในรูปโพลิโนเมียลดีกรีสามของตัวแปรตาม (U)  

 ดังนั้นผลของคําตอบที่ไดจากงานวิจัยนี้สามารถนําไปใชไดกับสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิด
ความรอนแบบไมเชิงเสนที่อยูในรูปโพลิโนเมียลดีกรีไมเกินสามของตัวแปรตาม (U)    
 
5.2  ขอเสนอแนะ 

5.2.1  ในงานวิจัยคร้ังตอไปอาจใช Repeated homogeneous balance method หาคําตอบ
ในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการความรอนซึ่งมีแหลงกําเนิดความรอนแบบไมเชิงเสน เมื่อ
แหลงกําเนิดความรอนอยูในรูปโพลิโนเมียลของตัวแปรตาม (U) ที่มีดีกรีมากกวาสาม โดยการ
ดําเนินการตามขั้นตอนการหาคําตอบที่ไดกลาวไวแลวในบทที่ 3   

5.2.2  วิธีการนี้อาจสามารถใชกับสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิงเสนอื่นๆได   ถาสมการ
นั้นบรรยายปรากฏการณทางธรรมชาติที่มีลักษณะการเคลื่อนตัวของคลื่นเกิดขึ้น 
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ภาคผนวก ก 
 

คําตอบเชิงวิเคราะหในรูปการเคลื่อนตัวของคลื่นของสมการ 
0ucucuccuu 3
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i
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ในภาคผนวก ก. นี้จะแสดงผลของคําตอบเชิงวิเคราะหทีไ่ดจากการหาคําตอบโดยวิธีการ 
repeated homogeneous balance  ของสมการ 
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โดยไดแสดงวธีิการหาคําตอบไวแลวในบทที่ 3  ซ่ึงจะไดผลของคําตอบดังนี ้
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