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บทคัดยอ 

บทความนี้นําเสนอแนวความคิดการนิยามฟงกชันเมทริกซ โดยเริ่มจากการ

นิยามฟงกชันกําลังของเมทริกซหลังจากนั้นไดขยายแนวความคิดไปยังการนิยามฟงกชัน

ใดๆของเมทริกซ และไดยกตัวอยางการคํานวณคาเพื่อใหเขาใจนิยามไดอยางชัดเจน 

นอกจากนี้ยังไดกลาวถึงการประยุกตฟงกชันเมทริกซในคณิตศาสตรการเงินอีกดวย 

คําสําคัญ:  ฟงกชันเมทริกซ  เมทริกซแปลงเปนเมทริกซทแยงมุมได  รูปแบบบัญญัติ

จอรแดน  ฟงกชันกําลังของเมทริกซ  ฟงกชันอดิศัยของเมทริกซ 

ABSTRACT 

This article presents a concept to define a function of matrix. Start by 

defining a power function of matrix is then expanded to the concept of the 

definition of any function of matrix. Some calculating-examples are provided to 

clearly understand. An application to financial mathematics is shown. 

Keywords:  Function of matrix, Diagonalizable matrix, Jordan canonical form, 

Power function of matrix, Transcendental function of matrix 
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1. บทนํา 

วัตถุประสงคของบทความน้ีเพื่อถายทอดแนวคิดอยางงายในการนิยาม

ฟงกชันเมทริกซ โดยขยายแนวคิดจากการนิยามฟงกชันสเกลาร นําไปสูการนิยาม

ฟงกชันเมทริกซจากฟงกชันท่ีถูกขยาย หลังจากน้ันขยายแนวคิดไปยังการนิยาม

ฟงกชันเมทริกซใดๆโดยผานรูปแบบบัญญัติจอรแดน 

เม่ือพิจารณาฟงกชันของตัวแปรเดียวเหนือสนาม F (เซตของจํานวนจริง

  หรือ เซตของจํานวนเชิงซอน ) เพื่อความสะดวกจะกําหนดให F  เปน    

น่ันคือพิจารณาฟงกชันท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของ   ซ่ึงสามารถเขียน

แทนดวยสัญลักษณ : ff D   เม่ือ fD   แทนโดเมนของ f   หรืออาจจะ

เขียนในรูปการสงคา  x f x   นอกจากน้ียังสามารถพิจารณา f  เปนการสง

คาจากปริภูมิเมทริกซบน ขนาด  1 1  ไปยังปริภูมิของเมทริกซบน   ขนาด 

1 1 ไดอีกดวย น่ันคือ      f x f x     

กําหนดให n n
  เปนปริภูมิเมทริกซบน    ขนาด n n  ปญหาหน่ึงท่ี

นาสนใจ คือ จะนิยามฟงกชันเมทริกซซ่ึงสงคาจาก n n
  ไปยัง n n

 อยางไร น่ัน

คือ ถาให n nA  และ : n n
ff D  เม่ือ  n n

fD  แลวจะนิยามฟงกชัน

เมทริกซ  f A อยางไร เชน ควรจะนิยาม Ae , sin A และ cos Aอยางไร 

2. ความรูเบ้ืองตนในพีชคณิตเชิงเสน 

ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงความรูเบ้ืองตนในพีชคณิตเชิงเสนซ่ึงใชในการนิยาม

และคํานวณคาของฟงกชันเมทริกซ 

กําหนดให 1 2, ,..., n    เปนคาลักษณะเฉพาะของเมทริกซ A  เรียก เซต

1 2{ , ,..., }n   ว า  ส เ ป ก ต รั ม  (Spectrum) ข อ ง เ ม ท ริ ก ซ A  แ ล ะ เ รี ย ก 

 
1

( ) max ii n
A 

 
  วา รัศมีเชิงสเปกตรัม (Spectral radius) ของเมทริกซ A  

2.1 เมทริกซแปลงเปนเมทริกซทแยงมุมได 

กําหนดให n nA   และมีคาลักษณะเฉพาะ 1 2, ,..., m   ท่ีแตกตางกัน

ท้ังหมด  กําหนดให ( )
k

E A  แทนปริภูมิเวกเตอรลักษณะเฉพาะของ A ท่ีสมนัย

กับ k , 1,...,k m  และ มิติของ ( )
k

E A  เขียนแทนดวย dim ( )
k

E A  ซ่ึงจะกลาว

วา เมทริกซ A แปลงเปนเมทริกซทแยงมุมได (Diagonalizable matrix) ถามี 
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เมทริกซไมเอกฐาน S  ซ่ึง 
1S AS D       (1) 

เม่ือ D  เปนเมทริกซทแยงมุม หรือกลาวไดวาเมทริกซ A  คลายกับ เมทริกซ D  

น่ันเอง สมบัติการแปลงใหเปนเมทริกซทแยงมุมไดจะชวยทําใหสามารถคํานวณคา

ตางๆเมทริกซ A  ไดงายข้ึน เชน การหาดีเทอรมิแนนต การหาเมทริกซอินเวอรส 

หรือ การคํานวณคาอื่นๆท่ีเกี่ยวกับเมทริกซ เปนตน โดยเงื่อนไขท่ีจําเปนและ

เพียงพอสําหรับแปลงเปนเมทริกซทแยงมุมได เปนตามทฤษฎีดังตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท 1 [1] กําหนดให n nA   จะไดวา  
1

dim ( )
k

m

k

E A n


  ก็ตอเม่ือ A  

แปลงเปนเมทริกซทแยงมุมได 

จากเงื่อนไข 
1

dim ( )
k

m

k

E A n


  ในทฤษฎีบท 1 ทําใหทราบวาปริภูมิ 

ของเวกเตอรลักษณะเฉพาะของ A  คือ 1 2Span{ , ,..., }nx x x  เม่ือ 1 2, ,..., nx x x  เปน

เวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ีสมนัยกับคาลักษณะเฉพาะ  1 2, ,..., n    (อาจมีบางคาท่ี

ซํ้ากันได) ตามลําดับ เมทริกซไม เอกฐาน S  ท่ีทําให  1S AS D   โดยท่ี 

 
1

1 2

0
diag , ,...,

0
n

n

D


  


 
 
    
 
 



  



 เ ป น เ มท ริ กซ ท แ ย ง มุ ม  ส าม า รถ

กําหนดใหเปนเมทริกซซ่ึงมีแตละคอลัมนเปนเวกเตอรลักษณะเฉพาะ 1 2, ,..., nx x x  

น่ันคือ  1 2, ,..., nS x x x  ผลท่ีตามมาคือ สามารถเขียนเมทริกซ A  ในรูป 

1A SDS  ซ่ึงทําใหสามารถคํานวณคาตางๆของเมทริกซ A ไดงายและสะดวก

ข้ึน อาทิ 

1det det detSDA DS   และ  1 1 111SDSA S D S
      (2) 
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2.2 รูปแบบบัญญัติจอรแดน 

ตามท่ีไดกลาวมาแลวในหัวขอท่ีผานมา หาก dim ( )E A m   เมทริกซ 

A  จะไมสามารถแปลงเปนเมทริกซทแยงมุมได อยางไรก็ตามสําหรับเมทริกซ 
n nA  ใดๆ จะสามารถแปลงใหอยูในรูปใกลเคียงกับเมทริกซทแยงมุม ท่ีเรียกวา 

รูปแบบบัญญัติจอรแดน (Jordan canonical form) ไดเสมอ 

ทฤษฎีบท 2 [1] กําหนดให n nA   และให dim ( )E A s


  จะมีเมทริกซ

ไมเอกฐาน Q  ซ่ึง 

 

1

21
1 2

0

diag , ,...,

0

s

s

J
J

Q AQ J J J J

J



 
 
 
     
 
 
 



 (3) 

โดยท่ีแตละเมทริกซ k km m
kJ  เรียกวา บล็อซกจอรแดน (Jordan block) ซ่ึง 

เปนเมทริกซสามเหลี่ยมในรูป 

1 0

1
0

k

k
k

k

J






 
 
 
   
 
 
 





  และสมนัยกับเวกเตอร

ฐานของ ( )
k

E A  สําหรับคาลักษณะเฉพาะ  k  ของเมทริกซ A  

พิจารณาเมทริกซ 
5 8 4
3 5 3
2 4 3

A
 
 
    
   

 ซ่ึงมีคาลักษณะเฉพาะ 1 และมี

ปริภูมิของเวกเตอร คือ 
1 0

Span 0 , 1
1 2

                             

ทําใหไดวา 
1

dim ( ) 2 3
k

m

k

E A


   

ดังน้ันเมทริกซ A  ไมสามารถแปลงเปนเมทริกซทแยงมุมได อยางไรก็ตาม

โดยทฤษฎีบท 2 สามารถแปลงเมทริกซ A  ใหอยูในรูปแบบบัญญัติจอรแดนได 

คําถามท่ีนาสนใจคือ จะหาเมทริกซไมเอกฐาน Q  ไดอยางไรในเม่ือ  
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1

dim ( )
k

m

k

E A n


  น่ันแสดงวาจํานวนเวกเตอรฐานของปริภูมิเวกเตอร 

ลักษณะเฉพาะของเมทริกซ A  นอยกวา n  ดังน้ัน จึงไมสามารถสรางเมทริกซไม

เอกฐาน Q  ซ่ึงแตละคอลัมนประกอบดวยเวกเตอรลักษณะเฉพาะท้ังหมดแต

สามารถสรางไดเพียงบางคอลัมนเทาน้ัน โดยคอลัมนท่ีเหลือจะเปนเวกเตอร

ลักษณะเฉพาะท่ัวไป (Generalized eigenvectors) ของเมทริกซ A  ซ่ึงนิยาม

ดังตอไปน้ี 

บทนิยาม 3 เรียกเวกเตอรไมใชศูนย x  วา เวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ัวไป ของ 

เมทริกซ A  ระดับข้ัน k  ท่ีสมนัยกับคาลักษณะ   ถา 

( ) 0kA I x     และ 1( ) 0kA I x     (4) 

จะเห็นวากรณีท่ี 1k   ในบทนิยาม 3 ก็คือนิยามของเวกเตอร

ลักษณะเฉพาะปกติน่ันเอง ให x  เปนเวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ัวไปของเมทริกซ 

A  ระดับข้ัน k  ท่ีสมนัยกับคาลักษณะเฉพาะ  นิยาม 

  1
1

kx A I x 
   และ  k i

ix A I x 
    สําหรับ 2,...,i k  (5) 

จะไดวาสําหรับแตละ 2,3,...,i k ,     0i k
iA I x A I x      และ   

   1 1 0i k
iA I x A I x  

     ดั ง น้ันเวกเตอร   k i
ix A I x 
   เปน

เวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ัวไปของเมทริกซ A  ระดับข้ัน i  

บทนิยาม 4 เรียกเซตของเวกเตอร 1 2{ , ,..., }kx x x  ท่ีนิยามตาม (5) วา โซของ

เวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ัวไป ของเมทริกซ A  ท่ีสมนัยกับคาลักษณะเฉพาะ   

โซของเวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ัวไปท่ีนิยามตาม (5) จะมีสมบัติเปนอิสระ

เชิงเสน และยูเนียนท้ังหมดของโซของเวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ัวไปจะเปนอิสระ

เชิงเสนและแผท่ัว (Span) ปริภูมิของเวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ัวไปของเมทริกซ A  

และสําหรับเมทริกซ n nA  ใดๆ สามารถสรางเมทริกซไมเอกฐาน Q ไดโดย

กําหนดให เปนเมทริกซ ซ่ึงแตละคอลัมน เปนฐานของปริภูมิของเวกเตอร

ลักษณะเฉพาะท่ัวไปของเมทริกซ A    
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ตัวอยางที่ 1 กําหนดให  
5 8 4
3 5 3
2 4 3

A
 
 
    
   

 จงเขียนเมทริกซ A  ในรูป   

1QJQ  เม่ือ Q  เปนเมทริกซไมเอกฐาน และ  1 2diag , ,..., sJ J J J  โดยท่ี  
k km m

kJ  เปนบล็อซกจอรแดน 

วิธีทํา เราไดหาคาลักษณะเฉพาะและปริภูมิเวกเตอรลักษณะเฉพาะของเมทริกซ 

A  มาแลว ซ่ึงไดคาลักษณะเฉพาะ 1  และมีปริภูมิของเวกเตอรลักษณะเฉพาะ

คือ  
1 0

Span 0 , 1
1 2

                             

 ดังน้ันเวกเตอรท่ีไมเปนศูนยใน 
1 0

Span 0 , 1
1 2

                             

 จะเปน

เวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ัวไปของ 1 ท่ีมีคาระดับช้ันเปน 1 ซ่ึงกอกําเนิดโซ x   

ตอไปจะหาคาระดับช้ันอื่นท่ีเปนไปไดของคาลักษณะเฉพาะ 1  โดยพิจารณา 

 
4 8 4
3 6 3
2 4 2

k

kA I
 
 
   
   

   สําหรับบางจํานวนนับ k  ดังน้ี  

ซ่ึงพบวา   0A I   และ  

2

2
4 8 4
3 6 3 0
2 4 2

A I
 
 
    
  




  

ดังน้ัน คาระดับช้ันท่ีเปนไปไดสูงสุดของคาลักษณะเฉพาะ 1  คือคาระดับช้ัน 2 

สําหรับกรณีน้ี เวกเตอรลักษณะเฉพาะท่ัวไปของคาลักษณะเฉพาะ 1  จะ

กอกําเนิดโซ  1 2,y y โดยท่ี 1y  และ 2y  สอดคลองเง่ือนไข (5) น่ันคือ สอดคลอง

กับสมการ  1 ( ) 0y A I y     

และ   2y y   เม่ือ 2( ) 0A I y    

จะเห็นวาจากสมการ 2( ) 0A I y   จะได y เปนเวกเตอรใดๆท่ีไมใชเวกเตอร 0  

น่ันคือสามารถเลือก 0y   และทําให ( ) 0A I y   

ในท่ีน้ี เลือก 
1
0
0

y
 
 
   
 
 

 จะได 
1 4

( ) 0 3
4 8 4
3 0

0 2
6 3

2 4 2
A I y

   
   
 

 
 
   


        
     


  
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ดังน้ันได โซ  1 2

4 1
, 3 , 0

2 0
y y

                              

ซ่ึงทําใหยูเนียนท้ังหมดของโซของเวกเตอร

ลักษณะเฉพาะท่ัวไปคือ  1 2

1
0

4 1
, , 3 , 0,

1 2 0
x y y

                 

 

           

 
 
 
 
  

 

กําหนดให  1 2

1 4 1
, , 0 3 0

1 2 0
Q x y y

 
 
    
  

 จะได  1

0 2 / 3 1
0 1/ 3 0
1 2 1

Q

 
 
   







 



 และ 

 1

0 2 / 3 1 5 8 4 1 0 0
0 1/ 3 0 3 5 3 0

1 4 1
0 3 0
1

1 1
1 2 1 2 4 3 00 0 12

Q AQ J

  
 
    


     
     
             
          

   

 

เม่ือ 1 2diag{ , }J J J   โดยท่ี 1 [1]J   และ 2

1 1
0 1

J
 
    

 เปนบล็อซกจอรแดน 

 น่ันคือสามารถเขียนเมทริกซ A  ไดในรูป 1A QJQ            

3. ฟงกชันเมทริกซ 

กําหนดให n nA   หากกลาวถึงฟงกชันเมทริกซของเมทริกซ A  อาจมี

แนวทางในการนิยามไดหลากหลาย อาทิ 

- การนิยามฟงกชันของ A  แบบรายสมาชิก เชน ijaA

n n
e e



      

- ก า ร นิ ย า ม ฟ ง ก ชั น ข อ ง  A  ไ ป ยั ง  m r
  เ ช น 

1 0
4 6
5 2

w x w x
f

y z y z

 
                       

 

- การนิยามฟงกชันของ A  ไปยัง F (  หรือ ) เชน  f A A  

 แตในท่ีน้ีจะกลาวถึงการนิยามฟงกชันเมทริกซ ( )f A  ท่ีมีความเปนท่ัวไป

จากฟงกชันสเกลาร ( )f x  โดย ( )f A  ยังเปนเมทริกซท่ีมีมิติเดียวกับเมทริกซ A  

โดยกอนอื่นจะกลาวถึงฟงกชันเมทริกซโดยใชแนวความคิดของฟงกชันท่ีถูกขยาย

มาจากฟงกชันสเกลารของตัวแปรเดียว 
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3.1 ฟงกชันที่ถูกขยาย 

บทนิยาม 5 กําหนดให : ff D  ( fD  ) เปนฟงกชัน  

เรียก : n n n
f

nf D    วา ฟงกชันท่ีถูกขยาย 

จากบทนิยาม 5 ทําใหทราบวาแนวทางหน่ึงในการนิยามฟงกชันกของเมท

ริกซคือการนิยามในรูปฟงกชันท่ีถูกขยาย เชน 

- ฟงกชัน ( ) 5f x x   สําหรับทุกๆ x    มีฟงกชันท่ีถูกขยาย คือ 

( ) 5f A A  สําหรับทุกๆ  n nA   

- ฟงกชัน 2( )f x x สําหรับทุกๆ x    มีฟงกชันท่ีถูกขยาย คือ 
2( )f A A  สําหรับทุกๆ  n nA   

3.1.1 ฟงกชันกําลังของเมทริกซ 

กําหนดให m  เปนจํานวนเต็มบวก ฟงกชันกําลังของเมทริกซ f  จะนิยาม

จากฟงกชันท่ีถูกขยายมาจาก ( ) mf x x  สําหรับทุกๆ x   น่ันคือ ฟงกชัน

กําลัง f  ของเมทริกซนิยามโดย 
( ) mf A A   สําหรับทุกๆ n nA     (6) 

โดยท่ี 1m mA AA    เม่ือ (0)A I  เปนเมทริกซเอกลักษณขนาด n n  โดยใช

แนวความคิดเดียวกัน ฟงกชันกําลัง mA   นิยามไดโดย 
1( )m mA A     สําหรับทุกๆ n nA   ซ่ึง mA  มีอินเวอรส     (7) 

3.1.2 ฟงกชันพหุนามของเมทริกซ 

กําหนดให  p x  เปนพหุนามในตัวแปร x  กําลัง n  น่ันคือ 
  1

1 1 0
n n

n np x a x a x a x a
                (8) 

สําหรับบางสเกลาร  ,    1, 2,ka k n   โดยท่ี 0na   ดังน้ันสามารถนิยามพหุ

นามจากฟงกชันท่ีถูกขยาย ดังน้ี 

  1
1 1 0: n n

n np A a A a A a A a I
     , สําหรับทุกๆ n nA     (9) 

ขอสังเกตประการหน่ึงคือ ถา  p   เปนพหุนามลักษณะเฉพาะของเมทริกซ A  

แลว จะได   0p A   เรียกสมบัติน้ีวา กฎของเคยเลย 
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3.1.3 ฟงกชันเชิงเศษสวนของเมทริกซ 

กําหนดให ( )p x  และ ( )q x  เปนพหุนามและ 
( )( )
( )

p xf x
q x

  เปนฟงกชัน 

เชิงเศษสวน สําหรับทุกๆ x   ซ่ึง ( ) 0q x   สามารถนิยามฟงกชันเชิงเศษสวน

ของเมทริกซไดโดย 

  1( ) ( ) ( )f A q A p A
  สําหรับทุกๆ  n nA   ซ่ึง   1( )q A  มีคา         (10)  

แนวความคิดของการนิยามฟงกชันเมทริกซดวยฟงกชันท่ีถูกขยายดู

เหมือนจะสมเหตุสมผลและไมยุงยาก อยางไรก็ตามถาฟงกชันสเกลารน้ันเปน

ฟงกชันอดิศัย ปญหาคือ ฟงกชันเมทริกซจากฟงกชันท่ีถูกขยายเหลาน้ัน จะมี

ความหมายและคํานวณคาอยางไร เชน ฟงกชัน Ae , sin A  และ cos A   

3.2 นิยามของฟงกชันเมทริกซผานรูปแบบบัญญัติจอรแดน 
กําหนดให n nA   ซ่ึงมีคาลักษณะเฉพาะจํานวน m  คาท่ีแตกตางกัน

ท้ังหมดคือ 1 2, ,..., m   และ in เปนอันดับของบล็อกจอรแดนท่ีใหญท่ีสุดท่ีบรรจุ i  

บทนิยาม 6 จะกลาววาฟงกชัน f เปนฟงกชันท่ีนิยามบนสเปกตรัมของ A  ถา 
( ) ( )j

if  , 0,1,..., 1ij n   , 1,2,...,i m   มีคา              (11) 

และเรียกคาใน (11) วา คาของฟงกชันบนสเปกตรัมของ A  

บทนิยาม 7 กําหนดให  A  เปนเมทริกซใดๆซ่ึง 1A QJQ  เม่ือ  

1diag{ ,..., }mJ J J   และกําหนดให f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนสเปกตรัมของ A  

ฟงกชัน f  ของเมทริกซ A  นิยามโดย 
1 1

1( ) ( ) diag{ ( ),..., ( )}mf A Qf J Q Q f J f J Q     (12) 

เม่ือ 

( 1) ( )( ) ( )
( 1)!

( ) ( )
( )

0 ( )

km
k

k k
k

k k

k

k

ff f
m

f J f
f
f


 





 
 
  
   
  
 
  



 



                  (13) 
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โดยเฉพาะอยางย่ิงถา J   
1

1 2

0
diag , ,...,

0
n

n

D


  


 
 
    
 
 



  



 จะได 

1 1
1( ) ( ) diag{ ( ),..., ( )}nf A Qf D Q Q f f Q      (14) 

ตัวอยางที่ 2 จากตัวอยางท่ี 1 กําหนดให 
5 8 4
3 5 3
2 4 3

A
 
 
    
   

จงคํานวณคา Ae    

วิธีทํา เน่ืองจาก{1}เปนสเปกตรัมของ A  ดังน้ัน te  เปนฟงกชันท่ีนิยามบน 

สเปกตรัมของ A  จากตัวอยางท่ี 1 ไดวา  1A QJQ เม่ือ 

1 2

1 0 0
0 1 1 =diag{ , }
0 0 1

J J J
 
 
   
 
 

,  
1 4 1
0 3 0
1 2 0

Q
 
 
   
  

และ 1

0 2 / 3 1
0 1/ 3 0
1 2 1

Q

 
 
   







 



 

โดยท่ี 1 [1]J   และ 2

1 1
0 1

J
 
    

 จากสูตร (13) ในบทนิยาม 7 จะได 

1 2diag{ , }J JJe e e   เม่ือ  1 [1]Je e e   และ  2

1 1
0 1

0
J e e

e e
e

 
 
  

 
     

   ดังน้ัน  

1

0 2 / 3 1 5 8 4
0 1/ 3 0 3 5 3
1

1 4 1 0 0
0 3 0 0
1 2 0 0 0 2 1 2 4 3

A J

e e e
e e e
e e

e
e Qe Q e e

ee



 
  



       
       
                 
              

                 

3.3 อนุกรมเทยเลอรของฟงกชันเมทริกซ 

อนุกรมเทยเลอรของฟงกชันเมทริกซเปนเคร่ืองมือหน่ึงซ่ึงใชในการ

ประมาณคาฟงกชันเมทริกซ ซ่ึงเงื่อนไขการมีการกระจายอนุกรมเทยเลอรของ

ฟงกชันน้ันจะตองสอดคลองกับรัศมีการลูเขาของฟงกชันสเกลาร ตามทฤษฎีบท

ตอไปน้ี 
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ทฤษฎีบท 8 [2] สมมติวา f  เปนฟงกชันสเกลารท่ีมีการกระจายอนุกรมเทยเลอร 

รอบจุด a   คือ 
( )

0

( )( ) ( )
!

j
j

j

f af x x a
j





   ซ่ึงมีรัศมีการลูเขา r  สําหรับแตละ 

n nA   จะไดวา ( )f A  นิยามไดและ 
( )

0

( )( ) ( )
!

j
j

j

f af A A aI
j





      (15) 

ก็ตอเม่ือ แตละคาลักษณะเฉพาะ 1 2, ,..., m   ท่ีแตกตางกันท้ังหมดของเมทริกซ 

A  สอดคลองเงื่อนไขใดเงื่อนไขหน่ึงตอไปน้ี 

(1) i a r    , 1,2,...,i m  

(2) i a r     และ อนุกรมเทยเลอรของ  ( 1)inf   ลูเขาท่ีจุด i    

สําหรับทุกๆ 1,2,...,i m  

โดยทฤษฎีบท 8 ทําใหสามารถนิยามฟงกชันเมทริกซผานการกระจาย

อนุกรมเทยเลอรไดอีกแนวทางหน่ึง ดังเชนฟงกชันตอไปน้ี 

3.3.1 ฟงกชันเอ็กโปเนนเชียลเมทริกซ 

การนิยามฟงกชันเอ็กโปเนนเชียลเมทริกซจะเร่ิมจากการกระจายอนุกรม

เทยเลอรของ xe  รอบจุด 0 คือ 

0 !

k
x

k

xe
k





  , สําหรับทุกๆ x     (16) 

ดังน้ันโดยทฤษฎีบท 8 ฟงกชันกเอ็กโปเนนเชียลเมทริกซ Ae  นิยามไดโดย 

0 !

k
A

k

Ae
k





 , สําหรับทุกๆเมทริกซ n nA     (17) 

นอกจากการใชบทนิยาม 7 และ ทฤษฎีบท 8 ยังสามารถใชสมบัติตอไปน้ี

ชวยในการคํานวณคาของ Ae  ไดอีกดวย 

ทฤษฎีบท 9 [3] ให , n nA B   จะไดวา 

(1) ถา A และ B มีสมบัติสลับท่ีการคูณ น่ันคือ AB BA   แลว  A B A Be e e   

(2) ถา    แลว 
0

0 cos sin
sin cos

e


  
 

     
     
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(3) ,diag{ } diag{ , }A B A Be e e  

(4) ถา  

0 1     0 0
0      
        0
        1

0       0 0  

A

 
 
 
 
   
 
 
    

   

   

   

   แลว 

2 1

2

1
2! ( 1)!

0 1

2!
1

0 0 1

n

At

t tt
n

t
te

t

 
 
  
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
  



 

  



 

 

ตัวอยางที่ 3 กําหนดให 
2 4 0
0 2 4
0 0 2

A
 
 
   
 
 

 จงคํานวณ Ate  

วิธีทํา เน่ืองจาก 
2 4 0 1 0 0 0 1 0
0 2 4 2 0 1 0 4 0 0 1
0 0 2 0 0 1 0 0 0

A
     
     
             
     
     

  

และ 2I ,
0 1 0

4 0 0 1
0 0 0

 
 
   
 
 

 มีสมบัติสลับท่ี ดังน้ัน  
 

2 0 0 0 1 0
0 2 0 0 0 1 4
0 0 2 0 0 0

t
t t

tAte e e

 
 
 
 
 

 
 
   
       

2 2

2

2

0 0 1 4 8
0 0 0 1 4
0 0 0 0 1

t

t

t

e t t
e t

e

      
       
   
      

2 2 2 2

2 2

2

4 8
0 4
0 0

t t t

t t

t

e e t e t
e e t

e

  
   
 
  

           

3.3.2 ลอการิทึมเมทริกซ 

แนวทางหน่ึงในการนิยามฟงกชันลอการิทึมเมทริกซคือการนิยามผาน

อนุกรมเทยเลอร เน่ืองจากอนุกรมเทยเลอรรอบจุด 0 ของ 
2 3 4

ln(1 ) ...
2 3 4
x x xx x         (18) 

ซ่ึงลูเขาสําหรับทุกๆ x  ท่ี | | 1x   โดยการแทน x  ดวย x   ใน (18) จะได 
2 3 4

ln(1 ) ...
2 3 4
x x xx x         (19) 

เม่ือนํา (19) หักออกดวย (18) จะได 
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3 51ln 2 ...
1 3 5

x x xx
x

              
   (20) 

โดยการเปลี่ยนตัวแปรให 1
1

xy
x





   จะได 1

1
yx
y





 และ 

2 1

0

1 1ln 2
2 1 1

k

k

yy
k y





           (21) 

ซ่ึงลูเขาสําหรับทุกๆ y  เม่ือ 
1 1
1

y
y





 น่ันคือ Re( ) 0y    

ดังน้ัน ฟงกชันลอการิทึมเมทริกซ สามารถนิยามไดโดย 

   
2 11

0

1ln 2
2 1

k

k

A I A I A
k

 



  
   (22) 

ซ่ึงลูเขาสําหรับทุกๆ n nA   เม่ือ min Re( ( )) 0kk
A   

3.3.3 ฟงกชันกําลังเศษสวนของเมทริกซ   

ในหัวขอน้ีจะนิยามฟงกชันกําลังเศษสวนของเมทริกซ (Matrix fractional 

power function) ซ่ึงไมไดหมายถึงเมทริกซท่ีมีกําลังเปนเศษสวนเพียงเทาน้ัน ยัง

หมายถึงเมทริกซท่ีมีกําลังเปนจํานวนเชิงซอนดวย แตยังคงเรียกช่ือเชนเดิม 
กําหนดให r  จะไดวา lnr r xx e  สําหรับทุกๆ 0x  และ เน่ืองจาก 

2 3

1 ...
2! 3!

x x xe x      ลูเขาสําหรับทุกๆ x   จะได 

2 3( ln ) ( ln )1 ln ...
2! 3!

r r x r xx r x       (23) 

ดังน้ัน ฟงกชันกําลังเศษสวนเมทริกซ  สามารถนิยามไดโดย 
2 3( ln ) ( ln )1 ln ...

2! 3!
r r A r AA r A       (24) 

ซ่ึงลูเขาสําหรับทุกๆ n nA   เม่ือ min Re( ( )) 0kk
A     

โดยเฉพาะอยางย่ิง ถา 2p   ท่ีเปนจํานวนนับ จะเรียก    
2 3

1/
2 3

ln (ln ) (ln )1 ...
2! 3!

p A A AA
p p p

       (25) 

วา รากท่ี p  ท่ีเปนบวกของเมทริกซ A  ซ่ึงจะมีคาเม่ือ min Re( ( )) 0kk
A   
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3.3.4 ฟงกชันอดิศัยเมทริกซ 

ฟงกชันอดิศัยในท่ีน้ีไดแก ฟงกชันตรีโกณมิติ และฟงกชันไฮเพอรโบลิกซ่ึง

สามารถนิยามฟงกชันเมทริกซจากฟงกชันท่ีถูกขยายของฟงกชันเหลาน้ีโดยเขียน

ฟงกชันดังกลาวในรูปฟงกชันเอ็กโปเนนเชียล ดังน้ี 

สําหรับฟงกชันตรีโกณมิติ 

cos
2

ix ixe ex


  และ sin
2

ix ixe ex
i


   (26) 

และ สําหรับฟงกชันไฮเพอรโบลิก 

cosh
2

x xe ex


  และ sinh
2

x xe ex
i


   (27) 

เม่ือ 
0 !

k
x

k

xe
k





 , 
0

( 1)
!

k k
x

k

xe
k







 ,

0 !

k k
ix

k

i xe
k





  และ  

 
0 !

k
ix

k

ki
e

x
k







  , สําหรับทุกๆ x   โดยท่ี 1i    เปนจํานวนจินตภาพ

ในจํานวนเชิงซอน  

บทนิยาม 10 กําหนดให   n nA   ฟงกชันตรีโกณมิติเมทริกซนิยามไดโดย 

1. cos
2

Ai Aie eA


  

2. sin
2

Ai Aie eA
i


  

3.   1sec cosA A 
   เม่ือ det(cos ) 0A ≠  

4. tan sin secA A A  

5.   1csc sinA A 
   เม่ือ det(sin ) 0A ≠  

6. cot cos cscA A A  

บทนิยาม 11 กําหนดให   n nA   ฟงกชันไฮเพอรโบลิกเมทริกซนิยามไดโดย 

1. cosh
2

A Ae eA


  

2. sinh
2

A Ae eA
i


  

3.   1sech coshA A 
  เม่ือ det(cosh ) 0A ≠  
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4. tan sinh sechA A A  

5.   1csch sinhA A 
  เม่ือ det(sinh ) 0A ≠  

6. coth cosh cschA A A  

4. การประยุกตในคณิตศาสตรการเงิน: แบบจําลองการจายชําระหน้ี 

พิจารณาการผอนชําระหน้ีสินเช่ือท่ีอยูอาศัย 1 รายการ สมมุติให 0p  เปน

เงินตนท่ีลูกหน้ีกูยืมหรือวงเงินท่ีสถาบันการเงินอนุมัติใหผูกู  โดยท่ีการจายชําระคืน

น้ันจะตองจายชําระคืนเปนจํานวนเงินท่ีมากกวาดอกเบ้ียท่ีเกิดข้ึน ณ เวลาน้ัน ให 

( )p t  แทนเงินตนหรือมูลคาหน้ีคงเหลือหลังจากการชําระหน้ีท่ีเวลา t  ใดๆ ตลอด

ชวงเวลาแหงสัญญาการกูยืม [0, ]T  โดยท่ี T  เปนเวลาสิ้นสุดของสัญญา สมมติ

วาผูกูสามารถจายชําระคืนเงินกู ไดตลอดเวลา โดยท่ีอัตราการจายชําระคืน ท่ี t   

ใดๆเทากับ ( )h t  ตอป ภายใตอัตราดอกเบ้ียทบตนตอเน่ือง ( )tρ  ตอป พิจารณา

มูลคาของหน้ีคงเหลือท่ีเวลา t δ+  หลังจากมีการจายชําระหน้ีอยางตอเน่ืองบนชวง 

[ , ]t t δ+ , 1δ <<  จะไดวา  เงินตนคงเหลือหลังจากการชําระหน้ีท่ีเวลา t δ+   

เทากับ มูลคาของหน้ีสะสม หักออกดวย มูลคาของเงินจายชําระคืนตลอดชวง  

[ , ]t t h+  น่ันคือ 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
t t

t s
ts ds d

t
p t p t e h s e ds

δ δ
δρ ρ τ τ

δ
+ +

+∫ ∫+ = − ∫   (28) 

ผลท่ีตามมาคือ  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )t o t op t p t e h t e oρ δ δ ρ δ δδ δ δ+ ++ = − +  

                                [ ][ ]( ) ( ) 1 ( ) ( )p t h t t oδ ρ δ δ= − + +       (29) 

เม่ือ ( ) ( ( ))f x o g x=  เม่ือ x a    ก็ตอเม่ือ ( )lim 0
( )x a

f x
g x

  ซ่ึงหมายถึง ( )f x  

ม่ีคานอยกวา ( )g x  มากๆเม่ือ x  เขาใกล a  ดังน้ัน ( ) 0no    เม่ือ 0δ →  จึง

สามารถตีความเปนคาความคลาดเคลื่อนในเทอมของ   ท่ีมีกําลังสูงกวา n  เม่ือ 

  เขาใกล 0  ซ่ึงสามารถจัดรูปไดเปน 

 [ ]( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )p t p t oh t p t h t tδ δδ ρ
δ δ

+ −
= − + − +   (30) 

ถาให 0δ →  จะได 
( ) ( ) ( ) ( )dp t t p t h t

dt
ρ= −    (31) 
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เพื่อความสะดวกกําหนดสัญลักษณ 1[ ,..., ]na a แทนเวกเตอรใน n
  จาก

แบบจําลองการจายชําระหน้ีสินเช่ือ 1 รายการ ตามสมการ (31) ดังน้ันจะได

แบบจําลองการจายชําระหน้ีของรายการของสินเช่ือขนาด n  (รายการ) อธิบายได

ดวยสมการเชิงอนุพันธ ใน n
  ดังน้ี 

( )( ) ( ) ( )dp t t p t h t
dt

ρ= −     (32) 

เม่ือ [ ]1( ) ( ),..., ( )np t p t p t=  แทนรายการของเงินตนคงเหลือท่ีเวลา  t  ใดๆ  

     { }1( ) diag ( ),..., ( )nt t tρ ρ ρ= แทนเมทริกซของอัตราดอกเบ้ียทบตนตอเน่ือง 

      1( ) [ ( ),..., ( )]nh t h t h t=  แทนการลดลงของเงินตน หรือ อัตราการจายชําระคืน 

      iT  แทนอายุของสัญญาการจายชําระหน้ี สัญญาท่ี 1,...,i n=  และ 

      max ii
T T=

  
ซ่ึงจะเปนเวลาท่ีนอยท่ีสุดท่ีจายชําระหน้ี ครบทุกสัญญา

 

 พิจารณาสมการ (32) เม่ือคูณ 0

( )
t

s ds

e


 ท้ัง 2 ขางของสมการจะได 

( )0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t

s ds s ds s ds

e e edp t t p t dt h t dt
ρ ρ ρ

ρ
− − −∫ ∫ ∫

− = −   (33) 

ซ่ึงสามารถลดรูป และอินทิเกรตตั้งแตเวลา  0 ถึง k  ใดๆ ไดเปน 

0

0

( ) ( )

0

( ) ( )

t t

s

kk s ds s ds

p t h t dtd e e
ρ ρ− − ∫ ∫ 

  
= −

 
∫ ∫   (34) 

ดังน้ันจะไดผลเฉลยของแบบจําลองชําระหน้ี ในรูป              

0

(

0

) (

0

)

( ) ( )

k k

t

s ds s dsk

e ep k p h t dt
ρ ρ∫ ∫

= − ∫   (35) 

เม่ือ  
1 1

0 00 0 0

diag ( ) ,..., ( )( ) ( ) ( )

diag ,...,

k kk k k

n ns ds s dss ds s ds s ds

e e e e
ρ ρρ ρ ρ

  
 
  

 ∫ ∫∫ ∫ ∫ = =  
  

 

โดยเฉพาะอยางย่ิง ถา { }1( ) diag ,..., ntρ ρ ρ=  และ 1( ) [ ,..., ]nh t h h=   

จะได หน้ีคงเหลือท่ีเวลา k  ใดๆ จะเทากับ 

 { } { }1 1 ( )( )
0 1

0

( ) [ ,.diag ,..., diag , , ., ]... .n nk k tk k
k

n
te e ep k p h dte hρ ρρ ρ −−= − ∫  
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        { }1 1 ( )( )
1

0 0
0diag ,..., , ,n n

k k
k k tk k t

ne e h e dt h dp e tρ ρρ ρ −− 
= −  

 
∫ ∫  

        
1

1

1
0 0

1 ( 1)( 1) ,...,
n

n

kk
kk n

n

h eh ee ep p
ρρ

ρρ

ρ ρ
= −
 −−
 
 

−           (36) 

และเม่ือมีการชําระหน้ีเสร็จสมบูรณจะได ( ) 0p T   น่ันคือ  

0

( 1)j

j

T
T j

j

h e
pe

ρ
ρ

ρ
−

=  สําหรับทุกๆ 1,2,...,j n      (37) 

นอกจากการประยุกตฟงกชันเมทริกซในการสรางแบบจําลองคณิตศาสตร

ของการจายชําระหน้ีตามท่ีไดกลาวแลว ยังพบการประยุกตใชฟงกชันเมทริกซใน

แบบจําลองทางคณิตศาสตรดานอื่นๆ เชน ทางดานคณิตศาสตรการเงิน ทฤษฎีการ

ควบคุม ปญหาตางๆทางฟสิกสและวิศวกรรมศาสตร เปนตน ซ่ึงผูอานสามารถหา

อานเพิ่มเติมไดในบทความวิจัย บทความวิชาการ หรือหนังสือท่ีเกี่ยวของ อาทิ

อางอิงรายการ [4-9 และเอกสารอางอิงภายในเลม] 

5. สรุป 

บทความน้ีมีวัตถุประสงคเพื่อนําเสนอแนวคิดพื้นฐานในการนิยามฟงกชัน

เมทริกซ ซ่ึงมีลักษณะมีความเปนนัยท่ัวไปจากฟงกชันสเกลาร โดยเร่ิมจากการ

นิยามฟงกชันของเมทริกซโดยใชฟงกชันท่ีถูกขยายจากฟงกชันสเกลาร หลังจาก

น้ันไดนําสูการนิยามของฟงกชันเมทริกซผานรูปแบบบัญญัติจอรแดนของฟงกชันท่ี

นิยามบนสเปกตรัมของเมทริกซใดๆ อยางไรก็ตามการคํานวณคาของฟงกชันเมท

ริกซในรูปฟงกชันเมทริกซผานรูปแบบบัญญัติจอรแดนน้ันก็ยังมีความยุงยากอยูดี 

ในบทความน้ีจึงไดนําเสนอการนิยามฟงกชันเมทริกซผานฟงกชันท่ีถูกขยายจาก

การกระจายอนุกรมเทยเลอรของฟงกชันสเกลาร ซ่ึงจะมีประโยชนมากในเร่ืองของ

การประมาณคาของฟงกชัน นอกจากน้ีในบทความน้ีไดยกตัวอยางการประยุกตใน

การสรางแบบจําลองการจายชําระหน้ี เพื่อใหผูอานเห็นถึงความเช่ือมโยงของ

ทฤษฎีทางคณิตศาสตรกับปญหาทางโลกจริงมากข้ึน 
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