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 ในงานวิจยัน้ี เราศึกษาสมการทัว่ไปของเวลยฮ์ามิลโทเนียน (The general two-dimension 
Wely Hamiltonian) เพื่อใช้ในการอธิบายรูปแบบการบิดเบ้ียวของแลตทีซในแกรฟีนภายใต้
ความเครียดในแบบต่างๆ คือ ความเครียดแบบเฉือน (shear strain) ความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซ-
โทรปิก (Tensile isotopic strain) ความเครียดแบบเก้าอ้ีพับแขน (Armchair uniaxial strain) และ
ความเครียดแบบซิกแซก  (Zigzag uniaxial strain) ซ่ึงความเครียดในแต่ละแบบเป็นตัวก าหนด
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เป็นวงรี เน่ืองจากลกัษณะเฉพาะของความเครียดในรูปแบบต่างๆ 
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 

 

                                                                                                                                                /                 /                                                                                                                              
   ลายมือช่ือนิสิต          ลายมือช่ืออาจารยท่ี์ปรึกษาวทิยานิพนธ์หลกั  



                                                                                                                                                                   

Pantip  Fanbanrai  2015: Effects of Strain on the Schwinger Pair Creation in Graphene.   
Master of Science (Physics),  Major Field: Physics, Department of Physics.  Thesis 
Advisor: Assistant Professor Sooty  Boonchui, Ph.D.  54 pages. 
 

 
 We investigate the generalized two-dimensional Weyl Hamiltonian, which describes 
mechanically deformed graphene under pressure. The strain can be suitable engineering of the 
amplitude associated with the Schwinger pair creation. The influences of the distorted lattices, 
such as tensile isotropic strain, shear strain, uniaxial armchair strain, and zigzag strain, on the 
regime of photon emission distribution have been analyzed. We obtain that magnitude of emission 
distribution decreases or increases, due to characteristic strains. They can be suitable engineering 
by using the mechanical strains. 
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ผลของความเครียดที่มต่ีอการเกดิสวงิเกอร์แพร์ในแกรฟีน 

 

Effects of Strain on the Schwinger Pair Creation in Graphene 
 

ค าน า 

 
 แกรฟีน (graphene) เป็นรูปแบบของผลึกคาร์บอนประกอบดว้ยชั้นของคาร์บอนอะตอมท่ี
หนาเพียง 1 ชั้น มีลกัษณะเป็นแผ่นท่ีมีโครงสร้าง 2 มิติ เหมือนตาข่ายรูปหกเหล่ียมคลา้ยกบั รังผึ้ง 
โดยความหนาเท่ากบัความหนาของคาร์บอนเพียงอะตอมเดียว หรือหนาประมาณ 0.34 นาโนเมตร       
แกรฟีนมีคุณสมบติัท่ีน่าท่ึงหลายอยา่ง อาทิ เป็นวสัดุท่ีแข็งแรงกวา่เหล็กกลา้หลายร้อยเท่าและแมแ้ต่
เพชร แกรฟีนสามารถยืดหยุ่นได้ถึง 20% สามารถน าไฟฟ้าได้ดีกว่าทองแดงหลายเท่า และยงัใส
โปร่งแสง นอกจากน้ีอิเล็กตรอนท่ีอยูบ่นโครงสร้างของแผน่แกรฟีน สามารถเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็ว
เกือบเท่ากบัความเร็วแสง  
  
 ช่วงปี 2004 ในมหาวิทยาลัยแมนเชสเตอร์ (University of Manchester) อาจารย์และศิษย ์     
ชาวรัสเซีย องัเดร ไกม์ (Andre Geim) และคอนสแตนติน โนโวเซลอฟ (Konstantin Novoselov)               
ผูศึ้กษาเก่ียวกบัแกรไฟต์ งานวิจยัของสองท่านน้ี มีแนวคิดท่ีแสนจะเรียบง่าย คือ พยายามท าให ้  
แกรไฟต์บางลงมากท่ีสุดเท่าท่ีจะเป็นไปได ้ซ่ึงโครงสร้างของแกรไฟตมี์ลกัษณะเป็นชั้นๆ ซ้อนกนั
ดงันั้นเป้าหมายของไกม ์ และโนโวเซลอฟจึงอยูท่ี่การท าใหแ้กรไฟต ์"บางลงจนเหลือเพียงชั้นเดียว" 
หรืออีกความหมายหน่ึงก็ คือ "มีความหนาเท่ากบัอะตอมเพียงอะตอมเดียว" นกัวิทยาศาสตร์ส่วน
ใหญ่ในขณะนั้นเช่ือวา่การสร้างวสัดุท าให้มีความหนาเพียงอะตอมเดียวนั้นเป็นเร่ืองท่ีเป็นไปไม่ได ้    
เพราะคาดการณ์กนัวา่อะตอมจะสั่นในแนวข้ึน-ลง ท าใหโ้ครงสร้างของวสัดุไม่เสถียร จนอาจท าให้
อะตอมทั้งหมดระเหยเป็นไอ แต่ในปี ค.ศ. 2004 ไกม์และโนโวเซลอฟไดพ้ิสูจน์ว่าความเช่ือน้ีผิด 
หลงัจากสามารถสร้างแกรไฟต์ท่ีมีความหนาเพียงอะตอมเดียวได้ส าเร็จ และวสัดุน้ีมีความเสถียร
เป็นอยา่งมาก เรียกวสัดุน้ีวา่ "แกรฟีน (graphene)" การคน้พบน้ีท าใหไ้กมแ์ละโนโวเซลอฟไดร้างวลั
โนเบลปี 2010  
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  ก่อนหนา้ท่ีไกมแ์ละโนโวเซลอฟจะสร้างแกรฟีนไดส้ าเร็จ ไดมี้นกัวิทยาศาสตร์ท่านอ่ืนๆ ท่ี
พยายามใชเ้ทคโนโลยีขั้นสูงในการผา่ลอกชั้นแกรไฟต ์แต่ละชั้นออกจากกนัเพื่อให้บางท่ีสุดเช่นกนั 
โดยน าแกรไฟตท่ี์บดจนให้เป็นช้ินเล็กๆ แลว้ก็น าไปติดท่ีปลายเขม็ของกลอ้งจุลทรรศน์แบบใชแ้รง
ของอะตอม (atomic force microscopy, AFM) แลว้ใชป้ลายเขม็น้ีลากไปบนแผน่ซิลิกอนเทียบไดก้บั
การขีดเขียนดว้ยดินสอนาโน (nanopencil) เคร่ือง AFM ช่วยควบคุมแรงขีดให้นอ้ยท่ีสุด เพื่อให้ชั้น
คาร์บอนหลุดออกมาเพียงชั้นเดียวแต่น่าเสียดายส่ิงท่ีไดย้งัไม่ใช่แกรฟีน แต่เป็นเพียงแกรไฟตท่ี์เป็น
แผ่นบางๆ เท่านั้น ชั้นแกรไฟต์ท่ีไดมี้ความหนามากกว่า 10 อะตอม เม่ือวิธีการท่ีใช้เทคโนโลยีสูง
ขนาดน้ียงัท าไม่ไดย้ิ่งท าให้เช่ือวา่วสัดุท่ีหนาเพียงอะตอมเดียวไม่มีจริง แต่ไกมแ์ละโนโวเซลอฟได้
เปล่ียนความเช่ือน้ีดว้ยวธีิการท่ีง่ายอยา่งเหลือเช่ือ 

 
วิธีการท่ีไกม์และโนโวเซลอฟใช้แยกแกรฟีนออกจากแกรไฟต์นั้ น ใช้เพียงสก็อตเทป

เท่านั้น วธีิการท าก็ง่ายจนใครๆ ก็สามารถท าเองท่ีบา้นได ้คือน าเศษแกรไฟตว์างไวท่ี้ดา้นเหนียวของ
เทปทบปลายอีกด้านของเทปให้แปะทบัเศษแกรไฟต์ให้แน่น จากนั้นก็ดึงเทปให้แยกออกจากกนั
อยา่งชา้ๆ แลว้แกรไฟตจ์ะติดอยูท่ี่ดา้นเหนียวของเทปท่ีแยกจากกนัทั้งสองดา้นซ่ึงเกิดจากเทปกาวดึง
ชั้นแกรไฟตใ์ห้แยกจากกนั เม่ือท าซ ้ าไปเร่ือยๆ ดว้ยเทปกาวใหม่ชั้นแกรไฟตจ์ะถูกดึงแยกให้บางลง
เร่ือยๆ จนเหลือเพียงชั้นเดียวในท่ีสุด แกรฟีนจึงถูกแยกออกมาอยา่งง่ายดายดว้ยสก็อตเทป  

 
แกรฟีนมีโครงสร้างแบบ 2 มิติ (Novoselv et al., 2005) โดยท่ีอะตอมคาร์บอนมีการจัด

วางตวัแบบรังผึ่งหกเหล่ียม (hexagonal honeycomb lattice) หรือกล่าวไดอี้กอยา่งว่าโครงสร้างของ
แกรฟีนเหมือนกบัโครงสร้างในชั้นหน่ึงชั้นบนแกรไฟต์ โดยท่ีระยะห่างระหว่างอะตอมคาร์บอน
เท่ากบั 0.142 นาโนเมตร   

 

 

 

 

        

 

 

ภาพที ่1  ลกัษณะโครงสร้างของแกรฟีนในอุดมคติใน 2 มิติ 
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ในดา้นคุณสมบติัทางอิเล็กทรอนิกส์ของแกรฟีนซ่ึงประกอบดว้ยอะตอมคาร์บอนวางตวัใน
ต าแหน่งแลตทีชรูปรังผึ่งในสองมิติ โดยท่ีในหน่ึงหน่วยเซลล์ประกอบด้วยอะตอมคาร์บอนสอง
อะตอมตามท่ีแสดงไวใ้นรูป 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 2  โครงสร้างแลตทีชและโซนบริลเลียน (Brillouin zone) ของแกรฟีน โดยท่ีรูป ก แสดงถึง
โครงสร้างของแลตทีซของแกรฟีนท่ีต าแหน่ง A  และ B  และรูป ข แสดงถึงโครงสร้าง
ของโซนบริลเลียนในแกรฟีน 

 
โดยท่ีอะตอมของคาร์บอนประกอบด้วยอิเล็กตรอนหกตัวในออร์บิทัล 2 2 21 2 2s s p         

ซ่ึงอิเล็กตรอนวงนอก (valence electron) 4 ตัว ส าหรับแกรฟีนนั้ นออร์บิทัล 2 2 xs p  และ 2 yp      
จึงเกิดการผสมกนัระหวา่งอิเล็กตรอนในออร์บิทลัท่ีต่างกนัแต่อยูใ่นเชลล์เดียวกนัหรือเรียกอีกอยา่ง
วา่ปรากฏการณ์ไฮบริไดเซชนั (hybridyzation) เป็นออร์บิทลัใหม่สามอนัว่างอยู่ในระนาบเดียวกนั
และท ามุมซ่ึงกนัและกนั 120 องศา  เรียกวา่ 22sp  ไฮบริไดเซชนั โดยท่ีจะมีอิเล็กตรอนวงนอกสุด
สามตัวอยู่ในออร์บิทัลน้ี และเกิดพนัธะโคเวเลนซ์กับอะตอมข้างเคียงท าให้เกิดคุณสมบัติทาง
อิเล็กทรอนิกส์ของแกรฟีน (Mak et al., 2008) ในขณะท่ีอิเล็กตรอนวงนอกท่ีเหลืออีกหน่ึงตวัท่ีอยู่
ในออร์บิทัล 2 zp  และจะเป็นจะเป็นตัวท่ีท าให้เกิดคุณสมบัติทางอิเล็กทรอนิกส์ของแกรฟีน            
( Neto et al., 2009) โครงสร้างแถบพลงังาน (energy band) ของแกรฟีนประกอบดว้ย แถบการน า 
(conduction band) และแถบเวเลนซ์ (valence band) ซ่ึงทั้งสองแถบตดักนัท่ีจุดท่ีเรียกว่า  “จุดดิแรค 
(Dirac point)” ในโซนบริลเลียน (Brillouin zone) ท าใหไ้ม่มีช่องวา่งระหวา่งแถบทั้งสอง ดงัภาพท่ี 3 
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ภาพที ่ 3  โครงสร้างแถบพลงังานของตวัน าประจุในแกรฟีน  และภาพขยายท่ีจุดดิแรค ซ่ึงพลงังาน 

E กบัเลขคล่ืน k  จะสัมพนัธ์กนัแบบเชิงเส้น 
 
ส าหรับคุณสมบติัทางด้านอิเล็กทรอนิกส์ของแกรฟีน เราพิจารณาเฉพาะแถบพลงังานท่ีอยู่รอบๆ    
จุดดิแรค (Dirac point) หรือท่ีระดบัพลงังานต ่าๆ เท่านั้น เพราะแถบเวเลนซ์ในแกรฟีนจะถูกเติมเต็ม
ท าให้ต าเหน่งของระดับพลังงานเฟอร์มี (Fermi level) อยู่ใกล้ๆ จุดเช่ือมต่อระหว่างแถบการน า
(conduction band)  และแถบเวเลนซ์ (valence band) ท่ีพลังงานต ่ าๆ ตัวน าประจุใน แกรฟีนมี
พฤติกรรมท่ีสามารถอธิบายได้ด้วยดิแรคฮามิลโทเนียน (Dirac Hamiltronain) ˆ FH v p    และ
พลงังานของแกรฟีนท่ีอยู่รอบๆ จุดดิแรค คือ ( ) FE k v p    เม่ือ  Fv  คือความเร็วเฟอร์มี (Fermi 
velocity) และ   คือเพาลีเมทริกซ์ (Pauli matrices) ซ่ึงแสดงให้เห็นวา่อิเล็กตรอนประพฤติตวัเรียน
แบบพฤติกรรมของอนุภาคสัมพนัธภาพไร้มวล (massless relativistic particles) ซ่ึงอธิบายได้ด้าย
สมการดิแรค (Dirac equation) นอกจากน้ีแกรฟีนยงัมีคุณสมบติัท่ีแตกต่างจากโลหะและสารก่ึง
ตวัน าทัว่ไปในแง่ความสัมพนัธ์ระหว่างพลงังาน E  (energy) กบัเลขคล่ืน k  (wave number) ของ
มนัมีลกัษณะเป็นเชิงเส้นตามสมการ ( ) FE k v k    ในขณะท่ีโลหะและสารก่ึงตวัน ามีลกัษณะ
ความสัมพนัธ์แบบพาราโบลา 
 

ในท่ีงานวิจยัน้ี เราสนใจคุณสมบัติเชิงแสง (optical properties) ของแกรฟีนในขณะท่ีมี
ความเครียดแบบเฉือน (shear strain) ความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิก  (Tensile isotopic 
strain) ความเครียดแบบเก้าอ้ีพับแขน (Armchair uniaxial strain) และความเครียดแบบซิกแซก 
(Zigzag uniaxial strain) อยู่ในช่วง 20% (Bonaccorso et al., 2010; Choi et al., 2010) โดยในท่ีน้ี เรา
จะพิจารณาอิเล็กตรอนท่ีระดบัพลงัต ่าๆ  หรือท่ีอยูร่อบๆ จุดดิแ รค (Dirac point) ซ่ึงสามารถอธิบาย
พฤติกรรมของอิเล็กตรอนไดด้ว้ยสมการทัว่ไปของเวลยฮ์ามิลโทเนียน (general Wely Hamiltonain) 
การท่ีแกรฟีนถูกบีบอดัหรือท าให้ยึดออกในสภาวะท่ีสมดุล พบวา่เส้นพลงังานเฟอร์มี (Fermi line) 
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เปล่ียนรูปแบบจากวงกลมไปเป็นวงรี และผลกระทบอ่ืนๆ ท่ีมีต่อแกรฟีนเน่ืองจากความเครียด 
(strain) คือจุดดิแรคเปล่ียนต าแหน่งจากมุมของโซนบรินเลียนขณะท่ีไม่มีความเครียด และไม่มีช่อง
ระหว่างแถบ (band gap) ของแถบการน า (conduction band) กับแถบแวเลนซ์ (valence band) ใน
กรณีท่ีความเครียดไม่เกิน 20% 

 
 เม่ือเร็วๆ มาน้ี ในปี ค.ศ. 2010 ได้มีการศึกษาเก่ียวกับกับคุณสมบัติทางแสง (optical 

properties) ของแกรฟีน (Mecklenburg et al., 2010) โดย M. Mecklenburg และคณะ ซ่ึงพวกเขาได้
ศึกษารูปแบบของการแผ่รังสีแบบเกิดเอง (spontaneous emission ) ของโฟตอนของ โดยท่ีพวกเขา
ใช้สมการดิแรคฮามิลโทเนียน (Dirac Hamiltonain) ซ่ึงเป็นสมการท่ีพิจารณาอิเล็กตรอนท่ีอยู่ท่ี
ระดบังานพลงังานต ่าๆ หรือท่ีอยูบ่ริเวณรอบๆ จุดดิแรค (Dirac point) โดยท าให้สมการดิแรคฮามิล
โทเนียนอยูใ่นเทอมของอนัตรกริยา 

int

ˆH  ในควอนไทซ์อนัดบัท่ีสอง (second quantize) แลว้น าไป
ค านวณหาแอมพลิจูดในรูปแบบอย่างง่าย ท่ีเรียกว่า “แผนภาพต้นไม้ของไฟน์แมน (Tree-level 
Feynman diagram)” แลว้น าแอมพลิจูดน้ีไปวิเคราะห์หารูปแบบการแผ่รังสีของโฟตอน และอตัรา
การเปล่ียนสถานะของอิเล็กตรอนจากสถานเร่ิมตน้ไปยงัสถานะสุดทา้ย  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
ภาพที ่4  แผนภาพแสดงรูปแบบของการแผรั่งสีของโฟตอนในพิกดัทรงกลมของแกรฟีน 
 
จากภาพท่ี 4 จะพบวา่รูปแบบของการแผรั่งสีของโฟตอนมีลกัษณะคลา้ยกบัโดนดั โดยท่ีตรงกลาง
บุ๋มลงไป  



6 

ในปี ค.ศ. 2011 M. Lewkowicz และคณะ ไดท้  าการใส่สนามแม่เหล็กเขา้ไปในบริเวณรอบๆ 
จุดดิแรคของแกรฟีน เพื่อศึกษารูปแบบของการแผ่รังสีของโฟตอนในแกรฟีน (Novoselov et al., 
2004; Lewkowicz et al., 2011) ซ่ึงรูปแบบของการแผ่รังสีของโฟตอนในแกรฟีนท่ีพวกเขาได้รับมี
ลกัษณะ ดงัรูป 

                                      
 
 
 
 
 
 
 
 

                                             
      (ก)                                                                       (ข)                                          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                         (ค) 
 
ภาพที่ 5  แผนภาพแสดงรูปแบบของการแผรั่งสีของโฟตอนในขณะท่ีใส่สนามแม่เหล็กในระนาบ

ของแกรฟีน โดยท่ี (ก) คือกราฟแสดงการแผ่รังสีของโฟตอนขณะท่ีใส่สนามแม่เหล็ก
ขนานกับ ในระนาบของแกรฟีน  (ข) คือกราฟแสดงการแผ่รังสีของโฟตอนขณะท่ี
สนามแม่เหล็กตั้งฉากกับระนาบของแกรฟีน และ (ค) คือกราฟแสดงการแผ่รังสีของ        
โฟตอนขณะท่ีไม่มีสนามแม่เหล็ก 
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ในงานวิจยัน้ี เราจะท าการศึกษางานวจิยัท่ีผา่นมาของ M. Mecklenburg และ M. Lewkowicz  
ต่อมาเราจึงมีแนวคิดท่ีจะดูรูปแบบของการแผรั่งสีของโฟตอนในแกรฟีนโดยการดึงแกรฟีนหรือบบั
อดัแกรฟีนในลกัษระต่างๆ โดยใช้ทฤษฎีบทดิแรค-เวลยฮ์ามิลโทเนียน (Wely-Dirac Hamiltonain) 
ในการอธิบายพฤติกรรมของอิเล็กตรอนอยู่ท่ีระดบัพลงังานต ่าๆ หรือท่ีอยู่รอบๆ จุดดิแรคภายใต้
ความเครียดในแบบต่างๆ คือ ความเครียดแบบเฉือน (shear strain) ความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซ-
โทปิก (Tensile isotopic strain) ความเครียดแบบเก้าอ้ีพับแขน (Armchair uniaxial strain) และ
ความเครียดแบบซิกแซก (Zigzag uniaxial strain) ในส่วนท่ี 3 ค านวณหารูปแบบของการแผ่รังสี
ของโฟตอนเน่ืองจากความเครียด (stain) ต่อจากนั้นเราจะแสดงผลของท่ีไดจ้ากการค านวณในส่วน
ท่ี 4 และสุดทา้ยเราจะสรุปผลและวเิคราะห์ผลในส่วนท่ี 5 
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วตัถุประสงค์ 
 

ในงานวิจยัน้ี เราจะการพิจารณารูปแบบของสมการทัว่ไปของเวลยฮ์ามิลโทเนียน (Wely 
Hamiltonial) ในพิกดั 2 มิติ ท่ีอิเล็กตรอนมีระดบัพลงังานต ่าๆ หรือบริเวณรอบๆ จุดดิแรค (Dirac 
point) เพื่ออธิบายลักษณะการบิดเบ้ียวไปของแลตทีชในแกรฟีนภายใต้ความเครียดแบบต่างๆ    
(Kitt et al., 2012) คือ ความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิก (Tensile isotopic strain) ความเครียด
แบบฉือน (shear stain) ความเครียดแบบเก้าอ้ีพบัแขน (Armchair uniaxial strain) และความเครียด
แบบซิกแซก (Zigzag uniaxial strain) และแสดงให้เห็นถึงแอมพลิจูดของการแผ่รังสีของโฟตอนท่ี
มุมต่างๆ 
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การตรวจเอกสาร 
 

ในส่วนน้ีของงานวิจยั เราจะกล่าวถึงงานวิจยัท่ีผ่านมา เพื่อใช้เป็นแนวทางในการศึกษา
งานวจิยัของเรา ดงัน้ี 

 
1.  อนัตรกริิยาระหว่างอเิลก็ตรอนกบัโฟตอนในแกรฟีน 
 

ใน ปี  ค .ศ . 2010 ได้ มีการศึกษาเก่ี ยวกับกับ คุณสมบัติท างแสง (optical properties)             
ของแกรฟีน โดย M. Mecklenburg และคณะ ซ่ึงพวกเขาไดศึ้กษารูปแบบของการแผรั่งสีแบบเกิดเอง 
(spontaneous emission ) ของโฟตอนของ โดยท่ีพวกเขาใช้สมการดิแรคฮามิลโทเนียน (Dirac 
Hamiltonain) ซ่ึงเป็นสมการท่ีพิจารณาอิเล็กตรอนท่ีอยู่ท่ีระดบังานพลงังานต ่าๆ หรือท่ีอยู่บริเวณ
รอบๆ จุดดิแรค (Haseggaea et al., 2006) โดยท าให้สมการดิแรคฮามิลโทเนียนอยู่ในเทอมของ
อนัตรกริยา 

int

ˆH  ในควอนไทซ์อนัดบัท่ีสอง (second quantize) แลว้น าไปค านวณหาแอมพลิจูดใน
รูปแบบ  อย่างง่ายท่ีเรียกวา่ “แผนภาพตน้ไมข้องไฟน์แมน (Tree-level Feynman diagram)” แลว้น า
แอมพลิจูดน้ีไปวเิคราะห์หารูปแบบการแผรั่งสีของโฟตอน (Schwinger, 1951) และอตัราการเปล่ียน
สถานะของอิเล็กตรอนจากสถานเร่ิมตน้ไปยงัสถานะสุดทา้ย  

 
 
 

 
 
 
 
ภาพที่ 6  รูปทางดา้นซ้ายมือเป็นแผนภาพตวัอย่างของรูปแบบของการแผ่รังสี และรูปขวามือเป็น

แผนภาพไฟแมนจากรูปจะเห็นวา่โฟตอนจะอยูใ่นปริภูมิ 3 มิติ ส่วนอิเล็กตรอนจะถูกจ ากดั
ขอบเขตให้อยู่ในแผ่นของแกรฟีน  อิเล็กตรอนเร่ิมต้นมีโมเมนตัม (momentum) คือ 

i ip k  และ  เป็นสปินปลอมๆ (psudospin)  ซ่ึงเร่ิมตน้อิเล็กตรอนอยู่ท่ีแถบการน า 
(conduction band)  ใกล้ๆ   กบัจุดดิแรค   

K   มีทิศทางช้ีไปตามโมเมนตมั ik  ไปท าอนัตร
กิริยากบัโฟตอนท าให้เกิดการท าลายอิเล็กตรอนท่ีแถบการน าแลว้สร้างอิเล็กตรอนท่ีแถบ
เวเลนซ์ (valence band) กบัโมเมนตมั fk และสปินปลอมๆ   
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ในท่ีน้ี M. Mecklenburg และคณะสนใจรูปแบบของการแผ่รังสีแบบเกิดเอง (spontaneous 
emission) ของแกรฟีนในอุดมคติ (ideal graphene) แกรฟีนในอุดมคติมีลกัษณะคลา้ยกบัรังผึ่งหก
เหล่ียมใน 2 มิติ ในหน่ึงหน่วย (unit cell) ของแกรฟีนจะมีคาร์บอนอะตอมอยูส่องตวั ซ่ึงก าหนดให้
คาร์บอนอะตอมตวัท่ีอยูท่างดา้นซ้ายมือเป็นอะตอม A  และตวัท่ีอยูท่างดา้นขวามือเป็นอะตอม B
โดยท่ีระยะห่างระหวา่งอะตอมสองตวัเท่ากบั 1.42 องัสตรอม ดงัรูป 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
ภาพที่ 7  รูปซ้ายแสดงให้เห็นถึงลกัษณะของแกรฟีนในปริภูมิจริง (real space) ซ่ึงมีลกัษณะคลา้ย

กบัรังผึ่ง (honeycomb lattice) ซ่ึงจุดสีเทาและจุดสีด าแทนต าแหน่งของแลตทีซ A  และ 
B ตามล าดับ  เส้นประสีด ารูปส่ีเหล่ียมขนมเปียกปูนแทนเซลล์หน่ึงเซลล์ในแกรฟีน            
ซ่ึงรูปแบบของแกนพิกดัของอิเล็กตรอนในฮามิลโทเนียนท่ีมีสองรูปแบบ คือ แบบเพาลี 
(Pauli) และดิแรค (Dirac) แทนดว้ยสัญลกัษณ์ “ P ” และ “ D ” และรูปขวาแสดงให้เห็น
ถึงลักษณะโครงสร้างโซนบริลเลียน (Brillouin Zone) ของแกรฟีนในปริภูมิส่วนกลับ 
(reciprocal space) ซ่ึงมีลักษณะเป็นหกเหล่ียม ซ่ึงต าแหน่งของจุด 

K  ระบุด้วยลูกศร
บางๆ  

 
โดยภาพท่ี 7 แสดงถึงแบบจ าลองการเคล่ือนท่ีของอิเล็กตรอนจากอะตอมหน่ึงไปอีกอะตอมหน่ึง  
ของแกรฟีนท่ีระดบัพลงังานกระตุน้ต ่าๆ ซ่ึงสัมพนัธ์กบัสมการดิแรค (Dirac equation) ใน 2+1 มิติ 
 

ฮามิลโทเนียนของอิเล็กตรอน (Electronic Hamiltonian) ประกอบดว้ยสองเทอม คือเทอมท่ี
หน่ึงแทนพลงังานของอิเล็กตรอนท่ีอยู่ในแต่ละอนุภาค และอีกเทอมแทนพลังงานเน่ืองจากการ
กระโดดของอิเล็กตรอนจากอะตอมหน่ึงไปยงัอีกอะตอมหน่ึงท่ีอยู่รอบๆ ตัวมันเอง พลังงาน
เน่ืองจากการกระโดดของอิเล็กตรอนไปยงัอะตอมท่ีอยูร่อบๆ ตวัมนัเอง (nearest-neighbor hopping 
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energy) แทนดว้ยพารามิเตอร์ t   เม่ือ †ˆ
j

AR
เป็นตวัด าเนินการสร้าง (creation operator) และ ˆ

j
AR  เป็น

ตวัด าเนินการท าลาย (annihilation operator) อิเล็กตรอนท่ีสับแลตทีช (sublattice) “ A ” ในเซลล์ท่ี 
j  โดยท่ีฮามิลโทเนียนของแกรฟีน คือ 

 † † † †

,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
j j j j i j j iA B

j i j

H A A B B t A B B A     R R R R R R R R
 (1)  

เม่ือสัญลักษณ์ ,i j  แทนผลรวมสับแลตทีชท่ีต าแหน่ง j  ทั้ งหมด และแต่ละสับแลตทีซท่ี
ต าแหน่ง i  ( 0, 1, 2i  ) ท่ีอยู่รอบๆ ต าแหน่งของสับแลตทีซ j  ส าหรับแกรฟีนสับแลตทีช A  
และสับแลตทีช B  เป็นคาร์บอนอะตอมเหมือนกนั ดงันั้นจึงมีพลงังานเท่ากนั A B   แต่ในท่ีน้ี
เราก าหนดใหต้ าแหน่ง A  และ B  มีพลงังานต่างกนั ( A B  ) 
 
 ท าการแปลงฟูเรียร์ (Fourier Transform) ของตวัด าเนินการสร้าง †ˆ

j
AR

และตวัด าเนินการ
ท าลาย ˆ

j
AR

จะไดว้า่ 

  † †1 1ˆ ˆ ˆ ˆ,i j i j

i j i j

i i

j j

A A e A A e
N N

  
  

R Q R Q

R Q R Q  (2) 

เม่ือ 1 2

1 2

j

m n

N N
 Q b b  เป็นเวกเตอร์คล่ืน (wave vector) ในโซนบริลเลียน (Brillouin zone) และ 

1 2N N N  เป็นจ านวนอะตอมทั้งหมดในแกรฟีน แทนสมการ (2) ลงใน (1) และใช้ความสัมพนัธ์ 
( )

,
ji

j

e N
 


R Q Q

Q Q
จะได ้

       

   

 

1 2

1 2

.† † †

†

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ (1 )

ˆˆ (1 )

l l

l l l l l l

l l

l l

i i

A B

l l

i i

l

H A A B B t A B e e

t B A e e

  

   

    

  

 



Q a Q a

Q Q Q Q Q Q

Q a Q a

Q Q

 (3) 

เราสามารถเขียนสมการฮามิลโทเนียนในสมการท่ี (3) ใหอ้ยูใ่นรูปของเมทริกซ์ ไดเ้ป็น 

                  
1 2

1 2

† †

ˆ
/ 1ˆˆ ˆ

ˆ1 /

l l

l

l l l l

l

i i

A

i i
l B

At e e
H t A B

e e t B





 

   

    
    
     


Q a Q a

Q

Q Q Q a Q a

Q

 (4) 

นิยามให้ ( ) / 2A B     เป็นผลต่างของพลังงานของอิเล็กตรอน และก าหนดให้พลังงาน
เร่ิมตน้มีค่าเป็น ( ) / 2 0A B    ดงันั้นเราสามารถเขียนฮามิลโทเนียนในสมการ (4) ใหม่ ไดเ้ป็น 
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  
1 2

1 2

† †

ˆ
/ 1ˆˆ ˆ

ˆ1 /

l l

l

l l l l

l

i i

i i
l

At e e
H t A B

e e t B

 

   

    
    
     


Q a Q a

Q

Q Q Q a Q a

Q

 (5) 

หรือ 

   † †

ˆ
ˆ ˆ

ˆ

l

l l

l
l

A
H A B

B

 
 
 
 


Q

Q Q

Q

 H  (6) 

โดยท่ีนิยามให ้H เป็นฮามิลโทเนียนของอนุภาคหน่ึงตวั (single particle Hamiltonian) คือ 

  
1 2

1 2

/ 1

1 /

l l

l l

i i

i i

t e e
t

e e t

 

   

   
   

   

Q a Q a

Q a Q a
H  (7) 

ส าหรับแกรฟีนฮามิลโทเนียน H  ในสมการ (7) จะมีเมทริกซ์ในแนวทแยงมุมเป็นศูนย ์            
(off-diagonal matrix) และท่ีมุมของโซนบริลเลียน (Brillouin zone) จะมีค่า Q K  เน่ืองจาก
ต าแหน่งของสับแลตทีซ A  และ B  ของแกรฟีนเป็นคาร์บอนอะตอมเหมือนกนั ดงันั้นท่ีต าแหน่ง
แลตทีช A  และ B  จึงมีพลงังานเท่ากนั ( A B  ) จากภาพท่ี 7 แสดงให้เห็นว่าจุดดิแรค (Dirac 
point) ท่ีต  าแหน่งต่างๆ มีรูปแบบดั้งน้ี คือ 

   2 1
1 2

2

3
m n 


  

b b
K b b  (8) 

เม่ือ 1    เป็นดชันี (valley index) ท่ีจ  าแนกความแตกต่างของจุดดิแรค K  สองจุดท่ีแตกต่างกนั 
เน่ืองจากท่ีพลงังานกระตุน้ต ่าๆ บริเวณรอบ จุดดิแรคของแกรฟีนเรานิยามให ้  

     k Q K   (9)    

และก าหนดขอบเขตของการค านวณให้  K k  เพื่อพิจารณาเทอมของฮามิลโทเนียน H           

ในสมการท่ี (7) จะไดว้า่ 

  
1 2 1 2( ) ( )

1 1
i i i i

e e e e
     

    
Q a Q a k K a k K a  (10) 

เน่ืองจาก K k  ดังนั้ น 1ie i   k a
k a   และท่ีพลังงานกระตุ้นต ่ าๆ จะได้ ,2i j i j a b     

โดยท่ี , 0i j  , , 1i i   แทนสมการ (8) ลงในสมการท่ี (10) จะได ้

  
1 2

1 2 1 2

3 1
1 ( ) ( )

2 2

i i
e e i 

        
Q a Q a

k a a k a a  (11) 
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จากภาพท่ี 7 นิยามให้เวกเตอร์หน่ึงหน่วย (unite vector) ˆ ˆ ˆ
n d s a a a  เป็นเวกเตอร์ท่ีตั้ งฉากกับ

ระนาบของแกรฟีน โดยท่ี 1 2
ˆ ( ) /d a a a a  และ 1 2

ˆ ( ) / 3s a a a a  ดงันั้น 

  
1 2

3
ˆ ˆ1 ( )

2

i i

d se e a i 
     

Q a Q a
k a a  (12a) 

และในท านองเดียวกนั จะได ้

 
1 2

3
ˆ ˆ1 ( )

2
l li i

d se e a i   
     

Q a Q a
k a a  (12b) 

 
แทนสมการท่ี (12) ลงใน (7) ดงันั้นท่ีพลงังานต ่าๆ ฮามิลโทเนียน H  จะกลายเป็น  

  
ˆ ˆ3 ( ) / 2ˆ

ˆ ˆ3 ( ) / 2

d s

d s

ta a ia

ta a ia





  
  
   

k

k
H  (13) 

ฮามิลโทเนียนในสมการท่ี (13) จะไม่มีการเปล่ียนแปลงเน่ืองการหมุนเน่ืองจากว่ามนัข้ึนอยู่กับ
ปริมาณสเกลาร์ และผลคูณเชิงสเกลาร์ของเวกเตอร์ใน 3 มิติ จากภาพท่ี 7 แสดงให้เห็นวา่ค่าเจาะจง 
(eigenvalue) ของฮามิลโทเนียน ˆH  ไม่ข้ึนอยูก่บัทิศทางของเวกเตอร์ k  ท่ีอยูร่อบๆ จุดดิแรค K  

ซ่ึงกล่าวไดว้า่ฮามิลโทเนียนใหผ้ลลพัธ์ท่ีเหมือนกนัในทุกทิศทาง 
 
 จดัรูปฮามิลโทเนียนในสมการท่ี (13) ใหม่ให้อยู่ในรูปเวกเตอร์อย่างง่าย และไม่ข้ึนอยูก่บั
ทิศทางเวกเตอร์ ˆda  และ ˆsa  โดยก าหนดให้อยูใ่นรูปของพิกดั D   และ P  ดงัภาพท่ี 7 ซ่ึงนิยามให้
ความเร็วเฟอร์มี (Fermi velocity) 3 / 2Fv at  และโมเมนตมั p k  จะไดว้า่ 

 

ˆ ˆ( )ˆ

ˆ ˆ( )

F d s

F d s

v a ia

v a ia





  
  

  

p

p
H  (14) 

พิจารณาพิกดั D  ในภาพท่ี 7 จะได ้ ˆ ˆ
na z , ˆ ˆ

da y  และ ˆ ˆ
sa x   จะไดฮ้ามิลโทเนียน ˆ

DH  เป็น 

 ˆ ( )D F x y y x zv p i p     H  (15a) 

และในท านองเดียวกนั จะไดส้มการฮามิลโทเนียนในพิกดั P  อยูใ่นรูปของ 

 ˆ ( )P F x x y y zv p i p     H  (15b) 
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เม่ือพิจารณาพิกัด P  จากภาพท่ี 7 จะได้ ˆ ˆ
na z , ˆ ˆ

da y  และ ˆ ˆ
sa x   จะเห็นว่าเมทริกซ์ ˆ

DH     

และฮามิลโทเนียน ˆ
PH  ในสมการท่ี (15b) เป็นตัวอย่างท่ีแสดงให้เห็นถึงมีความสัมพนัธ์กัน

ระหวา่งฮามิลโทเนียนในแกรฟีนกบัสมการดิแรค 
 
2.  อตัราการแผ่รังสีของอเิลก็ตอนในแกรฟีน 
 
 ในท่ีน้ี M. Mecklenburg และคณะไดพ้ิจารณาฮามิลโทเนียนในพิกดั P  เน่ืองจากวา่แกรฟีน
มีเฉพาะในพิกดั xy  เท่านั้น ดงันั้นจึงไม่ปรากฏ z  และ zp  ดงันั้นสามารถเขียนสมการฮามิลโท-
เนียนในสมการ (15b) ใหม่ ไดเ้ป็น 

  ˆ ( )F x x y yv p i p  H  (16) 

เม่ือโมเมนตัม ( )  p k Q K  และนิยามให้มุม   เป็นมุมในระนาบ p  ของโมเมนตัม 
ˆ

zp p p z  สอดคลอ้งกบั ˆ ˆ(cos sin )p   p x y  ดงันั้นสมการท่ี (16) จะกลายเป็น 

  

0 cos sinˆ

cos sin 0
F

i
v p

i

  

  

 
  

 
H  (17) 

เม่ือ 1    (valley indexs) เป็นตวัท่ีบ่งบอกถึงความแตกต่างกนัของมุมสองมุมในโซนบริลเลียน
ของแกรฟีน  พิจารณาฮามิลโทเนียนจากสมการท่ี (17) ในกรณีท่ี 1    ไดด้งัน้ี 
กรณีที ่1 1   

   

0ˆ

0

i

F i

e
v p

e





 
  

 
H  (18a) 

กรณีที ่2 1     

   

0ˆ

0

i

F i

e
v p

e





 
   

 
H  (18b) 

สามารถเขียนฮามิลโทเนียนทั้งสองกรณีในสมการท่ี (18) ไดเ้ป็น 

   0ˆ

0

i

F i

e
v p

e






 
  

 
H  (19)  
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โดยท่ีสามารถหาพลังงานของฮามิลโทเนียน ˆH  ในสมการท่ี (19) ได้จาก ˆ ˆdet 0 IH       

จะได ้
   Fv p   (20) 

เม่ือ 1    แสดงถึงแถบการน า (conduction band) ในกรณีท่ีเป็นบวก และแถบพลงังานเวเลนซ์ 
(valence bane) ในกรณีท่ีเป็นลบ ผลลพัธ์ในสมการท่ี (20) แสดงถึงพลงังานของฮามิลโทเนียน ˆH  
ในสมการท่ี (19) และสถานะเจาะจง (eigenstate) ของฮามิลโทเนียนของอนุภาคหน่ึงตวั H (single 
particle Hamiltonian) หาไดจ้าก 

   ˆ   H  (21) 

เม่ือนิยามใหส้ถานะเจาะจง a

b


 
  
 

 แทนฮามิลโทเนียน ˆH  ในสมการท่ี (19) และพลงังานของ   

ฮามิลโทเนียน ˆH  ในสมการท่ี (20) ลงในสมการท่ี (21) ดงันั้น 

   

0

0

i

i

a ae

b be




 

    
    

    
 (22) 

หรือ จะไดว้า่ 

  
i i ie b a b e a e a  

  


      (23a) 

   
i i ie a b b e a e a  

  


     (23b) 

แทนค่า  b  ในสมการท่ี (23) ลงในสถานะเจาะจงจะไดส้ถานะเจาะจง เป็น 

   
i

a

e a




 
  
 

 (24) 

ท าการนอร์มอลไลเซชนั (normalization) คือ 1    ในสมการท่ี (24) เพื่อหาค่า  a  ดงัน้ี 

 * *i

i

a
a e a

e a




  



  
  

 
 

                                                         
* 2 2 *1 a a a a    

                                                        
1

2
a   (25) 
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แทนสมการท่ี (25) ลงใน (24) จะได ้

   

/2

/2

1

2

i

i

e

e








 
  

 
 (26)   

สมการท่ี (26) เป็นสถานะเจาะจงของฮามิลโทเนียน ˆH  
   
 เราสามารเขียนฮามิลโทเนียนรวม Ĥ  (total Hamiltonian) ให้อยู่ในรูปของพลังสถานะ   
เจาะจงของตัวด าเนินการสร้าง †ĈQ  (create operator) และตัวด าเนินการท าลาย ĈQ  (destroy 
operator) โดยใชค้วอนไทซ์อนัดบัท่ีสอง (second quantize)  

   2 ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )H d    r r rH  (27)  

เม่ือนิยามใหค้วอนไทซ์ของสนามแม่เหล็ก  (quantized electromagnetic field) คือ 

 
 †

, ,
ˆ ˆˆ ( ) i

c c v vC C e     Q r

Q Q

Q

r  (28a) 

  
 † †

, ,
ˆ ˆˆ ( ) i

c c v vC C e      Q r

Q Q

Q

r  (28b) 

แทนฮามิลโทเนียน ˆH  ในสมการท่ี (19) และควอนไทซ์ของสนามแม่เหล็กลงในสมการท่ี (28)  
ลงในสมการท่ี (27) จะได ้ฮามิลโทเนียนรวม Ĥ  เป็น 

    † †

, , , ,

0ˆ ˆ ˆ ˆˆ
0

i

F c c v v c c v vi

e
H v p C C C C

e




    

   
    

   
 Q Q Q Q

Q

 (29) 

จากสมการท่ี (29) จะเราเห็นวา่ฮามิลโทเนียนรวมของระบบเกิดจากการรวมผลของเวกเตอร์คล่ืน Q  
(wave vector) ทั้งหมดในโซนบริลเลียนท่ีอยูใ่กล้ๆ  กบัจุดดิแรค 

K  และ c  กบั v  เป็นแถบการน า 
(conduction band) และแถบเวเลนซ์ (valence band) ตามล าดบั 
 
 เม่ือใส่สนามแม่เหล็กเขา้ไปในแผน่แกรฟีนท าให้โมเมนตมัของระบบจะเปล่ียนจากเดิมเป็น 

/q c p p A  จะเห็นได้ว่ามีเทอมของเวกเตอร์ศกัย ์(potential vector) เพิ่มข้ึนมา ซ่ึงเป็นเทอม
ของควอนไทซ์เพอร์เทอร์เบชนั ˆ H  (quantize perturbation) ในของฮามิลโทเนียนรวม  

  int

ˆ ˆĤ  H H  (30) 
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หรือสามารถเขียนฮามิลโทเนียนรวมใหม่ เป็น 

   3 †ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )F F

q
H d t v v t t

c
   

 
    

 
 r r p A r r  (31) 

โดยท่ีตวัด าเนินการสนาม (field operator) คือ 

             ( ) ( )

, ,

1 ˆ ˆˆ ( , ) ( ) c c v vi t i t

c c v vt F z C e C e
A

      
 

k r k r

k k

k

r  (32) 

เม่ือ (v)c Fv k   เป็นอตัราเร็วเชิงมุม (angular speed) ของอิเล็กตรอนท่ีแถบการน า (แถบเวเลนซ์)

A  เป็นพื้นท่ีของแผน่แกรฟีน และเวกเตอร์ศกัย ์ ( , )tA r  (potential vector) เป็น 

  * †

, ,

,

2 ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( )
i i t i i t

j j j j

j r

t c C e C e
V

    




 

 

    
 

k r k r

k k

k

A r  (33) 

เม่ือ j  เป็นสถานะของการโพลาไรซ์ของโฟตอน  (photon’s polarization state) V  เป็นปริมาตร
(normalization volume) r  คือค่าความน าสนามไฟฟ้าสัมพัน ธ์ (relative permittivity) c  เป็น
ความเร็วแสง (speed of light) และ c  k  คืออตัราเร็วเชิงมุม (angular velocity) ของโฟตอน 
ซ่ึงจะเห็นว่าอตัราเร็วเชิงมุม   มีความเร็วอยู่ในรูปของความเร็วแสงไม่ใช้ความเร็วเฟอร์มี Fv  
(Fermi velocity) และเม่ือท าการเปรียบเทียบสมการท่ี (30) กบั (31) จะพบวา่ 

   3 †

int

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )F

q
v d t t t

c
      r r A r rH  (34) 

ฮามิลโทเนียนในสมการท่ี (34) เป็นควอนไทซ์เพอร์เทอร์เบชนั 
int

ˆ H  แทนสมการท่ี (32) และ (33) 
ลงในสมการท่ี (34) จะได ้

 

 





3
2 ( )

int

† †

, , , ,

† †

, , , ,

† † *

, ,

2
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

i t

F

r

i i t

v c v c c c c c

v v v v c v c v

i i t

v c v c

d
qv F z e

V A

e C C C C C C

C C C C C C

e C C C

 

 

 

 













 

       

       

   

  

 

 

 

  



  

   


   


 



k r

k r

k k k k k k

k k k k k k

k r

k k k

r
H

 

† † *

, ,

† † * † † * ( )

, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

c c c c

i t

v v v v c v c v

C C C

C C C C C C e



 



   

       



  

 

 

   


k k k

k r

k k k k k k

 (35) 
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จะเห็นว่าควอนไทซ์เพอร์เทอร์เบชัน 
int

ˆ H  ในสมการท่ี (35) เขียนให้อยู่ในเทอมของตวัด าเนิน    
การสร้าง †ĈQ

 (create operator) และตวัด าเนินการท าลาย ĈQ
 (destroy operator)   

 
 อตัราการเกิดอนัตรกิริยาระหว่างอิเล็กตรอนกบัโฟตอนสามารถค านวณไดจ้ากการกฎของ
เฟอร์มี-โกลเดน้ (Fermi’s Golden Rule) คือ 

 
2

( ) ( )i f f

d
t t

dt
    (36) 

ซ่ึงเป็นอตัราการเปล่ียนสถานะของอิเล็กตรอน i f  จากสถานะเร่ิมตน้ i  เร่ิมตน้ไปยงัสถานะ
สุดท้าย f  เม่ือ ( )t  เป็นตัวด าเนินการวิวฒันาการไปในเวลา (Time-Evolution Operator)    
คือ 
  0

ˆ( ) ( , ) ( )o it U t t t   (37) 

โดยท่ี ˆ ( , )oU t t  เป็นอนุกรมไดสัน (Dison series) คือ 

 
0 0

( 1)

0 0

2

int int int

( )

int int int

ˆ ˆ ˆˆ ( , ) 1 ( ) ( ) ( ) ...

ˆ ˆ ˆ... ( ) ( )... ( )

o

n

o

t t t

o
t t t

n
t t t

n

t t t

i i
U t t dt t dt dt t t

i
dt dt t t t







 
            

 

 
        

 

  

  

H H H

H H H

 (38) 

เน่ืองจากงานวิจยัของ M. Mecklenburg และคณะไดพ้ิจารณาแค่เทอมแรกของอนุกรมได-
สันหรือเรียกอีกอยา่งวา่ “แผนภาพตน้ไมข้องไฟน์แมน (tree-level Feynman diagram)” ดงันั้นเราจะ
ไดแ้อมพลิจูดของการเปล่ียนสถานะของอิเล็กตรอนจากสถานะเร่ิมตน้ไปยงัสถานะสุดทา้ย เป็น 

 
int

0

1 ˆ
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

f f i ot t t t t dt M
i

         H  (39) 

โดยก าหนดใหส้ถานะเจาะจงเร่ิมตน้ i  (initial state) และสถานเจาะจงสุดทา้ย f  (final state)
เป็น 

 0( ) 1i v ct n n n    (40a) 

                                                   ( ) 1 1f v ct n n n     (40b) 



19 

เม่ือ cn  กบั vn เป็นจ านวนอิเล็กตรอนท่ีแถบการน าและแถบเวเลนซ์ตามล าดบั และ 1n   แทน
จ านวนของโฟตอนท่ีสอดคล้องกับการรังสีแบบเกิดเอง (spontaneous emission) ท าการแทนค่า
สมการท่ี (35) และ (40) ลงในสมการท่ี (39) จะไดแ้อมพลิจูดของการเปล่ียนสถานะ เป็น 

 

,

2
2( ) ( )

0

*

2
( )

ˆ1 1

v c v c z
t i t i ik zF

r A

c v v c

iqv d
M e dt e F z e dz

V A

n n n

    







 

   

        
  

   

  
k k k x x

 (41) 

โดยท่ี M. Mecklenburg และคณะไดพ้ิจารณากระบวนการการท าลายอิเล็กตรอนท่ีแถบการน าเป็น 
( , 1, )i ck    และสร้างอิเล็กตรอนท่ีแถบเวเลนซ์เป็น ( , 1, )f vk     แลว้ใน

ระหวา่งท่ีอิเล็กตรอนเปล่ียนสถานะจากสถานะเร่ิมตนัไปยงัสถานะสุดทา้ยไดส้ร้างโฟตอนออกมา 
ˆ, k  และใชค้วามสัมพนัธ์ †ˆ 1 1C n n n   , ˆ 1C n n n   และ ,n nn n  

    
 
 เน่ืองจาก ( )F z  เป็นฟังก์ชนัของคาร์บอนอะตอมของแผน่แกรฟีนใน 2 zP  ออร์บิทลั ซ่ึงมี
ขนาดเพียงไม่ก่ีองัสตรอม ดงันั้นจึงประมาณให้อินทิเกรตทุกๆ dz  เป็นหน่ึง ดงันั้นแอมพลิจูดของ
การเปล่ียนสถานะในสมการท่ี (41) จะกลายเป็น 

 

( ) /2

*

( )2 2
sin

( ) 2

1
ˆ2 ( ) 1 1

v ci t

v cF

r v c

v c c v v c

tiqv e
M

V

n n n
A

  


 

 

  

    

    

     
   

    

 
      
 

k k k

 (42) 

ยกก าลังสองสมการท่ี  (42) และใช้ความสัมพันธ์ 
2

2

sin
lim ( )
a

ax
x

ax



  ดังนั้ นสมการท่ี  (42)         

จะกลายเป็น 

 
 

2 2
2 2 2

2 2

2
*

2 1
2 ( ) (2 ) ( )

ˆ( )( 1)(1 )

F
v c v c

r

c v v c

q v
M t A

V A

n n n

 






      

 

   

    
             

   

k k k
 (43) 

แทนสมการท่ี (43) ลงในสมการอตัราการเปล่ียนสถานะ i f  ในสมการท่ี (36) จะได ้

 

2 2
2

*

2 2

2 2

2
ˆ 2 ( )

(2 ) ( )( )( 1)(1 )

F
i f v c v c

r

v c c v

q v

A V

A n n n





 


       

 

 

    

    k k k

 (44) 
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เน่ืองจากวา่ช่วงเวลา t  ของการเปล่ียนสถานนะของอิเล็กตรอนน้อยมากๆ เม่ือเทียบกบัช่วงเวลา
ของ 1/  และช่วงเวลา t  จะมีค่ามากกว่าช่วงเวลาของ 1/  มากๆ คือ1/ 1/t    และ
ขนาดของพื้นท่ีของแกรฟีน A  มีขนาดใหญ่มากๆ ดงันั้นเราสามรถเขียนสมการท่ี (44) ใหม่ ไดเ้ป็น 

  
 

2 2
2

*

2

32
2 2

2 3

2
ˆ 2 ( )

(2 ) ( )( )( 1)(1 )
(2 ) (2 )

F
c v v c v c

r

v
v c c v

q v
d

A V

VdAd
A n n n







 


       

 

 
 

    

    
kk

k k k

 (45) 

เราจะเห็นว่าอตัราการเปล่ียนสถานะของอิเล็กตรอน (recombination rate) เป็นสัดส่วนโดยตรงกบั
จ านวนอิเล็กตรอนท่ีแถบคอนดกัชนั cn  และจ านวนของโฮล 1 cn  เม่ือเราพิจารณาสมการท่ี (45) 
จะพบวา่มีการอนุรักษพ์ลงัและโมเมนตนั คือ 

   v cE E c   k  (46) 
และ 

  v c  k k k  (47) 

เม่ือเวกเตอร์คล่ืน (wave vector) ˆ ˆcos sinv v v v vk k  k i j , ˆ ˆcos sinc c c c vk k  k i j  และ 
ˆ ˆsin cos sin sink k          k i j  ดงันั้น 

  
 

1
2 2 2 22 sin cos( ) sinv c c ck k k k          k  (48) 

เป็นขนาดของเวกเตอร์คล่ืนของอิเล็กตรอนท่ีแถบแวเลนซ์ 
 
 ค านวณหาองค์ประกอบของเมทริกซ์เชิงมุม (angular matrix element) ในสมการท่ี (45)   
โ ด ย ก า ห น ด ใ ห้  ˆ ˆˆ ˆsin cos sin sin cos           k i j k , 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ/    z k z k  แ ล ะ 

2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ/     k k  เป็นเวกเตอร์ท่ีใช้ในการอธิบายโฟตอนและความน่าเป็นของการโพลาไร-

เซชนัของโฟตอน รวมทุกๆ ทิศทาง j
 
ของการโพลาไรเซชนัของการสร้างโฟตอน และแทนสมการ

สถานะเจาะจง   ในสมการท่ี (26) จะได ้

                                    

2
* 2 2ˆ 1 sin sin

2 2

v c
v j c

j

 

 
     

 
     

 
  (49) 

เน่ืองจากฮามิลโทเนียน  ˆH  ไม่มีอิเล็กตรอนอยู่ใน zp  ออร์บิทลั ดังนั้นทิศทางของการแผ่รังสี
ของโฟตอนในแนวแกน z  ปรากฏในเมทริกซ์เชิงมุมน้ี (angular matrix element) อินทิเกรตทุกๆ    
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ค่าของพลังงานและฟังก์ชันดิแรคเดลต้าของโมเมนตมั ( - function) ในสมการท่ี (45) โดยใช้
ความสัมพนัธ์ 

  

 
1

( ) ( )
( )

i

i i

i

f x x x
f x

x

  




  (50) 

โดยท่ีเราก าหนดให้ 

  ( ) 0F v F cf k v ck v k    k  (51) 
 
แทนขนาดของเวกเตอร์คล่ืนในสมการท่ี (48) ลงใน (51) เพื่อหาผลเฉลยซ่ึงไดผ้ลลพัธ์ ดงัน้ี 

   (1) 0k   (52) 

และ 

  (2)

2

2

2 1 sin cos( )

1 sin

F F
c c

F

v v
k

c c
k

v

c

 





  



    
     

    
 

  
 

 (53) 

และหาอนุพนัธ์ของสมการท่ี (51) เทียบกบัตวัแปร k  จะได ้

  

2

1
2 2

2

sin sin cos( )
( )

1 2 sin cos( ) sin

c

c

F

c

c c

k

f k k
c v

k
k k

k k



  





 

  

   

   

 
  

   


     
      

     

 (54)  

เน่ืองจากว่า / ck k  มีค่าประมาณ 1/ 300  เท่า ซ่ึงมีค่าน้อยมาก ดงันั้นเราจึงประมาณให้สมการท่ี 
(54) เป็น 

  
( )f k

c
k









 (55) 

แทนสมการท่ี (54) ลงในสมการท่ี (50) จะได ้

   
1

( )v c
c

       (56) 
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ดงันั้นเราจะไดอ้ตัราของการเปล่ียนสถานะของอิเล็กตรอนต่อมุมตนั cos sind d d     เป็น 
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2

2 2

2

2

2 2

2

2 2

( )( 1)(1 )

1 2 sin cos( ) sin cos ( )

1 sin

sin cos ( )
1

1 2 sin cos( ) sin cos (

c v cF
c v

r

F F
c c

F

c

F F
c

d vq
n n n

d c c

v v

c c

v

c

v v

c c



   



 

   





     



  

    


   

    
    

   
      

   
  
  
  


 

   
     

   
)c

 
 
 
 
 
  

 (57) 

ใน ท่ี น้ี เราป ระมาณ ให้  / 1/ 300Fv c  ซ่ึ ง มีค่ าน้ อยม าก  และประมาณ ให้  c vk k  และ

( )/ 2 /c v Fk k v c พลังงานของอิเล็กตรอนท่ีสถานะเร่ิมต้นท่ีแถบการน า (conduction band)      
เป็นคร่ึงหน่ึงของพลงังานของโฟตอน และมีขนาดของพลงังานเท่ากนักบัพลงังานของอิเล็กตรอนท่ี
สถานะสุดทา้ยท่ีแถบแวเลนซ์แต่มีทิศทางตรงกนัขา้มกนั โมเมนตมัของโฟตอนมีค่าน้อยมากเม่ือ
เทียบกบัโมเมนตมัของอิเล็กตรอน ดงันั้นจึงประมาณให้ c v   และมีการเปล่ียนต าแหน่งของ
อิเล็กตรอนระหวา่ง +K K  ท่ีระดบัพลงังานต ่าๆ  
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อปุกรณ์และวธีิการ 
 

1.  เวกเตอร์ศักย์ของแลตทซีทีบ่ิดเบียนไปเน่ืองจากความเครียดในแกรฟีน 
 
 เม่ือเราท าการดึงแผน่แกรฟีนอย่างช้าๆ โดยท่ีความเครียดอยูใ่นช่วง 20% ท าให้ต าแหน่งของ
แลตทีซในแกรฟีนเปล่ียนแปลงไป ดงัรูป 
 

 
ภาพที่ 8  (a) แลตทีชของแกรฟีนในปริภูมิจริงขณะท่ีไม่มีความเครียด โดยท่ี i  คือเนียร์เรสท์เน-

เบอร์เวกเตอร์  (nearest-neighbor vector) เป็นเวกเตอร์ท่ีช้ีจากแลตทีชหน่ึงไปยงัอ่ืนแลต-
ทีชท่ีอยู่ใกล้เคียงตัวมัน  iR na ma    คือแลตทีชทรานซเลชัน เวกเตอร์ (lattice 
translation vector) เม่ือ n  และ m  เป็นจ านวนเต็ม และจุดสีด ากบัจุดสีเทาแทนดว้ยสับ-
แลตทีช (sublattice) A และ B  ตามล าดับ (b) โซนบริลเลียนของแกรฟีนขณะท่ีไม่มี
ความเครียด (c) ต าแหน่งของเวกเตอร์ i ขณะท่ีไม่มีความเครียด (สีด า) และต าแหน่งของ
เวกเตอร์ i   ขณะท่ีมีความเครียด (สีน ้ าตาล) ส าหรับความเครียด 20% ตามทิศทางของ
เก้าอ้ีพับแขน (armchair direction) (d) โซนบริลเลียนขณะท่ีมีความเครียด (สีด า) และ     
โซนบริลเลียนขณะท่ีมีความเครียด (สีน ้ าตาล) ส าหรับความเครียด 20% ตามทิศทางของ
เกา้อ้ีพบัแขน (armchair direction) 
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ดงันั้นสมการไทท์บายด์ดิง (tight-binding equation) ก็จะเปล่ียนไปด้วยเน่ืองจากความเครียด (Kitt   
et al., 2012) และแอมพลิจูดของความน่าจะเป็นในการกระโดดของอิเล็กตรอนจากแลตทีซหน่ึงไป
ยงัแลตทีซหน่ึงท่ีใกล้เคียงกนัต่างกนัด้วย (Yichen Chang et al., 2012) ซ่ึงสามารถเขียนฮามิลโท-
เนียนในสมการท่ี (1) ใหม่ ไดเ้ป็น 

  † † † †

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
i j j i i j j iij

i j i j

H t A B B A t A B B A     R R R R R R R R
 (58) 

จากสมการท่ี (58) เป็นการรวมผลทุกๆ คู่ของ ˆiA  และ ˆ jB  ท่ีอยูใ่กลเ้คียงกนั เม่ือ 
†

iA  เป็นตวักระท า
การสร้างอิเล็กตรอนท่ีอยู่ในสับแลตทีซ A  และ ˆ jB  เป็นตวักระท าการท าลายอิเล็กตรอนท่ีอยู่ใน  
สับแลตทีช B  โดยท่ี t  เป็นแอมพลิจูดของความน่าเป็นของการกระโดดของอิเล็กตรอนจาก         
สับแลตทีชหน่ึงไปยงัอีกสับแลตทีชหน่ึงท่ีอยู่ใกล้กันในขณะท่ีไม่มีความเครียด และ ijt  เป็น     
แอมพลิจูดของความน่าจะเป็นท่ีเปล่ียนไปเน่ืองจากความเครียด ซ่ึงจะค่ามากหรือน้อยข้ึนอยู่กับ
ระยะห่างระหวา่งสับแลตทีซ 
 
 ส่ิงท่ีส าคญัเของการบิดเบ้ียวของแลตทีซในแกรฟีนแฝงอยู่ในเฟสเฟกเตอร์ (phase factor) 
น าไปสู่ความความสัมพนัธ์ของกระจาย และเขียนสมการท่ี (58) ให้อยูใ่นปริภูมิฟูเรียร์ ในงานวิจยัน้ี
Alexander L. Kitt และคณะได้แสดงให้เห็นว่าให้เฟสแฟคเตอร์ (phase factor) อยู่ในรูปของการ
แปลงฟูเรียร์ ซ่ึงเป็นผลมาจากการเปล่ียนต าแหน่งของสับแลตทีซ ดังนั้ นตัวกระท าการสร้าง 
(creation operator) และตวักระท าการท าลาย (annihilation operator) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของ
การแปลงฟูเรียร์ ไดเ้ป็น 

   † †1
i

i

i R
A e A

N


 

Q

R Q

Q

 (59a) 

  ( ) †1
i j

j

i R
B e B

N

   
 

Q

R Q

Q

 (59b) 

ความสัมพนัธ์ของขอบเขตของศกัยเ์วกเตอร์ปลอมๆ (pseudovector potential) ประกอบดว้ยต าแหน่ง
สัมพทัธ์ของอะตอมท่ีเปล่ียนไป ซ่ึงอยูใ่นสมการท่ี (59) และแอมพลิจูดของการกระโดดท่ีเปล่ียนไป 
(hopping amplitude) ในสมการท่ี  (58) และท าการแทนค่าสมการท่ี  (59) ลงใน (58) และใช้
ความสัมพนัธ์ ( )

,

i R

i

e N
  

 Q Q

Q Q จะได ้

  † †

1,2,3 1,2,3

ˆ ( ) ( )j ji i

j j

j j

H A B t t e A B t t e
 

 
   

 

 
     

 
  

Q Q

Q Q Q Q

Q

 (60)  
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เม่ือ j   เป็นเนียร์เรสทเ์นเบอร์เวกตอร์ท่ีเปล่ียนไป (change of nearest-neighbor vector) เขียนไดเ้ป็น 

  ( )j jI       (61) 

โดยท่ี   เป็นสเทรนเทนเซอร์ (strain tensor) และ I  เป็นเมทริกซ์เอกลกัษณ์ (identity matrix) แทน
สมการท่ี (61) ลงในสมการท่ี (60) จะไดฮ้ามิลโทเนียนในปริภูมิฟูเรียร์ท่ีพลงังานต ่าๆ เป็น 

  

 

 

†

1,2,3

†

1,2,3

ˆ ( )

( )

j

j

i

j j

j

i

j j

j

H A B t t it e

A B t t it e





  

  

 







 
      

 

 
     

 

 

 

Q

Q Q

Q

Q

Q Q

Q

Q

Q

 (62) 

เน่ืองจากว่าเราสนใจลักษณะของแกรฟีนท่ีมีความเครียดน้อยๆ หรือความเครียดไม่เกิน 20%    
ดงันั้นเราจึงประมาณให้ 1ji

je i
 

 
 

  
Q

Q  และสามารถเขียนสมการท่ี (60) ใหม่ ให้อยู่ในรูป
ของเมทริกซ์ ไดเ้ป็น 

 

 
† †

1,2,3

0 ( )
ˆˆ ˆ

( ) 0

ˆ

ˆ

j

j

i

j j

i
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t t it e
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t t it e

A

B





  

  

 




    
           

 

 
 
 
 

 

Q

Q
QQ

Q

Q

Q

Q

Q   

   (63) 

โดยท่ีก าหนดให้เมทริกซ์ตรงกลางในสมการท่ี (63) เป็นฮามิลโทเนียนของอนุภาคหน่ึงตวั (single-
particle Hamiltonian) คือ 

 

 

 1,2,3

0 ( )
ˆ

( ) 0

j

j

i

j j

i
j

j j

t t it e
=

t t it e





  

  

 




    
 
     
 



Q

Q

Q

Q
H  (64) 

หรือสามารถเขียนฮามิลโทเนียนในสมการท่ี (64) ใหม่ ไดเ้ป็น 

   0

ˆ ˆ ˆ ˆ
p K= + +H H H H  (65) 
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เม่ือ 

  

31 2

31 2
0

0ˆ

0

ii i

o
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QQ Q
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H  (66) 

โดยท่ี 0t t สมการท่ี (66) เป็นฮามิลโทเนียนขณะท่ียงัไม่มีความเครียด 
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และ 
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 (68) 

เม่ือเวกเตอร์ j  (nearest-neighbor vector) คือ 

  1

3
ˆ ˆ

2 2

a a
  x y  (69a) 

   2

3
ˆ ˆ

2 2

a a
  x y  (69b) 

   3
ˆa   x  (69c) 

สมการท่ี (69) เป็นเวกเตอร์ท่ีช้ีจากสับแลตทีชหน่ึงไปยงัอีกสับแลตทีซหน่ึงท่ีอยูใ่กลเ้คียงกบัตวัมนั 
ซ่ึงเป็นสับแลตทีซท่ีต่างกนั พิจารณารูปท่ี 8(d) จะพบวา่เวกเตอร์คล่ืนในโซนบรินเลียน k K Q  

ท่ีจุดดิแรค 
1 1

4
ˆ

3 3
K K

a


   y  เน่ืองจากว่า K k  ดังนั้ น จึงประมาณให้ k 1 kie i     

และนิยามให้ความเร็วเฟอร์มี (Fermi velocity) 3 / 2Fv at  ดงันั้นฮามิลโทเนียน 0

ˆH  ในสมการ
ท่ี (65) จะกลายเป็น 

   
0

ˆ ˆ0 ( )ˆ

ˆ ˆ( ) 0

F

F

v k i
=

v k i

  
 
   

y x

y x
H  (70) 
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ฮามิลโทเนียน ˆ
pH  ในสมการท่ี (67) จะกลายเป็น 

  

1

1

2

2

3

3

1 1

1 1

2 2

2 2

3 3

3 3

0 (1 )ˆ

(1 ) 0

0 (1 )

(1 ) 0

0 (1 )

(1 ) 0

iK

p
iK

iK

iK

iK

iK

t ik e
=

t ik e

t ik e

t ik e

t ik e

t ik e













 

 

 

 

 

 

 



 



 



  
 
   

  
  
   

  
  
   

H

 (71)  

เน่ืองจากพามิเตอร์ของแอมพลิจูดของความน่าจะเป็นของการเคล่ือนท่ีของอิเล็กตรอนจากแลตทีซ
หน่ึงยงัแลตทีซท่ีอยูใ่กลเ้คียงกบัตวัมนั เป็น 

      
( 1)

0 ; 3
i

a
it t e




 


 

    (72)    

โดยท่ี a   เป็นระยะห่างของแลตทีชท่ีอยู่ติดกนัเท่ากบั 1.42 องัสตรอม 0t  เป็นพลงังานของความ
น่าจะเป็นของอิเล็กตรอนท่ีกระโดดจากแลตทีซหน่ึงไปยงัอีกแลตทีซท่ีหน่ึงท่ีอยูใ่กลเ้คียงกนั ซ่ึงมี
ค่าประมาณ 2.7 อิเล็กตรอนโวลต์ และเวกเตอร์ของแลตทีชท่ีอยู่ใกล้เคียงกันท่ีเปล่ียนไปเน่ือง
ความเครียด เป็น 

   (I )i i i i           (73) 

เราสามารถเขียนสมการท่ี (72) ใหม่ และท าการกระจายโดยใช้อนุกรมเทเลอร์ (Taloy’s series)       
ไดเ้ป็น 

      
( )

( ) ...

i

i
i i i i i

i a

t
t t t




    




 
        

 
 (74) 

แทนสมการท่ี (72) ลงใน (74) จะได ้

   

( 1)

0 0 0( ) ( ) ...
i

i

a
i i i i

a

t t t e t t
a a






 
   

 



    
            

    
 (75)  

 
เขียนสมการท่ี (75) ใหม่ ไดเ้ป็น 

   0( )i jt t t    (76) 
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ท ากาเปรียบเทียบสมการท่ี (75) กบั (76) จะได ้

   
0j it t

a


     (77) 

สมการท่ี (77) เป็นความน่าจะเป็นท่ีเปล่ียนไปของอิเล็กตรอนท่ีกระโดดจากแลตท่ีหน่ึงไปยงัอีก  
แลตทีซหน่ึงท่ีอยูร่อบๆ ตวัมนั เน่ืองจากความเครียด โดยท่ีขนาดของผลต่างของเนียร์เรสท์เนเบอร์
เวกเตอร์ท่ีเปล่ียนไปเน่ืองจากความเครียด คือ 

     
ˆ( )i i i       I  (78) 

เม่ือ Î  เป็นเมทริกซ์เอกลกัษณ์ในสองมิติ และ   เป็นสเทรนเทนเซอร์ (strain tenser) ในระบบพิกดั
คาร์ทีเซียนในสองมิติ คือ 

   xx xy

xy yy

 


 

 
  
 

 (79) 

โดยท่ี ij  เป็นความยาวใหม่ท่ีเปล่ียนไปในแนวแกน j  ต่อความยาวเดิมในแนวแกน i  ท าการแทน
สมการท่ี (78) ลงในสมการท่ี (77) จะได ้

   
 0
ˆ( ) ; 1, 2, 3i i it t i

a


        I  (80) 

แทนสมการท่ี (69) และ (79) ลงในสมการท่ี (79) จะได ้

   
1 0

1 3 3

4 2 4
xx xy yyt t    

 
     

 
 (81a) 

   2 0

1 3 3

4 2 4
xx xy yyt t    

 
     

 
 (81b) 

   
3 0 xxt t     (81c) 

ขนาดของเนียร์เรสท์เนเบอร์เวกเตอร์ท่ีเปล่ียนไปในสมการท่ี (81) เป็นการประมาณโดยการเก็บ
เฉพาะพหุนามของความเครียดท่ีดีกรีอันดับท่ีหน่ึงเท่านั้ น (Pereira et al., 2009) เน่ืองจากว่าเรา
พิจารณาท่ีค่าของความเครียดมีค่าไม่เกิน 20% และท าการแทนค่าสมการท่ี (81) ลงใน (71) จะได ้
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3
ˆ0 ( )

2 4 4ˆ

3
ˆ( ) 0

2 4 4

3
ˆ0 ( )

4 4 2

3
ˆ( ) 0

4 4 2

0
2 2

2

xy xx yy

p F

xy xx yy

yy xx xy

F

yy xx xy

xx yy xy

F

i k

= v

i k

i k

v

i k

i
a a a

v

a

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  




  
     
  

  
     
  

  
     
  

  
     
  

 



x

x

y

y

H

0
2

xx yy xyi
a a

 
 

 
 
 
   
 

 

   (82) 
และฮามิลโทเนียน ˆ

KH  ในสมการท่ี (68) จะกลายเป็น 

  

2
ˆ0 ( )

3 3ˆ

2
ˆ( ) 0

3 3

2
ˆ0 ( )

3 3

2
ˆ( ) 0

3 3

4
0 ( )
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3 3

xy yy

K F
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yy xy

F

yy xy

yy xy

F

yy xy

i k

= v

i k

i k

v

i k

i
a

v

i
a


 


 


 


 


 


 

 
   

 
 

   
 

 
  

 
 

  
 

 
  

 
 

  
 

x

x

y

y

H

 (83) 
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แทนสมการท่ี (70), (82) และ (83) ลงในสมการท่ี (64) จะได ้
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 
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 
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 
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 
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 
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  
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     
  

  
      
  

  
      

  

 
   

 




x

x

x

x

y
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i
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i
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


 
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 
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 
 
 
  

    
  

  
    

  
  

      
  

 
  

  
   
 





y

y

y

( ) 0yy xyi 

 
 
 
 

 
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    (84) 

รูปแบบท่ีพบในสมการท่ี (84) คือฮามิลโทเนียนขณะท่ีมีความเครียด และก าหนดให้ศกัยเ์วกเตอร์
ปลอมๆ pseA  (pseudovector potential) เป็น 

 
   

4 4ˆ ˆ( ( )) ( )
23 3 3 3

F
pse yy xx yy yy xy

cv

ea

  
    

 

 
     

 
A i j  (85) 

ฮามิลโทเนียนในสมการท่ี (84) เป็นฮามิลโทเนียนส าหรับอิเล็กตรอนท่ีระดบัพลงังานต ่าๆ หรืออยู่
รอบๆ จุดดิแรค K  (Dirac point) และใชโ้ซนบริลเลียนขณะท่ีไม่มีความเครียดเป็นตวัอา้งอิง 
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2.  สมการของเวลย์ส าหรับแกรฟีนทีถู่กท าให้บิดเบีย้ว 
 
 เราจะพิจารณาฮามิลโทเนียนแบบเชิงเส้นในสองมิติท่ีมีฟังก์ชนัคล่ืน ( , )x yk kk เราเรียกวา่ 
“เวลยฮ์ามิลโทเนียน (Wely Hamiltonain)” ซ่ึงมีรูปแบบของสมการ ดงัน้ี 

  0,...,3

Ĥ 







  v k  (86) 

ในเทอมของความเร็ว ( , )x yv v  v  ซ่ึงส่วนประกอบทั้งสองของความเร็วในสองมิติสองส่วน คือ

0 0 1 2 3( , ) ( , , , )x x x x x x xv v v v v v  v  และ 0 0 1 2 3( , ) ( , , , )y y y y y y yv v v v v v  v และเพาลีเมทริกซ์ใน
สองมิติ 0 1  และ 1 2 3( , , )     
 
 เวลยฮ์ามิลโทเนียนอธิบายโดยพารามิเตอร์ท่ีแตกต่างกนัแปดตวั ซ่ึงไดม้าจากความเร็ว v

ดงันั้นเราจึงสามารถเขียนฮามิลโทเนียนในสมการท่ี (86) ใหม่ ไดเ้ป็น 

  
 0

0
ˆ x y

x yv k v k     H v k  (87) 

หรือสามารถเขียนฮาโทเนียนในสมการท่ี (87) ใหอ้ยูใ่นรูปของเมทริกซ์ ไดเ้ป็น 

   

0 3 0 3 1 2 1 2

1 2 1 2 0 3 0 3

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

( ) ( ) ( ) ( )

x x y y x x y y

y y x y

x x y y x x y y

x y x y

v v k v v k v iv k v iv k

v iv k v iv k v v k v v k

      
         

H  (88) 

ส าหรับในกรณีของแกรฟีนท่ีอิเล็กตรอนอยู่ท่ีระดบัพลงังานต ่าๆ เราจะพิจารณาให้ 0 3 0 v v         
เวลยฮ์ามิลโทเนียนในสมการท่ี (88) จะกลายเป็น 

    

1 2 1 2

1 2 1 2

0 ( ) ( )
ˆ

( ) ( ) 0

x x y y

x y

x x y y

x y

v iv k v iv k

v iv k v iv k

   
      

H  (89) 

ท าการเปรียบเทียบสมการท่ี (84) กบั (89) เราจะได ้ 

   
1

2

2 3 3

x

F xy F xyv v v
 
     (90a) 

   
2

2
(3 )

4 3 3

x

F F xx yy F xyv v v v
 

       (90b) 

                           
1

2
( 3 )

4 3 3

y

F F xx yy F xyv v v v
 

       (90c) 
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2

2

2 3 3

y

F xy F xyv v v
 
     (90d) 

โดยท่ีสมการท่ี (90) เป็นองค์ประกอบของความเร็ว หาพลงังานของเวลยฮ์ามิลโทเนียนในสมการท่ี 
(89) โดยใช้ความสัมพันธ์  ˆ ˆdet( ) 0 H I  เม่ือ Î  เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์  (identity matrix) 
ดงันั้นจะไดพ้ลงังาน E  ของเวลยฮ์าร์มิลโทเนียนในสมการท่ี (89) เป็น 

   
2 2

1 2( ) ( )E    v k v k  (91) 

เม่ือ 1    เป็นตวับ่งช้ีแถบพลังงาน คือเคร่ืองหมายบวกแสดงถึงพลังงานท่ีแถบการน า และ
เคร่ืองหมายลบแสดงถึงพลงังานท่ีแถบแวเลนซ์ หาสถานะเจาะจง (eigenstate)   ของเวลยฮ์ามิล-

โทเนียน ไดจ้าก ˆ E H  โดยก าหนดใหส้ถานะเจาะจง A

B


 
  
 

 ดงันั้น จะได ้

 
1 2 2 2

1 2

1 2

0
( ) ( )

0

i A A

i B B


      
       

       

v k v k
v k v k

v k v k
 (92) 

หรือ 

   
 2 2

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )A i B       v k v k v k v k  (93a) 

  
 2 2

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )B i A       v k v k v k v k  (93b) 

ในงานวิจยัน้ี เราจะเลือกใช้สมการท่ี (93a) ในการค านวณ เราจะได้ 1 2( ) ( )A i   v k v k  และ
2 2

1 2( ) ( )B    v k v k  และท าการนอร์เมิลไลซ์เซชนั (Normalization) โดยใช้ความสัมพนัธ์ 
2 2 2N A B  จะได ้

   
2 2

1 22( ) 2( )N    v k v k  (94) 

เราสามารถเขียนสมการสถานะเจาะจง   ของเวลยฮ์ามิลโทเนียนในสมการท่ี (89) ไดเ้ป็น 

  
1 2

2 22 2
1 21 2

( ) ( )1

( ) ( )2( ) 2( )

i




   
  

       

v k v k

v k v kv k v k
 (95) 

เม่ือเรานิยามให้ 2 2

1 cosa a b    v k  และ 2 2

2 sinb a b    v k  ดงันั้นเราสามารถ
เขียนพลงังานในสมการท่ี (89) ไดเ้ป็น 
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   

2 2

1 2E    v k v k  (96) 

และเขียนสถานะเจาะจงในสมการท่ี (95) ใหม่ ไดเ้ป็น 

    

1

2

ie 




 
  

 
 (97) 

เม่ือ  1

2 1( ) tan /     k v k v k  โดยท่ีก าหนดใหเ้วกเตอร์คล่ืน k (wave vector) เป็น 

   ˆ ˆ(cos i sin j)k     k  (98) 

 เม่ือแลตทีซในแกรฟีนเปล่ียนต าแหน่งไปจากเดิมเน่ืองจากครามเครียดแลว้ผลกระทบทบท่ี
เกิดข้ึนคือรูปแบบของพลงังานเฟอร์มีเปล่ียนจากวงกลมไปเป็นวงรี โดยท่ีมุมของแกนเอก r  ของ
พลงังานเฟอร์มีท่ีบิดเบือนไปจากในแนวแกน xk เป็น 

   1 1 1 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

2(v v v v )1
tan

2 ((v ) (v ) ) ((v ) (v ) )

x y x y

r x x y y
   

  
   

 (99) 

สมการท่ี (99) เป็นตวัท่ีบ่งบอกถึงลกัษณะมุมของพลงังานเฟอร์มีท่ีบิดเบือนไป เน่ืองลกัษณะการดึง
ของแกรฟีนในแต่แบบมีความแตกต่างกนัออกไปดงันั้นสแทรนเทนเซอร์ (strain tensor) ส าหรับ
ความเครียดในแบบต่างๆ ก็ต่างกนัออกไป ดงัน้ี 

 
0 0 0 0

, , ,
0 0 0 0

xy xx xx xx

ss is as zs

xy yy yy yy

v

v

   
   

   

       
          

       
 (100) 

สมการท่ี (100) คือสแทรนเทนเซอร์ส าหรับความเครียดแบบเฉือน (shear strain) ความเครียด        
แบบเทนไซน์ไอโซโทปิก (tensile isotropic strain) ความเครียดแบบเก้าอ้ีพับแขน (armchair 
uniaxial strain) และความเครียดแบบซิกแซก (zigzag strain) ตามล าดับ เม่ือ v  คืออัตราส่วน   
ของปัวซอง (Poisson’s ratio) เป็นตัวท่ีบ่ งบอกถึงอัตราการยืดออกหรือหดเข้าของแกรฟีน            
และ ij  คือความเครียดหมายถึงความยาวท่ียดืออกในแนวแกน j ต่อความยาวเดิมในแนวแกน i  
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3.  อตัรารวมตัวกนัใหม่ของอิเลก็ตรอนกบัโฮลในแกรฟีนที่บิดเบีย้วเน่ืองจากความเครียด 
 
  ในส่วนน้ีเราจะพิจารณาอตัราการเปล่ียนสถานะของอิเล็กตรอนท่ีอยู่ท่ีแถบการน าไปยงั
แถบแวเลนซ์โดยท่ีควอนไทซ์เพอร์เทอร์เบชันอยู่ในเทอมของแผนภาพไฟน์แมน (Feynman 
diagram) พิจารณาเม่ือเราใส่สนามแม่เหล็กลงไปท าให้ /e c p p A  ซ่ึงจะได้เทอมของศกัย์-
เวกเตอร์ (vector potential) เพิ่มข้ึนมาซ่ึงเป็นควอนไทซ์เพอร์เทอร์เบชนั intĤ ในฮามิลโทเนียนรวม 
คือ 

            
3 †

0 int

1,2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )
e

d
c






  


  
      

  
 H r r v p A r r H H  (101) 

เม่ือ ˆ ( ) r  เป็นสนามควอนไทซ์อนัดบัท่ีสอง (second quantized field) คือ   

                        
 ( ) ( )

, ,

1 ˆ ˆˆ ( ) (z) c c v vi t i t

c c v vF C e C e
A

      
 

k r k r

k k

k

r  (102) 

 เม่ือ ( )A r  เป็นเวกเตอร์ศกัย ์(potential vector) สามารถเขียนสมการได ้เป็น 

    
* †

, ,

,

2 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )
i i t i i t

j j j j

j

c C e C e
V

   

 



 

 


 

 

    
 

k r k r

k k

k

A r  (103) 

โดยท่ี j  เป็นสถานะของการโพลาไรเซชันของโฟตอน  (photon’s polarization state) V เป็น
ปริมาตร   คือค่าความน าสนามไฟฟ้าสัมพนัธ์ (relative permittivity) c  เป็นความเร็วแสง (speed 
of light) และ c   k  คืออตัราเร็วเชิงมุม (angular velocity) ซ่ึงจะเห็นวา่อตัราเร็วเชิงมุม   มี
ความเร็วอยู่ในรูปของความเร็วแสงไม่ใช้ความเร็วเฟอร์ม่ี ( )Fv  จากสมการท่ี (101) จะได้ควอน-
ไทซ์เพอร์เทอร์เบชนัในส่วนท่ีเป็นอนัตรกิริยา intĤ เป็น 

  
3 †

int

1,2

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
e

d
c






  


     H r r v A r r  (104) 

แทนสมการท่ี (102) และ (103) ลงในสมการท่ี (104) จะได ้

  

3
2( ) ( ) † †

int

,

*

1 2

2 ˆ ˆ ˆˆ ( )

ˆ( )

v c v c

c v

i t i

v c

j

v x x j c

d
e e F z e C C C

V A

 



  



 



 

    

     
 

  


k k k r

k k k

r
H

v v

 (105) 
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สมการท่ี (105) เป็นควอนไทซ์เพอร์เทอร์เบชัน (quantize perturbation) ในกรณีของการแผ่รังสี        
แบบเกิดเอง เม่ือ (z)F  เป็นฟังก์ชนัของคาร์บอนอะตอมใน 2 zP  ออร์บิทลัในระนาบของแกรฟีน 
ซ่ึงเราประมาณใหมี้ค่านอ้ยๆ 
 
 ค านวณหาอตัราการเปล่ียนสถานะของอิเล็กตรอนจากสถานะเร่ิมตน้ท่ีแถบการน าไปยงั
สถานะสุดทา้ยท่ีแถบแวเลนซ์ไดจ้ากกฎของเฟอร์ม่ีโกลเดน้ (Fermi’s golden rule) คือ 

   
2

( ) ( )i f f

d
t t

dt
    (106) 

เ ม่ื อ  0
ˆ( ) (t) (0)it U  โ ด ย ท่ี  int

0

ˆ ˆ(t) exp ( )
ti
dt t

 
  

 
U H  เป็ น ตั ว ก ระ ท า ก า ร ท่ี

วิวฒันาการไปในเวลา (time evolution operator) ท าการกระจายตวักระท าการท่ีวิวฒันาการไปตาม
เวลาโดยใชอ้นุกรมไดสัน (Dyson’s series) จะได ้

  1 1 2

2

(I) (II)

1 int 1 2 2
0 0 0

ˆ ˆ ˆ(t) 1 ( ) ( ) ...
t t ti i
dt t dt dt t

   
        

   
  U H H  (107) 

เราจะท าการประมาณโดยเก็บแค่พหุนามดีกรีก าลงัหน่ึงของอนุกรมไดสัน หรือเราเรียกอีกอยา่งว่า 
“แผนภาพตนัไม้ของไฟน์แมน (tree-level Feynman diagram)” ตวักระท าการวิวฒันาการท่ีไปใน
เวลาสมการท่ี (107) จะกลายเป็น 

   1 (I)

1 int
0

ˆ ˆ(t) 1 ( )
ti
dt t

 
   

 
U H  (108) 

ดงันั้นเราจะได้แอมพลิจูดของการเปล่ียนสถานะของอิเล็กตรอนจากสถานะเร่ิมต้น i  ไปยงั
สถานะสุดทา้ย f ในสมการท่ี (106) เป็น 

     int
0

1 ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

f f it t t t t M
i

       H  (109)  

โดยก าหนดให้กระบวนการท าลายอิเล็กตรอนท่ีสถานะเร่ิมต้น i  และกระบวนการสร้าง
อิเล็กตรอนท่ีสถานะสุดทา้ย 

f  เป็น 

   1i v cn n n    (110a) 

   1 1f v cn n n     (110b) 
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เม่ือ cn  เป็นจ านวนของอิเล็กตรอนท่ีแถบการน า n  แทนจ านวนของโฟตอนท่ีแผรั่งสีออกมา และ 
1 vn  คือจ านวนของอิเล็กตรอนในแถบแวเลนซ์ และแทนสมการท่ี (105) และ (110) ลงใน (109) 
จะได ้

 

( ) t/2

* † †

1 2

2 2 1
sin 2 ( )

2

ˆ ˆ ˆˆ( )

v ci

v c

v c

v c

v x y j c c v v c v c

j

e e
M i t

V A

n n n C C C n n n

  




  

  

  


    

    

      
            

    

k k k

v v

 (111) 

ยกก าลงัสอง M  แลว้แทนค่าท่ีไดล้งในสมการท่ี (106) โดยในท่ีน้ีเราก าหนดให้ขอบเขตของพื้นท่ี 
A  ของแกรฟีนมีขนาดใหญ่มาก จะได ้

  

2
2

2

2 3
2

*

1 2 2 3

2
2 ( ) (2 ) ( )

ˆ( ) ( 1)(1 )( )
(2 ) (2 )

c v v c v c

v
v x y j c v c

j

e
d A

A V

Ad Vd
n n n

 

 




     

 

    
 


          

    

k k k

k k
v v

 (112) 

โดยท่ีเราใชค้วามสัมพนัธ์ †ˆ 1 1C n n n   , ˆ ( 1)C n n n    และ ,n nn n  
    

 
 ในการค านวณเมทริกซ์เชิงมุม (angular matrix) ในสมการท่ี (112) เราก าหนดให้เวกเตอร์ 
ˆ (sin cos , sin sin , cos )         k , 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ/    z k z k  และ  2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ/     k k  

ซ่ึงเป็นเวกเตอร์ท่ีใช้ในการอธิบายเก่ียวกบัโฟตอนและความน่าจะเป็นของการโพลาไรเซชนัของ   
โฟตอน ท าการรวมทุกค่าท่ีเป็นไปไดข้องการโพลาไรเซชนั j  ของโฟตอนท่ีสร้างข้ึนมา จะได ้

 

2
*

1 2
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2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1

2 2

2 2 1 2 1
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sin cos ( ) cos ( ) cos ( )cos( )
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j

v c v c
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v v v v v v
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v v v
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    

   

     

    



 

          

      

     

 v v

2 )sin( )

( , , )

v c

 

 

  

  

M

 (113)     

 

เม่ือเรานิยามให้ 2 2

1(2) 1(2) 1(2) 1(2)( ) ( ) cosx x yv v v   , 2 2

1(2) 1(2) 1(2) 1(2)( ) ( ) siny x yv v v    และ
2 2

1(2) 1(2) 1(2)( ) ( )x yv v v   ในการพิจารณาสมการท่ี (112) เราพบว่ามีสภาวะของการอนุรักษ์
พลงังานและการอนุรักษโ์มเมนตมั คือ 
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   ( ) ( ) cv v c cE E  k k k  (114) 

และ 

   v c  k k k  (115) 

อินทิเกรตฟังกช์นั   ของพลงังานและโมเมนตมัในสมการท่ี (112) โดยใชค้วามสัมพนัธ์ 

    

 
1

( ) ( )
( )

i

i i

i

f x x x
f x

x

  




  (116) 

เราจะไดก้ารแผรั่งสีของโฟตอนแบบเกิดเอง ซ่ึงข้ึนอยูก่บัสเทรนเทนเซอร์   เป็น 

  

2
2

(i) (i)

1, 2

( ) 1
( , , ) ( )(1 )(1 )

2

c v
c v

i

d e
n n n k

d c
   

 


  

 





  


M  (117) 

เม่ือ cos sind d d     คือมุมตนั (solid angle) และ (i)k  เป็นขนาดของเลขคล่ืนของโฟตอน 
(wave number of photon) ในสภาวะท่ีมีการอนุรักษพ์ลงังานและอนุรักษโ์มเมนตมั คือ 

   

2
(1) 4

2

B B AC
k

A


  
 ,

  

2
(2) 4

2

B B AC
k

A


  
  (118) 

เม่ือก าหนดให ้ A , B  และC  เป็น 

  

2 2

1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

( )sin(2 )sin

(( ) ( ) )cos sin (( ) ( ) )sin sin

x y x y

x x y y

A c v v v v

v v v v

 

   

 

   

   

     (119) 

  

1 1 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

2 2 ( )sin sin( )

2 sin (( ) ( ) )cos cos (( ) ( ) )sin sin

x y x y

c c c

x x y y

c c c

B cE k v v v v

k v v v v

 

  

  

    

   

     
 (120) 

และ 

  
2 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

( )sin(2 )

(( ) ( ) )cos (( ) ( ) )sin

x y x y

c c c c

x x y y

c c c c

C E k k v v v v

k v v k v v



 

   

   
 (121) 
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ผลและวจิารณ์ 
 

 ในส่วนน้ี เราจะพิจารณาผลท่ีไดจ้ากการค านวณโดยการน ามาวาดกราฟ เพื่อน ามาวิเคราะห์
ผลลัพธ์ท่ีได้รับจากความเครียดแบบเฉือน (shear strain) ความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิก 
(tensile isotropic strain) ความเครียดแบบเกา้อ้ีพบัแขน (armchair uniaxaul strain) และความเครียด
แบบซิกแซก (zigzag strain) ตามล าดบั 
 
  ผลลพัธ์ได้รับจากการเปล่ียนต าแหน่งของแลตทีซในแกรฟีนเน่ืองความเครียด คือท าให้
รูปแบบของเส้นพลงังานเฟอร์มี (Fermi line) เปล่ียนรูปร่างจากวงกลมไปเป็นวงรี โดยท่ีความยาว
ของแกนเอกและความยาวของแกนโทของวงรีจะเปล่ียนไปซ่ึงข้ึนอยูก่บัขนาดของความเครียดท่ีใช้
ในการดึงแกรฟีนและลกัษณะของความเครียดท่ีใชใ้นการดึงแกรฟีน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     (ก)  ความเครียดแบบเฉือน 

ภาพที่ 9  ขนาดขงความยาวของแกนเอกและแกนโทของเส้นพลงังานเฟอร์มีโดยท่ีเส้นสีแดงแทน
ความยาวท่ียืดออก (หดเข้า) ในแนวแกน y  และเส้นสีน ้ าเงินแทนความยาวท่ียืดออก      
(หดเขา้) ในแนวแกน x  ของเส้นพลงังานเฟอร์มี ส าหรับความเครียดในแบบต่างๆ อยู่
ในช่วง 0 0.2   
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     (ข)  ความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิก 

 
 
 
 
 
 
 
 

     (ค)  ความเครียดแบบเกา้อีพบัแขน 

 
 
 
 
 
 
 
 

     (ค)  ความเครียดแบบซิกแซก 

ภาพที ่9 (ต่อ)  
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จากภาพท่ี 9 เราจะพบวา่เม่ือความเครียดเปล่ียนไปรูปแบบของเส้นพลงังานเฟอร์มีจะเปล่ียนรูปแบบ
จากวงกลมไปเป็นวงรี เน่ืองจากมีการยดืออกหรือหดเขา้ของเส้นพลงังานเฟอร์มี ซ่ึงลกัษณะของการ
ยืดออกหรือหดเขา้ของเส้นพลงังานเฟอร์มีข้ึนอยูก่บัความเครียดแบบต่างๆ คือส าหรับความเครียด
แบบเฉือน (ภาพท่ี 9ก) ยิง่ความเครียดเพิ่มมากข้ึนเส้นพลงังานเฟอร์มีดา้นแกน y  (เส้นสีแดง) ยิ่งยืด
ออกมากข้ึน แต่ดา้นแกน x  (เส้นสีน ้ าเงิน) ยิ่งหดตวัมากข้ึน ส าหรับความเครียดแบบเทนไซน์ไอ-
โทปิก (ภาพท่ี 9ก) ยิ่งความเครียดเพิ่มมากข้ึนเส้นพลงังานเฟอร์มีดา้นแกน x  (เส้นน ้ าเงิน) และดา้น
แกน y  (เส้นสีแดง) ยิ่งหดตวัมากข้ึน แต่ด้านแกน x  (เส้นสีน ้ าเงิน) จะยืดออกมากว่า ส าหรับ
ความเครียดแบบเกา้อีพบัแขน (ภาพท่ี 9ค) ยิ่งความเครียดเพิ่มมากข้ึนเส้นพลงังานเฟอร์มีดา้นแกน 
y  (เส้นแดง) ยิ่งยืดออกมากข้ึน และดา้นแกน x  (เส้นสีน ้ าเงิน) ค่อยขา้งคงท่ี ส าหรับความเครียด
แบบซิกแซก (ภาพท่ี 9ง) ยิ่งความเครียดเพิ่มมากข้ึนเส้นพลงังานเฟอร์มีด้านแกน x  (เส้นน ้ าเงิน)    
ยิง่ยดืออกมากข้ึน และดา้นแกน y  (เส้นสีแดง) ยิง่หดตวัมากข้ึน  
 

ผลกระทบต่อมา คือของแบบของการแผ่รังสีของแกรฟีน เราจะพิจารณารูปแบบของ       
การแผรั่งสีของโฟตอนโดยใชโ้ปรแกรม Mathematica วาดกราฟการแผรั่งสีของโฟตอนในสมการท่ี 

(116) ส าหรับความเครียดแบบเฉือน (shear strain) ความเครียดแบบเทนไซล์ไอโซโทปิก (tensile 
isotropic strain) ความเครียดเก้าอ้ีพบัแขน (Armchair uniaxial strain) และความเครียดแบบซิก
แซก (Zixzag uniaxial strain) วา่รูปแบบของการแผรั่งรังสีของโฟตอนแบบเกิดเองเป็นอยา่งไร 

 
รูปแบบการแผ่รังสีของโฟตอนในพิกัดทรงกลม ส าหรับความเครียดในแบบต่างๆ เม่ือ

ก าหนดให้มุมเร่ิมตน้ของเลขคล่ืน ck  (wave number) ในแถบการน าอยู่ท่ีมุม / 4c   เรเดียน 
และความเครียด 0.2   มีลกัษณะ ดงัภาพ 
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(ก)  ความเครียดแบบเฉือน 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข)  ความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิก 
 
ภาพที่ 10  รูปแบบการแผ่รังสีของโฟตอนในแกรฟีนขณะท่ีมีความเครียด ภาพซ้ายแสดงรูปแบบ

ของการแผ่รังสีของโฟตอนในพิกดัทรงกลม และภาพขวาเป็นกราฟในพิกดัเชิงขั้วของ
การแผ่รังสีของโฟตอนในระนาบของแกรฟีน โดยก าหนดให้มุมของการแผ่รังสีของ    
โฟตอนเป็น / 2   และ 0 2    และความเครียด 0.2   
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(ค)  ความเครียดแบบเกา้อีพบัแขน 
 

 

 
                           
 
 
 
 
 
 

 

 

(ง)  ความเครียดแบบซิกแซก 
 

ภาพที ่10 (ต่อ)  
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จากภาพท่ี 10 จะเห็นว่ารูปแบบของการแผ่รังสีของโฟตอนในพิกดัทรงกลม (ภาพซ้าย) มีลกัษณะ
คลา้ยกนัทั้งหมดส าหรับความเครียดในแบบต่างๆ คือมีลกัษณะคลา้ยกบัโดนดัท่ีตรงกลางบุ๋มลงไป 
แต่เม่ือดูภาพตดัขวางในระนาบของแกรฟีน (ภาพขวา) ท่ีความเครียด 0.2   จะพบวา่ปริมาณของ
การแผรั่งสีของโฟตอนส าหรับความเครียดในแต่ละแบบแตกต่างกนัออกไป คือปริมาณของการแผ-่
รังสีของความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิกจะมีปริมาณการแผรั่งสีนอ้ยท่ีสุด 
 

1.1  มุมของการแผรั่งสีของโฟตอน 
 เม่ือน าเอาแอมพลิจูดของการแผ่รังสีของโฟตอนสมการท่ี (117) ไปหาอนุพนัธ์เทียบ
กบัมุม   แล้วน าไปวาดกราฟเพื่อหามุมของการของการแผ่รังสีต ่าสุดและสูงสุดในระนาบของ    
แกรฟีน โดยก าหนดให้ความเครียดอยู่ในช่วง 0 0.2   และมุมของการแผ่รังสีของโฟตอน      

ในระนาบของแกรฟีนอยูใ่นช่วง 0 2    และ / 2   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพที ่11  กราฟแสดงมุมของการแผรั่งสีสูงสุดและต ่าสุดของโฟตอน ส าหรับความเครียดแบบต่างๆ 
 
จากภาพท่ี 11 จะพบวา่มุมของการแผรั่งสีสูงสุดและต ่าสุดส าหรับความเครียดแบบต่างๆ จะอยูท่ี่มุม
เดิมเสมอ ถึงแมว้า่ความเครียดจะเพิ่มข้ึนก็ตาม โดยท่ีมุมของการแผรั่งสีสูงสุดอยู่ท่ีมุม 0.79 เรเดียน        
กบั 3.93 เรเดียน (45 องศา กับ 225 องศา) และมุมของการแผ่รังสีต ่าสุดอยู่ท่ีมุม 2.36 เรเดียน กับ 
5.50 เรเดียน (135 องศา กบั 315 องศา)   
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1.2  ความเขม้ของการแผรั่งสีของโฟตอนในระนาบของแกรฟีน (ระนาบ xy  ) 
น าสมการการแผ่รังสีของโฟตอนในสมการท่ี (117) มาวาดกราฟเพื่อดูความเขม้ของ

การแผ่รังสีของโฟตอนในระนาบของแกรฟีน โดยก าหนดให้ความเครียดอยู่ในช่วง 0 0.2   
และมุมของการแผ่รังสีของโฟตอนในระนาบของแกรฟีนอยู่ในช่วง 0 2    เรเดียน และ 

/ 2   เรเดียน  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(ก)  ความเครียดแบบเฉือน 
 

ภาพที่ 12  กราฟแสดงสัมพนัธ์ของมุมของการแผ่รังสีของโฟตอนขณะท่ีมีความเครียดอยู่ในช่วง 
0 0.2   และความเขม้ของการแผรั่งสีของโฟตอนในระนาบของแกรฟีน โดยท่ีภาพ
ซา้ยแสดงกราฟแสดงความเขม้ของการแผรั่งสีของโฟตอนใน 3 มิติ และรูปขวาเป็นกราฟ
คอนทวัร์พล็อต (contour plot) ของความเขม้ของการแผรั่งสีของโฟตอน 
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(ข)  ความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิก 
 

 

 
 
 
 

 
 
 

 
(ค)  ความเครียดแบบเกา้อีพบัแขน 

 
ภาพที ่12  (ต่อ) 
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(ง)  ความเครียดแบบซิกแซก 
 
 

ภาพที ่12  (ต่อ) 
 
จากภาพท่ี 12 เราจะพบว่ายิ่งความเครียดเพิ่มมากข้ีนความเข้มของการแผ่รังสีของโฟตอนมีทั้ ง
เพิ่มข้ึนและลดลงข้ึนอยูก่บัความเครียดในแบบต่างๆ  คือส าหรับความเครียดแบบเฉือน (ภาพท่ี 12ก)
และความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิก (ภาพท่ี 12ข) เราพบว่ายิ่งความเครียดเพิ่มมากข้ึนความ
เขม้ของการแผรั่งสีของโฟตอนยิ่งลดลงแต่ลดลง แต่ส าหรับความเครียดแบบเฉือนความเขม้ของการ
แผรั่งสีจะลดลงนอ้ยมาก ส าหรับความเครียดแบบเกา้อ้ีพบัแขน (ภาพท่ี 12ค) เราพบวา่ยิง่ความเครียด
เพิ่มมากข้ึนความเขม้ของการแผ่รังสีของโฟตอนก็จะเพิ่มข้ึนด้วย และมีความเขม้ของการแผ่รังสี
ของโฟตอนมากท่ีสุดท่ีความเครียดประมาณ 10% และส าหรับความเครียดแบบซิกแซก (ภาพท่ี     
12ง) เราพบวา่ยิ่งความเครียดเพิ่มมากข้ึนความเขม้ของการแผรั้งสีของโฟตอนมีทั้งเพิ่มข้ึนและลดลง 
คือความเขม้ของการแผรั่งสีของโฟตอนเพิ่มข้ึนในช่วงความเครียดประมาณ 0 0.15   และลก
ลงในช่วงความเครียดประมาณ 0.15 0.20   
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 พิจารณากราฟของผลต่างของความเขม้ของการแผ่รังสีของโฟตอนในระนาบของแกรฟีน 
คือน าเอาความเขม้ของการแผรั่งสีขณะท่ีมีความเครียดลบดว้ยความเขม้ของการแผรั่งสีขณะท่ีไม่มี
ความเครียด ดงัรูป 

 

  

 

 

 

 
 

(ก) ความเครียดแบบเฉือน 
 

 
 
 
 

 

 
 
 

 

(ข)  ความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิก 
 

ภาพที่ 13  กราฟแสดงผลต่างของความเขม้สัมพทัธ์ของการแผรั่งสีของโฟตอนขณะท่ีมีความเครียด      
ลบกับความเข้มขณะท่ีไม่มีความเครียด โดยท่ีรูปซ้ายเป็นกราฟผลต่างของความเข้ม
สัมพทัธ์ของการแผรั่งสีใน 3 มิติ และรูปขวาเป็นกราฟคอนทวัร์พล็อตของผลต่างของการ
แผรั่งสีของโฟตอนส าหรับความเครียดส าหรับความเครียดในช่วง 0 0.2   
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(ค)  ความเครียดแบบเกา้อีพบัแขน 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

(ง)  ความเครียดแบบซิกแซก 
 

ภาพที ่13  (ต่อ) 
 
จากภาพท่ี 13 เป็นภาพแสดงความสัมพนัธ์ของความเขม้สัมพทัธ์ I  เน่ืองจากความเครียด ความแรง
ของความเครียด และมุม   เป็นมุมเป็นมุมของเวกเตอร์คล่ืน k  ของโฟตอน โดยท่ีเร่ิมตน้การ
ค านวณในสมการท่ี (40) เราก าหนดให้ 1cn   และ 0vn   กระบวนการน้ีสอดคล้องกบัรูปแบบ
ของการแผ่รังสีของโฟตอนท่ีเร่ิมตน้อิเล็กตรอนเคล่ือนท่ีไปตามทิศทางของเวกเตอร์คล่ืน ck  และ
ก าหนดให้มุมอิเล็กตรอนท่ีแถบการน าเท่ากบั / 4c   เรเดียน  ซ่ึงจากภาพท่ี 14 เราจะเห็นวา่ยิ่ง



49 

ความเครียดเพิ่มมากข้ึนความเขม้ของการแผ่รังสีของโฟตอนขณะท่ีมีความเครียดมีทั้งเพิ่มข้ึนและ
ลดลงเม่ือเทียบกบัขณะท่ีไม่มีความเครียด คือส าหรับความเครียดแบบเฉือน (ภาพท่ี13ก) และความ-
เครียดแบบเทนไซน์ไอโซโทปิก (ภาพท่ี 13ข) จะมีความเขม้ของการแผ่รังสีของโฟตอนขณะท่ีมี
ความเครียดจะน้อยกว่าขณะท่ีไม่มีความเครียดมากข้ึนเม่ือความเครียดเพิ่มมากข้ึน ส าหรับความ-
เครียดแบบเกา้อีพบัแขน (ภาพท่ี 13ค) เราพบวา่ยิ่งความเครียดเพิ่มข้ึนจะมีความเขม้ของการแผรั่งสี
ของโฟตอนในขณะท่ีมีความเครียดมากกว่าขณะท่ีไม่มีความเครียดและมากท่ีสุดท่ีความเครียด
ประมาณ 10% และส าหรับความเครียดแบบซิกแซก (ภาพท่ี13ง) เราจะเห็นว่าผลต่างของความเขม้
ของการแผรั่งสีของโฟตอนขณะท่ีมีความเครียดมากกวา่ขณะท่ีไม่มีความเครียดในช่วงความเครียด
ประมาณ 0 0.15   และน้อยกว่าขณะท่ีไม่มีความเครียดในช่วงความเครียดประมาณ 

0.15 0.20   
 
 ผลรวมของขนาดของเวกเตอร์คล่ืนของโฟตอน sK  เป็นตวัท่ีบ่งบอกว่าความเขม้สัมพทัธ์
ของการแผรั่งสีของโฟตอนจะมีค่ามากหรือนอ้ย ดงัรูป 

 
 2

( )

1, 2

i

s

i

K k


   (122) 

 
 
 
 

 

                      
 
 
 
  

                        (ก) ความเครียดแบบเฉือน                       (ข) ความเครียดแบบแทนไซน์ไอโซโทปิก 
 
ภาพที่ 14  กราฟคอนทัวร์พล็อต (contour plot) ของผลรวมของขนาดของเวกเตอร์คล่ืน k  ใน

ระนาบของแกรฟีนท่ีเปล่ียนไปตามทิศทางของเวกเตอร์คล่ืน ck  และความเครียด            
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                 (ค) ความเครียดแบบเกา้อ้ีพบัแขน                                (ง) ความเครียดแบบซิกแซก 
 
ภาพที ่13  (ต่อ) 
 

จากกราฟคอนทัวร์พล็อต (contour plot) ในภาพท่ี 14 เราพบว่าของผลรวมของ 2
( )ik  เม่ือ ( )ik  

สอดคล้องกับเง่ือนไขของการอนุรักษ์พลังงานในสมการท่ี (114) และการอนุรักษ์โมเมนตัม           
ในสมการท่ี (115) เม่ือไม่มีความเครียด 0   ขนาดของเวกเตอร์คล่ืนของโฟตอน sK  มีแนวโน้ม
ท่ีคงท่ีตลอดช่วงของมุม  ,c     ส าหรับความเครียดแบบเฉือน (ภาพท่ี 14ก) ความเครียด
แบบเก้าอ้ีพบัแขน (รูปท่ี 14ค) และความเครียดแบบซิกแซก (ภาพท่ี 14ง) พบว่ายิ่งความเครียด
เพิ่มข้ึนผลรามของขนาดของเวกเตอร์คล่ืน sK   จะเพิ่มข้ึน  แต่ความเครียดแบบเกา้อ้ีพบัแขนผลราม
ของขนาดของเวกเตอร์คล่ืน sK  จะเพิ่มข้ึนมากท่ีสุด และส าหรับความเครียดแบบเทนไซน์ไอโซ-
โทปิก (ภาพท่ี 15ข) จะมีผลรามของขนาดของเวกเตอร์คล่ืน sK  ลดลงเม่ือความเครียดเพิ่มข้ึน 
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สรุปผล 
 

 ในงานวิจยัน้ี เราจะพิจารณาการเคล่ือนท่ีของอิเล็กตรอนท่ีกระโดดจากสับแลตทีชหน่ึงไป
ยงัอีกสับแลตทีชหน่ึงท่ีอยู่รอบๆ ตวัมนัซ่ึงเป็นสับแลตทีชท่ีต่างกนัในระนาบของแกรฟีนท่ีถูกดึง
หรือบีบอดัเน่ืองจากความเครียดอย่างช้าๆ โดยท่ีอิเล็กตรอนอยูท่ี่ระดบัพลงังานต ่าๆ หรือท่ีบริเวณ
รอบๆ จุดดิแรค (Dirac point) การเปล่ียนต าแหน่งของแลตทีชในแกรฟีนเน่ืองจากความเครียดเป็น
ผลท าให้พลงังานของการกระโดดของอิเล็กตรอน (the hopping energy) เปล่ียนไปจากขณะท่ีไม่มี
ความเครียด ในงานวิจยัของเราน้ีจะใช้สมการเวลย-์ดิแรค (Wely-Dirac equation) ในการอธิบาย      
แกรฟีนท่ีต าแหน่งของแลตทีซเปล่ียนแปลงไปจากเดิมเน่ืองจากความเครียด ซ่ึงสมการเวล์ดิแรค 
อธิบายโดยพารามิเตอร์ส่ีตัวท่ีอยู่ในความเร็วทั้ งสอง คือ x

iv  กับ y

iv  เม่ือ 1, 2i   ซ่ึงข้ึนอยู่กับ     
สเทรนเทนเซอร์ (strain tenser)   เม่ือความเครียดอยู่ในช่วง 0 0.2   ซ่ึงผลกระทบท่ีเกิดจาก
ความเครียด คือเส้นพลังงานเฟอร์มี (Fermi line) เปล่ียนจากวงกลมไปเป็นวงรี และความเข้ม
สัมพทัธ์ของการแผรั่งสีของโฟตอนอาจจะเพิ่มข้ึนหรือลดลดข้ึนอยูก่บัความเครียดในแต่ละแบบ  
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