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บทที่ 5 

ฟงกชันพื้นฐาน 
(ELEMENTARY FUNCTIONS) 

 
 ในบทที่ 4  เราไดศึกษาฟงกชันวิเคราะห และคุณสมบัติพ้ืนฐานของฟงกชันวิเคราะห 
นอกจากนั้นเรายังศึกษาความเกี่ยวของระหวางฟงกชันวิเคราะห    การมีคุณสมบัติของความ
ตอเนื่อง และคุณสมบัติการเปนเซตคอมแพกต  ในบทนี้เราจะศึกษาฟงกชันพ้ืนฐาน  ซึ่งเปน
ฟงกชันวิเคราะห ท่ีมีการประยุกตในสาขาวิชาตาง ๆ ไดแก ฟงกชันชี้กําลัง ฟงกชันตรีโกณมิติ 
ฟงกชันไฮเพอรโบลิก  และฟงกชันลอการิทึม 
 

5.1  ฟงกชันชี้กําลัง  (Exponential Functions)   
 
 ในหัวขอนี้จะนิยามฟงกชันชี้กําลังของจํานวนเชิงซอน และศึกษาคุณสมบัติพ้ืนฐาน
ของฟงกชัน  นอกจากนี้เราจะศึกษาอิมเมจของสับเซตใน  R2 ภายใตฟงกชันชี้กําลัง 
 
บทนิยาม  5.1.1  :  ฟงกชันชี้กําลัง  ze  หรือ  )zexp(  นิยามสําหรบัทุก ∈= )y,x(z 2R  
ดังนี้ 
   )ysiniy(coseee xyixz +== +  
สําหรับกรณีท่ี iyz =    เราได            

ysiniycose yi +=  
 

ทฤษฎีบท 5.1.2  :   ฟงกชันชี้กําลัง  ze   มีคุณสมบัติดังตอไปนี้ 
 (1)    ze    เปนฟงกชันเอนไทร   และสอดคลองกับ   
   zz ee

dz
d

=    

(2)  )ee(
2
1ycos yiyi −+=  

       )ee(
i2
1ysin yiyi −−=  
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 (3)   xz e|e| =  
 (4)   2121 zzzz ee.e +=  
 (5)   z

z

e
1e =−  

 (6)   0ez ≠    สําหรบัทุก  ∈= )y,x(z 2R  
 (7)   zn2iz ee =+ π    สําหรบัทุกจํานวนเต็ม n   
 
พิสูจน   :   ให  ∈= )y,x(z 2R  

(1) พิจารณา  )y,x(iv)y,x(u)ysiniy(cosee xz +=+=  
เมื่อ ysine)y,x(v,ycose)y,x(u xx ==    
เราไดวา      ycoseu x

x =     ,     ysineu x
y −=  

            ysinev x
x =      ,   ycosev x

y =  
นั่นคือ   

yx vu =     และ  xy vu −=  
ดังนั้น  )y,x(v,)y,x(u   รวมทั้งอนุพันธยอยอันดับหนึ่งทั้งหมด เปนฟงกชันตอเนื่อง และ 
สอดคลองกับสมการโคชีรมีันน  โดยทฤษฎีบท 3.3.9  เราไดวา  ze  มีอนุพันธท่ีทุก ∈z 2R     
นั่นคือ ze  เปนฟงกชันเอนไทร     และ 

zxx
xx

z eysinieycoseivu)e(
dz
d

=+=+=  
   (2)  เนื่องจาก    iye   ysiniycos +=    และ  

)ysin(i)ycos(e iy −+−=−  
         ysiniycos −=  

 เราไดวา    ycos2ee iyiy =+ −     นั่นคือ 
   )ee(

2
1ycos iyiy −+=  

ดังนั้น   ysini2ee iyiy =− −   เพราะฉะนั้น    
          )ee(

i2
1ysin iyiy −−=  

             (3)    พิจารณา   |ysiniycos||e||)ysiniy(cose||e| xxz +=+=  
                      1.ex=  xe=  

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



 
44 

             (4)  ให   111 iyxz +=      และ  222 iyxz +=  ดังนั้น  
)yy(i)xx(zz 212121 +++=+   และ 

           )ysiniy(cose).ysiniy(cosee.e 22
x

11
xzz 2121 ++=  

              )ysiniy)(cosysiniy(cose.e 2211
xx 21 ++=  

              )]yysin(i)yy[cos(e 2121
xx 21 +++= +  

    21 zze +=  
              (5)  เนื่องจาก  iyxz −−=−      ดังนั้น  
      )]ysin(i)y[cos(ee xz −+−= −−  
              )ysiniy(cose x −= −  
             

ysiniycos
)ysiniy)(cosysiniy(cos.

e
1
x +

+−
=  

             
)ysiniy(cose
ysinycos

x

22

+

+
=      ze

1
=  

             (6)   เนื่องจาก  0e|e| xz >=  เมื่อ ∈= )y,x(z 2R      โดยขอสังเกต 2.7 (1)  
เราไดวา  0ez ≠  
             (7)   ให n  เปนจํานวนเต็ม และ )n2sin(i)n2cos(e n2i πππ +=   =  1 
ดังนั้น        zn2izn2iz ee.ee ==+ ππ  
 
ตัวอยาง 5.1.3  :  จงแสดงวา ถา 21 zz ee =  แลว  in2zz 12 π+=   เมื่อ n   เปนจํานวนเต็ม 

 
วิธีทํา  :  ให  111 iyxz +=   และ 222 iyxz +=    แลว  

)yy(i)xx(zz 212121 −+−=−   และ  1
e
ee.ee
2

1
2121

z

z
zzzz === −−  

เนื่องจาก     )yy(cisee 21
xxzz 2121 −= −−    ดังนั้น 

 1)yycos(e 21
xx 21 =−−    และ   0)yysin(e 21

xx 21 =−−  

เนื่องจาก  0e 21 xx ≠−   เพราะฉะนั้น  0)yysin( 21 =−    นั่นคือ มีจํานวนเต็ม n  ซึ่ง 
      πn2yy 12 +=    
นอกจากนี้จะไดวา  1)yycos( 21 =−    และ  1e 21 xx =−    ดังนั้น  21 xx =  
นั่นคือ  in2zz 12 π+=  
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ตัวอยาง  5.1.4  :  ให  n   เปนจํานวนเต็ม  จงแสดงวา 
 (1)    1e in2 =π   (2)    nin )1(e −=π  
 (3)    ni ie 2

n
=

π   (4)     1|e| iy =  
 

วิธีทํา  :   (1)    เราจะเห็นไดวา   )n2sin(i)n2cos(e in2 πππ +=    1=  
 (2)    จะแสดงวา   nin )1(e −=π  โดยแยกพิจารณา  2  กรณี ตอไปนี้ 

กรณี 1  ถา  k2n =    เมื่อ  k   เปนจํานวนเต็ม  แลว 
   )nsin(i)ncos(e in πππ +=  
            )k2sin(i)k2cos( ππ +=  
            k2)1(1 −==  
ดังนั้น    nin )1(e −=π  

กรณี 2    ถา   1k2n +=    เมือ่  k   เปนจํานวนเต็ม  แลว 
   )1k2(iin ee += ππ  
            ik2i e.e ππ=  
            )sini.(cos1 ππ +=  
            1k2)1(1 +−=−=  
ดังนั้น    nin )1(e −=π  
 (3)    จะแสดงวา   n2/)in( ie =π   โดยแยกพิจารณา  2  กรณี ตอไปนี้ 

กรณี 1   ถา  k2n =    เมื่อ  k   เปนจํานวนเต็ม  แลว 
   ik2/)in( ee ππ =  
        k)1( −=        
        2/n)1( −=  
        n2/1 ])1[( −=  
        ni=  

กรณี  2   ถา   1k2n +=    เมือ่  k   เปนจํานวนเต็ม  แลว 
   2/)]1k2(i[2/)in( ee += ππ  
        )2/(iike ππ +=  
        )2/(iik e.e ππ=  
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        )
2

sini
2

.(cos)1( k ππ
+−=  

        k)1(i −=  
        2/)1n(2 )i(i −=  
        n1n i)i(i == −  
 (4)  เปนผลที่ไดจากทฤษฎีบท 5.1.2 (4)   เราจะได    1e|e| 0iy ==     
 
ขอสังเกต 5.1.5  :  ถา z  เขียนในรูปพิกัดเชิงขั้ว คือ  )sini(cos|z|z θθ +=   แลวเรา
สามารถเขียน  z   ในรูปฟงกชันชี้กําลังได คือ   θie|z|z =    
 
ตัวอยาง 5.1.6  :   จงหา  z  ท้ังหมดที่เปนไปไดและสอดคลองกับสมการ  i1ez +=  
 

วิธีทํา  :    ให   iyxz +=   เนื่องจาก    xz e|e| =   ดังนั้น 
    2|i1|ex =+=      
และจะได     2ln

2
1x =     

 เนื่องจาก   )i1arg(iz e.iii1e ++=+=  
               )i1arg(ix e.e +=  
แต iyxz e.ee =  เพราะฉะนั้น  )i1arg(iiy ee +=   
นั่นคือ   ππ ny 2

4
+=     เมือ่  n   เปนจํานวนเต็ม 

 
หมายเหตุ  :    ตัวอยางตอไปนี้จะแสดงใหเห็นอิมเมจของเซตตาง ๆ บนระนาบเชิงซอน
ภายใตฟงกชัน  ze  
 
ตัวอยาง  5.1.7  :   จงหาอิมเมจภายใตฟงกชัน  zew =   ของสวนของเสนตรงที่ขนานกับ
แกน x   (เมื่อ  0yy =   และ  10 xxx << ) ดูรูป  5.1 (ก)  และหาอิมเมจภายใตฟงกชัน   

zew =  ของบริเวณแรเงาตาง ๆ ในรูป 5.2 (ก) และ 5.3 (ก) 
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  (ก)       (ข) 
     รูป 5.1 

 
(ก)           (ข) 
   รูป 5.2  

 
(ก)             (ข) 
      รูป 5.3 

 

วิธีทํา  :    ประการแรกจะหาอิมเมจของสวนของเสนตรงในรูป 5.1 (ก)  
ให  iyxz +=    พิจารณา  zew =     จะได   

xe|w| =   และ  πny)warg( 2+=    เมื่อ  ,...2,1,0n ±±=  
ดังนั้น เมื่อ z  อยูบนสวนของเสนตรงในรูป 5.1 (ก) แลว w  จะอยูบนรังสีในรูป 5.1 (ข) 
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กลาวคือ    10 xx e|w|e <<   และ 0y)warg( =  
 ตอไปจะหาอิมเมจของบริเวณแรเงาในรูป 5.2 (ก) 
 เมื่อ iyxz +=  อยูในบริเวณแรเงาของรูป 5.2 (ก)  แลว  xz ee =  
ดังนั้น  เมื่อ ]0,(x −∞∈     เราจะได  ]1,0(ex ∈       นอกจากนี้   

y)earg( z =    ดังนั้น  เมื่อ  )2,0[y π∈   แลว  )2,0[)earg( z π∈  
เพราะฉะนั้น อิมเมจของบริเวณแรเงาในรูป  5.2 (ก) จะไดดังรูป 5.2 (ข) 
 สุดทายหาอิมเมจของบริเวณแรเงาในรูป 5.3 (ก) ไดเชนเดียวกับอิมเมจของรูป 5.2 (ก)   
ดังแสดงในรูป  5.3 (ข)   
 

ตัวอยาง  5.1.8  :  จงหาอิมเมจของบริเวณแรเงาในรูป  5.4 (ก) ขางลางนี้  ภายใตฟงกชัน 
zew =  

 

 
  (ก)    (ข)       (ค) 

          รูป  5.4  
 

วิธีทํา  :   จะพิจารณาฟงกชัน zew =  เปนฟงกชันคอมโพสทิ ของ  fog   เมื่อ 
z)z(g =   และ  ze)z(f =  

ดังนั้น บริเวณแรเงาในรูป 5.4 (ก)  จะถูกสงดวยฟงกชัน g  ไปเปนบริเวณแรเงาในรูป 
5.4 (ข)  และโดยการใชผลจากตัวอยาง 5.1.7   เราไดวา แถบรูป 5.4 (ข)  จะถูกสงไปเปนครึ่ง
วงกลม  ดังรูป 5.4 (ค)   
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5.2   ฟงกชันตรีโกณมิติ และฟงกชันไฮเพอรโบลิก  (Trigonometric  and  Hyperbolic 
Functions) 
 ในหัวขอนี้เราจะกลาวถึงบทนิยาม คุณสมบัติบางประการของฟงกชันตรีโกณมิติ และ
ฟงกชันไฮเพอรโบลิก  เอกลักษณของฟงกชันตรีโกณมิติ และอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ 
 

บทนิยาม  5.2.1  :  ฟงกชันตรีโกณมิติ cos,sin   ของจํานวนเชิงซอน z   นิยาม ดังนี้ 

        
i2
eezsin
iziz −−

=   

   
2
eezcos
iziz −+

=  

   
zcos
zsinztan =   ถา  0zcos ≠  

   
zcos

1zsec =   ถา  0zcos ≠  

   
zsin
zcoszcot =   ถา  0zsin ≠  

   
zsin
1zcsc =   ถา  0zsin ≠  

 
 เราไดวาฟงกชัน  zsin   และ  zcos   ตางเปนฟงกชันเอนไทร   สวนฟงกชัน  tan  
และ ฟงกชัน sec   วิเคราะหไดทุก  2Rz ∈   ยกเวนที่  z   ซึ่ง  0zcos =    ในขณะที่
ฟงกชัน  cot    กบัฟงกชัน  csc  วิเคราะหไดท่ีทุก  2Rz ∈   ยกเวนที่  z   ซึ่ง  0zsin =  
    
บทนิยาม 5.2.2  :  ฟงกชันไฮเพอรโบลิก cos,sin  ของจํานวนเชิงซอน  z   กําหนด
ดังตอไปนี้ 
   )ee(

2
1zsinh zz −−=  และ 

   )ee(
2
1zcosh zz −+=  

จากบทนิยาม เราได  )izsin(izsinh −=   และ  )izcos(zcosh =  
 
ทฤษฎีบทตอไปนี้เปนคุณสมบัติของฟงกชัน sin   และฟงกชัน cos  
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ทฤษฎีบท 5.2.3  :  คุณสมบัติของฟงกชัน sin   และฟงกชัน cos  
ให 21 z,z,z   เปนจํานวนเชิงซอน โดยที่  iyxz +=  
 (1)  สําหรับฟงกชันตรีโกณมิติ และฟงกชันไฮเพอรโบลิก 
       )ee(

2
1ycosh yy −+=   และ )ee(

2
1ysinh yy −−=   จะไดวา 

  ysinhxcosiycoshxsinzsin +=  
  ysinhxsiniycoshxcoszcos −=  

(2)   zsin   และ  zcos    เปนฟงกชันเอนไทร  และ   
  zcos)z(sin

dz
d

=     

  zsin)z(cos
dz
d

−=  
(3)     ysinhxsin|zsin| 222 +=    

  ysinhxcos|zcos| 222 +=  
(4)     zsin    และ   zcos   เปนฟงกชันคาบ   โดยที่   

  zsin)n2zsin( =+ π  
  zcos)n2zcos( =+ π        เมื่อ  n   เปนจํานวนเต็ม 

(5)   1zcoszsin 22 =+     สําหรบัทุก  2Rz ∈    
(6)  zsin)zsin( −=−    และ   zcos)zcos( =−  
(7)   212121 zsinzcoszcoszsin)zzsin( +=+  

        212121 zsinzsinzcoszcos)zzcos( −=+  
 (8)   สําหรับจํานวนเต็ม n   
        (8.1)  ถา  0zsin =   แลว  πnz =  
        (8.2)  ถา  0zcos =   แลว  π)

2
1n(z +=  

(9)  ysinh.i)iysin( =   และ  ycosh)iycos( =  
 
 การพิสูจนทําไดโดยตรงจากบทนิยาม และจะขอละการพิสูจน  
 
ตัวอยาง  5.2.4  :  จงหาคําตอบของสมการ  4zsin =  
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วิธีทํา  :  ให  iyxz +=    เนื่องจาก   4ysinhxcosiycoshxsinzsin =+=  
เพราะฉะนั้น      

4ycoshxsin =                 (5.1) 
  0ysinhxcos =                (5.2) 
โดย (5.2) เราได  0=ysinh  หรือ 0=xcos   
นั่นคือ  0=y   หรือ  π)n(x 2

1+=  เมือ่ n  เปนจํานวนเต็ม 
ถานํา  0y =   แทนใน  (5.1)  จะทําใหได  4xsin =    เปนไปไมได   

ดังนั้น   เลือก  π)
2
1n(x +=   แทนลงใน  (5.1)   จะได 

 4
2
1

=+ ycosh)nsin( π   

เนื่องจาก  0>ycosh     ดังนั้น  0
2
1

>+ π)nsin(    
นั่นคือ   kn 2=    เมือ่ k  เปนจํานวนเต็ม  และ  4=ycosh  
ดังนั้น   คําตอบของสมการ  คือ  42

2
1−++= coshikz ππ  เมื่อ k  เปนจํานวนเต็ม 

 
ตัวอยางตอไปนี้เราจะแสดงถึงลักษณะของอิมเมจภายใตฟงกชัน zsin  

 
ตัวอยาง  5.2.5  :  จงหาอิมเมจของแกน  x   แกน y  ภายใตฟงกชัน zsinw =  
  
 วิธีทํา  :  ให  )iyxsin(ivuw +=+=   เนื่องจาก  ysinhi)iysin( =  
และ  ycosh)iycos( =   ดังนั้น 
 )iysinh(xcos)iycos(xsin)iyxsin(ivu +=+=+  
    ysinhxcosiycoshxsin +=  
นั่นคือ  ycoshxsinu =  และ  ysinhxcosv =  
 (ก)   อิมเมจของแกน  y   หาไดดังนี้ 
 ให  0=x   เพราะฉะนั้น  0=u   และ  ysinhv =   เมื่อ y  มีคาอยูระหวาง ∞−  
กับ ∞   จะเห็นวา  ysinh มีคาอยูระหวาง ∞−  กับ ∞    ดังนั้น แกน  y   จะถูกสงไปเปน
แกน  v   ในระนาบ  w  
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(ข)  อิมเมจของแกน  x   หาไดดังนี้ 
            ให  0=y   ดังนั้น  xsinu =   และ  0=v   ซึ่งจะไดอิมเมจเปนชวงปด  [ -1 , 1 ] 
บนแกน u  
  

สําหรับอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ  หาไดดังจะกลาวในทฤษฎีบทตอไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท  5.2.6  :  ให  iyxz +=  
(1)  zcos)z(sin

dz
d

=  

 (2)     zsin)z(cos
dz
d

−=  

 (3)     zsec)z(tan
dz
d 2=  

 (4)    ztanzsec)z(sec
dz
d

=  

 (5)    zcotzcsc)z(csc
dz
d

−=  

 (6)   zcsc)z(cot
dz
d 2−=  

  

 จะพิสูจนเฉพาะ  (1)  และ  (2)   
 

พิสูจน  :   (1)     ]
i2
ee[

dz
d)z(sin

dz
d iziz −−

=  

             )ieie(
i2
1 iziz −+=  

             )ee(
2
1 iziz −+=  

             zcos=  
 (2)     )]ee(

2
1[

dz
d)z(cos

dz
d iziz −+=  

          )ieie(
2
1 iziz −−=  

          )ee(
2
i iziz −−=  

          )ee(
i2
1 iziz −−−=  

          zsin−=  
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ตัวอยาง 5.2.7  :  จงหา  z   ท่ีสอดคลองกับสมการตอไปนี้ 
 (1)  0)esin( z =      (2)   0zcosh =           (3)   0zsinh =  
 

วิธีทํา  :  (1)  พิจารณา    0)esin( z =   ก็ตอเมื่อ  K,2,1n,nez ±±== π  
เนื่องจาก   πnysinieycosee xxz =+=    ดังนั้น     

πnycosex =     และ   0ysinex =  
พิจารณา    0ysinex =   จะได    0ysin =    นั่นคือ   

,...2,1,0r,ry ±±== π  
เพราะฉะนั้น πn)1(e kx =−    สําหรับจํานวนเต็ม  k  

ดังนั้น        




<−
>

=
0n,n
0n,n

ex
π
π  

       π|n|ex =  
         )|n|ln(x π=  

,...)2,1,0k,,2,1n(
0n,
0n,0

iik2)|n|ln(z ±±=




±±=
<
>

++= K
π

ππ  

  (2)    เราพิจารณา  0)ee(
2
1zcosh zz =+= −  

เพราะฉะนั้น     0ee zz =+ −    เราไดวา 0
e

1e
z

z2
=

+      ดังนั้น    

1e z2 −=  
 เนื่องจาก    1)y2siniy2(cosee x2z2 −=+=          จะไดวา   

1y2cose x2 −=      และ  0y2sin =  
เราไดวา   0e x2 >     ดังนั้น   0y2cos <    และ    0y2sin =  
เพราะฉะนั้น      ,...2,1,0n,)1n2(y2 ±±=+= π  

     π)
2
1n(y +=  

นั่นคือ        i)
2
1n(z π+=    ,...2,1,0n, ±±=  

   (3)     เราพิจารณา   0)ee(
2
1zsinh zz =−= −       จะได zz ee −=  

เพราะฉะนั้น     1e z2 =      แต 1)y2siniy2(cosee x2z2 =+=  
ดังนั้น   
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1y2cose x2 =      และ  0y2sin =  
เนื่องจาก   0e x2 >   จะได  0y2cos >    และ  0y2sin =  
นั่นคือ      ,...2,1,0n,n2y2 ±±== π  

      πny =  
เพราะฉะนั้น    1e x2 =    จะไดวา   0x =  
ดังนั้น     inz π= เมื่อ   ,...,,n 210 ±±=  

 
5.3  ฟงกชันลอการิทึม  (The Logarithmic  Functions) 
 

ในหัวขอนี้จะนิยามฟงกชันลอการิทึมของจํานวนเชิงซอน และศึกษาคุณสมบัติ
พ้ืนฐานของฟงกชัน  นอกจากนี้เราจะศึกษาอิมเมจของสับเซตใน  R2 ภายใตฟงกชันลอการิทึม 
 

บทนิยาม 5.3.1  :  กําหนด z  เปนจํานวนเชิงซอน เรากลาววา ลอการิทึมของ z  ( logarithm 
of z )  เขียนแทนโดย  zlog   เมือ่  0z ≠   นิยามคาดังนี้ 
  )zarg(i|z|lnzlog +=  
เห็นไดวา  zlog   มคีาไดหลายคาเนื่องจาก  )zarg(   มคีาหลายคา 
 
ตัวอยาง  5.3.2  :  จงหาคาของ  

 (1)    1log       (2)    )i1log( +  
 

วิธีทํา  :   (1)  พิจารณา  )1arg(i1ln1log +=  
เนื่องจาก    01ln =     และ    n2)1arg( π=     เมือ่  ,...2,1,0n ±±=  
ดังนั้น    ni21log π=     เมือ่  ,...2,1,0n ±±=  

 (2)    พิจารณา   )i1arg(i|i1|ln)i1log( +++=+  
                            ,...2,1,0n,)n2

4
(i2ln

2
1

±±=++= ππ  
 
สําหรับ 0z ≠  ถาเราเจาะจง )zarg(  ใหมีคาอยูในชวงซึ่งกวาง  π2  ชวงใดก็ได 

แลว  zlog   จะมีคาเพียงคาเดียว  และเราจะกลาววาชวงที่เลือกสําหรับ  )zarg(  เปนแขนง
ของลอการิทึม  
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บทนิยาม 5.3.3  :  ลอการิทึมสําคัญ (principal logarithm)  เขียนแทนโดย zLog   นิยามดังนี้
 0z,)z(iArg|z|lnzLog ≠+=  

เมื่อ    )z(Arg   เปนอารกิวเมนตของ  z    และ ππ ≤<− )z(Arg  
 
ตัวอยาง  5.3.4  :  สําหรับ  xz =  เมื่อ  x  มีคาเปนจํานวนจริงบวก  เราได 0)z(Arg =   
และ  xlnzLog =      
 ในทํานองเดียวกัน สําหรับ  xz =  เมื่อ x  เปนจํานวนจริงที่มีคาเปนลบ  เราได  

π=)z(Arg   และ 
   i)xln(xLog π+−=  
 

นอกจากนี้ เราจะได    
2
i)i(Log π

−=−    
 
ขอสังเกต  5.3.5 :  zLog   ไมตอเนื่อง  สําหรับ  0xz =   เมือ่ 0x0 <   เนื่องจาก 

   




<−
>

=
→ 0)zIm(,

0)zIm(,
)z(Arglim

0xz π
π  

ดังแสดงดวยรูป 5.5  เราเรยีกเสนหยักในรูป 5.5 วาเปนแขนงตัด (branch cut) ของ zLog  
 นอกจากนี้เราไดวา  zLog  ตอเนื่องที่ทุก z  ซึ่งไมเปนจุดบนแขนงตัด 
 

         

รูป 5.5 :  แขนงตัดของ zLog  
 

เราเห็นไดจากตัวอยาง 5.3.4 และตัวอยาง 5.3.5  วา  ถา x  เปนจํานวนจริงบวก แลว  
xlnxLog =    
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แต   xlnxlog ≠    เมือ่ xlog   ไมเปนแขนงสําคัญ 
 สําหรับแขนงทั่วไปของ zlog  เมื่อ πθθ 200 +≤< )zarg(  แลวแขนงตัดของ 

zlog  คือเสนหยักในรูป 5.6 
 หมายเหตุ  เราเรียกจุดบนแขนงตัดวาบรานชพอยนท  (branch  point) 
 

 
   

รูป 5.6 :  แขนงทั่วไปของ log z 
 
ตัวอยาง  5.3.6  :  กําหนดให  )z(Log)z(f 21 −=   จงหาแขนงตัดของ )z(f    
 

วิธีทํา  :   พิจารณาแขนงสาํคัญของฟงกชัน  จะไดวา  )z(Log 21 −   ไมตอเนื่อง  เมื่อ  
21 z−  เปนจํานวนจริง และมีคานอยกวาศูนย   

 ให  iyxz +=   จะไดวา  21 z−  เปนจํานวนจริง ซึ่งมีคานอยกวาศูนย  เมื่อ 0=xy    
และ  122 >− yx   

พิจารณา  0xy =   จะได  0x =   หรือ  0y =    
ถา  0x =   จะได   12 >− y    ซึ่งเปนไปไมได  ดังนั้น 0y =  และจะได   1x2 >       

นั่นคือ  แขนงตัดที่ประกอบดวยจุด xz =  เมือ่  ],(x 1−−∞∈ หรือ  ),[x ∞∈ 1 (ดูรูป 5.7) 

 
รูป 5.7 :  แขนงตัด สําหรับ )z1(Log 2−  
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ทฤษฎีบท  5.3.7 :  ลอการิทึมเปนฟงกชันหลายคา มีคุณสมบัติดังตอไปนี้ 
(1)  ze zlog =    สําหรับทุกแขนงของ  zlog   
(2)  ...,2,1,0n,in2z)elog( z ±±=+= π  
(3)  มีแขนงของ )z(log 1  ,  )z(log 2  และ )z.z(log 21  ท่ีทําให   

2121 zlogzlog)z.z(log +=    
 (4)  สําหรับแขนงทั่วไปของ zlog  วิเคราะหได เมื่อ )zarg( ≠  0θ  และ  

  
z
1]z[log

dz
d

=     เมือ่ 0z ≠   และ πθθ 2)zarg( 00 +<<  
 

พิสูจน  :   (1)  พิจารณา zloge  =     )z(argi|z|ln e.e  =     )z(argie.|z|     =    z  
(2)  ให     iyxz +=      ดังนั้น 

    )ysiniy(cosee xz +=  
และ  πn2y)earg( z +=           เมื่อ  L,2,1,0n ±±=  
เพราะฉะนั้น  )n2y(i|e|ln)e(log zz π++=  
             )n2y(ieln x π++=  
             πn2iiyx ++=  

               πn2iz +=  เมื่อ  L,2,1,0n ±±=   
(3)  ให  01zarg θ=   ,   πθ 20 0 ≤<    เลือก   )2,[zarg 002 πθθ +−−∈  

เราได  π2zargzarg0 21 ≤+<  
พิจารณา )z.zlog( 21    =  )z.zarg(i|z.z|ln 2121 +  

               =   )]zarg()z[arg(i|]z|.|z|ln[ 2121 ++  
              =   )zarg(i)zarg(i|z|ln|z|ln 2121 +++  
              = )]zarg(i|z|[ln)]zarg(i|z|[ln 2211 +++  
              =   )zlog()zlog( 21 +  

(4)  ให    ),r(v̂i),r(ûzlog θθ +=     เมื่อ  rln),r(û =θ  และ  
)zarg(),r(v̂ ==θθ  

สําหรับ   r > 0   จะไดวาอนุพันธของ û   และ  v̂   เปนฟงกชันตอเนื่อง และ
สอดคลอง เมือ่ πθπ ≤<−   นั่นคือ  θv̂û r

1
r =  ,  rv̂rû −=θ  

โดยทฤษฎีบท  3.3.18  เราไดวา  zlog   มีอนุพันธ  และ   
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]z[log
dz
d   = )sini)(cosv̂iû( rr θθ −+  

            =  )sini(cos
r

θθ −
1      

           =   
)sini(cosr θθ +

1  

          
z
1

=     
 
ตัวอยาง 5.3.8  :   จงยกตัวอยางที่แสดงวาทฤษฎีบท 5.3.7 (3) ไมจริง ถาเลือกแขนงเดียวกัน 
สําหรับคา  )z(Log,)z(Log 21  และ  )z.z(Log 21  
 

วิธีทํา  :   ให   i1zz 21 +−==    แลว  i2z.z 21 −=      ดงันั้น 
    πi2lnzLogzLog 4

3
2
1

11 +==     และ  πi2ln)z.z(Log 2
1

11 −=  
เพราะฉะนั้น   πi2lnzLogzLog 2

3
11 +=+     ดังนั้น 

  )z(Log)z(Log)z.z(Log 2111 +≠      
 
ตัวอยาง 5.3.9 :  กําหนดให  w = Log (z)  จงหาอิมเมจในระนาบw  ของบริเวณซึ่งกําหนดโดย 
 (1)  000 θ<<∞<< )z(Arg,z    (ดูรูป 5.8 (ก) ) 
 (2)  00 00 θ<<<< )z(Arg,Rz  (ดูรูป 5.8 (ค)) 

 
  (ก)      (ข) 

 
  (ค)      (ง) 

รูป  5.8  
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วิธีทํา :   (1)  สําหรับ z  ในรปู 5.8 (ก)  เราจะเห็นไดวา  ∞<< |z|0    
              กําหนดให   ivuzLogw +==   เมื่อ   |z|lnu =      และ   )z(Argv =  
จะไดวา   0v0,u θ<<∞<<∞−  
ดังนั้นอิมเมจของบริเวณในรูป 5.8 (ก) คือแถบบนระนาบ w   ในรูป 5.8 (ข) 
 (2)  สําหรับ z  ในรูป 5.8 (ค)  เราได     0R|z|0 <<   ,    0)z(Arg0 θ<<  
ดังนั้น   00 v0,Rlnu θ<<<<∞−  
นั่นคือ   อิมเมจของบริเวณในรูป 5.8 (ค) คือแถบบนระนาบ w  ในรูป 5.8 (ง)      
 
ตัวอยาง  5.3.10  :  จงหา  z   ซึ่งทําใหฟงกชันตอไปนี้ไมวิเคราะหได 
 (1)   )1e(Log z +  
 (2)   )z1log( 2−    เมื่อแขนงของ zlog   คือ  

2
)zarg(

2
3 ππ

≤<−  
 (3)   )]z1(z[Log 2+    
 

วิธีทํา  : (1)   จะแสดงวา  )1e(Log z +   ไมวิเคราะหได  เมื่อ  1ez +   เปนจํานวน
จริงลบ 
ให   iyxz +=    ดังนั้น  1e1e iyxz +=+ +  
             1)ysiniy(cosex ++=  
             ysinie)1ycose( xx ++=  
ดังนั้น   ถา  1ez +   เปนจํานวนจริงลบ  จะได   0ysinex =    และ   
              01ycosex <+  
เนื่องจาก     0ex >      ดังนั้น   0ysin =    และ    1ycosex −<   นั่นคือ    

πny =   เมื่อ n  เปนจํานวนเต็ม     ตอไปพิจารณา  1ycosex −<  
 ถา   1ycos =   จะได  1ex −<   ซึ่งเปนไปไมได 
 ถา    1ycos −=    จะได     1ex >    ดังนั้น   0x >  
เพราะฉะนั้น    iyxz +=     เมื่อ  0x >   และ  πny =   เมื่อ  n  เปนจํานวนเต็ม 
 ทําให  )1e(Log z +   ไมวิเคราะหได 

(2)  ให   iyxz +=   พิจารณา  )z1log( 2−   ไมวิเคราะหได เมื่อ  2z1 −   เปน
จํานวนจริงลบ 
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เนื่องจาก ixy2yx1z1 222 −+−=−    เราไดวา  0yx1 22 <+−    และ   
0xy =  

เพระฉะนั้น  22 xy1 <+   จะเห็นไดวา  0x ≠    ดังนั้น  0y =  
นั่นคือ   1x2 >    จะได    1x >   หรือ  1x −<  
ดังนั้น   xz =     เมือ่  1x >   หรือ  1x −<   ทําให   )z1log( 2−  ไมวิเคราะหได 

(3)  ให   iyxz +=       
พิจารณา  )yyyx3(i)xxy3x()z1(z 32232 −−++−=+  

เราจะได )]z1(z[Log 2+   ไมวิเคราะหได  เมื่อ  )z1(z 2+   เปนจํานวนจริงลบ 
นั่นคือ   0yyyx3 32 =−−    และ   0xxy3x 23 <+−  
พิจารณา  0yyyx3 32 =−−    จะได  0)1yx3(y 22 =−−   ดังนั้น   
 ถา  0y =     จะได   0xx3 <+     หรือ   0)1x(x 2 <+  
นั่นคือ  ถา    0y =       แลว    0x <  
 ถา   0x =       จะได   0y =    และ  0xxy3x 23 <+−   เปนไปไมได 
ดังนั้น    xz =   เมื่อ   0x <   ทําให   )]z1(z[Log 2+    ไมวิเคราะหได 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 




