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บทที่ 3 

ฟงกชันเชิงซอน  
( COMPLEX FUNCTIONS) 

 
 ผูอานคงคุนเคยกับฟงกชันที่มีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของ R  มาแลว ในที่น้ีเราจะ
ศึกษาฟงกชันที่มีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของ 2R  ซ่ึงเราจะเรียกวา ฟงกชันของตัวแปร
เชิงซอน หรือฟงกชันคาเชิงซอนของตัวแปรเชิงซอน หรือฟงกชันเชิงซอน ในที่น้ีเราขอเรียกวา 
ฟงกชันเชิงซอน ในบทนี้เราจะศึกษาแนวคิดของลิมิต ความตอเน่ือง และอนุพันธของฟงกชัน
เชิงซอน 
 
3.1  บทนิยามของฟงกชันเชิงซอน (Definition of Complex Functions) 
 

บทนิยาม 3.1.1 :  ให   D ⊂ 2R   เราจะเรียก   f : D → 2R   วา ฟงกชันเชิงซอนบน D (complex  
function on D) 
 สําหรับแตละ  z = (x,y) ∈ D  จะเขียนแทนสวนจริงและสวนจินตภาพ ของ f(z) ดวย 

),())(( yxuzfR =  และ ),())(( yxvzfI =  
ดังนั้น  ),(),()( yxivyxuzf +=    ตัวอยาง เชน  ถา  f(z) = x – iy  จะไดวา  u(x,y) = x 

และ v(x,y) = -y   และ ถา  22)( yxzf +=  จะไดวา u(x,y) = x2 + y2  และ  v(x,y) = 0 
บางครั้งเราอาจเขียน   f(z) = u + iv  แทนฟงกชันเชิงซอน  

 ในทางเรขาคณิตเราไมสามารถแทนฟงกชันเชิงซอนบนระนาบเดียวได แตจะตองแทน
โดเมนของฟงกชันบนระนาบหนึ่ง เรียกวาระนาบ  z  และแทนเรนจของฟงกชันบนอีกระนาบ
หน่ึง เรียกวาระนาบ w  และจะพิจารณาฟงกชันน้ีวาเปน mapping ของจุดบนระนาบ z  ไปยังจุด
บนระนาบ w   
 
ตัวอยาง 3.1.2  :  ให  f  เปนฟงกชันเชิงซอน ซึ่งกําหนดโดย  2)( zzf =  ดังน้ัน   

w = f(z) =  z2 = (x + iy)2 = x2 – y2 + i(2xy) 
และจะได  

    u(x,y) = x2 – y2  ,   v(x,y) = 2xy           
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ตัวอยาง 3.1.3 :  ให  iyyxivuzfw 394)( 22 −+=+==   จงหา  f(R2) 
 

      วิธีทํา :  ให  E  = {(x,y) : 4x2 + 9y2 = c2 } เม่ือ  c > 0   พิจารณา      
4x2 + 9y2 =  c2 

จะได            
4x2  =  c 2- (-3y)2  

 ดังน้ัน          
c 2   >   (-3y)2 

หรือ  
-c  < -3y  =  v < c 

เพราะฉะนั้น  f(E)  =  {(u,v) : u = c และ – c  < v < c }   นั่นคือ  
 f(E) จะเปนเสนแนวตั้ง (vertical line)  ที่มีจุดปลายอยูบนเสนตรง  uv ±=  

เม่ือ u > 0  ดังรูป 3.1    และ   
f(E) = {(u,v) : u = c  , | v | < u   } 

เม่ือ c  แปรคาอยูในเซตของจํานวนจริงที่ไมเปนลบ  และ  E  แปรคาอยูใน  2R   เพราะฉะนั้น   
(f 2R )  }u|v|,0u|)v,u{( ≤≥=           

   
   
   

 
 
 
 

รูป 3.1  :  f(E) = สวนของเสนตรง PQ 
 
บทนิยาม 3.1.4 :  โพลิโนเมียล (polynomial) คือ ฟงกชันเชิงซอน f  นิยามดังน้ี    

n
n

2
210 za...zazaa)z(f ++++=  

สําหรับแตละ ∈z 2R เม่ือ naaaa ,...,,, 210  เปนคาคงตัวซึ่งเปนจํานวนเชิงซอน 
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 ฟงกชันตรรกยะ (rational function) คือ ฟงกชัน
)(
)()(
zQ
zPzf =     เม่ือ P(z)  และ Q(z)   

เปนโพลิโนเมียล  โดยที่โดเมนของ )z(P  และ )z(Q   คือ   2R  และ โดเมนของ   
)(
)(
zQ
zP     คือ  

2R – { z : Q(z) = 0 } 
 
3.2  ลิมิตและความตอเนื่อง (Limits and Continuity) 
 
 ในหัวขอน้ีจะศึกษาลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชันเชิงซอน ซึ่งนิยามในทํานอง
เดียวกับของฟงกชันตัวแปรเดียว และไดผลสรุปในทํานองเดียวกันเชนกัน  นอกจากนี้ลิมิตของ
ฟงกชันเชิงซอนมีความสัมพันธกับลิมิตของฟงกชันสองตัวแปร 
 

บทนิยาม 3.2.1 :   กําหนดให  f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D ให  *
0 Dz ∈ และ  w0∈ 2R  เรา

กลาววา w0 เปนลิมิตของ  f(z) เมื่อ  z เขาใกล  z0 ( limit of f(z) as  z  approaches z0)    ก็ตอเม่ือ  
สําหรับแตละ  0>ε   จะมี  0>δ  ซ่ึง ),w(N)z(f 0 ε∈   สําหรับทุก   D),z(Nz 0 ∩′∈ δ    

เขียนแทนความหมายตามบทนิยามดวยสัญลักษณ 0
0

w)z(flim
zz

=
→

 และถา f  เปน

ฟงกชันซ่ึงสอดคลองบทนิยาม 3.2.1 เราจะกลาววา  )z(flim
0zz→

  หาคาได (exist)  
 
ขอสังเกต 3.2.2 :  ใหสังเกตวา   z0  อาจไมเปนสมาชิกของ   D   และกรณีนี้อาจมีสมาชิกของ 

),z(N 0 δ′    ซึ่งไมเปนสมาชิกของ   D   ดังนั้นเราจึงตองใสเง่ือนไขวา  D),z(Nz 0 ∩′∈ δ     
ในบทนิยาม 3.2.1    (ดูรูป 3.2) 
 

 
     

  รูป 3.2  ถา  D),z(Nz 0 ∩′∈ δ   แลว ),w(Nw)z(f 0 ε∈=   
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เห็นไดชัดวา ถา  f(z) = c  ทุก ∈z  R2 แลว  c)z(flim
zz

=
→ 0

 ทุก z0 ∈ R2   
 
ตัวอยาง 3.2.3 :  จงแสดงวา  0)iz(lim

iz
=+

−→
 

 

พิสูจน  :   ให  0>ε    เลือก  εδ =   สําหรับ   z  ใด ๆ ซึ่ง  δ<+< iz0    จะไดวา  
εδ =<−+ 0iz  

ดังน้ัน    
0)iz(lim

iz
=+

−→
                 

 
ตัวอยาง 3.2.4 :  จงแสดงวา  i21)3z2(lim

i1z
+−=−

+→
 

 

พิสูจน  : ให  0>ε   เลือก 
2
εδ =    สําหรับ  z  ใด ๆ ซึ่ง  δ<+−< )i1(z0  จะไดวา        

                 i22z2)i21()3z2( −−=+−−−   δ2i1z2 <−−= εε
==

2
.2   

ดังน้ัน    
  i21)3z2(lim

i1z
+−=−

+→
                                                

 
ตัวอยาง 3.2.5  :  จงแสดงวา  3

1z
1zlim

3

1z
=

−
−

→
 

 

พิสูจน  : ให  0>ε   เลือก  }
4
,1min{ εδ =   สําหรับ   z  ใด ๆ ซึ่ง  δ<−< 1z0     จะไดวา 

   )1z(3)1z(2zz3
1z
1z 22

3
−+−=−+=−

−
−  

                         1z31z 2 −+−<  
          εδδδδδ ≤≤+=+< 4.)3(32  
ดังน้ัน     

3
1z
1zlim

3

1z
=

−
−

→
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ทฤษฎีบท 3.2.6 :  ให   f   เปนฟงกชันเชิงซอนบน D และ ∗∈Dz0   ถา )z(flim
0zz→

 หาคาได 

แลว ลิมิตมีเพียงคาเดียว 
 

พิสูจน  :   สมมติ   0
zz

w)z(flim
0

=
→

  และ  1
zz

w)z(flim
0

=
→

 

ให 0>ε    ดังน้ันมี  01 >δ  ซึ่ง   
20
ε

<− w)z(f  สําหรับทุก D),z(Nz ∩′∈ 10 δ    และ    

มี  02 >δ   ซึ่ง   
21
ε

<− w)z(f   สําหรับทุก  D),z(Nz ∩′∈ 20 δ  
ให  },min{ 21 δδδ =    ถา  D),z(Nz ∩′∈ δ0   แลว  

εεε
=+<−+−≤−

220101 w)z(f)z(fwww  
ดังน้ัน   

01 ww =  
น่ันคือ    

ถา  )z(flim
zz 0→

  หาคาได แลวลิมิตจะมีเพียงคาเดียวเทาน้ัน        

 
ทฤษฎีบท 3.2.7 :   กําหนดให  ivu)z(f +=   เปนฟงกชันเชิงซอนบน  D   
ถา   *

000 D)y,x(z ∈= แลว   
000

zz
wivu)z(flim

0

=+=
→

                                 (3.1) 

ก็ตอเม่ือ  
0

zz
u)y,x(ulim

0
=

→
  และ  0

zz
v)y,x(vlim

0
=

→
                   (3.2) 

 

พิสูจน  :  กําหนดให  (3.1)  เปนจริง  ให  0>ε   ดังนั้นมี  0>δ  ซ่ึง ถา  
D),z(Nz ∩′∈ δ0  แลว  





−
−

≥−+−=−>
0

0
000 vv

uu
)vv(i)uu(w)z(fε    

และดังนั้น  (3.2)  เปนจริง 
 กําหนดให  (3.2)  เปนจริง   ให  0>ε    ดังนั้นมี 01 >δ  และ 02 >δ    ซ่ึง  

ถา  D),z(Nz ∩′∈ 10 δ  แลว  
20
ε

<− uu    
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และ  
ถา D),z(Nz ∩′∈ 20 δ  แลว  

2
vv 0

ε
<−     

เลือก  },min{ 21 δδδ =     ถา  D),z(Nz ∩′∈ δ0     แลว  
εεε

=+<−+−<−+−=+−
22000000 vvuu)vv(i)uu()viu()z(f  

เพราะฉะนั้น  (3.1)  เปนจริง และการพิสูจนทฤษฎีบทสมบูรณ     
    
ขอสังเกต 3.2.8 :  ให  F  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D   

(1) ถา  0
zz

W)z(Flim
0

=
→

  แลวจะมี  B > 0 และ  0>δ   ซ่ึง B)z(F <  เม่ือ  

D),z(Nz 0 ∩′∈ δ  
(2) ถา  0

zz
W)z(Flim

0

=
→

  และ W0  ≠  0  แลวจะมี  01 >δ ซึ่ง  0)z(F ≠   สําหรับทุก ๆ   

D),z(Nz 10 ∩′∈ δ  และ  0W2
1)z(F >  

(3)  ถา F เปนฟงกชันเชิงซอนบน  D  และ  0
zz

W)z(Flim
0

=
→

 ,  0W ≠  0    แลว  
∗∈Ez0   เม่ือ  Dz:z{E ∈=  และ }0)z(F ≠  

 

พิสูจน : (1)   ให  1=ε   เนื่องจาก  0
zz

W)z(Flim
0

=
→

     ดังนั้น จะมี  0>δ   ซึ่ง   

1W)z(F 0 <−   สําหรับทุก D),z(Nz ∩′∈ δ0  
ให  0W1B +=    และ  D),z(Nz ∩′∈ δ0     จะไดวา     

BW1WW)z(FWW)z(F)z(F 00000 =+<+−≤+−=  
(2) ให  0W

2
1

0 >=ε   จากบทนิยาม 3.2.1  จะมี 01 >δ   ซึ่ง  ),W(N)z(F 0 ε∈  
เม่ือ D),z(Nz 10 ∩′∈ δ   เนื่องจาก  ),W(N0 0 ε∉   (ดูรูป 3.3)      
ดังน้ัน   

ถา  D),z(Nz ∩′∈ 10 δ  แลว  0)z(F ≠    สําหรับ D),z(Nz ∩′∈ 10 δ   เราได 
       )z(FW)z(FW −≤− 00  

                      )z(FW −≤ 0  
                     0W2

1
<  

 นั่นคือ              02
1 W)z(F >  

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



15 

 
 

      รูป 3.3 :  ถา   ),z(NDz 10 δ′∩∈    แลว  ),W(N)z(F 0 ε∈    
 
(3) ให 0>ε  โดย (2)  จะมี 0>δ  ซ่ึง  0W2

1)z(F >     และ  0)z(F ≠   สําหรับทุก ๆ  
D),z(Nz 0 ∩′∈ δ  

     ให  },min{r δε=     เนื่องจาก  *
0 Dz ∈   ดังนั้น  φ≠′∩ )r,z(ND 0   นอกจากนี้   

0)z(F ≠   สําหรับทุก ๆ  D)r,z(Nz 0 ∩′∈    เน่ืองจาก   ),z(ND)r,z(N 00 δ′⊆∩′  
ดังน้ัน มี  

D),z(ND)r,z(Nz 00 ∩′⊂∩′∈ ε  
เพราะฉะนั้น     ∗∈ Ez0           
   
ทฤษฎีบท 3.2.9  :  กําหนดให  f   และ  F   เปนฟงกชันเชิงซอน  และ  ∗∈Dz0   เม่ือ   

}DDz:z{D Ff ∩∈=   ถา  0
ZZ

w)z(flim
0

=
→

  และ  0
ZZ

W)z(Flim
0

=
→

   แลว 

(1) 00
zz

Ww)]z(F)z(f[lim
0

±=±
→

 

(2) 00
zz

W.w)]z(F).z(f[lim
0

=
→

   

(3) 
0

0

zz W
w]

)z(F
)z(f[lim

0
=

→
   เม่ือ  0W0 ≠  

 
พิสูจน  :   (1) ให  0>ε โดยบทนิยาม 3.2.1  จะมี  0, 21 >δδ    ซ่ึง   

20
ε

<− w)z(f   เม่ือ  fD),z(Nz ∩′∈ 10 δ   และ 

                                   
20
ε

<−W)z(F   เม่ือ  FD),z(Nz ∩′∈ 20 δ  
 เลือก  },min{ 21 δδδ =   ถา D),z(Nz ∩′∈ δ0   แลว 

        ]W)z(F[]w)z(f[]Ww[)]z(F)z(f[ 0000 −+−=+−+  
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                         00 W)z(Fw)z(f −+−≤  
                         εεε

=+<
22

 
ดังน้ัน   

00
zz

Ww)]z(F)z(f[lim
0

+=+
→

 

     (2) ให  0>ε  โดยขอสังเกต 3.2.8  (1)  จะมี B > 0  และ  0>δ   ซึ่ง B)z(F <     ถา  
D),z(Nz ∩′∈ 10 δ  

 เน่ืองจาก   0
zz

w)z(flim
0

=
→

  และ  0
zz

W)z(Flim
0

=
→

 ดังน้ัน มี  0,0 32 >> δδ   ซ่ึง 

B2
w)z(f 0

ε
<−    ถา  D),z(Nz ∩′∈ 20 δ  

 
)w(

W)z(F
0

0 12 +
<−

ε   ถา  D),z(Nz ∩′∈ 30 δ  

ให  },,min{ 321 δδδδ =   ถา   D),z(Nz ∩′∈ δ0     แลว    
        ]Ww)z(Fw[)]z(Fw)z(F).z(f[W.w)z(F).z(f 000000 −+−=−  

                              000 W)z(Fww)z(f.)z(F −+−≤  
                             

2
.

w1
w

B2
.B

0

0 εε
+

+<  

                            εεε
=+<

22
 

ดังน้ัน      
00

zz
W.w)]z(F).z(f[lim

0

=
→

 

 (3)   ประการแรกจะแสดงใหเห็นวา  
0zz W
1

)z(F
1

lim
0

=
→

   เม่ือ  0W0 ≠ โดยการพิสูจน

ในขอสังเกต 3.2.8 (3)    จะไดวา  ∗∈Ez0     เม่ือ  E = { z : z อยูในโดเมนของ F และ F(z) ≠ 0 } 
ให 0>ε  โดยขอสังเกต 3.2.8 (2)  จะมี   01 >δ   ซ่ึง  02

1 W)z(F >     ถา 
E),z(Nz ∩′∈ 10 δ   โดยบทนิยาม   3.2.1  จะมี   02 >δ   ซึ่ง   

ε2
00 2

1 WW)z(F <−    ถา  E),z(Nz ∩′∈ 20 δ  
ให    },min{ 21 δδδ =   ถา  E),z(Nz ∩′∈ δ0  แลว   

   
0

0

0 W.)z(F
)z(FW

W
1

)z(F
1 −

=−  

     ε
εεε

=<=<
02

1
02

1
02

1

0

2
02

1

W.
W.

)z(F
W.

W.)z(F
W.  
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ดังน้ัน    
0zz W
1

)z(F
1

lim
0

=
→

   เม่ือ  0W0 ≠      โดยขอสรุป (2)  จะไดวา   

           
0

0

0
0

11
00 W

w)
W
(w)

)z(F
).(z(flim

)z(F
)z(flim

zzzz
===

→→
  เม่ือ 0W0 ≠  

 
ผลของทฤษฎีบท 3.2.9  สรุปไดวา  n

0
n

zz
zzlim

0

=
→

     

   
บทนิยาม 3.2.10 :  กําหนดให  f   เปนฟงกชันเชิงซอนบน D และ Dz ∈0   เรากลาววา  f  
ตอเน่ืองท่ี  z0  (continuous at z0)  ก็ตอเม่ือ  สําหรับแตละ 0>ε  จะมี  0>δ   ซึ่ง   ถา 

),z(NDz 0 δ∩∈   แลว   
)),z(f(N)z(f 0 ε∈  

น่ันคือ    
)),z(f(N)],z(ND[f 00 εδ ⊂∩  

เขียนแทนความหมายตามบทนิยามดวยสัญลักษณ  )z(Cf 0∈   และถา )z(Cf 0∈  
สําหรับทุก Dz ∈0  แลวเรากลาววา f   ตอเน่ืองใน D  และเขียนแทนโดย )D(Cf ∈  
 
ขอสังเกต  3.2.11 :  (1)  ให   f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D และ  ∗∩∈ DDz0     โดยบทนิยาม 
3.2.1 และ 3.2.10  สรุปไดวาฟงกชัน  f  ตอเน่ืองที่ z0  ก็ตอเมื่อ  )z(f)z(flim 0

zz 0

=
→

 

(2)  ถา  )DD(z0
∗−∈   แลว  f  สอดคลองบทนิยาม  3.2.10     ดังนั้น   f    ตอเนื่องที่  z0 

 
ทฤษฎีบท  3.2.12  :  ให  f , g  เปนฟงกชันเชิงซอนบน D และ Dz0 ∈    ถา  f  และ g  ตอเน่ืองที่  

0zz =   แลว f + g  ,  f – g  ,  fg  ตอเน่ืองที่  z0  และถา  0)z(g 0 ≠  แลว  
g
f  ตอเน่ืองที่ z0 

 
พิสูจน :  เปนผลที่ไดจากทฤษฎีบท 3.2.9 และขอสังเกต 3.2.11              

 
ตัวอยาง  3.2.13 :  จงแสดงวา  

(1)   f(z) = | z |  ตอเน่ืองที่ทุก   ∈z  R2 
(2)  2z)z(f =  ตอเน่ืองที่ทุก  ∈z  R2 
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พิสูจน  :  (1) ให  ∈0z  R2   และ 0>ε   เลือก  εδ =  ทุก ๆ  ),z(NDz 0 δ∩∈   จะไดวา   
δ<− 0zz   และ  εδ =<−<− 00 zzzz  

 ดังน้ัน   
)),z(f(N)z(f 0 δ∈  

น่ันคือ    
f   ตอเนื่องที่ทุก  ∈z  R2 

(2)  โดยทฤษฎีบท 3.2.12  และ (1)  สรุปไดวา  2z)z(f =  ตอเนื่องที่ทุก  ∈z  R2    
 
ทฤษฎีบท 3.2.14 :    ให  f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน  D  และ   )y,x(iv)y,x(u)z(f +=    
ให D)y,x(z 000 ∈=   แลว  f  ตอเนื่องที่  0z   ก็ตอเมื่อ u  และ v   ตอเน่ืองที่ 0z  
 

พิสูจน  :  ( ⇒ ) ให  f : D → R2    และ  f  ตอเน่ืองที่ 0z  
กรณีที่ 1  :  ถา *

0 DDz −∈   ดังน้ันมี 0>δ  ซึ่งสอดคลองวา  φδ =∩′ D),z(N 0  
เพราะฉะนั้น  )),z(f(N)D),z(N(f εδ 00 ⊂∩   สําหรับทุก 0>ε  และสรุปไดวา  f  ตอเน่ือง
ที่  0z  ก็ตอเม่ือ  u  และ v  ตอเนื่องที่  0z  
กรณีที่ 2 :  ถา  *D)y,x(z ∈000   ดังน้ัน โดยขอสังเกต 3.2.11 และทฤษฎีบท 3.2.7  ไดวา 

)z(f)y,x(iv)y,x(u 00000 =+  
                   )z(flim

0zz→
=   

         )]y,x(iv)y,x(u[lim
)y,x()y,x( 00

+=
→

 
             )y,x(vlimi)y,x(ulim

)y,x()y,x()y,x()y,x( 0000 →→
+=  

 เพราะฉะนั้น  )y,x(u)y,x(ulim
)y,x()y,x(

00
00

=
→

    และ   
  )y,x(v)y,x(vlim

)y,x()y,x(
00

00

=
→

 

 นั่นคือ     
u  และ v  มีความตอเน่ืองที่ 0z  

 ( ⇐ )  ให u  และ v  มีความตอเนื่องที่ )y,x(z 000 =   ดังนั้น 
           )y,x(u)y,x(ulim

)y,x()y,x(
00

00

=
→

   และ )y,x(v)y,x(vlim
)y,x()y,x(

00
00

=
→

 

เนื่องจาก     )z(flim
0zz→

 = )]y,x(iv)y,x(u[lim
)y,x()y,x(

+
→ 00

 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 



19 

                          = )y,x(vlimi)y,x(ulim
)y,x()y,x()y,x()y,x( 0000 →→

+   

โดยทฤษฎีบท 3.2.7 
             =  )y,x(iv)y,x(u 0000 +  
                 =  )z(f 0  
           สรุปไดวา  f  ตอเน่ืองที่  0z         
 

ทฤษฎีบท  3.2.15  : ให  n  เปนจํานวนเต็ม ที่ไมเปนลบ  ถา  a0 , a1 , a2 , … , an  เปนคาคงที่
เชิงซอน แลวโพลิโนเมียล  p(z) = a0 + a1z +  a2z2  +  … + anzn  ตอเนื่องที่ทุก    z ∈ R2 
 

พิสูจน  :  เปนผลที่ไดจากทฤษฎีบท 3.2.12  และความจริงวาฟงกชันคงตัว และ  f(z) = z  
ตอเน่ืองที่ทุก z ∈ R2           
 

  นอกจากนี้เราได 
 

ทฤษฎีบท 3.2.16  :  ถา  )z(P   และ  )z(Q   เปนโพลิโนเมียล แลว ฟงกชัน  
Q
P  เปนฟงกชัน

ตอเน่ืองที่ทุก   ∈z  R2  เม่ือ  0)z(Q ≠  
 
บทนิยาม  3.2.17 : ให  g  และ f   เปนฟงกชันเชิงซอนบน X  และบน Y  ตามลําดับ 
นิยาม ฟงกชันคอมโพสิท (composite function)  f o g    ดังนี้   

(fog)(p) = f(g(p))   สําหรับแตละ p ∈ X  ซึ่ง  g(p) ∈ Y 
 

ทฤษฎีบท 3.2.18 : กําหนดให  f  และ g   เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  และบน E   ตามลําดับ   
ให Dz0 ∈   ถา  g  ตอเนื่องที่  0z  และ  f  ตอเน่ืองที่  )z(g 0   แลว  f o g    ตอเน่ืองที่  0z  
 

พิสูจน  : กําหนดให  f  เปนฟงกชันซ่ึงตอเนื่องที่  )z(g 0  
  ให  0>ε  จะมี 01 >δ  ซึ่ง ))),z(g(f(N)w(f 10 δ∈   เม่ือ  )),z(g(NEw 10 δ∩∈  

 เน่ืองจาก  g   ตอเนื่องที่  0z    ดังน้ัน     
มี 0>δ  ซ่ึง  )),z(g(N)z(g 10 δ∈    เม่ือ   ),z(NDz 0 δ∩∈       
น่ันคือ  ))),z(g(f(N))z(g(f ε0∈   สําหรับ  ),z(NHz 0 δ∩∈   เม่ือ  H   เปนโดเมนของ   fog 
 เพราะฉะนั้น      fog   ตอเน่ืองที่  z0   
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3.3  อนุพันธ  ( The Derivative ) 
 
 ในหัวขอน้ีเราจะศึกษาอนุพันธของฟงกชันเชิงซอน  และจะศึกษาเงื่อนไขที่จําเปนสําหรับ
การมีอนุพันธ ซึ่งคือการสอดคลองสมการโคชี-รีมันน  นอกจากนี้เราจะแสดงวาการสอดคลอง
สมการโคชี-รีมันน และการมีอนุพันธยอยที่ตอเน่ืองของสวนจริงและสวนจินตภาพของฟงกชัน 
เปนเงื่อนไขที่เพียงพอสําหรับการมีอนุพันธ  
 

บทนิยาม 3.3.1 :  กําหนดให  f   เปนฟงกชันเชิงซอนบน D  และ  z ∈ Do  ถา 
zt

)z(f)t(f
lim
zt −

−

→
 

หาคาไดแลว จะเรียกลิมิตน้ีวา อนุพันธของ f   ท่ี  z  ( derivative of  f  at  z )    และ 

         เขียนแทนดวยสัญลักษณ )z(f ′   หรือ  
dz

)z(df    

         เม่ือ )z(f ′  หาคาได เราจะกลาววา  f   มีอนุพันธท่ี z  ( f is differentiable  at  z )   
ถา  f  มีอนุพันธที่ทุก z S∈ แลวเราจะกลาววา  f   มีอนุพันธใน S ( f  is differentiable in S ) 
 
ขอสังเกต  3.3.2 : ให  f  เปนฟงกชันเชิงซอนบน  D  และ  )z(f:Dz{E o ′∈=   หาคาได }  
เรียกฟงกชันซ่ึงนิยามสําหรับทุก  Ez∈  ดวย )z(f ′  วาอนุพันธของ f  ( derivative  of  f ) และ
เขียนแทนฟงกชันน้ีดวย  f ′   
 ในทํานองเดียวกัน เราสามารถนิยาม  f ′′  โดยการแทน  f  ดวย  f ′   และนิยาม  f ′′′  โดย
การแทน  f  ดวย  f ′′  ในลักษณะเชนนี้ จะสามารถนิยามอนุพันธอันดับสูง )n(f  เม่ือ  )n(f 1−  
หาคาได สําหรับ n ซ่ึงเปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ   
            ใหสังเกตวาเราอาจเขียน 

zt
)z(f)t(f

lim
zt −

−

→
 ไดอีกรูปหน่ึง คือ

h
)z(f)hz(f

lim
0h

−+

→
 

 
ทฤษฎีบท 3.3.3  : ให  f  เปนฟงกชันเชิงซอน  ถา )z(f ′ หาคาได  แลว  f  ตอเน่ืองที่  z   
 

พิสูจน  :  กําหนดให   f  เปนฟงกชันเชิงซอน  ถา )z(f ′   หาคาได แลว 
   

zt
)z(f)t(f

lim)z(f
zt −

−
=′

→
 

เนื่องจาก                    )zt.(
zt

)]z(f)t(f[)z(f)t(f −
−
−

=−  ;    zt ≠   
ดังน้ัน               
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          



 −

−
−

=−
→→

)zt.(
zt

)z(f)t(flim)]z(f)t(f[lim
ztzt

 

           )zt(lim.
zt

)z(f)t(flim
ztzt

−





−
−

=
→→

 

           00 =′= ).z(f  
เพราะฉะนั้น        )]z(f)z(f)t(f[lim)t(flim

ztzt
+−=

→→
 

                      )z(f)z(f0 =+=  
น่ันคือ  

 f   ตอเน่ืองที่  z                                      ■ 
 
ขอสังเกต  3.3.4  :  บทกลบัของทฤษฎีบท 3.3.3  ไมจริง   
 

พิสูจน  :  พิจารณาฟงกชัน  2z)z(f =   ซึ่งเปนฟงกชันที่ตอเน่ืองทุก   z  ใน  R2  
จะแสดงวา  ถา  )z(f ′   หาคาได  แลว    z = 0   
กําหนดให  z = (x ,y)  และ  t  =  (u ,v)  ≠  z      ดังนั้น 

 
zt
zt

lim)z(f
22

zt −
−

=′
→

  
zt
z.zt.tlim

zt −
−

=
→

 

                       

)yv(i
)vy(ilimz)iyx(lim

zt
)zt(zlimtlim

zt
z.ztztzt.tlim

ztzt

ztzt

zt

−
−

+−=

−
−

+=

−
−+−

=

→→

→→

→

 

พิจารณาการหาลิมิตในแนวดิ่ง  นั่นคือ  u = x    และ  yv→     ดังนั้น 
     

)yv(i
)vy(i

lim.z)ivx(lim)z(f
yvyv −

−
+−=′

→→
 

     )1(z)iyx( −+−=  
     iy2zz −=−=                       (3.3) 
พิจารณาการหาลิมิตในแนวนอน  น่ันคือ  v = y   และ  xu→    ดังน้ัน 
    

xu
xu

lim.z)iyu(lim)z(f
xuxu −

−
+−=′

→→
 

    x2zzz)iyx( =+=+−=          (3.4) 
จาก (3.3) และ (3.4)  จะไดวา  x2iy2 =−   และสรุปไดวา  0y,0x ==  
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ดังน้ัน        )z(f ′   หาคาได  เม่ือ  z = 0  เทาน้ัน 
น่ันคือ   

   2z)z(f =   ตอเนื่องที่ทุก 0z ≠    แต  )z(f ′   หาคาไมไดที่  0z ≠                      ■ 
 
ทฤษฎีบท 3.3.5  :  ให  f  และ g  เปนฟงกชันเชิงซอน  ถา )z(f ′  และ )z(g′  หาคาได ที่จุด z  
แลวจะไดวา   
 (1)   )z(g)z(f)z()gf( ′+′=′+  
 (2)  )z(g)z(f)z()gf( ′−′=′−  
 (3)  )z(f).z(g)z(g).z(f)z()g.f( ′+′=′  

 (4)   )z(
g
f ′








    =  
)z(g

)z(g).z(f)z(f).z(g
2

′−′      ถา  0)z(g ≠  
 

พิสูจน  :  จะพิสูจนทฤษฎีบท เฉพาะ (3)    กําหนดให  P  = f.g   ดังน้ัน 

h
)z(P)hz(P −+  =  

h
)z(g).z(f)hz(g).hz(f −++  

        = 
h

)z(g).z(f)z(g)hz(f)z(g).hz(f)hz(g).hz(f −+++−++  

        =  
h

)z(f)hz(f).z(g
h

)z(g)hz(g).hz(f −+
+

−+
+       (3.5) 

เนื่องจาก 
)z(f)hz(flim

0h
=+

→
   ,    )z(g

h
)z(g)hz(g

lim
0h

′=
−+

→
 ,  

 )z(g)z(glim
0h

=
→

   และ     )z(f
h

)z(f)hz(f
lim
0h

′=
−+

→
    

ดังน้ัน จาก (3.5)   โดยทฤษฎีบท 3.2.9 (1) และ (2)   จะไดวา 
 )z(f).z(g)z(g).z(f

h
)z(P)hz(P

lim)z()g.f(
0h

′+′=
−+

=′
→

       ■ 

 
ทฤษฎีบท  3.3.6 :  ถา Nn ∈  , )z(f ′  หาคาไดที่  z  และ  c   เปนคาคงที่เชิงซอน แลว 
 (1)  0

dz
dc

=    และ   1
dz
dz

=   สําหรับทุก ∈z  R2 
 (2)  )z(fc)z()cf( ′=′   

(3)  1nn nz)z( −=′   บน  






<−
>

0nเมื่อ}0{R
1nเมื่อR

2
2
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พิสูจน  :  จะพิสูจนเฉพาะ (3) 
กรณีที่ 1  :  ถา  n  เปนจํานวนเต็มบวก  สําหรับ  ∈oz  R2  และ  ozz ≠  จะไดวา 
                       

o

o
zz

o zz
)z(f)z(f

lim)z(f
o −

−
=′

→
 

           
o

n
o

n

zz zz
zz

lim
o −

−
=

→
 

          
o

1n
o

2n
oo

2n1n
o

zz zz
)zzz...zzz)(zz(

lim
o −

++++−
=

−−−−

→
 

          )z...zzz(lim 1n
oo

2n1n

zz o

−−−

→
+++=  

          1n
oz.n
−=  

กรณีที่ 2  :  ถา n เปนจํานวนเต็มลบ  ดังนั้น   n = - m   เม่ือ  m  เปนจํานวนเต็มบวก  
สําหรับ  ∈z  R2  ซ่ึง  0z ≠  โดย ทฤษฎีบท 3.3.5 (4)  จะไดวา 

      2m

mm

m
mn

)z(
)z.(10.z)

z
1()z()z(

′−
=′=′=′ −  

       1n1m
m2

1m
nzmz

z
mz −−−

−
=−=−=            ■ 

 
ขอสังเกต 3.3.7 :  ให  n

n
2

210 zazazaa)z(f ++++= L   เปนโพลิโนเมียล   แลว   
1n

n
2

321 znaza3za2a)z(f −++++=′ L   สําหรับทุก ∈z  R2 
    

ทฤษฎีบท  3.3.8 :  (กฎลูกโซ  Chain Rule) ให  f  และ  g เปนฟงกชันเชิงซอน โดยที่  )z(g ′   
และ    ))z(g(f ′     หาคาได ที่บางจุด   z    แลว   )z()fog( ′    หาคาได   และ 

)z(g)).z(g(f)z()fog( ′′=′  
 

พิสูจน :  ให  ))t(g(fw =   สําหรับ  fogDt ∈ โดยนิยามของอนุพันธ จะมีฟงกชัน 
)t(1θ  และ  )t(2θ     ซึ่ง  

t)]t()z(g[g 1 ∆θ∆ +′=    เม่ือ  ztt,)z(g)t(gg −=−= ∆∆     และ 
g)]t())z(g(f[w 2 ∆θ∆ +′=    เม่ือ  ))z(g(f))t(g(fw −=∆     และ   

0)t(lim)t(lim 2
zt

1
zt

==
→→

θθ  

ดังน้ัน 
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)]t()z(g)].[t())z(g(f[
t
w

12 θθ
∆
∆

+′+′=       และ 

     )z()fog( ′   = )z(g)).z(g(f
t
w

lim
0t

′′=
→ ∆

∆
∆

                         ■ 

  
เพื่อความสะดวกเมื่อ v,u  คือฟงกชันของสองตัวแปร เราใชสัญลักษณ u  แทน )y,x(u  

และ v   แทน )y,x(v  สําหรับ  xyx v,u,u  และ  yv  แทนดวยอนุพันธยอยอันดับหนึ่งของ 
)y,x(u  หรือ  )y,x(v   

 
ทฤษฎีบท 3.3.9  :  กําหนดให  f(z) = u + iv  ถา  f  มีอนุพันธที่    000 iyxz +=     แลว   

(1) อนุพันธยอย  xyx v,u,u  และ  yv   หาคาไดที่ )y,x( 00  
(2) อนุพันธยอยสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน(Cauchy - Riemann  equations) 

ตอไปนี้ 
xyyx vu,vu −==   ที่จุด  )y,x( 00  

 (3)  )y,x(iu)y,x(v)y,x(iv)y,x(u)z(f 00y00y00x00x0 −=+=′  
 

พิสูจน  :  ให   h = h1 +i h2  และ  iba)z(f 0 +=′   เม่ือ  Rb,a ∈        ดังน้ัน  
)hy(ihxhz 20100 +++=+     และ 

)hy,hx(iv)hy,hx(u)hz(f 201020100 +++++=+  
เพราะฉะนั้น 

h
)z(f)hz(f

lim)z()f( 00

0h
0

−+
=′

→
                        

     







+

−++
+

+
−++

=
→ 21

002010

21

002010

0h ihh
)y,x(v)hy,hx(vi

ihh
)y,x(u)hy,hx(u

lim    (3.6) 
 

พิจารณาลิมิต (3.6) ในแนวราบ  น่ันคือ  0h2 =   โดยทฤษฎีบท 3.2.7 จะไดวา 
  

)y,x(iv)y,x(uiba)z(f 00x00x0 +=+=′  
 

ในทํานองเดียวกัน ถาพิจารณาลิมิต  (3.6) ในแนวดิ่ง  )h( 01 =   จะไดวา 
 

  )y,x(v)y,x(u
i
1iba)z(f 00y00y0 +=+=′  

         )y,x(iu)y,x(v 00y00y −=  
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ดังน้ัน  การพิสูจน ทฤษฎีบทสิ้นสุด                ■ 
 
ขอสังเกต 3.3.10 : จากทฤษฎีบท 3.3.9  แสดงวาสมการโคชี-รีมันน เปนเงื่อนไขจําเปนสําหรับ
การมีอนุพันธ  นอกจากนี้สมการโคชี-รีมันนไมเปนเงื่อนไขเพียงพอสําหรับการมีอนุพันธ ดังจะ
แสดงในตัวอยางขางลางนี้ สําหรับเงื่อนไขที่เพียงพอสําหรับการมีอนุพันธจะกลาวในทฤษฎีบท 
3.3.13   
 
ตัวอยาง 3.3.11 :  จงแสดงวา  )0(f ′  หาคาไมได และ  f(z)  สอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน  
ที่  z = 0  เม่ือ       







=

≠
+
+

+
+
−

=
0zถา

0zถา
byax
byaxi

byax
byax

f(z) 22

33

22

33

0
       และ  ab  > 0 

 
วิธีทํา :   จากนิยามของอนุพันธยอยของฟงกชันคาจริง   จะไดวา 

         1
h

0
ah
ah

limh
)0,0(u)0,h(u

lim)0,0(u
2

3

0h0h
x =

−
=

−
=

→→
      และ    

        1
h

0
bh
bh

limh
)0,0(u)h,0(u

lim)0,0(u
2

3

0h0h
y −=

−
−

=
−

=
→→

 

ในทํานองเดียวกัน       
1)0,0(v)0,0(v yx ==  

ดังน้ัน     yx vu =    และ  xy vu −=    ที่จดุ   (0,0) 
จะแสดงวา  )0(f ′   หาคาไมได 

ให  0z →   บนเสนตรง  xy =   จะได )i(xiyxz +=+= 1    และ     

ba
bi

ba
a

i1

i
ba
ba

lim0z
)0(f)z(f

lim
0x0x +

+
+

=
+

+
+
−

=
−
−

→→
 

ให  0z →  บนเสนตรง  0y =      ดังน้ัน    xz =     และ   

ba
bi

ba
ai1

x
ixx

lim0z
)0(f)z(f

lim
0x0x +

+
+

≠+=
+

=
−
−

→→
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น่ันคือ   
)0(f ′    หาคาไมได                                                         

 
ถา   )y,x(u  เปนฟงกชันของ 2 ตัวแปร และใหสัญลักษณ 

)y,x(u)ky,hx(u)k,h;y,x(u −++=∆  
แลวจะไดผลสําหรับ  u   ซึ่งมีอนุพันธยอย ดังจะกลาวในทฤษฎีบทประกอบตอไปนี้ 

 
ทฤษฎีบทประกอบ  3.3.12 :  กําหนดให  u   เปนฟงกชันของ  2  ตัวแปร  และ u0 Dz ∈  สมมติ
มี  r > 0 ซึ่ง  u0 D)r,z(N ⊂  ,  xu  , yu  หาคาได ที่ทุกจุดใน )r,z(N 0   ถา  xu   และ  yu    

ตอเน่ืองที่ 0z  แลว จะมี βα ,  ซึ่งเปนฟงกชันของ  h , k   และ  
khk)y,x(uh)y,x(uu 00y00x βα∆ +++=    เม่ือ 

0lim
)0,0()k,h(

=
→

α     และ  0lim
)0,0()k,h(

=
→

β  

 
ทฤษฎีบท  3.3.13 :  กําหนดให  ivu)z(f +=   เปนฟงกชันเชิงซอนบน   D   และ  Dz0 ∈  
ถา   yxyx v,v,u,u   หาคาไดที่ทุกจุดใน  ),z(N o ε    สําหรับบางคาของ ε    และ 

yxyx v,v,u,u  ตอเน่ืองที่   0z   และสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน     xyyx vu,vu −==    
ที ่  0z    แลว  )z(f o′  หาคาได 
 

พิสูจน  :  ให ikhz +=∆   โดยทฤษฎีบทประกอบ 3.3.12     จะไดวา 
  )]y,x(v)ky,hx(v[i)]y,x(u)ky,hx(u[)z(f)zz(f oooooooooo −+++−++=−+ ∆                            
               khk)y,x(uh)y,x(u ooyoox βα +++=  + ]khk)y,x(vh)y,x(v[i ooyoox δγ +++  
เม่ือ  0,,, →δγβα     ถา   )0,0()k,h( →       ดังน้ัน 
      ε∆ ++++=−+ ]k)y,x(vh)y,x(v[ik)y,x(uh)y,x(u)z(f)zz(f ooyooxooyooxoo  
เม่ือ   )kh(ikh δγβαε +++=     
ถาแทนเงื่อนไขของสมการโคชี-รีมันน เราจะไดวา 

ε∆ ++++=−+ )y,x(v)ikh(i)y,x(u)ikh()z(f)zz(f ooxooxoo  
และเมื่อแทนคา  ikhz +=∆    เราจะได 
 

z
k)i(

z
h)i()y,x(iv)y,x(u

z
)z(f)zz(f

ooxoox
oo

∆
δβ

∆
γα

∆
∆

+++++=
−+  
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เนื่องจาก   1
z
h

≤
∆

  และ  1
z
k

≤
∆

   

 เพราะฉะนั้น    γα
∆

γα i
z
h)i(0 +≤+≤    และ  δβ

∆
δβ i

z
k)i(0 +≤+≤  

ดังน้ัน  
0

z
h)i( →+
∆

γα   ; 0
z
k)i( →+
∆

δβ    เม่ือ  ∆ z  →  0 

เพราะฉะนั้น  )y,x(iv)y,x(u
z

)z(f)zz(f
lim ooxoox

oo

0z
+=

−+

→ ∆
∆

∆
 

น่ันคือ      
)z(f o′    หาคาได      

 
ตัวอยาง 3.3.14 :  จงแสดงวา f  มีอนุพันธที่ทุก ∈)y,x(  R2  สําหรับ  f   ซ่ึงนิยามดังตอไปนี้ 

(1)  ysinieycose)z(f xx +=  
(2)  ycosieysine)z(f xx −=  

 
พิสูจน  :  (1)  กําหนด   )y,x(iv)y,x(uysinieycose)z(f xx +=+=  เม่ือ 
)y,x(z =   เราไดวา 

ycose)y,x(u x=  และ ysine)y,x(v x=  
ดังน้ัน 

ysineu,ycoseu x
y

x
x −==  

ycosev,ysinev x
y

x
x ==  

เราจะเห็นวา  )y,x(u  และ  )y,x(v  ตอเน่ืองที่ทุก   ∈z  R2   รวมทั้งอนุพันธยอย 
yxyx v,v,u,u    ตอเนื่องที่ z  ดวย และสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน ที่ทุก ∈z  R2 นั่นคือ 

yx vu =    และ  xy vu −=   ที่ทุก ∈z  R2 
เพราะฉะนั้นโดยทฤษฎีบท 3.3.9   f   มีอนุพันธที่ทุก ∈z  R2 
            (2)  กําหนด  )y,x(iv)y,x(uycosieysine)z(f xx +=−=  เม่ือ )y,x(z =

เราไดวา 
ysine)y,x(u x=  และ ycose)y,x(v x−=  

ดังน้ัน 
ycoseu,ysineu x

y
x

x ==  
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  ysinev,ycosev x
y

x
x =−=  

เราจะเห็นวา  )y,x(u  และ  )y,x(v  ตอเน่ืองที่ทุก ∈z  R2   รวมทั้งอนุพันธยอย 
yxyx v,v,u,u    ตอเนื่องที่ z  ดวย และสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน ที่ทุก ∈z  R2 นั่นคือ 

yx vu =    และ  xy vu −=   ที่ทุก ∈z  R2 
เพราะฉะนั้นโดยทฤษฎีบท  3.3.9    f  มีอนุพันธที่ทุก ∈z  R2 
 
ตัวอยาง 3.3.15 :  จงแสดงวา  f  ไมสามารถหาอนุพันธไดที่   ∈z  R2   ถา   

  ycosieysine)z(f xx +=  
 

พิสูจน  :  ให  iyxz +=   เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ   และ   
ycosieysine)y,x(iv)y,x(u)z(f xx +=+=   

เราจะได   ysine)y,x(u x=   และ  ycose)y,x(v x=   ดังน้ัน 
ycoseu,ysineu x

y
x

x ==  
ysinev,ycosev x

y
x

x −==  
เราจะเห็นวา  )y,x(u  และ  )y,x(v  ตอเน่ืองที่ทุก z    รวมทั้งอนุพันธยอย      

yxyx v,v,u,u  มีความตอเน่ืองดวย  แตไมสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน ที่ z   
น่ันคือ  yx vu ≠     และ   xy vu ≠  
เพราะฉะนั้น  f    ไมมีอนุพันธที่   z  
   
ตัวอยาง   3.3.16  :  จงแสดงวา  )z(f   นิยามดังตอไปนี้ ไมมีอนุพันธที่จุดใด ๆ ใน R2     
 (1)  z)z(f =    (2)   )z(R)z(f =  
 (3)   )z()z(f Ι=   (4)   |z|)z(f =  
 

พิสูจน   :  (1)    ให     iyxz +=        และ  )y,x(iv)y,x(u)z(f +=  
ถา    z)z(f =     จะได  x)y,x(u =     และ  y)y,x(v −=       ดังนั้น    

1v,0u,1u yyx −===     และ  0vx =  
เราจะไดวา   yx vu ≠     และ  yx uv −=  
น่ันคือ     อนุพันธยอยหาคาได  แตไมสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน   
เพราะฉะนั้น    )z(f     ไมมีอนุพันธที่จุดใด ๆ ใน R2     
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                 (2)    ให     iyxz +=        และ  )y,x(iv)y,x(u)z(f +=  
ถา    )z(R)z(f =     จะได  x)y,x(u =     และ  0)y,x(v =       ดังนั้น    

0v,0u,1u yyx ===    และ  0vx =  
เราจะไดวา   yx vu ≠     และ  yx uv −=  
น่ันคือ  อนุพันธยอยหาคาได  แตไมสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน   
เพราะฉะนั้น    )z(f     ไมมีอนุพันธที่จุดใด ๆ ใน R2 
                 (3)    ให     iyxz +=        และ  )y,x(iv)y,x(u)z(f +=  
ถา    )z()z(f Ι=     จะได  0)y,x(u =     และ  y)y,x(v =    ดังน้ัน    

1v,0u,0u yyx ===    และ  0vx =  
เราจะได yx vu ≠     และ  yx uv −=  
น่ันคือ  อนุพันธยอยหาคาได  แตไมสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน   
เพราะฉะนั้น    )z(f     ไมมีอนุพันธที่จุดใด ๆ ใน R2 
                 (4)   ให     iyxz +=        และ  )y,x(iv)y,x(u)z(f +=  
ถา    22 yx|z|)z(f +==     จะได  22 yx)y,x(u +=     และ  0)y,x(v =  
ดังน้ัน    

0v,
yx

y2u,
yx

x2u y22y22x =
+

=
+

=    และ  0vx =  

เราจะได   yx vu ≠     และ  yx uv −≠  
น่ันคือ     อนุพันธยอยหาคาได  แตไมสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน   
เพราะฉะนั้น      )z(f     ไมมีอนุพันธที่จุดใด ๆ ใน R2 
 
ตัวอยาง  3.3.17 :  ฟงกชัน  22 iyx)z(f −=  มีอนุพันธเฉพาะที่จุดซ่ึงอยูบนเสนตรง  xy −=  
เทาน้ัน 
 

 วิธีทํา  :    )y,x(iv)y,x(uiyx)z(f 22 +=−=   
ดังน้ัน   2x)y,x(u =  ,      2y)y,x(v −=   เราจะได 
 0u,x2u yx ==  
 0v,y2v xy =−=  
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 จะเห็นไดวา อนุพันธยอยหาคาไดและสอดคลองกับสมการโคชี-รีมันน ที่  )y,x(           
ก็ตอเม่ือ  xy −=       
นอกจากนี้  xyx v,u,u,)y,x(v,)y,x(u และ  yv  ตางตอเนื่องบนเสนตรง xy −=  
 เพราะฉะนั้น  โดยทฤษฎีบท 3.3.9   )z(f   หาอนุพันธไดที่ทุกจุดบนเสนตรงนี้เทาน้ัน    
 
ทฤษฎีบท 3.3.18  :  กําหนด  0000 ≠= θcisrz  ,  f  เปนฟงกชันเชิงซอน ),r(v,),r(u θθ ))  
เปนฟงกชันคาจริง  และ ),r(vi),r(u)z(f θθ )) +=         นิยามในบางอาณาเขตของจุด 

000 cisrz θ=   และ  θθ v,v,u,u rr
))))   นิยามในอาณาเขตเดียวกัน  และมีความตอเน่ือง ถา 

),r(u θ) และ  ),r(v θ)   สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 

θv̂r
ûr

1
=  ,   rvru )) −=θ   แลว  f   มีอนุพันธที่ 0z     และ 

)sini)(cosviu()z(f rr 000 θθ −+=′ ))  
 

 สําหรับทฤษฎีบทนี้เราจะขอละการพิสูจน ใหผูอานพิสูจนเอง และขอนําทฤษฎีบทนี้ไป
ใชในตัวอยางตอไปนี้ 
 

ตัวอยาง 3.3.19  :  กําหนดให ivu)z(f +=  เม่ือ  222

22

)yx(
yx)y,x(u

+

−
=    และ  

222
2

)yx(
xy)y,x(v

+

−
=  จงแสดงวา  f   มีอนุพันธสําหรับทุก 0≠z  และ  3

2
z

)z(f −=′  
 

 วิธีทํา  :  พิจารณา  f    ในรูปเชิงขั้ว  เราได  2
2
r

cos),r(u θθ =)       และ 

2
2
r
sin),r(v̂ θθ =    สําหรับ  0≠r   เราไดวา  ,),r(u θ) ),r(v̂ θ   , ru

) , rv)  , θu
) และ  θv

)

เปนฟงกชันตอเน่ือง โดยที่  θ22 3 cosrur
−−=)  , θ22 3 sinrvr

−=)  , θθ 22 2 sinrû −−=  

และ  θθ 22 2 cosrv̂ −−=         เน่ืองจาก   θv̂r
ûr

1
= และ  rvru )) −=θ  

ดังน้ัน  โดยทฤษฎีบท 3.3.18   เราได  f  มีอนุพันธ สําหรับทุก 0≠z    และ 
  )sini)(cossini(cosr)z(f θθθθ −−−=′ − 222 3  
   )sini(cosr θθ 332 3 −−= −  
   

)sini(cosr θθ 33
2

3 +

−
=  

   3
2
z

−=  

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 




