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บทที่ 2 

ทฤษฎีบทพืน้ฐาน 
(FUNDAMENTAL THEOREMS) 

 
 ในบทนี้จะกลาวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐานตาง ๆ ที่ใชในการศึกษาฟงกชัน
วิเคราะห โดยละการพิสูจน สําหรับผูสนใจสามารถศึกษารายละเอียดไดจาก [1] และ [5] 
 

บทนิยาม 2.1 :  ระบบจํานวนเชิงซอน (complex number system)  คือ ระบบ ||),.,,( 2 +R  โดยที่ 
ถา )y,x(z =   และ  )v,u(w =   เปนสมาชิกของ  2R   แลว 
            )vy,ux(wz ++=+  
    )yuxv,yvxu(w.z +−=  
    22 yx|z| +=  
    22 )vy()ux(|wz| −+−=−  
 
ทฤษฎีบท 2.2 :  ,.),( 2 +R  เปนฟลด  น่ันคือ  ,.),( 2 +R   มีคุณสมบัติดังตอไปนี้ 

(1)  คุณสมบัติปดภายใตการบวกและการคูณ (Addition and multiplication are closed) 
            ∈)d,c(),b,a( 2R ∈+⇒ )d,c()b,a( 2R  และ  ∈)d,c).(b,a( 2R  

(2)  กฎการเปลี่ยนกลุมได  (Associative law) 
        (2.1)  )]f,e()d,c[()b,a()f,e()]d,c()b,a[( ++=++  
        (2.2)  )]f,e).(d,c).[(b,a()f,e)].(d,c).(b,a[( =  

   ทุก ๆ ∈)f,e(),d,c(),b,a( 2R  
(3)  กฎการสลับที่  (Commutative law) 

       (3.1)  )b,a()d,c()d,c()b,a( +=+  
       (3.2)  )b,a).(d,c()d,c).(b,a( =  

    ทุก ๆ ∈)d,c(),b,a( 2R  
(4)  กฎการแจกแจง (Distributive law) 

  )f,e).(b,a()d,c).(b,a()]f,e()d,c).[(b,a( +=+  
ทุก ๆ ∈)f,e(),d,c(),b,a( 2R  
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(5)  การมีเอกลักษณ (Existence of identities) 
 (5.1)  )b,a()b,a()0,0( =+  
 (5.2)  )b,a()b,a).(0,1( =  

ทุก ๆ  ∈)b,a( 2R   น่ันคือ )0,0(  และ )0,1( เปนเอกลักษณสําหรับการบวกและการ
คูณของ 2R  ตามลําดับ 

(6)  การมีอินเวอรส (Existence of inverses) 
       (6.1)  )0,0()b,a()b,a( =−−+  

       ทุก ๆ ∈)b,a( 2R  เม่ือกําหนด )b,a(  มาให )b,a( −−  จะเปนจํานวนเชิงซอน 
จํานวนเดียวที่สอดคลอง (6.1)  นั่นคือ  )b,a( −−  เปนอินเวอรสของ )b,a(  สําหรับการบวก 
       (6.2)  )0,1()

ba
b,

ba
a).(b.a( 2222 =

+

−

+
 

       ทุก ๆ ∈≠ )b,a()0,0( 2R  เม่ือกําหนด )b,a(  มาให )
ba
b,

ba
a( 2222 +

−

+
 

จะเปนจํานวนเชิงซอนจํานวนเดียวที่สอดคลอง (6.2)  นั่นคือ  )
ba
b,

ba
a( 2222 +

−

+
      เปน

อินเวอรสของ )b,a(  สําหรับการคูณ 
 
ขอสังเกต 2.3 :  ทุก ๆ จํานวนเชิงซอน )b,a(  เราสามารถเขียน 
  )0,b).(1,0()0,a()b,0()0,a()b,a( +=+=   
และถาเราแทน )1,0(  ดวย  i   เรียกวาหนวยจินตภาพ (imaginary unit) จะไดวาเราสามารถเขียน 

)b,a(  ใหอยูในรูป iba +   เม่ือเราเขียนจํานวนเชิงซอน ในรูปดังกลาว  เราจะเห็นไดวา เม่ือ  
ibaz1 +=  และ  idcz2 +=   เปนจํานวนเชิงซอนสองจํานวนแลวเราได 

  db,cazz 21 ==⇔=  
การบวกและการคูณจํานวนเชิงซอนในรูปใหมจะเปนดังนี้ 
  )db(i)ca()idc()iba( +++=+++  
  )bcad(i)bdac()idc).(iba( ++−=++  
 
 ใหสังเกตวาทุกจํานวนจริง a  เม่ือเราสามารถเขียนแทน  a  ดวย  0ia +  นอกจากนี้เรา
จะได  1i2 −=  
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บทนิยาม 2.4 :  ถา )y,x(z =  เปนสมาชิกใน 2R  แลวเรียก )y,x( −  วาสังยุคของ z  (complex 
conjugate of z) เขียนแทนโดยสัญลักษณ z  
 
ทฤษฎีบท 2.5 :  ถา iyxz +=   และ  ivuw +=   แลว 
 (1)  )z(R2zz =+  
 (2)  )z(iI2zz =−  
 (3)  2|z|z.z =  
 (4)  wzwz ±=±  
 
บทนิยาม 2.6 :  ถา  iyx)y,x(z +==   เปนจุดบนระนาบเชิงซอน เม่ือเวกเตอร z  ทํามุม θ  
กับแกน X  ดูรูป 2.1   แลว  )sini(cosrsinircosr)y,x(z θθθθ +=+==   เม่ือ 

22 yx|z|r +==   และ  θθ sinry,cosrx ==  

 
รูป 2.1 

 
 เราเรียกการเขียน z  ในรูป  )sini(cosr θθ +  วารูปเชิงข้ัวของ z   และเรียก  θ   วา
อารกิวเมนต (argument) ของ z  เขียนแทนโดย  zarg  เห็นไดวาอารกิวเมนตของ z  ไมไดมี
เพียงคาเดียว กลาวคือ ถา θ  เปนอารกิวเมนตของ z  แลว πθ k2+  ก็เปนอารกิวเมนตของ z  
ดวย เม่ือ  k    เปนจํานวนเต็มใด ๆ ในบางกรณีเราอาจใชสัญลักษณ    θcisr    แทนรูปเชิงข้ัว 

)sini(cosr θθ +  
 
ขอสังเกต 2.7  :  (1)  0z =   ก็ตอเม่ือ  0z =  
  (2)  ถา  0cis|w|cis|w|w ≠== φθ   แลว  πφθ k2=−  สําหรับบางคา
ของจํานวนเต็ม k  
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  (3)  ถา  0z ≠   แลวมีอารกิวเมนตของ z  เพียงคาเดียว ซึ่งเรียกวา อารกิวเมนต
หลัก (principal argument) ของ z   เขียนแทนโดย  zArg  ซ่ึง 
    ππ ≤<− zArg  
  (4)  ถา  θcisrw =   แลว  )(cisrw θ−=  
  
ทฤษฎีบท 2.8  :  ถา θcisrz =   และ  φcissw =   แลว )(cisrszw φθ +=  
 
ขอสังเกต 2.9  :  ถา w,z   เปนจํานวนเชิงซอนแลว 
 (1)  |w||z||zw| =  
 (2)  w.zzw =  
 
ทฤษฎีบท 2.10 :  ถา θcisrz =   และ  φcissw =  และ  0w ≠  แลวมี q  ใน 2R เพียงคาเดียว
ซ่ึง  zwq =     และ  )(cis

s
rq φθ −=  

 

 โดยทฤษฎีบท 2.10  ทําใหสรุปไดวา เราหาคาของ 
w
z  ไดงายเม่ือเขียน z  และ w  ใหอยู

ในรูปเชิงข้ัว กลาวคือ ถา θcisrz =   และ  φcissw =  และ  0w ≠  แลว 
    )(cis

s
r

w
z φθ −=  

 
บทนิยาม 2.11 :   ให  ∈z 2R  ,  0z ≠   และ  Ν∈n  แลว นิยาม 
    1z0 =    และ   n

n

z
1z =−  

 
ทฤษฎีบท 2.12 :  ทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร (De Moivre’s  Theorem) 
ถา )sini(cosrz θθ +=   แลว สําหรับแตละจํานวนเต็มบวก n ใดๆ เราได 
  )nsinin(cosrz nn θθ +=  
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ทฤษฎีบท 2.13 :  ให  θcisrw =   และ  Ν∈n   แลวสมการ  wzn =  มีคําตอบทั้งหมด k  
คา คือ 1n210 z,,z,z,z −L   เม่ือ   
  1n,,2,1,0k,)

n
k2(cisrz n

k −=
+

= L
πθ  

เราเรียก 1n210 z,,z,z,z −L  วารากที่ n  ของ w  นั่นคือรากที่ n  ของ w  มีทั้งหมด n  คา 
 
 ตอไปนี้จะกลาวถึงอสมการตาง ๆ ของจํานวนเชิงซอน ซ่ึงจะนําไปใชในการศึกษาการ
วิเคราะหเชิงซอน  ประการแรกเราไดอสมการตอไปนี้ 
  )z(R|)z(R||z| ≥≥  
และ  )z(I|)z(I||z| ≥≥  
 
ทฤษฎีบท 2.14 :  ให  p,w,z   เปนจํานวนเชิงซอน แลว 
 (1)  |w||z||wz| +≤+  
 (2)  |wp||pz||wz| −+−≤−  
 (3)  ||w||z|||wz| −≤−  
 
บทนิยาม 2.15 :  ให ∈p 2R  และ 0>ε   นิยาม อาณาเขตของ p (neighborhood of p) ในรัศมี 
ε  เขียนแทนโดย ),p(N ε   หรือ  )p(Nε   ดังน้ี 
   }pz:z{),p(N εε <−=  
 เห็นไดชัดวา  p  เปนสมาชิกของทุกอาณาเขตของ p  ในการศึกษาทางการวิเคราะห
เชิงซอน เราจะเกี่ยวของกับอาณาเขตของ p  ที่ไมมีจุด p  ซ่ึงจะเขียนแทนเซตนี้โดย ),p(N ε′   
หรือ  )p(Nε′  น่ันคือ  
   }pz0:z{),p(N εε <−<=′  
 
บทนิยาม 2.16 : ให ⊂S 2R  และ  ∈p 2R  

(1)  p  เปนจุดลิมิตของ S  (limit point of S) ก็ตอเม่ือ สําหรับแตละ  ),p(N ε′  จะมีจุด
ใน S  อยางนอย 1 จุด น่ันคือ 
 p  เปนจุดลิมิตของ S  ก็ตอเม่ือ สําหรับแตละ 0>ε  จะไดวา  φε ≠′∩ ),p(NS  

(2)  ให *S  แทนเซตของจุดลิมิตทั้งหมดของ S  เราเรียกเซต *SS ∪ วาโคลเชอรของ S  
(closure of S)  เขียนแทนโดย S  
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(3)  S เปนเซตปด (closed set)  ก็ตอเม่ือ SS* ⊂  นั่นคือ แตละจุดลิมิตของ  S  อยูใน S  
(4)  จุด p  เปนจุดภายในของ S  (interior point of S) ก็ตอเม่ือ มี 0r >  ซ่ึง 

S)r,p(N ⊂   และจะเขียนแทนเซตของจุดภายในทั้งหมดของ S  โดย oS  
(5)  S   เปนเซตเปด (open set) ก็ตอเม่ือ สําหรับแตละจุด p  ใน S  มีจํานวนจริง 0>ε  

ซ่ึง S),p(N ⊂ε  
(6) จุด p  เรียกวาจุดขอบของ S  (boundary point of S) ก็ตอเม่ือ ),p(N ε  มีสมาชิก

ของ S  และสมาชิกของ 2R S−  สําหรับทุก 0>ε    
(7)  เซตของจุดขอบทั้งหมดของ S เรียกวาขอบของ  S  (boundary of S) และเขียนแทน

ดวยสัญลักษณ )S(B  
 
ทฤษฎีบท 2.17 :  ถา ∈z 2R  และ  0r >   แลว  )r,z(N  เปนเซตเปด 
 
บทนิยาม 2.18 :  ให ⊂E 2R   และ C  เปนคอลเล็คชันของสับเซตของ 2R  

(1)  เราจะเรียก ∈∃A|z{ C  และ }Az ∈   วา ยูเนียน(union)ของ C  และเขียนแทน
โดยสัญลักษณ  ∪C 

(2)  คอลเล็คชัน  C เปนเซตปกคลุมสําหรับ E  (cover for E) หรือปกคลุม E  (cover  E) 
ก็ตอเม่ือ ⊂E ∪C 

(3)  คอลเล็คชัน  C  เปนเซตปกคลุมเปดสําหรับ E  (open cover for E) ก็ตอเม่ือ  C  ปก
คลุม E และแตละสมาชิกใน C  เปนเซตเปด 

(4)  คอลเล็คชัน D เปนเซตปกคลุมยอยของ C  สําหรับ E  (subcover of  C  for E ) ก็
ตอเม่ือ D ปกคลุม E  และ  D ⊂C 

(5)  เซต E  เปนเซตคอมแพกต (compact set) ก็ตอเม่ือ แตละเซตปกคลุมเปดสําหรับ E  
มีเซตปกคลุมยอยสําหรับ E  ซึ่งเปนเซตจํากัด 
 
ขอสังเกต  2.19 :  บทนิยาม 2.18  ใชไดกับ  E  ซ่ึงเปนสับเซตของ R     
 
ทฤษฎีบท  2.20 :  ให C  เปนคอลเล็กชันของสับเซตเปดของ 2R   แลว ∪C  เปนเซตเปด 
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ทฤษฎีบท  2.21 : ให  ⊂E 2R   แลว  E  เปนเซตคอมแพกต ก็ตอเม่ือ  E  เปนเซตปดและเปน
เซตมีขอบเขต  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 




