
บทที่ 2 
 

ผลงานวิจัยและงานเขยีนอ่ืน ๆ ที่เกีย่วของ 
 
2.1 ผลงานวจิัยที่เกีย่วของ 
 
       2.1.1 วิธกีารประมาณความหนาแนน 
 

             2.1.1.1 การประมาณฟงกชันความหนาแนนดวยวิธีเคอรเนล 
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เมื่อ      )(ˆ xf      คือ   ตัวประมาณฟงกชนัความหนาแนนดวยวิธีเคอรเนล  

  h   คือ   แบนวิดธ มีคาเปนจํานวนจริงบวก    

  n           คือ   ขนาดตัวอยาง      

            )(uK      คือ   ฟงกชนัเคอรเนล                                                                   

            x            คือ   ตัวแปรไมทราบคา                            

            iX          คือ   ตัวแปรสุม X  ตัวที ่ i  เมื่อ i  = 1 , 2 , … , n    

       

              คุณสมบัติตาง ๆ ของการประมาณความหนาแนนดวยวิธีเคอรเนล 

 

              1.   เมื่อฟงกชันเคอรเนลเปนฟงกชันเคอรเนลแบบสมมาตร )()( uKuK −=   

    2. เมื่อฟงกชันเคอรเนลเปนฟงกชันเคอรเนลแบบสมมาตร     จะไดวา  

∫ =1)( duuK  , ∫ = 0)( duuuK  และ ∫ > 0)(2 duuKu           

              3.   เมื่อฟงกชันเคอรเนลไมเปนลบ   ณ   ที่ใด  ๆ  และ  ∫ =1)( duuK   แสดงถึง 

ฟงกชันเคอรเนลเปนฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน ฟงกชันความหนาแนนของความ-

นาจะเปนที่ประมาณได ))((
^

xf  จะเปนฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนดวย และ 

∫ =1)(
^

dxxf                 

               4.  ถาฟงกชันเคอรเนล    ))(( uK     เปนฟงกชันตอเนื่องและหาอนุพันธได    
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ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนที่ประมาณได ))((
^

xf  จะเปนฟงกชันตอเนื่องและหา

อนุพันธไดเชนเดียวกัน         

               5.  ฟงกชันความหนาแนนที่ประมาณได ))((
^

xf  เปนตัวประมาณที่เอนเอียง

ของฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน ))(( xf      

               6.   การกําหนดจุดเร่ิมตน  ไมมีผลตอการประมาณความหนาแนนดวยวิธีเคอร-

เนล 

              7.   สําหรับชุดขอมูลหนึ่ง   ๆ   เมื่อกําหนดแบนวิดธและกําหนดรูปแบบฟงกชัน-

เคอรเนลแลว ฟงกชันความหนาแนนแบบเคอรเนลที่ประมาณข้ึนไดจะมีเพียงหนึ่งฟงกชัน 

 
           2.1.1.2 การประมาณฟงกชันความหนาแนนของ Zhang และคณะ (1999) 
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เมื่อ )(~ xf     คือ   ตัวประมาณฟงกชนัความหนาแนนของ Zhang และคณะ 

  h   คือ   แบนวิดธ  มีคาเปนจํานวนจริงบวก       

  n           คือ   ขนาดตัวอยาง                                                    

  )(uK     คือ   ฟงกชนัเคอรเนล                                                                

  x           คือ   ตัวแปรไมทราบคา                                                             

            iX          คือ   ตัวแปรสุม X  ตัวที ่ i  เมื่อ i  = 1 , 2 , … , n   

             )( iXg    คือ   ฟงกชนัการแปลง g  ของตัวแปรสุม 

 

              ฟงกชันและตัวแปรตาง ๆ ที่เกี่ยวของในการประมาณฟงกชันความหนาแนนของ

Zhang และคณะ (1999) มีรายละเอียดดังนี้ 

              )(xg  คือฟงกชันการแปลง  เปนฟงกชันที่ไมเปนลบ  มีความตอเนื่องและเปน

ฟงกชันเพิ่มเพียงอยางเดียว  (monotonically increasing)  จาก  ),0[),0[ ∞→∞  มีคุณสมบัติ

คือ 
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                   0)0(1 =−g  นั่นคือ 0)0( =g       

       1)0( =′g           

  
     

]
)0(
)0(2[)0(

f
fg
′

=′′               

       

              ฟงกชันการแปลงที่ใชในการวิจัยคือ 322)( xAddxxxg ++=  เมื่อ A  คือ

คาคง ท่ี  ซึ่ ง  13 >A  กําหนดคา  55.0=A  ดังนั้นจะไดฟ งกชันการแปลงคือ 
322 55.0)( xddxxxg ++=  (Zhang et al., 1999 , Karunamuni & Alberts, 2005)  

              d  คือ 
)0(
)0(

f
f ′  โดยปกติมักไมทราบฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนที่

แทจริง ))(( xf  จึงไมสามารถหาคา d  ไดโดยตรง จะตองประมาณข้ึนโดยใชตัวประมาณคาของ 

d  คือ nd  นั่นคือ 
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เมื่อ )(uK      คือ  ฟงกชนัเคอรเนล      

  )()0( uK  คือ  ฟงกชันเคอรเนลของจุดส้ินสุด (End-point kernel) 

   

              จากการกําหนดรูปแบบฟงกชันเคอรเนลและฟงกชันเคอรเนลของจุดส้ินสุด จะ-

ไดวา 427786896.4)0( =b   ดังนั้น  hh 427786896.40 =  (แสดงวิธีการคํานวณอยางละเอียด

ในภาคผนวก ข) 
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      2.1.2 ฟงกชันเคอรเนลที่ใชในการวิจัย 
 

       การวิจัยในคร้ังนี้มีฟงกชันเคอรเนลที่เกี่ยวของทั้งส้ิน 2 รูปแบบ คือ ฟงกชันเคอรเนล 

แบบเกาสเซียน (Gaussian kernel) และ ฟงกชันเคอรเนลของจุดส้ินสุด (End-point kernel) 

  
           2.1.2.1 ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน (Gaussian kernel) 
  

                     รูปแบบฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน คือ )
2
1exp(

2
1)( 2uuK −=
π

 รูปราง

ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน แสดงไดดังภาพที่ 2.1 
 

ภาพที ่2.1 

รูปรางฟงกชนัเคอรเนลแบบเกาสเซียน 

 
 

           2.1.2.2 ฟงกชันเคอรเนลของจุดสิ้นสุด (End-point kernel) 
       

              รูปแบบฟงกชันเคอรเนลของจุดส้ินสุด คือ ( )
2

0 12186)( uuuK ++=  , 

)01( ≤≤− uI  
 
 
 



 14 

      2.1.3 วิธกีารเลือกแบนวิดธ 
 

           2.1.3.1 คาแบนวดิธที่เหมาะสม (Optimal bandwidth) 
       

              คาแบนวิดธที่เหมาะสม ถือเปนแนวคิดพื้นฐานที่สําคัญของการเลือกแบนวิดธวิธี

ตาง ๆ วิธีการเลือกแบนวิดธหลากหลายวิธี ไดอาศัยหลักการของคาแบนวิดธที่เหมาะสมมาเปน

พื้นฐานของการกําหนดคาแบนวิดธ โดยคาแบนวิดธที่เหมาะสมคือคาแบนวิดธที่ทําใหคาความ-

คลาดเคล่ือนกําลังสองรวมเฉล่ีย (Mean Integrated Squared Error : MISE ) ที่เกิดข้ึนจากการ

ประมาณความหนาแนนมีคานอยที่สุด คาแบนวิดธที่เหมาะสมคือ 

 

5
1

''2
2 )()(

)(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

nfRK
KRhopt μ

 

 

โดยที ่ ∫= duuKKR 2)()(        

  ∫= duuKuK )()( 2
2μ  

∫= dxxffR 2'''' )()(  

 

เมื่อ  opth       คือ   คาแบนวิดธที่เหมาะสม     

   n          คือ   ขนาดตัวอยาง      

  )(uK     คือ   ฟงกชนัเคอรเนล       

)(xf      คือ   ฟงกชนัความหนาแนนของความนาจะเปน 

                        )('' xf     คือ   อนพุันธอันดับที ่2 ของฟงกชนัความหนาแนนของความนาจะเปน 

    

              จากคาแบนวิดธที่ เหมาะสม  พบวา  คา  )(KR  และ  )(2 Kμ  ข้ึนอยูกับ

ฟงกชันเคอรเนลซึ่งเปนสวนที่ทราบคา และ )( ''fR  ข้ึนอยูกับฟงกชันความหนาแนนของความ-

นาจะเปน ))(( xf  ซึ่งเปนสวนที่ไมทราบคา ผลเฉลยของคาแบนวิดธที่เหมาะสมจะข้ึนอยูกับ 

ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนที่แทจริง  ดังนั้นวิธีการเลือกแบนวิดธหลายวิธีจึงมุงเนน

ที่จะประมาณคา )( ''fR  เพื่อใหไดผลลัพธของคาแบนวิดธ  
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           2.1.3.2 วิธี Direct plug-in (Woodroofe, 1970 , Nadaraya, 1974) 
       

              การเลือกแบนวิดธดวยวิธี Direct plug-in เปนวิธีที่ทําใหคาความคลาดเคล่ือน-

กําลังสองรวมเฉลี่ย (Mean Integrated Squared Error : MISE )  ที่เกิดข้ึนจากการประมาณ

ความหนาแนนมีคานอยที่สุด แบนวิดธที่ไดจากการเลือกแบนวิดธดวยวิธี Direct plug-in คือ 
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เมื่อ  DPIh      คือ   แบนวิดธที่ไดจากวธิี Direct plug-in    

  n          คือ   ขนาดตัวอยาง     

 )(uK     คือ   ฟงกชนัเคอรเนล      

 g           คือ   แบนวิดธที่แตกตางจาก h      

 )(uL      คือ   ฟงกชนัเคอรเนล อาจเปนฟงกชันเคอรเนลที่แตกตางจาก )(uK       

 σ̂          คือ   คาประมาณสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตัวแปรสุม niXi ,...,1; =   

 π           คือ   3.142857…… 

)()4( uK คือ   อนุพนัธอันดับที ่4 ของฟงกชันเคอรเนล 
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           2.1.3.3 วิธ ีRules of thumb (Deheuvels, 1977 , Silverman, 1986) 
       

              การเลือกแบนวิดธดวยวิธี Rules of thumb เปนวิธีการเลือกแบนวิดธที่งายที่สุด 

ทําไดโดยการแทนคาสวนที่ไมทราบคา นั่นคือ ∫ dxxf 2)(''  ลงในคาแบนวิดธที่ เหมาะสม 

(Optimal bandwidth) 
  

)(ˆ06.1 5
1

−
= nhROT σ  

 

เมื่อ   ROTh    คือ   แบนวิดธที่ไดจากวธิี Rules of thumb                

    n         คือ   ขนาดตัวอยาง      

    σ̂        คือ   คาประมาณสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตัวแปรสุม niXi ,...,1; =    

       
           2.1.3.4 วิธ ีLeast squares cross-validation (Rudemo, 1982 ,  
                         Bowman, 1984) 
 

              การเลือกแบนวิดธดวยวิธี Least squares cross-validation เปนวิธีการเลือก

แบนวิดธที่มีการศึกษาอยางกวางขวางที่สุด (Park & Marron, 1990) เปนวิธีที่ทําใหคาความ-

คลาดเคล่ือนกําลังสองรวม (Integrated Squared Error : ISE ) ที่เกิดข้ึนจากการประมาณความ-

หนาแนนมีคานอยที่สุด คาแบนวิดธที่ไดจากวิธี Least squares cross-validation )( LSCVh  คือคา

แบนวิดธที่ทําให )(hLSCV  มีคานอยที่สุด 

 
)]([min hLSCVh

hLSCV =  

 

              คาความคลาดเคล่ือนกําลังสองรวม คือ 

  

dxxfxfxfISE ∫ −= 2))()(ˆ())(ˆ( ∫ ∫ ∫+−= dxxfdxxfxfdxxf )()()(ˆ2))(ˆ( 22  

 

              เมื่อพิจารณา ))(ˆ( xfISE  พบวา ∫ dxxf )(2  เปนสวนที่มีความเปนอิสระกับ 

คาแบนวิดธ  แต ∫ dxxf 2))(ˆ(  และ ∫ dxxfxf )()(ˆ2  ข้ึนกับคาแบนวิดธที่เลือกใช 
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              ฟงกชัน Least squares cross-validation กาํหนดโดย 

 

∑∫ ∑∫∫
= =

−− −=−=
n

i

n

i
iii Xf

n
dxxf

n
dxxfxfdxxfhLSCV

1 1

22 )(ˆ2))(ˆ(1)()(ˆ2))(ˆ()(  

 

เมื่อ LSCVh     คือ   แบนวดิธที่ไดจากวิธ ีLeast squares cross-validation 

              n          คือ   ขนาดตัวอยาง       

             )(ˆ xf     คือ   ตัวประมาณของฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน 

             )(xf     คือ   ฟงกชนัความหนาแนนของความนาจะเปน    

             )(ˆ xf i−    คือ   ตัวประมาณของฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน 

            โดยปราศจากตัวแปรสุม niXi ,...,1; =  (leave one out) 
 
           2.1.3.5 วิธี Silverman’s rules of thumb (Silverman, 1986) 
       

              การเลือกแบนวิดธดวยวิธี Silverman’s rules of thumb เปนวิธีการเลือกแบน-

วิดธที่ถูกปรับปรุงมาจากการเลือกแบนวิดธดวยวิธี Rules of thumb 

 

)(9.0 5
1

−
= nAhSROT     

 

เมื่อ   SROTh   คือ   แบนวดิธที่ไดจากวิธ ีSilverman’s Rules of thumb                

    n         คือ   ขนาดตัวอยาง      

               A         คือ   คาที่นอยที่สุดระหวางคาประมาณสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของ 

            ตัวแปรสุม niXi ,...,1; =  กับ 
34.1

IQR ]
34.1

,ˆmin[ IQRσ=  

   IQR     คือ   พิสัยระหวางควอรไทล (Interquartile range)                     

              σ̂         คือ   คาประมาณสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตัวแปรสุม niXi ,...,1; =    
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           2.1.3.6 วิธี Biased cross-validation (Scott & Terrell, 1987) 
       

              การเลือกแบนวิดธดวยวิธี Biased cross-validation เปนวิธีที่ทําใหคา 

Asymptotic Mean Integrated Squared Error )(AMISE  ที่เกิดข้ึนจากการประมาณความ-

หนาแนนมีคานอยที่สุด คาแบนวิดธที่ไดจากวิธี Biased cross-validation )( BCVh  คือคาแบน-

วิดธที่ทําให )(hBCV  มีคานอยที่สุด 

 
)]([min hBCVh

hBCV =  

 

              ฟงกชัน Biased cross-validation กําหนดโดย 

 

∫ ∫∫∫ ′′−′′+= ])(1)([])([
4

)(1)( 2
5

2
^

22
4

2 duuK
nh

dxxfduuKuhduuK
nh

hBCV  

  

 เมื่อ   BCVh     คือ   แบนวิดธที่ไดจากวธิี Biased cross-validation  

     n          คือ   ขนาดตัวอยาง            

              )(uK    คือ   ฟงกชนัเคอรเนล   

                          )(
^

xf    คือ   ตัวประมาณของฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน  

                          )(
^

xf ′′   คือ   อนพุันธอันดับที ่2 ของตัวประมาณ 

             ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน 

       
           2.1.3.7 วิธี Solve the equation plug-in (Sheather & Jones, 1991) 
       

              การเลือกแบนวิดธดวยวิธี Solve the equation plug-in เปนวิธีที่ทําใหคาความ-

คลาดเคล่ือนกําลังสองรวมเฉล่ีย (Mean Integrated Squared Error : MISE )  ที่เกิดข้ึนจากการ

ประมาณความหนาแนนมีคานอยที่สุด แบนวิดธที่ไดจากการเลือกแบนวิดธดวยวิธี Solve the 

equation plug-in คือ ผลเฉลยของสมการ นั่นคือ 
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1

))((912.0
−

= nIQRb  
 

เมื่อ  STEh      คือ   แบนวิดธที่ไดจากวธิี Solve the equation plug-in           

              n          คือ   ขนาดตัวอยาง      

  )(uK     คือ   ฟงกชนัเคอรเนล      

        )(uφ      คือ   ฟงกชนัเคอรเนล อาจเปนฟงกชันเคอรเนลที่แตกตางจาก )(uK  

  IQR      คือ   พิสัยระหวางควอรไทล (Interquartile range)                      
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      2.1.4 รูปแบบฟงกชนัความหนาแนนของความนาจะเปนทีใ่ชในการวจิยั 
 

       การวิจัยในคร้ังนี้ทําการศึกษาฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนจํานวน 2 

รูปแบบ ทั้ง 2 รูปแบบลวนเปนฟงกชันยกกําลัง (Exponential function) ไดแก xexf 55)( −=  เมื่อ 

0>x   และ  xexxf 5)151(
4
5)( −+=  เมื่อ 0>x  

 
           2.1.4.1 xexf 55)( −=  เมื่อ 0>x  
 

              ลักษณะกราฟฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรูปแบบที่ 1 แสดงได- 

ดังภาพที่ 2.2 

 

ภาพที ่2.2 

ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรูปแบบที่ 1 
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           2.1.4.2 xexxf 5)151(
4
5)( −+=  เมื่อ 0>x  

 

              ลักษณะกราฟฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรูปแบบที่ 2 แสดงได-

ดังภาพที่ 2.3 

 

ภาพที ่2.3 

ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนรูปแบบที่ 2 
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      2.1.5 เกณฑในการพจิารณา 
 

       ในการประมาณความหนาแนนดวยวธิีเคอรเนล จาํเปนที่จะตองมีเคร่ืองมือที่จะใชใน

การชี้วัดความแตกตางระหวางฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนที่ประมาณได กับฟงกชนั

ความหนาแนนของความนาจะเปนที่แทจริง เกณฑในการชี้วัดที่นยิมใชอยางกวางขวางที่สุดและ

สามารถช้ีวัดความแมนยาํโดยรวม (global accuracy) ไดเปนอยางดีคือคาความคลาดเคลื่อน-

กําลังสองรวมเฉล่ีย (Mean Integrated Squared Error : MISE ) (Silverman, 1986, pp. 35-36)  
 

dxxfxfExfMISE ∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

2^^
)()())((  

 

เมื่อ       MISE   คือ   คาความคลาดเคล่ือนกาํลังสองรวมเฉล่ีย 

             )(ˆ xf     คือ   ตัวประมาณของฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน 

             )(xf     คือ   ฟงกชนัความหนาแนนของความนาจะเปน     
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2.2 งานเขียนอ่ืน ๆ ที่เกีย่วของ 
 

       ในปค.ศ. 1956 Rosenblatt นําเสนอแนวทางการประมาณฟงกชันความหนาแนน-

ของความนาจะเปนแบบไมอิงพารามิเตอรสมัยใหม ไดเสนอวิธีการประมาณแบบเคอรเนลข้ึนเปน

คร้ังแรก รวมทั้งพิสูจนใหเห็นถึงความเอนเอียงของตัวประมาณฟงกชันความหนาแนนของความ-

นาจะเปน และกลาววาสําหรับการประมาณความหนาแนนจะมีความคลาดเคล่ือนเกิดข้ึนเสมอ จึง

จําเปนที่จะตองมีเคร่ืองมือที่จะใชในการชี้วัดความแตกตางระหวางฟงกชันความหนาแนนของ-

ความนาจะเปนที่ประมาณข้ึน กับฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนที่แทจริง ไดเสนอให

ใชคาความคลาดเคล่ือนกําลังสองรวมเฉล่ีย (Mean Integrated Squared Error : MISE ) เพื่อชี้-

วัดความคลาดเคล่ือนที่เกิดข้ึนจากการประมาณความหนาแนน ตอมา Hodges และ Lehmann 

(1956) เสนอใหใชฟงกชันเคอรเนลแบบ Epanechnikov เพื่อทําใหคาความคลาดเคลื่อนกําลัง-

สองรวมเฉล่ียในการประมาณความหนาแนนมีคานอยที่สุด และในปค.ศ. 1986 Silverman 

เปรียบเทียบประสิทธิภาพของฟงกชันเคอรเนลแบบ Epanechnikov กับ ฟงกชันเคอรเนลรูปแบบ

ตาง ๆ พบวาฟงกชันเคอรเนลแบบ Epanechnikov มีประสิทธิภาพสูงสุด ในปค.ศ. 1996 

Simonoff กลาวถึงประสิทธิภาพของฟงกชันเคอรเนลรูปแบบตาง   ๆ   วา   ไมวาจะเลือกใช

ฟงกชันเคอรเนลรูปแบบใดก็ตาม จะไมสงผลตอคาความคลาดเคล่ือนกําลังสองรวมเฉล่ียมากนัก 

เพราะฟงกชันเคอรเนลแตละรูปแบบนั้นมีประสิทธิภาพไมแตกตางกันอยางชัดเจน (Simonoff, 

1996, pp. 44) ในปค.ศ. 2004 Sheather กลาววา ฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียนถือเปนรูปแบบ

ฟงกชันเคอรเนลที่ไดรับความนิยมอยางแพรหลาย 

       ในปค.ศ. 1990 Hardle พิจารณาลักษณะของการประมาณความหนาแนนในสอง

สถานการณ คือ เมื่อกําหนดคาแบนวิดธเทากันและใชฟงกชันเคอรเนลรูปแบบตางกัน พบวา

ลักษณะกราฟฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนมีความแตกตางกันไมมาก และเมื่อ

กําหนดคาแบนวิดธแตกตางกันและใชฟงกชันเคอรเนลรูปแบบเดียวกัน พบวาลักษณะกราฟ

ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนมีความแตกตางกันมาก จากทั้ง 2 สถานการณจึงสรุป

ไดวา  การกําหนดฟงกชันเคอรเนลมีอิทธิพลตอการประมาณความหนาแนนไมมากนัก แตการ

กําหนดคาแบนวิดธมีอิทธิพลตอการประมาณความหนาแนนมากกวา ขอสรุปดังกลาวไดรับการ

สนับสนุนโดย Mugdadi และ Ahmad ที่กลาวไวในปค.ศ. 2004 วา ทั้งการวิเคราะหทางทฤษฎีและ

การจําลองขอมูล พบวา ในกรณีที่ตัวแปรสุมเปนอิสระตอกันและมีการแจกแจงเดียวกัน การ

กําหนดรูปแบบฟงกชันเคอรเนลไมใชส่ิงที่มีผลตอการประมาณความหนาแนนมากนัก  ส่ิงที่สําคัญ

ที่สุดในการประมาณความหนาแนน คือการเลือกแบนวิดธใหมีความเหมาะสม 
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       เนื่องจากการเลือกแบนวิดธถือเปนส่ิงสําคัญในการประมาณฟงกชันความหนาแนน-

ของความนาจะเปนดวยวิธีเคอรเนล ทําใหมีนักวิจัยจํานวนมากนําเสนอวิธีการเลือกแบนวิดธ โดย

ในปค.ศ. 1970 การเลือกแบนวิดธดวยวิธี Direct plug-in ถูกเสนอข้ึนโดย Woodroofe เปนการ

เลือกแบนวิดธบนพื้นฐานของการมีคาความคลาดเคล่ือนกําลังสองรวมเฉล่ีย (Mean Integrated 

Squared Error : MISE ) นอยที่สุด ตอมาในปค.ศ. 1977 การเลือกแบนวิดธดวยวิธี Rules of 

thumb ถูกเสนอขึ้นโดย Deheuvels ถือเปนวิธีที่งายที่สุดในการเลือกคาแบนวิดธ ทําไดโดยการ

แทนคา ∫ dxxf 2)(''  ซึ่งเปนสวนที่ไมทราบคาลงในคาแบนวิดธที่เหมาะสม (Optimal 

bandwidth) และในปค.ศ. 1986 Silverman พิจารณาการเลือกแบนวิดธดวยวิธี Rules of thumb 

กําหนดใหฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนที่แทจริง ))(( xf  เปนการแจกแจงแบบปกติ-

มาตรฐาน (Standard normal distribution) กําหนดรูปแบบฟงกชันเคอรเนลแบบเกาสเซียน จะได

คาแบนวิดธคือ )(ˆ06.1 5
1

−
= nh σ  ซึ่งใชไดดีเมื่อการแจกแจงที่แทจริงเปนการแจกแจงแบบปกติ แต

เมื่อการแจกแจงที่แทจริงมีฐานนิยมหลายคา การใชแบนวิดธคานี้ในการประมาณความหนาแนน

อาจทําไดไมดีนัก จึงเสนอใหปรับลดคาคงที่จาก 1.06 เหลือ 0.9 คูณกับคาที่นอยที่สุดระหวาง  

สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานตัวอยาง )ˆ(σ  กับพิสัยระหวางควอรไทลหารดวย 1.34 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

34.1
IQR   จากนั้น

นําไปคูณกับ 5
1

−
n  สงผลใหเกิดอีกทางเลือกหนึ่งของคาแบนวิดธ เรียกวาวิธี Silverman’s rules of 

thumb ซึ่งสามารถใชไดทั้งในกรณีที่ตัวอยางสุมมีการแจกแจงที่แทจริงแบบฐานนิยมคาเดียวและ

แบบฐานนิยมสองคา  จะทําใหความเรียบของกราฟความหนาแนนมีความสมดุลยิ่ง ข้ึน 

(Silverman, 1986, pp. 46-48) ในปค.ศ. 1984 Bowman ไดเสนอการเลือกแบนวิดธดวยวิธี 

Least squares cross-validation เปนการเลือกแบนวิดธบนพื้นฐานของการมีคาความ-

คลาดเคล่ือนกําลังสองรวม (Integrated Squared Error : ISE ) นอยที่สุด ตอมาในปค.ศ. 1987 

Scott และ Terrell ไดเสนอการเลือกแบนวิดธดวยวิธี Biased cross-validation เปนการเลือก 

แบนวิดธบนพื้นฐานของการมีคา Asymptotic Mean Integrated Squared Error )(AMISE  

นอยที่สุด ในปค.ศ. 1991 Sheather และ Jones ไดเสนอการเลือกแบนวิดธดวยวิธี Solve the 

equation plug-in ซึ่งถูกพัฒนามาจากวิธีของ Park และ Marron (1990) เปนการเลือกแบนวิดธ

บนพื้นฐานของการมีคาความคลาดเคล่ือนกําลังสองรวมเฉล่ีย (Mean Integrated Squared Error 

: MISE ) นอยที่สุด 

       ในปค.ศ. 1990 Park และ Marron นําเสนอวิธีการเลือกแบนวิดธโดยพัฒนามาจาก

การเลือกแบนวิดธดวยวิธี Direct Plug-in เรียกวา การเลือกแบนวิดธดวยวิธีของ Park และ 



 25 

Marron และทําการศึกษาเปรียบเทียบวิธีการเลือกแบนวิดธ 4 วิธี คือวิธี Oversmooth bandwidth 

วิธีของ Park และ Marron วิธี Least squares cross-validation และ วิธี Biased cross-

validation ใชรูปแบบการแจกแจง 4 รูปแบบ คือ การแจกแจงแบบปกติมาตรฐาน การแจกแจง

แบบปกติผสมที่มีคาเฉลี่ยแตกตางกัน การแจกแจงแบบปกติผสมที่มีคาผิดปกติ การแจกแจงแบบ

ปกติผสมที่มีความแปรปรวนแตกตางกัน พบวาวิธีของ Park และ Marron ใหผลลัพธที่ดีในเกือบ

ทุกสถานการณ และใหผลลัพธดีที่สุดเมื่อตัวแปรสุมเกิดจากการแจกแจงแบบปกติผสมที่มีคาเฉลี่ย

แตกตางกันและการแจกแจงแบบปกติผสมที่มีความแปรปรวนแตกตางกัน ตอมาในปค.ศ. 1996 

Jones  ,  Marron  และ  Sheather  ศึกษาเปรียบเทียบวิธีการเลือกแบนวิดธ  โดยแบงวิธีการเลือก

แบนวิดธออกเปน 2 ยุค วิธีการเลือกแบนวิดธในยุคแรกถูกนําเสนอข้ึนกอนป ค.ศ. 1990 ไดแก วิธี 

Rules of thumb วิธี Least squares cross-validation และ วิธี Biased cross-validation วิธีการ

เลือกแบนวิดธในยุคที่สองถูกนําเสนอข้ึนหลังปค.ศ. 1990 ไดแก วิธี Solve the equation plug-in 

และ วิธี Smoothed Bootstrap ทําการเปรียบเทียบวิธีการเลือกแบนวิดธจํานวน 4 วิธี คือ วิธี 

Rules of thumb วิธี Least squares cross-validation วิธี Biased cross-validation และ วิธี 

Solve the equation plug-in โดยใชขอมูลจริงคือขอมูลมวลกลามเนื้อมนุษย ซึ่งมีการแจกแจงที่

แทจริงแบบฐานนิยมสองคา (bimodal) จากการวิจัยพบวา การใชแบนวิดธจากวิธี Rules of 

thumb มาประมาณความหนาแนน จะไดลักษณะกราฟความหนาแนนที่คอนขางเรียบมากกวา

ปกติ สงผลใหไมสามารถเขาถึงการมีฐานนิยมสองคาหรือพลาดลักษณะที่สําคัญของขอมูล

เนื่องจากแบนวิดธมีคามากเกินไป แบนวิดธที่ไดจากวิธี Least squares cross-validation ทําให

กราฟความหนาแนนมีความเรียบนอยกวาปกติอยางชัดเจน สงผลใหผูพบเห็นไมสามารถที่จะ

เขาใจลักษณะของขอมูล เนื่องจากลักษณะกราฟความหนาแนนไมสามารถสะทอนลักษณะที่

แทจริงของขอมูลออกมาได แบนวิดธที่ไดจากวิธี Biased cross-validation ทําใหกราฟความ-

หนาแนนที่ประมาณได มีความเรียบมากกวาปกติและมีความเรียบมากกวาการใชแบนวิดธที่ได

จากวิธี Rules of thumb สงผลใหพลาดการเขาถึงการมีฐานนิยมสองคาอยางชัดเจน แบนวิดธที่ได

จากวิธี Solve the equation plug-in สามารถประมาณความหนาแนนไดดีที่สุดเมื่อเทียบกับ 3 วิธี

ขางตน และแสดงใหเห็นลักษณะกราฟความหนาแนนที่แสดงถึงการมีฐานนิยมสองคาไดดี จาก

ผลการวิจัยสรุปไดวา สําหรับขอมูลจริงชุดดังกลาว วิธีการเลือกแบนวิดธในยุคที่สองเหมาะสมที่จะ

ใชในการเลือกแบนวิดธและเหมาะสําหรับวิเคราะหดวยคอมพิวเตอร 

       ในปค.ศ. 1998 Zhang และ Karunamuni เสนอรูปแบบฟงกชันเคอรเนลของ

จุดส้ินสุด (End-point kernel) และศึกษาถึงปญหาการประมาณความหนาแนน ณ จุดส้ินสุดของ
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ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนที่ส้ินสุดที่จุดศูนย โดยประมาณความหนาแนนดวยวิธี 

The boundary kernel method เพื่อแกไขปญหาการประมาณความหนาแนนบริเวณขอบเขต และ

แสดงใหเห็นวา การใช ( ) )(0 uK  คือ ฟงกชันเคอรเนลของจุดส้ินสุด (End-point kernel) เปน

ฟงกชันเคอรเนลที่เหมาะสมสําหรับจุดส้ินสุด เนื่องจากในการประมาณความหนาแนน ณ 

จุดส้ินสุด จะทําใหคาความคลาดเคล่ือนกําลังสองเฉล่ีย )(MSE  มีคานอยที่สุด ตอมาในปค.ศ. 

1999 Zhang , Karunamuni และ Jones เสนอวิธีการประมาณความหนาแนนแบบใหมเพื่อใชใน

การแกปญหาการประมาณความหนาแนนบริเวณขอบเขต เรียกวา วิธีการประมาณความหนาแนน

ของ Zhang และคณะ (Zhang, Karunamuni, & Jones, 1999) คุณสมบัติที่ดีของวิธีดังกลาว คือ 

ตัวประมาณความหนาแนนจะไมเปนลบอยางแนนอน  Zhang และคณะ ทําการศึกษา

เปรียบเทียบวิธีการประมาณความหนาแนนที่เสนอข้ึน กับวิธีอ่ืน ๆ อีก 5 วิธี ไดแก The boundary 

kernel method (Zhang & Karunamuni, 1998) , The local linear method , The local linear 

method with bandwidth variation , The pseudodata method (Cowling & Hall, 1996) และ 

The nonnegative adaptation estimator (Jones & Foster, 1996) โดยใชฟงกชันความ-

หนาแนนของความนาจะเปน 3 รูปแบบ ในการวิจัยใชคาแบนวิดธที่เหมาะสม ใชฟงกชันเคอร-    

เนลแบบ Epanechnikov และขนาดตัวอยางเทากับ 200 จากผลการศึกษาเปรียบเทียบ พบวา 

วิธีการประมาณความหนาแนนของ Zhang และคณะ ใหคาความคลาดเคล่ือนกําลังสองรวมเฉล่ีย

นอยที่สุดสําหรับฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน 2 รูปแบบ โดยทั้งสองรูปแบบลวนเปน

ฟงกชันยกกําลัง (Exponential function) และในปค.ศ. 2005 Karunamuni และ Alberts เสนอ

วิธีการประมาณความหนาแนนแบบใหมที่พัฒนาจากวิธีการประมาณความหนาแนนของ Zhang 

และคณะ (1999) เพื่อใชในการแกปญหาการประมาณความหนาแนนบริเวณขอบเขต คือวิธีของ 

Karunamuni และ Alberts ทําการศึกษาเปรียบเทียบวิธีการประมาณความหนาแนนทีเ่สนอข้ึน กบั

วิธีอ่ืน ๆ อีก 5 วิธี คือ The boundary kernel with bandwidth variation (Zhang & Karunamuni, 

1998) , The local linear method , วิธีการประมาณความหนาแนนของ Zhang และคณะ 

(Zhang, Karunamuni, & Jones, 1999) , The nonnegative adaptation estimator (Jones & 

Foster, 1996) และ The method of Hall and Park (Hall & Park, 2002) ใชฟงกชันความ-

หนาแนนของความนาจะเปน 4 รูปแบบ ในการวิจัยใชคาแบนวิดธที่เหมาะสม ใชฟงกชันเคอร-    

เนลแบบ Epanechnikov และขนาดตัวอยางเทากับ 200 จากผลการศึกษาเปรียบเทียบ พบวา 

วิธีการประมาณความหนาแนนของ Karunamuni และ Alberts ใหคาความคลาดเคล่ือนกําลัง-

สองรวมเฉล่ียนอยที่สุดสําหรับฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน 1 รูปแบบ สวนวิธีการ
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ประมาณความหนาแนนของ Zhang และคณะ ใหคาความคลาดเคลื่อนกําลังสองรวมเฉล่ียนอย

ที่สุดสําหรับฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปน 2 รูปแบบ โดยทั้งสองรูปแบบลวนเปน

ฟงกชันยกกําลัง (Exponential function) 


