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Abstract 

 This research provides some mathematical model consisting of two types of 

fixed cylinders partially immersed in a uniform stream with the axes perpendicular to 

the direction of flow. The first type possesses a cross-section the boundary of which is 

of the symmetrical segments of two equal circles while the second type possesses a 

rhombus cross-section. 

 The theoretical results of the hydrodynamic effects in terms of forces and 

moment on the two types of cylinders due to the uniform stream impinging on the 

cylinder are then compared with the corresponding values derived from a fixed 

elliptic in the same  condition 

 The results may lead to the judgment in the design of a vessel based on the least 

effect due to the forces and moments on the vessel. 

 (Total  115  pages) 
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1.1  	
���
�������	
�����	�����
���� 
ก����ก���ก�	
�ก�
�����
������ก�
��������������� !��!"�#�����$��	ก���%�ก�
&��'(�

���)� �����*���+����ก���,"'(�'(��," (Streamline) �%�,��
�-.,�'(�ก��!��*%���	��������/�
��	%����(��	�,"&���!������ก��
(ก��	'���ก�*�(
0� �1+��
������2�(
�����(��3	(���,"�
��
�4
��)���-���
�� ��
��*�!���5�6���	���ก72�,����3( “Theoretical Hydrodynamics” (Milne-

thomson 1962) !"���(��2��������
��3	(� “Finite Element Solutions for Potential Flow 

Problem” (Dechaumphai P. and Sucharitpwatskul 2000) �1+�%����
�

��8��9���$�("�����$ 
���%�����"�����$'(�'(��," ������������ก���%����,�!�� #�����$ !"���+����ก���,"
'(�'(��,"  

(
�����ก/1� !������ก��
(ก��	�%�������ก������(
��� 2�ก���%�����:���������,$��	&�����
��ก������!������ก��
(ก��	���3*���	,�+���1�����0���ก"�,�3(���� ;�	�2��������
��*�1+��+��
!

�%�"(�������������$�%�,��
!������ก��
(ก��	���3*���	,�+���1�����0���+�#�+��<1��	
���ก(
1+�
�;ก����$'(���ก"� 2 ����	�����������ก�����ก
ก�� !"�!������ก��
(ก��	��
�3*���	,�+���1�����0���	�,"�	
�'����4
ก�0� #1
���"�
"����<1 

�������
��*�1+���	���กก����ก���ก�	
�ก�
!��!"�#�����$��	�ก�1��กก������'(��*%���	�,"
&���!������ก��
(ก1+�
������/���	%����(2� 2 �)���1+�
ก���3( 

�������� 1  !������ก��
(ก(
0���	� 
 �������� 2  !������ก��
(ก��"3	(���	1+�
������/�����	!"�������กก��,��� 2�"�ก��� 
�1�
�ก��ก�
ก����"3	(���	'(���3(  

�(ก��ก��*2��������

���1+��ก��,���1,
�1��	� (Stagnation point) ;�	������%�!,�����	�ก�1
����1���0���1
�&��#�+�'(�!������ก��
(ก1��ก"��� 
 

1.2  
����
����	����ก��
 !�" 
       1.2.1  ��3	(�%�&"ก����ก���:���������,$'(�!��!"�#�����$��	�ก�1��กก������'(��*%���	�,"
&���!������ก��
(ก1+�
������/���	%����( ��2:+����!�����2�ก��((ก!

��3(��	��
�3*���	,�+���1����
�������
2���+�#�+���<1 ��	��!��!"�#�����$�+(
��	��1��	��ก���%���(1+��'+��
'(�"%���3( 
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       1.2.2  ��3	(,��%�!,�����1,
�1��	�'(�ก���,"'(��*%�
��3*�&��1+��'+��'(�!������ก��
(ก
ก�����	���3*���	,�+���1�����0���+�#�+��<1��	���ก(
1+�
�;ก����$'(���ก"� 2 ����	�����������ก��
���ก
ก�� ;�	������%�!,�����	�ก�1����1���0���1
�&��#�+�'(�!������ก��
(ก 

 

1.3  ���������ก��
 !�" 
        1.3.1  !������ก��
(ก��	�%���2:+2�ก����ก�����*���*�� 3 "�ก���1+�
ก���3( 
        1.3.1.1  !������ก��
(ก��	���3*���	,�+���1�����0���+�#�+��<1��	���ก(
1+�
�;ก����$
'(���ก"� 2 ����	�����������ก�����ก
ก�� 

        1.3.1.2  !������ก��
(ก��	���3*���	,�+���1�����0����� 
        1.3.1.3  !������ก��
(ก��	���3*���	,�+���1�����0���	�,"�	
�'����4
ก�0� 

       1.3.2  �)���'(�!������ก��
(ก��(
0� 2 �)���1+�
ก���3( 

        1.3.2.1  !������ก��
(ก(
0���	� 
        1.3.2.2  !������ก��
(ก��"3	(���	2�!����
1+�
������/�����	   !"�������กก��
,���#1
2,+!ก�'(�!������ก��
(ก(
0�2�!��1�	��"(1��"� 
        1.3.3  2�'����	!������ก��
(ก(
0���	� ����%����,���1,
�1��	� ;�	������%�!,�����	�ก�1
����1���0���1
�&��#�+�'(�!������ก��
(ก 
#�"$�%��&���'��(�'
��) 
 (1)  ก���,"'(��*%���������/���	%����(�"(1��"�!"�������กก��,��� 

 (2)  ����
'(�ก���,"'(��*%�(
0�2�!���(�,�3(2�����
 oxy 

 (3)  ���!��'(�ก���%��������=  �������9-�ก$:��'(������0�'(��*%�    ��	��3()+������


!ก���*�>�ก oxyz #1
2,+����
 oxy ������1�
'(��*%�2�!���(� ����!ก� oz ����������2�

!��1�	���	��*�>�กก�
��1�
'(��*%� 0
z
≡

∂

∂
  

 (4)  2�ก���!������ก��
(ก����,��	���(
0�2�+&���*%����ก�1!���
��'�*�           ���ก6'(�     
(��$����1�� �%�2,+��������)ก%���1��(� “gh” 2���ก��!
�$�0""� ���,"3(��ก��2��0� 

=+
ρ

2q
2

1P �������	 ;�	�2���	��* P ���� hydrodynamic pressure (10��
"��(�
12����&��ก �) 

 (5)  2,+!ก� oz '(�!������ก��
(ก��*� 3 "�ก��� (
0�2�!��1�	���	��*�>�กก�
��1�
'(��*%�
�"(1��"� ��3	(���2,+A��'(�!������ก��
(ก����ก�
�*%� (�*%����,"&���A��'(�!���
���ก��
(ก1+�
������/��1��) 

 (6)  2�'����	!������ก��
(ก��"3	(���	   2,+����'(�!������ก��
(ก��	(
0�2�+&���*%�������
�0������1����
2�+!���
��'�*�'(��*%� 
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 (7)  ������	�*%�����  �����3*�&��1+��'+��'(�!������ก��
(ก��	��(
0�2��*%�������*�  ;�	������
'��1'(�!�����
��(��	���%�2,+�ก�1#�����$2�����
!��1�	� ��	�%�2,+!ก�'(�!������ก��
(ก
�(�
�((ก����ก!��1�	��1+ 
 (8)  �����&"ก���
��ก!��(3	�=��	ก���%���(A��'(�!������ก��
(ก 

 

1.4  
 *����ก��+,ก-�
 !�" 
        1.4.1  �%����,���ก
$�:��;+(� '(�!������ก��
(ก 

        1.4.2  �%����,�!��!"�#�����$    ��	ก���%���(�3*�&��1+��'+��'(�!������ก��
(ก    ��	��
�3*���	,�+���1�����0����� !"��0���+�#�+��<1��	���ก(
1+�
�;ก����$'(���ก"� 2 ����	�������
����ก�����ก
ก�� #1
���"�
"����<1 2�ก���!������ก��
(ก(
0���	�!"�2�ก�����	!���
���ก��
(ก��"3	(���	1+�
������/�����	 000 iVUW += !"�������กก��,��� ((������/�
�:���������ก�
�0�
$)  
        1.4.3  �%����,�!��!"�#�����$��	ก���%���	&��#�+�'(�!������ก��
(ก    ��	���3*���	,�+���1
�����0���	�,"�	
�'����4
ก�0�2�ก���(
0���	� 
        1.4.4  �%�ก������

���

!��!"�#�����$��	�%�����1+2�'+( 1.4.2      !"� 1.4.3 2�ก�����	
!������ก��
(ก��*� 3 "�ก���(
0���	� 
        1.4.5  �%����,���1,
�1��	� 
��3*�&��!������ก��
(ก��	���3*���	,�+���1�����0���+�#�+��<1��	
���ก(
1+�
�;ก����$'(���ก"� 2 ����	�����������ก�����ก
ก�� ;�	������%�!,�����	�ก�1����1��
�0���1
�&��#�+�'(�!������ก��
(ก 

 

1.5 
��."/�����ก��
 !�" 
&"'(�ก������
'+���+���* �����)�%������
�ก�$2:+����!�����2�ก��((ก!

��3( #1
ก��

2:+!

�%�"(�'(�!������ก��
(ก��*� 3 "�ก���������

���

ก�������	ก"�����+2��(��+� ��3	(
!������ก��
(ก��"3	(���	���ก��!��*%� ���ก��!��*%� ,�3(��	���1ก��!��*%���ก��1,��	�'(�
:�
B-C��"(���
��(�ก��1,��	�'(�:�
B-C��"(����'+�� &"ก�����
�ก�$��*���������#
:�$��(&0+��	��
((ก!

��3(!"�&0+)3(,����3(��3( (helmsman) ��	�������)
����
������ก����"3	(���	'(���3(�1+
(
����"(1��
 

 ก������

���1+��ก��,���1,
�1��	�
��3*�&��1+��'+��'(�!������ก��
(ก��	���3*���	,�+���1
�����0���+�#�+��<1��	���ก(
1+�
�;ก����$'(���ก"� 2 ����	�����������ก�����ก
ก�� ;�	�������8$
ก�
�%�!,�����	������1���0���1 ��3	(,���1����2,+!������ก��
(ก(
0�ก�
��	 !"�������1��	������
�,�������	��1 
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����� 2 
��������	ก����
��� 

 
2.1  ��ก������	���������ก����ก�� !� (Velocity Potential and Stream Function) 

       2.1.1  ��ก����	
��
� (Velocity Potential)  
  �

�����	
��
�������������	ก�� q�  ���������
����	
	� ��!����"��#����#$ 

          jqiqq yx

���
+=              (2-1) 

  ��ก����	
��
� �%�ก	��������������!���
&��'�ก����	
��
� q�  �!���(��"��ก��
�
ก	� 

           φ−∇=q
�

                      (2-2) 

)(��!� =φ ��ก����	
��
� 

�����%�                               
x

q x ∂
φ∂

−=  *�+ 
y

q y ∂
φ∂

−=  

��ก�,!�!��������!��
��ก�(ก	��
�� (Irrotational) ��ก����	
��
��!-��(��"��ก����%�����  
                      0q

��
=×∇                (2-3) 

       2.1.2  ./�ก�0��ก	���� (Stream Function) 
  ��	1+&�1	�,	�2&	+./�ก�0��ก	���������
��� �!�
	���./�ก�0��ก	�����'��	��("
(���!-   "	
!*3���	�)�"��� AB �	
4	&�!� 2-1 �	���	�ก�-��	��(������-5	������	��!���-�2	กก��
ก�+*��-5	*�+��"�-5	���3�	�*3���	�)�"���(��ก��	�)(��
�
!����ก!(��	� (free force) ��" P �$6�
1�(�(1�(������+���	� AB , S �$6���	
�	���"�)�"� AP ��	1+&�1	�,	$��
	,�-5	�!����3�	� AB 
�	
4	&�!� 2-1 nq �$6���	
��
��������ก�+*��-5	��� q�  ������	��!���-�2	กก��&%-�3�����*3��
�	�)�"����!�1�( P  

nq

yq

xq

A

B

P

S

y

x0

α

 

         "�#��� 2-1  *�(�*3���	�)�"��� AB �!��	���	�ก�-��	��(������-5	������	��!���-�2	ก 
                         ก��ก�+*��-5	�!����("����	
��
� q�  
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�� 1 ���	�!$��
	,�-5	�!����3�	�&%-��!�3��)�"� ds �!�ก�"	� 1 ��������	ก�� dsqds)1q( nn =⋅

(����-�$��
	,�-5	�!����3�	�&%-�3�� ∫=
AB

n )dsq(AB $��
	,�-5	15	����!-��!�ก��	 .��ก��(Flux) ���

�-5	�!����3�	� AB �����0"��7��ก8,� ψ   "	 xq *�+ yq �$6�����$�+ก�������	
��
�����*�+α  
�$6�
�
�!���"���
3���!�1�( P �5	ก��*ก� ox  
                                           α+α−= cosqsinqq yxn                                               (2-4) 

(����-�                        ∫∫ α+α−=
AB

yx

AB

n ds)cosqsinq(dsq  

*��  
ds

dy
sin =α *�+ 

ds

dx
cos =α  

(����-�                    ∫∫ +−==ψ
AB

yx

AB

n ds)
ds

dx
q

ds

dy
q(dsq  

                                                ∫ +−=
AB

yx )dxqdyq(                                                   (2-5) 

  "	���&�1	�,	*3���	�)�"���1	ก A  �� B ����ก8,+��	�9ก��*�+ "	�
�
!$��
	,����-5	
�&��
��-���%��(��("���	�����%��9*�"� .��ก����%�ก	��������-5	�!�3�	� �����!� 1 *�+�����!� 2 1+
�$6��$����ก8,+�!��
�
!ก	��+�
����-5	�+���	���-��������  

A

B

0

x

y

���� 2

���� 1

 
"�#��� 2-2  *�(����� 1 *�+���� 2  ���*3���	�)�"��� AB 

 

���กก	��(!��ก���!-�$6�1�����ก9*3���	�)�"���1	ก1�( A *�+ B ��-��%� ∫ +−
AB

yx )dxqdyq(  

�$6���	���!��5	������ก��"�)�"��!�3�	� A *�+ B *�(���	 dxqdyq yx +− �$6�3���	��0�����&��'� 
(Exact differential) ��	1����!��  
                                               ∫∫ ψ=+−

ABAB

yx d)dxqdyq(  

��%�                                              BA

AB

d ψ−ψ=ψ=ψ ∫                                            (2-6) 



 

 

 

  

                                                                                                                                                                                                                                                                          

7 

 ��ก�,!�!� A *�+ B �$6�1�(�!���#�����"��	��(����������� �(!��ก��1+�
�
!�-5	���3�	� 
��-��%� .��ก���!����3�	� AB ���	ก���#�����-��%� BA ψ=ψ  *�(���	ψ  ���	ก����	���!� �$6�
�
ก	������"��	��(����������� ������	���!���	�����ก
1+�("��"��	��(�������������"������*�� 

                                    dy
y

dx
x

d
∂
ψ∂

+
∂
ψ∂

=ψ  

                                         dxqdyq yx +−=                                                        (2-7) 

(����-�                             
x

q,
y

q yx ∂
ψ∂

=
∂
ψ∂

−=  

�
%���$�!����!��ก����ก����	
��
� φ  )(��!� φ−∇=q
�

 

                          
yx

q x ∂
ψ∂

−=
∂

φ∂
−=  *�+ 

xy
q y ∂

ψ∂
=

∂
φ∂

−=  

��-��%�                            
yx ∂
ψ∂

=
∂

φ∂    *�+ 
xy ∂
ψ∂

−=
∂
φ∂

                                           (2-8) 

("�������!-��ก���0���"�� ψ+φ=Ω i  1���$6�./�ก�0�������	+�� ��%���1	ก��(��"��ก���
ก	�)�0!-
�!
���� (Cauchy Riemann equation) 
 

2.2 ��ก��	�%�&��� (Complex  potential) 

 ��ก���0���"����#����#$ 
     )y,x(i)y,x( ψ+φ=Ω            (2-9) 

�����$6�./�ก�0�������	+�� (�-���-��
ก	��!� (2-9) 1����(��"��ก���
ก	�)�0!-�!
���� ��-��%�  

                                          
yx ∂
ψ∂

=
∂

φ∂
  *�+  

xy ∂
ψ∂

−=
∂
φ∂

 

���� )y,x(φ *�+ )y,x(ψ �$6�./�ก�0��;	��
���ก (Harmonic function) ������(��"��ก�� �
ก	�
�	$�	0 (Laplace’ s equation) �����%�                                       

    0yyxx =φ+φ           (2-10) 

  0yyxx =ψ+ψ                                        (2-11) 

)(��!� (x, y)φ   �$6���ก����	
��
�  
         )y,x(ψ   �$6�./�ก�0��ก	����   
 

2.3 �%���
��	'�����	(%�
��
�� !� (Streamlines)  
 �
ก	������"��	��(����������� �����
��� �%�  

             =ψ )y,x(  ��	���!�                   (2-12) 

 ��"�*����	��(����������� (Dividing Streamline) �%���"��	��(������������!�
!
�
ก	���#����#$��� 

                                     0)y,x( =ψ                                                         (2-13) 

�
ก	��!� (2-13) �0"�2&	+��ก�,!�!���� ��
����%����!���%���#������!��	���	�ก�-�ก	�������ก�+*��-5	 
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)����*����� 1  ��" U *����	
��
��
�5	��
����ก�+*��-5	�!����$+�+*������ก�+��ก 

x

y

U

U  

 "�#��� 2-3  *�(���"�*����	��(������-5	�!����("����	
��
��
�5	��
�$+�+*������ก�+��ก 
                �!�
!&%-��!���"	��(�$6��#$��ก�
���
! a �!��	���	�ก�-�ก�+*��-5	 

 

��%���1	ก                           







+=Ω
z

a
zU

2

 

 








−
−

+
++=ψ+φ

)iyx(

)iyx(

iyx

a
)iyx(Ui

2

 

                         








+

−
++=

22

2

yx

)iyx(a
)iyx(U  










+
−+









+
+=

22

2

22

2

yx

ya
yiU

yx

xa
xU  

          








+
−=ψ

22

2

yx

a
1Uy           (2-14) 

(����-���"�*����	��(�����������
!�
ก	�(���!- 

                                          0
yx

a
1y

22

2

=








+
−                                               (2-15) 

����$�+ก��("����"��	��(����������� 2 ��"��%� ��"���� 0y = *�+��ก�
 222 ayx =+    
�	
4	&�!� 2-3 �'��	��("��	��"�*����	��(����������� 0y = 1+*�ก��ก�$6� 2 ��"��!�1�( A 
*�+
	���1�ก���!�1�( B  
 1	ก������	��!-1+��
���	 &%-�3�����*������ก�+��ก��%���ก�
 222 ayx =+ �$6���"�
*����	��(�������������"������  �"�����ก��!���	���1�%� �!�1�( A *�+ B ��"�*����	��(�����

��������-� 2 ��"���-�2	กก����%���1	ก1�( A *�+ B �$6�1�(���(���������$6�1�(�!� ,
x y

∂ψ ∂ψ
∂ ∂

, 

2

,
x y

∂ ψ
∂ ∂

2

2
,

x

∂ ψ
∂

2

2y

∂ ψ
∂

 
!��	1��� 
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 1	ก������	��"	��"�*�(���	&%-�3�����*������ก�+��ก�
���	1+
!&%-��!���"	��(�$6��#$�(ก

�	
1+
!��"�*����	��(�������������"��������
�  *��3���&'����	�������!� %���	�$6������(=	�
�("ก
�%� "	�	ก
!1�(���(������#��!�1�(�( 1�(��-�1+
!��"�*����	��(�����������1	ก4	���ก*���
���ก�+��ก��(ก��&%-�3�����*������ก�+��ก�����$6���"�*����	��(������������!ก��"������
�$6�
�
2	ก��
� (��*�(���4	&�!� 2-4                                                                                                                                       

o

 
 

          "�#��� 2-4  *�(���"�*����	��(������������!�1�(���(������*������ก�+��ก 
                          �!�
!&%-��!���"	��(�$6��#$��ก�
 
 

 ��ก�,!�����$ &%-�3�������� ��ก�
� (Rigid body) �!���#����� *�+�	���	�ก�-�ก	����������
��� 1+�$6���"�*����	��(�������������"��������-��%� 0=ψ  �!���ก91�(��&%-�3�������� ��ก�
� 
*�� "	��� ��ก�
���-��
���#����� ��	
��
&��'�����
ก	� 0=ψ ��&%-�3��(��ก��	��0"�
��(" (��������	�
����$�!- 
 ก5	��(*������ก�+��ก���%����!�("����	
��
��0����"� 0 0W U i V j= +

���
 *�+��	
��
�

�0��
�
 kww
��

=  ��" 0U  *�+ 0V  �$6���	
��
����1�(ก5	���( o ������	� ox *�+ oy 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

"�#��� 2-5  *�(�*������ก�+��ก���%����!�("����	
��
����!� 
 

��	
��
����1�( P ��3�����*������ก�+��ก  

             V W w r= + ×
� � ��

 

          )jyix(kw)jViU( 00

�����

+×++=  

      j)xwV(i)ywU( 00

��

++−=  

x

y

P

α
0

0V xw+

0U yw+

V
�
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��	
��
�����������	���"�*��2	ก0!-��ก (Outward normal) �!�1�( P �%�  
                              α+−α− cos)xwV(sin)ywU( 00                               (2-16) 

)(��!� α  �$6�
�
�!���"���
3���!�1�( P �5	ก��*ก� ox  

��%���1	ก      
y

q x ∂
ψ∂

−=  *�+ 
x

q y ∂
ψ∂

=  

���� q�  �$6���	
��
������� *�+ ψ  �$6�./�ก�0�����ก	�����!�1�( P  
��	
��
�����������	���"�*��2	ก0!-��ก���	ก��  

                                α−α cosqsinq yx α
∂
ψ∂

−α
∂
ψ∂

−= cos
x

sin
y

                         (2-17) 

*�� 
ds

dy
sin =α *�+ 

ds

dx
cos =α  

(����-�1	ก�
ก	��!� (2-16) *�+ (2-17) 1+�(" 

                  
ds

dx
)xwV(

ds

dy
)ywU(

ds

dx

xds

dy

y
00 +−−=

∂
ψ∂

−
∂
ψ∂

−  

  
ds

dx
)xwV(

ds

dy
)ywU(

ds

d
00 +−−=

ψ
−  

        B)yx(w
2

1
yUxV 22

00 +++−=ψ            (2-18) 

��%���1	ก 0=ψ �
%��  0wVU 00 === (����-� 0B =  

(����-�                                   )yx(w
2

1
yUxV 22

00 ++−=ψ                    (2-19) 

 

2.4  +,(!�,(�%�� (Stagnation point)  
        1�(���(�����%�1�(�!�
!��	
��
�����������$6��#��� ��	1+&��#1����	�!�1�(�!-1+
!��"��	�ก	�
������������ 2 ��"���(ก���$6�
�
2	ก 
 �

���1�(���(������#��!�1�(ก5	���( (0,0) *�+��	1+&�1	�,	�2&	+���
������	��-� (����-�1	ก
ก	��

���(��ก��	�1+�(" 

                                   0
x )0,0(

=







∂
ψ∂ *�+ 0

y
)0,0(

=








∂
ψ∂

 

 1	ก�>8?!*
������� (Maclaurin’s theorem) ก	�&��#1����	��"�*����	��(��������
��� �!�*�ก��	�1	ก������3��*������ก�+��ก 
!����	���"	�	1�(���(������3�����*���
���ก�+��ก��-� �

���
!*������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6���"�)�"�$@(��4	&�!� 2-6 *�+
ก5	��(��"1�( o �$6�1�(���(������3�����*������ก�+��ก������	1+ก5	��( ��"�$6�1�(ก5	���(���
�+��&�ก�(2	ก oxy 
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0

y

x

 

    "�#��� 2-6  *�(�*������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6���ก�
�!�
!1�(ก5	���(�$6�1�(���(���� 
                   ��3�����*������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6���"�)�"�$@( 
 

)(������$1�(���(�����	�("1	ก�
ก	� 0
dz

d
=

Ω
 

)(��!�   =Ω ��ก���0���"�� 
       )y,x(i)y,x( ψ+φ=  

*�+      iyxz +=  

���!��!-  φ  �$6���ก����	
��
� *�+ ψ �$6�./�ก�0��ก	���� 
��	
��
&��'��+���	� φ  *�+ψ  �$6��$�	
�
ก	�)�0!-�!
����  

  
yx ∂
ψ∂

=
∂

φ∂  *�+  
xy ∂
ψ∂

−=
∂
φ∂  

, 1�(�!� φ *�+ ψ  
!���&��'�������ก���(��*�+��	�	
	� &��#1���("��	 
dz

dΩ  
!��	1����������	ก��  

  
x

i
x ∂

ψ∂
+

∂
φ∂  ��%� 

y
i

y ∂
φ∂

−
∂
ψ∂

 

(����-��
%�� 0
dz

d
=

Ω  ก
�
	���	
��	 

    0
x

=
∂
ψ∂  *�+ 0

y
=

∂
ψ∂

 

1+��
���	 0
x )0,0(

=







∂
ψ∂ *�+ 0

y
)0,0(

=








∂
ψ∂ �&�	+��	1�( o �$6�1�(���(����  

)0,0(x








∂
ψ∂ �%���	���

x∂
ψ∂ �!�1�( o *�+

)0,0(
y 









∂
ψ∂  �%���	���

y∂
ψ∂ �!�1�( o 

)(��0" ���ก�
*
������ (Maclaurin’s series) �� 2 
��� ��	1+�("��	 
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....
y

y
yx

xy2
x

x
2

1

y
y

x
x)0,0()y,x(

)0,0(

2

2
2

)0,0(

2

)0,0(

2

2
2

)0,0()0,0(

+





















∂
ψ∂

+








∂∂
ψ∂

+








∂
ψ∂

+






















∂
ψ∂

+







∂
ψ∂

+ψ=ψ

(2-20) 

����	����1�( o �����$6�1�(���(���� x *�+ y 
!��	�"��
	ก ( 0y,x > *�+��"	�ก�" 0) *�+ "	
ก5	��(��" )y,x(ψ 
!��	
�����%����!�1�( o �����$6�1�(���(������#���&%-�3��*������ก�+��ก 

)0,0()y,x(lim

0y
0x

ψ=ψ
→
→

 (����-��5	������	 x *�+ y ����	���� o 1	ก�
ก	��!� (2-20) 1+�(" 

0
y

y
yx

xy2
x

x

)0,0(

2

2
2

)0,0(

2

)0,0(

2

2
2 =









∂

ψ∂
+









∂∂
ψ∂

+








∂

ψ∂
 

��%�                                             0byhxy2ax 22 =++                                           (2-21) 

)(��!� 
)0,0(

2

)0,0(

2

2

)0,0(

2

2

yx
h,

y
b,

x
a 









∂∂
ψ∂

=








∂

ψ∂
=









∂

ψ∂
=  

�
ก	��!� (2-21) �$6��
ก	����4	���(ก��� (Conic section) ����$�+ก��("����"���� 2 ��"�
��(ก���!�1�(ก5	���( o  "	ก5	��(��"�
ก	������"����(��ก��	�
!�#$�$6� 

0ymx 1 =− *�+ 0ymx 2 =− )(��!�  21 mm ≠  

�
ก	� 0)ymx)(ymx( 21 =−−  1+�$6��
ก	��!�
!�#$*���(!��ก��ก���
ก	��!� (2-21) ����
��!���("���#$  

   0y)mm(xy)mm(x 2

2121

2 =++−                                 (2-22) 

�
%���$�!����!��ก���
ก	��!� (2-21) *�+ (2-22) ��ก�,!�!� 0a ≠  1+�("  

                     21mm
a

b
=                             (2-23) 

)(��!� 0m,m 21 ≠                                     

��ก�,!�!�������$�	�1	กก	��
�� (Irrotational) 1+�("��	
��
&��'��$6� 0qcurl =
�

 

)(��!� jqiqq yx

���
+=  �$6���	
��
� 

����                            
yx

q x ∂
ψ∂

=
∂

φ∂
=  *�+ 

xy
q y ∂

ψ∂
−=

∂
φ∂

=  

(����-�                       k
y

q

x

q

0qq

0
yx

kji

qcurl xy

yx

�

���

�










∂

∂
−

∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

=  

 "	 0qcurl =
�  1+�("   0

y

q

x

q
xy =

∂

∂
−

∂

∂
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��%�                0
yx 2

2

2

2

=
∂

ψ∂
+

∂

ψ∂  

�����$6�1����!�1�(���(������%�1�( o ("�� 

�����%�              0
yx

)0,0(

2

2

)0,0(

2

2

=








∂

ψ∂
+









∂

ψ∂
 

��%�                                                 a b 0+ =             (2-24) 

1	ก�
ก	��!� (2-24)                                  ab −=  

*�+1	ก�
ก	��!� (2-23)                 1
a

a

a

b
mm 21 −=

−
==                                     (2-25) 

��	
0�������"���� 0ymx 1 =−  *�+ 0ymx 2 =−  

�%�
1m

1  *�+ 
2m

1 )(��!� 21 mm ≠  *�+ 0m,m 21 ≠  

(����-�3��#,�����	
0�����	ก�� 1
)1(

1

mm

1

21

−=
−

=  *�(���	��"���������"���-�2	กก�� 

��	1���("�"����$��	��"�*����	��(�����������1	ก4	���ก*������ก�+��ก������"	�	1�(
���(������&%-�3�����*������ก�+��ก�5	
�
2	กก��&%-�3�����*������ก�+��ก ��%��!ก��������
��	�	1ก��	��("��	��"�*����	��(�������������(ก��&%-�3�����*������ก�+��ก�����
����%����!���
ก�+*��-5	�$6�
�
2	ก 
!���	!),   "	��	�(��	�������� 1m *�+ 2m ���	ก���#����0�� �

��� 0m1 = *�+ mm 2 =  

)0m( ≠ �
ก	� 2 ��"��%� 0x = *�+ 0myx =−  (����-��
ก	� 0)myx(x =− 1+�$6��
ก	�

�(!��ก��ก���
ก	��!� (2-21) �����$6����#$ 0mxyx 2 =− ��%� 0xyx
m

1 2 =− �
%���$�!����!��

��
$�+���'�Aก���
ก	� 0byhxy2ax 22 =++  1+�(" 

m

1
a = , 0b =  *�+ 

2

1
h −=  

*��1	ก�
ก	��!� (2-24)                                   0ba =+  

�
%�� 0b =  1+�(" 0a =  ����1+�ก�(��-��
%�� ∞→m  

�
ก	���"���� 0myx =− 1+ก�	��$6���"���� 0y = ��%��
ก	����*ก� ox �������*�+
�
ก	������"�����!ก��"�������%� 0x = �����$6��
ก	����*ก� oy  

(����-�3���&'��!����$������"�1���0"�("ก��ก�,!�!���	�(��	����������	
0����%� 21 m,m

���	ก���#��� ������	��0��ก�,!�!�*������ก�+��ก��ก�
���
! a �!���#�����*�+��	�ก�-�ก�+*��-5	�!�
���("����	
��
��
�5	��
� U ������	������*ก� ox ������	�("��ก���0���"�����#$  
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    







+=Ω
z

a
zU

2

 

                                     








+

−
++=ψ+φ

22

2

yx

)iyx(a
)iyx(Ui  

                                           








+
−=ψ

22

2

yx

a
1Uy  

 

x

y

U

U

a

1�(���(���� 1�(���(����

 
"�#��� 2-7  *�(�ก	���-�2	กก�������"�*����	��(����������� 2 ��"��!�1�(���(���� 

 

&%-�3�����*������ก�+��ก )ayx( 222 =+ �$6���"�*����	��(�������������"�������&�	+�
%��
*�� 222 ayx =+  1+�(" 0=ψ  *�+1�(���(�����ก�(��-��!�1�( )0,a(  *�+ )0,a(−  )(��!� 0a >  

*�(���	��"�*����	��(������������!ก��"�������%���"���� 0y =  1	ก 








+
−=ψ

22

2

yx

a
1Uy  

��(ก����"�*����	��(������������!��$6�&%-�3�����*������ก�+��ก (*������ก�+��ก�!�
!
&%-��!���"	��(��-�2	กก��*ก��$6���ก�
) �$6�
�
2	ก 

�"�����ก��%� 3���&'��!��("�!-1+�0"�("�������,�ก�"��!�����1�(���(����)(��!�./�ก�0�� 
)y,x(ψ  , �����,(��ก��	�
!�
����(���!- 
(1)  )y,x(ψ  
!��	
�����%�����ก1�(����	����1�(���(���� 

 (2)  
2 2 2

2 2
, , , ,

y y x y x y

∂ψ ∂ψ ∂ ψ ∂ ψ ∂ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂


!��	1�������	����1�(���(���� 

��"�*�������	��(������������!�
!����	�3�	�1�(���(������*������ก�+��ก
!��ก8,+
(���!- (∗  �%�1�(���(����) 
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        "�#��� 2-8  *�(���"��	�ก	�������ก�+*��-5	�!�$+�+��3�����*������ก�+��ก 
                       ���#$*����	�9 
 

2.5  ก��'*����ก��'*������ (Mapping and Conformal Mapping) 

ก5	��(��"��	
��
&��'� )z(fZ = 1	ก�+�	� z �$����+�	� Z )(��!� iyxz += *�+ 
iYXZ += *�+ )z(f �$6�./�ก�0�������	+�� �!���ก91�(4	���*�+����������$@(�0���(!�� C 

(Simple closed contour) ���+�	� z  
 ��	1+�("ก	�������1�(4	���*�+1�(���������� C �$�$6�1�(4	���*�+1�(����������
$@(�0���(!�� τ ���+�	� Z 4	���"�

���=	�(���!- 
 (1)  1�( 2 1�(�!�*�ก��	�ก������������ C �
� #ก����$6�1�(�(!���ก���� τ  
 (2)  0)z(f ≠′  �!�1�(�(9���������� C 
1	ก�

���=	��!� (1) 1+�5	��" τ �
���(ก����� �����

���=	� (2) 1+�5	��" )z(fZ = �$6�ก	����
��*�� ����
!�
���� 2 $�+ก	��%� 
 1. ก	����4	& (preserve) 
�
�!���(ก�������
	���	
��	
�
�+���	���"�)�"� 2 ��"��!���(ก��
���+�	� z ���	ก��
�
�+���	���"�)�"� 2 ��"��!���(ก�����+�	� Z )(��!���"�)�"�(��ก��	��$6���"��!�
 #ก��� (mapped) 1	ก�+�	� z *�+
�
�!����	ก����#�������	�ก	��
�� (Sense of rotation) 
�(!��ก�� 
 2. �5	��"�ก�(��	
��"	�ก������	
���!��
ก,�ก����� (Infinitesimal triangles) �!��
���
ก�� 
 �
������-� 2 $�+ก	��'��	�1	ก�#$(���!- 
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θ

θ

P

1P

2P

Q

1Q

2Q

Z f (z)=

"�#��� 2-9  *�(��
�������ก	������*�� 
 

�	
4	&�!� 2-9 4	���"ก	���� )z(fZ = 1+�("��	1�( 1 2P ,P *�+ 3P ���+�	� z �
���ก��1�( 

21 Q,Q *�+ 3Q ���+�	� Z �	
�5	(�� 

(����-�     
zz

)z(f)z(f

zz

ZZ

1

1

1

1

−

−
=

−

−
          (2-26) 

*�+      
zz

)z(f)z(f

zz

ZZ

2

2

2

2

−

−
=

−

−
          (2-27) 

 "	�	ก��	 zz1 → *�+ zz 2 →  

��	1+�("    )z(f
zz

ZZ

1

1 ′=
−

−  *�+ )z(f
zz

ZZ

2

2 ′=
−

−  

1	กก	��	
�(#��� (Modulus) *�+�	��ก���
��� (Argument)  

                                1 2

1 2

QQ QQ dZ
f (z)

PP PP dz
′= = =  

)z(farg)PParg()QQarg()PParg()QQarg( 2211
′=−=−  

���� "	 )z(f  �$6�./�ก�0�������	+���!�1�(�(1�(��������+�	� z 1+�5	��" )z(f ′ 
!��	1����!�1�(��-�
*�+ )z(farg ′ 
!��	1���(����-�  
                         )PParg()PParg()QQarg()QQarg( 1212 −=−           (2-28) 

�����$6��
�����"��!� 1 ���ก	������*�� *�+ "	 0
dz

dZ
≠ �!�1�(�(1�(�����1+�5	��" 

2

2

1

1

PP

QQ

PP

QQ
=

*�+1	ก�
�����"��!� 1 *�(���	 21PPP∆ *�+ 21QQQ∆ 
!��	
��"	�ก�� (����-��	
���!��
��-� 2 
�#$(��ก��	��$6��	
���!��
ก,�ก����� (Infinitesimal Triangles) 
!���	!),  "	
!1�(���������� C �!��5	��" 0)z(f =′ �0��1�( P �	
4	&�!� 2-10 
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C C′

P P

 

"�#��� 2-10  *�(��
��������������!��� (Indented contour) 
 

��	�	1�0"����������!��� �!��$6����������ก�
�!�
! P �$6�1�(�#���ก�	�*�+���
!��
ก
	ก 
(�	
4	&�!� 2-10) �&%����"1�( P ��#���ก C′  ������ก�,!�!- )z(f 1+�$6�./�ก�0�������	+���!���ก1�(
4	���*�+�� C′ �5	��"
!��	
��(��"��ก���

���=	����ก	����*�+�
�������ก	������*��
���!��!- C′ �$6���"�)�"�$@(�0���(!���!�$�+ก��("�������������� C *�+����������!��� 
 

2.6 ก��-���,ก)�.��ก��'*������ก��ก���')��
��
�� !� 
  "	��	
!��"�)�"�$@(�0���(!�� C ���+�	� z ���� #ก����$6���"�)�"�$@(�0���(!�� τ ���+�	� Z 
)(� )z(fZ = �����$6�ก	������*�� 

R
S

C τ

 
"�#��� 2-11  *�(�ก	������*������"�)�"�$@(1	ก�+�	� z �$����+�	� Z 

 

*�+ก5	��(��"�����, R 4	���ก C  #ก����$�$6������, S 4	���ก τ  
�

�����	ก5	��(ก	����%����!�����������������, R 
!��ก���0���"���$6�   

)y,x(i)y,x()z( ψ+φ=Ω  

, 1�( 0Z ���+�	�  Z �!��
���ก��1�( 0z  ���+�	� z ��ก���0���"���!�1�( 0Z 1+
!��	�(!��ก����ก��
�0���"���!�1�( 0z ("�� 
 ����$��	ก5	��(��" C �$6���"���� (Boundary) ���*������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��( C 
������#����� ��"���� C ก
1+�$6���"�*����	��(����������� ��"�����������%� 0=ψ �� C *��
��%���1	ก��"������� τ  �
���ก��1�(����"���� C (����-���	ก
1+�("3���&'���	�!���"���� τ  
�$6���"�*����	��(�����������("�� 
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2.7 �������ก��(The Circle Theorem ) 

         "	ก	�������������$�	�1	กก	��
�� (Irrotational motion) *�+������
!��	

��	*���(
���������������$��
	��)���!� ก(��(�
��(" (Incompressible) *�+�
�
!��	
��%( 
(Inviscid) ������1+
!��ก���0���"���$6�    

)y,x(i)y,x( ψ+φ=Ω  

)(��!�  φ  �$6���ก�������	
��
�  *�+ψ  �$6�./�ก�0��ก	���� 
������(��"��ก���
ก	�)�0!-�!
���� �����%� 

yx ∂
ψ∂

=
∂

φ∂  *�+ 
xy ∂
ψ∂

−=
∂
φ∂

 

��ก�,!�!� �
�
!��� �ก!(��	� ก5	��(��"  )z(f=Ω )(�
! ��%�������	  )z(f  �
�
!1�(��ก=	� 
(Singularity) �!��+�+�"��ก��	��%����	ก�� a  1	ก1�(ก5	���( (a �$6���	���!��!�ก5	��()  

 "	
!����ก!(��	��$6�*������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6���ก�
���
!���	ก�� a 1+�5	��"��ก��
�0���"�����ก	����%����!������������ก*������ก�+��ก
!�#$�$6� 

    







+=Ω

z

a
f)z(f

2

                                                 (2-29) 

����&��#1���("1	ก�"���
11����!���	���������ก�+��ก��%���"�����������ก�
���
!���	ก�� 
a 1+�"���$6���"�*����	��(����������� )0( =ψ ��%���1	ก�!�1�(��	�9�����������ก�+��ก 

z

a
z

2

=  �5	��"��ก���0���"����1�(��	�9�����������ก�+��ก
!�#$ )z(f)z(f +=Ω  �����$6�

15	���1���(����-� 0=ψ  

�	
�

���=	� )z(f �
�
!1�(��ก=	�4	���*������ก�+��ก(����-� 








z

a
f

2

 1���
�
!1�(��ก

=	�4	���ก*������ก�+��ก *�(���	��ก���0���"����
� 







+=Ω

z

a
f)z(f

2

 
!1�(��ก=	�

4	���ก*������ก�+��ก�0���(!��ก����ก���0���"�� )z(f=Ω  �(�
 
          
2.8  ก��.�����/���ก������0*ก��ก��'*������  

��ก�,!�!�����ก!(��	��	��(�����ก�+*��-5	�
��0�*������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6�
��ก�
 ��	15	�$6��"���0"ก	������*���&%������#$&%-��!���"	��(���*������ก�+��ก�(�
 �$6��#$
&%-��!���"	��(��
��!��$6���ก�
���
!���	ก�� a  
 (����-���ก���0���"���!�1�(�
���ก��1+
!��	���	ก�� ����$��	�0"�>8?!��ก�
���+�	� Z )(�

!��%�������	 ��ก���0���"���!��5	��,�("�
%���5	ก���
	�0"���+�	� z 1+�"����(��"��ก����%�����
�!���	 α−→Ω iUze  �
%�� ∞→z  (���("ก��	�
	*�"����"	��"� ก��	��%��!��+�+��	��ก�1	ก*���
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���ก�+��ก��	
��
����ก�+*��-5	�!��5	��,
	 yx iqq
dz

d
+−=

Ω 1+�"�����	ก����	
��
����

ก�+*��-5	�
%���
�
!����ก!(��	������%� α−→
Ω iUe
dz

d  

 

2.9  '�ก������(�� (Pressure equation)  
 �
%����	
(�� P �$6�./�ก�0�������	
��	*��� ρ��%� )(fP ρ=  �
ก	����ก	����%����!�
����������!�$�	�1	กก	��
�� 
!�#$�$6� 

                                                  







Ω++

ρ
−∇=

∂
∂

∫ E

2q
2

1dP

t

q
�

                               (2-30) 

)(��!� qq
�

=  *�+ EΩ  �$6���ก�����*��4	���ก  "	ก5	��(��" φ−∇=q
� ���� φ  �$6���ก�����

��	
��
� �
ก	��!� (2-30) �$�!����#$�$6�  

                                          0
t

q
2

1dP
E

2 =








∂
φ∂

−Ω++
ρ

∇ ∫  

(����-�                                  )t(c
t

q
2

1dP
E

2 =
∂
φ∂

−Ω++
ρ∫                    (2-31) 

)(��!� )t(c  �$6�./�ก�0����� t �!���!�ก��	 ��	���!���((� (Instantaneous constant) 
�
ก	��!� (2-31) ��!�ก��	 �
ก	���	
(�� *�+ "	������ก(��(�
��(" ρ  ���	ก����	���!� �
ก	��!�  
(2-31) 1+��#����#$ 

       )t(c
t

q
2

1P
E

2 =
∂
φ∂

−Ω++
ρ

                 (2-32) 

���4	�+���!� (Steady state) 0
t

=
∂
φ∂

 *�+ c(t) 1+�$6���	���!���
�#�,� (Absolute constant) 

�
ก	��!� (2-32) 1+�$�!����#$�$6�  

               cq
2

1P
E

2 =Ω++
ρ

         (2-33) 

�����$6��
ก	�*����#��! (Bernoulli’ s equation) )(��!� c �$6����!� 
       2.9.1  �
ก	���	
(�����+��&�ก�(2	ก 2 
����!����%����!� 
  ก5	��(��"
!�+��&�ก�(2	ก F (OXY) �!���#�����*�+�+��&�ก�(2	ก )oxy(F′

���%����!�����ก8,+�!�1�(ก5	���( o ���%����!�("����	
��
��0����"� U
�
*�+��	
��
��0��
�
 kww

��
=  

��"1�( P′ �$6�1�(���(����1�(������!���(��#����+�	�����+��*ก� F′  ��	
��
� V
�
�!�1�( P′ �%� 

rwUV
����

×+=   )(��!� r� �$6���ก������5	*���� (Position vector) ��� P′ �� F′  
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X

Y

O

o

y

x
r
�

P (x, y)′

 

"�#��� 2-12  *�(�ก	����%����!�����+��&�ก�(2	กF′ )(��!��+��&�ก�(2	ก F ��#����� 
 

���	�ก���ก�� "	 P �$6�1�(�!���(��#����+�	�����+��&�ก�(2	ก F 3#"����ก�ก	��!�1�( P′  
�� F′  1+����ก��0��ก����	 P ���%����!�("����	
��
� V

�
− �5	����ก	����%����!��!�$�	�1	กก	��
�� 

φ−∇=Fq
�

 3#"����ก�ก	��!�1�( P′ �� F′  1+����ก��0��ก����	����	ก	��$�!���*$����� φ  �!�1�( P 

�!���(��#�ก�� F ���	ก�� φ






 ∇⋅−
∂
∂

V
t

�
 

(����-��
ก	���	
(������������
ก	��!� (2-32) �$�!����#$�$6� 

                                          )t(c)V(
t

q
2

1P
E

2

F =φ∇⋅+
∂
φ∂

−Ω++
ρ

�
                  (2-34) 

*��                  22

F

2

F V
2

1
)Vq(

2

1
)V(q

2

1 ����
−−=φ∇⋅+  

                                                                   22

F V
2

1
q

2

1 ��
−= ′                                     (2-35) 

���!��!-                                          )Vq()Vq()Vq( FF

2

F

������
−⋅−=−         (2-36) 

*�+                                                       VVV 2
���

⋅=  

�
ก	��!� (2-34) 1���$6����#$ 

                                      )t(cV
2

1

t
q

2

1P 2

E

2

F =−
∂
φ∂

−Ω++
ρ ′                           (2-37) 

)(��!� FF qq
�

=  

 "	�"	����ก�� F′  �&!�����	��(!�� ��	�	1��!�� qq F
��

=′  

�
ก	��!� (2-37) �$�!����#$�$6� 

                                      )t(cV
2

1

t
q

2

1P 2

E

2 =−
∂
φ∂

−Ω++
ρ

�
                           (2-38) 

�	
4	&�!� (2-13) oxy �$6��+��&�ก�(2	ก��((� (Instantaneous position of the axes) o 
���%����!�("����	
��
� W

�
)(��!�  0 0W U i V j= +

� � �
 

(����-�       V W w r= + ×
� � ��

 

                        )jyix(kwjViU 00

�����
+×++=  
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                     )jk(yw)ik(xwjViU 00

������
×+×++=  

                     iywjxwjViU 00

����
−++=  

                             j)wxV(i)wyU( 00

��
++−=  

                    2

0

2

0

2 )wxV()wyU(V ++−=
�

 

               )ziwW)(iwzW( −+=                   (2-39) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

"�#��� 2-13  *�(�����	�ก	����%����!�*�+ก	��
�����*ก���-�2	ก 
 

*���
ก	��!� (2-39) ���
ก	��!� (2-38) 1+�("  

)t(c)ziwW)(iwzW(
2

1

t
q

2

1P
E

2 =−+−
∂
φ∂

−Ω++
ρ

                     (2-40) 

���4	�+������
ก	��!� (2-40) 
!�#$ 

                                c)ziwW)(iwzW(
2

1
q

2

1P
E

2 =−+−Ω++
ρ

                       (2-41) 

)(��!� c �$6���	���!���
�#�,� 
 

2.10  ก��ก���-��&����&��%'1)�	�� (Schwarz-Christoffel Transformation) 

 ก5	��(��"���� 2 ��"� 1γ  *�+ 2γ  ���+�	� oxy ��(ก���!�1�( A *�+�5	
�
 α−π  ��	
�"��ก	��!�1+��� (map) 1�(��	�9 ����"���� 1γ   *�+ 2γ �$6�1�(����"���� 0v =  ���+�	� 
uvo′  )(���"1�(��( A  #ก����$6�1�( aw =  15	���1��� ��"��	
��
&��'��+���	� z *�+ w 

��(��"��ก���
ก	� 

                                               t)aw(k
dw

dz
−=                                             (2-42) 

)(��!� k �$6���	���!��0���"�� , a  *�+ t �$6�15	���1���  

(����-�          t
awk

dw

dz
−=  

*�+             )awarg(t)karg(
dw

dz
arg −+=








        (2-43) 

o

y

x

0V

0U

w



 

22 

     

 

                                                       
                                  

�+�	� z         �+�	� w 
          "�#��� 2-14  *�(�ก	����1�(���+�	� z �$���1�(���+�	� Z )(��0"ก	�*$�� 
                           ��	�������)�.�.�  
 

�

��� P �$6�1�(���+�	� w )(��!� ivuw +=  ���%����!���*ก���� u (v = 0) 1	ก�"	�
�$��	���� w u=  *�+ก5	��(��" 1Γ *�+ 2Γ  �$6�0������ au <<∞−  *�+ ∞<< ua

�	
�5	(��  
��  1Γ  0au <−  �5	��"   π=− )awarg(  

��  2Γ  0au >−  �5	��"   0)awarg( =−  

(����-�1	ก�
ก	��!� (2-43)  

1t)karg(
dw

dz
arg

1

θ=π+=








Γ

        (2-44) 

20)karg(
dw

dz
arg

2

θ=+=








Γ

        (2-45) 

���,+�!�1�( P ���%����!�3�	�1�( w = a 1	ก�"	��$��	 







dw

dz
arg �$�!�����	�$6�15	���  

                                              t12 π−=θ−θ                 (2-46) 

����$��	1+���1���(#��	1	ก��	
��
&��'��"	��"�
dx

dy �� 1γ *�+
dx

dy �� 2γ �$6���	���!���%��
�

�&�	+ 1γ *�+ 2γ �$6���"���� 1	ก�
ก	��!� (2-44) *�+ (2-45) 

                                      






 +
=









γ du

idydx
argtan

dw

dz
argtan ( uw = ��*ก� uo′ ) 

       















= −

du
dx
du

dy

tantan 1    ( 1γ=γ ��%� 2γ ) 

                            
dx

dy
=  
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�����$6��ก��(!���������"���
3��ก����"�)�"�����	��(�����1�( Q ���+�	���� z �!��
���ก��1�( 
P ��	1���("3���&'�1	ก�
ก	��!� (2-44)  ��	�ก��(!�����!�1�(�(9�� 1γ  (�
���ก�� 1Γ ) �$6�

��	���!� (�!�1�(��-� 1tan
dx

dy
θ= ) ���5	����(!��ก���ก��(!�����!�1�(�(9�� 2γ (�
���ก�� 2Γ ) 

�$6���	���!��0��ก�� )tan
dx

dy
( 2θ= �����%� 1γ  *�+ 2γ  �$6���"�����	
4	&�!� 2-14 �!��("ก5	��(

��"������"� 
 1	ก�
ก	��!� (2-46)  t12 π−=θ−θ  *�(���	 �
%�� P 3�	�1�( w = a �� v = 0  1�( Q ก

1+�$�!�������	�1	ก 1γ  �� 2γ  ("��)(��!� 1γ ก�� 2γ �5	
�
 α−π  

�����%�          α−π=θ−θ 12  

��%�               α−π=π− t  

                                                      1t −
π
α

=  

(����-�                             
1

)aw(k
dw

dz −
π

α

−=  

�$6�ก	�*$���!���!�ก��	 ��	�������)�.�.� (Schwarz  Christoffel  Transformation) 
 

2.11  ���/�	��	&��' (Blasius’s theorem) 
2.11.1  ก�,!*������ก�+��ก�!���#����� (Fixed cylinder) 

x

y

o
xF

yF

C

S
dx

dy

M

ds

 
"�#��� 2-15  *�(�*��*�+)
�
����!�ก�+�5	��3��*������ก�+��ก�!����(���� 

 

 ก5	��(��"*������ก�+��ก ��#����������!����%����!��
�5	��
�*�+�
��ก�(ก	��
����"   

x yF , F �$6�����$�+ก�����*���	
*��*ก� x, y *�+ M �$6�)
�
������1�(ก5	���( �����ก�(
1	ก��	
(���!�ก�+�5	��*������ก�+��ก )(��!�$�	�1	ก*��4	���ก�%��9 &�1	�,	�������
��"�)�"� ds �!�1�( S ��	1+�("  

PdydFx −=  

PdxdFy =  

)ydyxdx(PdM +=  
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)(��!� P �$6���	
(�� 
(����-�          ziPdidFdF yx −=−  

*�+      dM =  ����1������ (Pzdz)  
1	ก�
ก	���	
(����4	�3��ก � �
ก	��!� (�-5) 

   2q
2

1
aP ρ−=  

)(��!� a �$6���	���!� 
��%���1	ก��	
(�����!� ��	���!�1+�
����3�ก�+��ก��3���&'� ��	1+�("  

                           
zd

d

dz

d

2

1
q

2

1
P 2 ΩΩ

ρ−=ρ−=  

(����-�                       Ω
Ω

ρ=− d
dz

d
i

2

1
)iFF(d yx  

                                               dM = ����1������ 1 d
z d

2 dz

Ω − ρ Ω 
 

 

*������"�)�"� C , =ψ ��	���!� *�+ Ω=Ω dd  ����1+�(" 

dz
dz

d
i

2

1
)iFF(d

2

yx 






 Ω
ρ=− *�+  dM = ����1������

2
1 d
z dz

2 dz

 Ω  − ρ  
   

 

(����-��>8?!�����!��1+�("��	 

                                            

2

x y

1 d
F iF i dz

2 dz

Ω − = ρ  
 ∫�                                           (2-47) 

                                            =M ����1������ 
2

C

1 d
z dz

2 dz

 Ω  − ρ  
   

∫�                (2-48) 

)(��!� Ω   �$6���ก���0���"�� 
        ρ   �$6���	
��	*���*�+ก	�������ก��1+�$6�ก	�������ก���	
��"�)�"�$@(���*���
���ก�+��ก 
       2.11.2  *������ก�+��ก�!����%����!� (Moving cylinder) 
  �5	����ก	�(5	����ก	������������"�)�"� ds �!�1�( S ��	1+�("  
              2i

x y

C C

F iF i Pdz i Pe dz− α− = − = −∫ ∫� �  

=M ����1������
C

Pzdz
 
 
 
∫�  

    =����1������ 2i

C

Pze dz− α 
 
 
∫�  
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x

y

o
xF

yF

C

S
dx

dy

M

ds

α

rq

 
"�#��� 2-16  *�(�*��*�+)
�
����!�ก�+�5	��3��*������ก�+��ก�!����%����!� 

 

�!�1�( S ��3�����)��+�	���%� ��3����ก���*������ก�+��ก S ����	�����-5	��#���*�����
��"���
3����"�)�"��!�1�( S *�+��"��	(�����	
��
����	ก�� rq ������(���+��&�ก�(2	ก oxy ���� o 
���%����!�("����	
��
� 00 iVUW +=  

(����-����+��&�ก�(2	ก oxy  
                                          )ywU(qcosq 0xr −−=α  

                                          )xwV(qsinq 0yr +−=α  

                                                    i

r x yq e q iq W iwz− α = − − +  

)(��!� xq *�+ yq �$6�����$�+ก�������	
��
����+��&�ก�(2	ก oxy �!���#����� 

*��  
dz

d
iqq yx

Ω
−=−  )(��!� Ω  �$6���ก���0���"�� 

���+��&�ก�(2	ก oxy �
%�� 0U 0 =  *�+ 0V0 =  

��	1����!��                              ziwW
dz

d
eq i

r +−
Ω

−=α−  

                                                






 +−
Ω

−= α ziwW
dz

d
eq i

r  

                                                
2

i22

r ziwW
dz

d
eq 







 −+
Ω

= α  

(����-�  

         
2

x y

C C

1 d 1
F iF i W iwz dz i (W iwz)(W iwz)dz

2 dz 2

Ω − = ρ + − − ρ + − 
 ∫ ∫� �       (2-49) 

         
2

C C

1 d 1
M iN z W iwz dz z(W iwz)(W iwz)dz

2 dz 2

Ω + = − ρ + − + ρ + − 
 ∫ ∫� �     (2-50) 

 �#����-� 2 �!-�("
	1	กก	��
ก	���	
(�����
ก	��!� (2-41) )(�ก	���(&1�� EΩ  *�+ c 
��ก�$��%���1	ก�
�
!*��4	���ก
	ก�+�5	*������ก�+��ก*�+�%��9 *�+�!���	
(�����!� 
��	���!� “ cρ ” �
�1+�
����3�ก�+��ก��3���&'� 
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!���	!), �#�����
ก	��!� (2-49) *�+ (2-50) 1+�$6��#���(!��ก��ก���
ก	��!� (2-47) *�+
�
ก	��!� (2-48) ��ก�,!�!�*������ก�+��ก���(���� 
 

2.12  �����'1)ก'� (Complex Stokes’ theorem) 

 "	 )z,z(f  �$6�./�ก�0�������%���*�+�	
	� �	���&��'��("�!���ก91�(��&%-�3�� S ����
�"�
���("����"�)�"�$@( C *�"� 

                                     
C S

f
f (z, z)dz 2i dS

z

∂
=

∂∫ ∫∫�  

                                     
C S

f
f (z, z)dz 2i dS

z

∂
= −

∂∫ ∫∫�  

                                 2

C S

(W iwz) dz 2i ( 2iw)(W iwz)dS− = − −∫ ∫∫�                  

                                                     ∫∫−=
S

c dS)ziwW(w4  

                                                     )ziwW(wA4 c−=  

( CCC iyxz += �$6�1�(ก�	��#$��������, A) 
                  

C S

(W iwz)(W iwz)dz 2i iw(W iwz)dS+ − = − −∫ ∫∫�  

                                                     )ziwW(wA2 C−=  

                  
C S

( Wz W z iwzz)dz 2i ( W iwz)dS− + + = − − +∫ ∫∫�  

                                                            )ziwW(iA2 C−=  

(����-��
ก	��!� (2-49) 1+�$�!����#$����
ก	��$6� 

              

2

2

x y

C C C

C

1 d d
F iF i dz 2 (W iwz)dz (W iwz) dz

2 dz dz

1
i (W iwz)(W iwz)dz

2

 Ω Ω    − = ρ + − + −    
     

− ρ + −

∫ ∫ ∫

∫

� � �

�

 

               

2

2

C C C

C

1 d d 1
i dz i (W iwz)dz i (W iwz) dz

2 dz dz 2

1
i (W iwz)(W iwz)dz

2

Ω Ω   = ρ + ρ − + ρ −   
   

− ρ + −

∫ ∫ ∫

∫

� � �

�

   

                         

2

C C C

C C

1 d d d
i dz i W dz w z dz

2 dz dz dz

2i wA(W iwz ) i wA(W iwz )

Ω Ω Ω     = ρ + ρ + ρ     
     

+ ρ − − ρ −

∫ ∫ ∫� � �  

)(��!�  
C C C

d
z dz z d z (d 2id )

dz

Ω  = Ω = Ω + ψ 
 ∫ ∫ ∫� � �               ( ψ+Ω=Ω i2 ) 
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C C

zd 2i zd= Ω + ψ∫ ∫� �  

                                              [ ]
C

C C

zd 2i z dz
 

= Ω + ψ − ψ 
 

∫ ∫� �  

��%���1	ก ψz  �"��ก����$�����	����
�"����*������ก�+��ก [ ] 0z C =ψ  

(����-�                    
C C C

z d zd 2i dzΩ = Ω − ψ∫ ∫ ∫� � �  

��%���1	ก                     ziwzzWzWi2 ++−=ψ   

)(��!� 2 21
Vx Uy w(x y )

2
ψ = − + +  

(����-�                     C

C C

zd zd 2iA(W iwz )Ω = Ω − −∫ ∫� �  

*�+                      
2

x y C

C C

1 d
F iF i dz w zd i Aw(W iwz )

2 dz

Ω − = ρ + ρ Ω − ρ − 
 ∫ ∫� �     (2-52) 

���5	����(!��ก����	�	
	� &��#1���("��	)
�
�������
ก	��!� (2-50) ���	ก�� 

����1������ 
2

C

C C

1 d
z dz W zd w AWz

2 dz

 Ω  − ρ − ρ Ω + ρ  
   

∫ ∫� �                                     (2-53) 

 

2.13  ��ก��	�%�&���.�ก�2������*����ก����ก���
���ก�3�ก���'�34� ��� !�.����)�3�5�ก(���
����	���'��4�	'��  

2.13.1  *������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6���ก�
 
  1	ก��ก���0���"�����ก�+*��-5	�!����)(��
�
!����ก!(��	��%� α−iUZe   "	*���
���ก�+��ก
!&%-��!���"	��(�$6��#$��ก�
�!�
!���
!���	ก�� a *�"� 1	ก�>8?!��ก�
������"� 2.7 
ก5	��(��" α−= iUZe)Z(f 1+�("��	 

                                            







+=Ω

α
α−

Z

ea
ZeU

i2
i                                       (2-54) 

�$6���ก���0���"�����ก�+*��-5	�!����3�	�*������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6��#$��ก�
��
�+�	� Z �!�ก�+*��-5	
!��	
��
��
�5	��
� U ������	������*ก�1��� 
          2.13.2  *������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6����! 
  ก����%����	1+�	��	
��
&��'��+���	���ก�
ก�����! )(��0"ก	�*$����	��.�ก!
(Joukowski transformation) (����-  

                                                       
Z4

c
Zz

2

+=                     (2-55) 

)(��!� ���!��#����+�	� z *�+��ก�
��#����+�	� Z  
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�$6��
ก	�ก	�*$��1�(��	�9���+�	� Z �$����+�	� z ��%����	�ก���ก�� )(���	����

("��ก	���-��"�����ก���	�
%�� z ��7�
	ก��	1+�("��	 Z ��"	�ก�" z (����-���"��	�ก	�������
ก�+*��-5	�!��+�+��	��ก����+�	� z 1+�
���ก����"��	�ก	�������+�	� Z ��-���	(*�+
����	� 

��	ก5	��(��" L *�+ M �$6�1�( c
2

1
Z = *�+ c

2

1
Z −=  �����
���ก��1�( S *�+ H ��%� 

cz = *�+ cz −=  ���+�	� z �	
�5	(��  

M Lo

P

θ
1
(a
b)

2

+

�+�	� Z�+�	� z

A

B

C SH

P′

 
         "�#��� 2-17  *�(�ก	�*$��1�(����ก�
���+�	� Z �$���1�(�����!���+�	� z  
                          )(�ก	�*$����	��.�ก! 
 

ก5	��(��"1�( P′  �$6�1�(�����!���+�	� z �!��
���ก��1�( P ����ก�
�!�
!���
!���	ก��  

)ba(
2

1
+  *�+ 222 cba =−  ���+�	�Z  1	กก	�*$����	1+�("  

                                           czc
Z4

c
Z,czc

Z4

c
Z

22

+=++−=−+  

(����-�                            
ba

PL2

Z

c
2

1
Z

czSP
2

2

+
=








 −
=−=′  

                                   
ba

PM2

Z

c
2

1
Z

czHP
2

2

+
=








 +
=+=′  

*�+                                  
)ba(

)PMPL(2
PHPS

22

+
+=′+′  

*�� OP �$6���"�
�'�=	�����	
���!��
 MPL 
                                           )OPOL(2PMPL 2222 +=+  

*�+                                  a2PHPS =′+′  
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(����-�1�( P′ �$6�1�(�����!�!�1�().ก����#��!�1�( S  *�+ H  
!��	
�	����*ก���ก  "	��" B �$6�
1�($�	����*ก�)� *�+ C �$6�1�(�#���ก�	� 1+�(" 

2222 bCSSBCB =−=  

���������*ก���ก*�+�����*ก�)�������!�%� a *�+ b �	
�5	(�� 
(����-���ก�
��-���	��!�
!1�(�#���ก�	���#��!�1�(ก5	���(���+�	���� Z 1+ #ก*$���$�$6�

����!��-���	��!�
!1�(�#���ก�	��(!��ก�����+�	� z 1	ก�
ก	��!� (2-55) 1�(�#$��
��&%���	 Z ��
&1����� z �("(���!- 

                                   0c
4

1
zZZ 22 =+−  

                                                     )czz(
2

1
Z 22 −±=  

��	 z �!��+�+�ก�91+
!��	�ก�"��!��ก�� Z ����
%��  

                                                     )czz(
2

1
Z 22 −+=         (2-56) 

)(��!�  222 bac −=          
�$6��
ก	�ก	�*$��1�(��	�9 �����,4	���ก���!���+�	� z �$���1�(��	�9 �!���#�4	���ก

��ก�
�!�
!���
!���	ก�� )ba(
2

1
+  ���+�	����  Z           

 �5	����ก	�������ก�+*��-5	�!����3�	����ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6��#$���!��-�  "	��	

ก5	��(��"���
!�����ก�
�$6� )ba(
2

1
+ *�����$���
ก	��!� (2-54) ��	1+�(" 

                             






 +

+=Ω
α

α−

Z4

e)ba(
ZeU

i2
i                                                 (2-57) 

)(��!� U �$6���	
��
��
�5	��
����ก�+*��-5	 
*�+1	ก�
ก	��!� (2-56) *�����
ก	� (2-57) 1+�(" 

                             












−+

+
+−+=Ω

α
α−

)czz(

e)ba(
e)czz(U

2

1

22

i2
i22                    (2-58) 

*����%���1	ก        )czz(
c

1
)czz( 22

2

122 −−=−+ −  

(����-���ก���0���"���5	����ก�+*��-5	�!����3�	�*������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6��#$
���!("����	
��
��
�5	��
���#����#$   

                             












−
−−

+
+

−+
+=Ω

αα−

ba

)czz(e

ba

)czz(e
)ba(U

2

1 22i22i

   (2-59) 

)(��0"&�ก�(������! (Elliptic coordinates) 
ก5	��(��" ς= coshcz  ���� η+ξ=ς i )(��!� ∞<ξ≤0 *�+ [ ]π∈η 2,0  
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��	1+�("                  )icosh(ciyx η+ξ=+  

                                    ηξ+ηξ= sinsinhiccoscoshc  

����                              ηξ= coscoshcx  , ηξ= sinsinhcy                                (2-60) 

(����-�             1
sinhc

y

coshc

x
22

2

22

2

=
ξ

+
ξ

 ;  1
sinc

y

cosc

x
22

2

22

2

=
η

−
η

 

1	ก�
ก	��!� (2-60) ��	1+����ก��("��	  "	 ξ 
!��	���!� 0ξ ���1�( )y,x( �����! (����-� 1+�("  
                          )cosh(ca 0ξ= , )sinh(cb 0ξ=          (2-61) 

��	1+�("                       0ec)sinh(coshcba 00

ξ=ξ+ξ=+                           (2-62) 

                                 0ec)sinh(coshcba 00

ξ−=ξ−ξ=−                  (2-63) 

1	ก�
ก	��!� (2-62) *�+ (2-63) )(�ก	��	�1+�(" 

              
ba

ba
e 02

−
+

=ξ
 

(����-�                             







−
+

=ξ
ba

ba
log

2

1
0  

)(��!� 222 cba =−   (����-� "	 ς= coshcz ��	1+�("  

                                      ς=− sinhccz 22  

*�+                            ς=ς+ς=−+ ec)sinhcosh(cczz 22           (2-64) 

                                 ς−=ς−ς=−− ec)sinhcosh(cczz 22                          (2-65) 

1	ก�
ก	��!� (2-59) , (2-64) *�+ (2-65) ��ก���0���"��1+��#����#$  

                                   )ee)(ba(U
2

1
00 ii ξ+ς−αξ−ς+α− ++=Ω  

)icosh()ba(U 0 α−ξ−ς+=                                               
)cosh(cA 0ς−ς=                                (2-66) 

)(��!�  
c

)ba(U
A

+
= , α−ξ=ς i00  

 

2.14 ����#%ก�(1�	��ก&�� (Coaxal coordinates)  
ก5	��(��" A, B  �$6�1�(�!�
!&�ก�(�$6� )0,c(  *�+ )0,c(−  �	
�5	(�� *�+��"*ก�1��� �$6�

��"�����
�"� (initial line) ��" P �$6�1�(�(9 �!�
!&�ก�(�0����-��$6� 1 1(r , )θ  ��ก�,!�!� A �$6���-� *�+

!&�ก�(�0����-��$6� 2 2(r , )θ  ��ก�,!�!� B �$6���-�  "	1�( P �$6�1�(����ก�
�!�3�	�1�( A *�+ B 
*�"�  
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"�#��� 2-18 *�(��+��&�ก�()���
ก��� 
 


�
����	
���!��
 21APB θ−θ=∠  
!��	���!� ��" 21 θ−θ=ξ *�+ 







=η

1

2

r

r
log   ��	1+�("  

                                  )erlog()erlog(i 12 i

1

i

2

θθ −=ξ−η  

                 )czlog()czlog( −−+=  

                                                  







−
+

=
cz

cz
log                             (2-67) 

(����-�      
cz

cz
e i

−
+

=ξ−η   

ก5	��(��"                                 η+ξ=ς i  

����                                       ξ−η=η+ξ−=ς− i)i(ii  

(����-�                                   
cz

cz
e i

−
+

=ς−  

                                






 ς=
−

+
=

ς−

ς−

2

1
coti

1e

1e

c

z
i

i

 

(����-�                 






 ς=
2

1
coticz  ��%� 







=ς −

ic

z
cot2 1                                   (2-68) 

ηξ, ��!�ก�+��&�ก�()���
ก���  
����)�"� ξ  �$6���	���!� �!��$6���ก�

!1�(�#���ก�	���#��!�1�( )cotc,0( ξ *�+
!���
!���	ก�� 
)csc(c ξ  *�+����)�"� η  �$6���	���!� �!��$6���ก�

!1�(�#���ก�	���#��!�1�( (ccot ,0)η *�+
!���
!

���	ก�� ccsch( )η  ��%���1	ก 






 ς−=
2

1
coticz  ��	1+�("  

             















 ς+






 ς=















 ς−






 ς=
2

1
cot

2

1
cot

2

1

c

y
,

2

1
cot

2

1
cot

2

i

c

x
        (2-69) 

��%���1	ก  )cos()cosh()cos()i(cos
2

1
sin

2

1
sin2 ξ−η=ξ−η=







 ς






 ς  (����-���	1+�("��	 

                                             








ξ−η

η
=

coscosh

sinh
cx                              (2-70) 

                                            








ξ−η

ξ
=

coscosh

sin
cy                                    (2-71) 

A(c, 0)B( c, 0)− o x

y

P

1r
2r

1θ
2θ

ξ



 

32 

2.15  ��ก��	�%�&���.�ก�2����ก���'�34� !�6*��	�%�(%� (Mound) !�7��0(%� (ditch)     ���	-8�
'*��
�����ก�� 

��ก���0���"������������!����3�	�����(�� ��%��#(���!��$6�������ก�
��"
!�#$�$6� 

                                       






 ς
=Ω

n
cot

n

Uci2
                                                   (2-72) 

                                        
1

z ic cot , i
2

 = ς ς = ξ + η 
 

                                      (2-73) 

)(��!� n �$6�15	���1��� ��	1+��
���	 Ω  �$6�15	���1����
%��
2

nπ
=ξ  )(��!� 2n0 <<  �5	����

����(��*�+ 4n2 << �5	�����#(�� ����1+*�(���"��
��("1	ก�
ก	��!� (2-72) *��
2

nπ
=ξ  1+�(" 

2Uci
( i) tanh

n n

η Ω = −  
 

 

                                              






 η
=

n
tanh

n

Uc2
                                                (2-74) 

����*�(���	&%-�3���������(����%��#(�� �$6���"�*����	��(����������� )0( =ψ   

��ก1	ก�!-��	�	
	� �5	��,�("��	 Uiqq
dz

d
yx =+−=

Ω �
%�� 0→ς ��%��
%�� ∞→z

�5	��" Uq x −= �����$6��$�	
��	
1����!�*�(���	 �#$*����� Ω  
!��	
�
�����
3� 
 ��	�	1�5	��	
�#"�!-
	�0"ก��*������ก�+��ก�!�
!&%-��!���"	��(�$6����������ก�
�!����	ก��

	$�+ก�ก���!� #ก�5	
	�	���	�ก�-��	��(����������� )(�ก5	��(��"&%-��!���"	��((��ก��	���#�
���+�	���*����� ����1+
!��ก8,+*�ก��	�1	ก����(����%��#(�� ����
!&%-��!���"	��(��#���
*��(���  �5	����ก�+*��-5	�!����ก�+��*������ก�+��ก�!���#�����("����	
��
��
�5	��
� U �5	

�
α ������	������*ก�1��� ��	ก5	��(��"  

           















 ς
α+







 ς
α=Ω

n
eccossin

n
cotcosi

n

Uc2
                         (2-75) 

������ก�,!�!-&%-�3��)�"����*������ก�+��ก�("1	กก	�*����	 
2

nπ
=ξ )(��!� 2n0 <<  �5	����

�����!���#����%�*ก� ox *�+ �
%�� 
2

nπ
−=ξ )(��!� 2n0 <<  1+�$6������!���#���"*ก� ox ��-��!-

�&�	+�+�	����&%-��!���"	��(��#���*����� (horizontal plane)  
 �5	����ก	���1�������-��!- ��	�"��ก	����������ก�
�!����	ก��$�+ก�ก�� )(��!�
�
��

��ก�
���
	กก��	 
2

π  (����-���	1��ก5	��(��	 n ��#���0���(1,2) ��%� 2n1 <<  ��ก���0���"���!�

ก5	��(�"	��"�
!��	
�$6��
�����
3��&�	+ 0=ψ ��3��)�"����*������ก�+��ก*�+ 
α−→

Ω iUe
dz

d �
%�� 0→ς  ��%��
%�� ∞→z  
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����� 3 
ก��	
�
��
ก�
����������������������������������� 

���
��
ก�
��ก�������� �
 
  

��������	
��
�
����
�	���������������ก���
กก
	�������ก	�� ���
���!���"�#

�
��	$� ���
� �� U ����%�
�������ก��	��  ����&��	�ก	���ก����#'&������������� (
#��"
��)���!����ก�
������*��"� 1.3  ��#�+"�,-.�����/�#   

��&��	�ก	���ก�����
�
%0ก-
���
����*# ��1)�������"
�*��*���� 
1.  	'�� "��
"��2�����	�ก���"�#�/ก����������ก�� 2 �������	*%����&
ก*��	�ก�ก*� �	
��

�	�#ก�&
 Model A 

2.  	'���	� �	
���	�#ก�&
 Model B 

3.  	'� �������#������3#ก�'� �	
���	�#ก�&
 Model C 

��#��&��	�ก	���ก�*�� 3 �*ก-�� ����
#�&
��2��1)���4��ก*����
!����"
!����	����(
#����&�
�	�ก	���ก   

 

3.1  ก����!"ก�#�$ 
%��������"� Model A ��
 Model B 
       3.1.1  %*ก#��+��/"�� �
�	*� Model A 

  �
ก�*��"� 2.15 ��ก	�����ก	�� ���
!��������&��	�ก	���ก����#'&�����"�#
�
��	$�
 ���
� �� ����
ก(

5��ก ก �	
��!�"%*ก#��+��/"�����ก	�� ���
���!��5&
� Model A ��	'�  

( ) ( )








+−+α−α=Ω ...
z

c
iGHzsinicosU

2

 

��#��� α






 +−= sin
3

1

n3

2
G

2
          

         α






 −= cos
3

1

n3

4
H

2
 ��� 2n1 <<   

       3.1.2  %*ก#��+��/"�� �
�	*� Model B  

  %*ก#��+��/"�������&����ก	�� ���
���!��5&
� Model B ���#'&��	'���� �ก
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






−







 π
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
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
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
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πρ= cossin1
n2

cotcUM 222

B  

                                             αα







−

επ
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3.5  ก����,'���'�� �
 ��
�������
��
�� ���
��
�����
���
��
ก�
��ก Model A 
ก	�� ���
!��������&��	�ก	���ก Model A �"�#
�
��	$���� U  ��
�9� α  ก*���%�
�

������ก��ก��	�� �
�	*�%*ก#��+��/"����	'�����*��!��
� �ก
	��� (2-75) 
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�
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ก�+���� 
6

π
α = �
ก �ก
	��� (3-86) ��!�"  
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32 6
2
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 π π    η =         
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        = 3221.1−  

���
&
���!�"�� �ก
	��� (3-87) �9��#9�����
)� 
    9072.0x −=  ��� 3682.0y −=  

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

 
               )�*��� 3-6  � ���9��#9��������� "���&��
�����������!����ก	����� 

                              3
, n

4 2

π
α = = ��� 2c =  

 



 

73 

ก�+���� 
3

π
α = �
ก �ก
	��� (3-86) ��!�"  
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����� 4 
ก��	
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ก�
��������������������������������������
��
ก�
��ก

��������������������������
�����
	�� !�กก����"� 
 

��ก��ก�����	
��	
���� 3 �

����� (hydrodynamic force) ���ก������������
���ก��
�ก�������	������ Model A ��� Model B ������� 	!�	�"#��$�%
�&ก������ n ��� α
�	������������ก���������������ก��
�ก�������	����	 Model C '���� 	!�	�"#��$�%
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	(���	�"���ก�����ก%
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�������ก��
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���(���	�"���ก�����ก%
 Model C �����	�,��กก
�� Model A ��� Model B 23������� 5 
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��+����ก%,,%�ก���
 ก��
��%��	
���� 4 �3��1+��ก�������
����
�4�������
���ก��
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���-��	���,+
��
����/
����� 000 iVUW +=  ������!��กก��$�&	  
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	�� !�ก
ก����"� 

��ก#�ก����� (2-44) ��� (2-45) �	ก�������������ก��
�ก���������5,���-��	���,+
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����/
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�ก�������	���
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        4.1.1  (���	�"���ก�����ก%
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∫� ��ก$%
�+� 3.2.1 (,��1+�7*8�
�#�
	�ก�+�� 

��',+   2

0 0 0

C

dΩ
ρW z dz (U iV )(2 i)Uc (iG H)

dz

   − = −ρ − π −  
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2

2

0 02 2

2 1
2 Uc U 1 cos sin

3 n

4 1 2 1
V cos U sin

3n 3 3n 3

  ρ π − α α 
 

   + − α− + α    
    

                         (4-4) 

(,����   α






 +−= sin
3

1

n3

2
G

2
 

           α






 −= cos
3

1

n3

4
H

2
  

        000 iVUW +=  

               =  �
����/
���������������ก��
�ก������-��	��� 
          U  =  �
����/
#�����#�����ก���#	)�� 
           =α  �&����ก���#	)�� '$������������ก��
�ก�	��!����
ก%
�ก	���� (ox) 
           =ρ  �
��$	��	�	���	)�� 
        4.1.2  (���	�"���ก�����ก%
 Model B  

  ���������	" 0

C

dΩ
ρW z dz

dz

   −  
   

∫� ��ก$%
�+� 3.2.2 (,��1+�7*8�
�#�
	�ก�+�� 

��',+         
2

0
0 0 0

C

Ac sinh( )dΩ
ρW z dz (U iV )(2 i)

dz 2

   ς  − = −ρ − π −    
     

∫�  



 

 

77 

                        )sinh(Ac)iUV( 0

2

00 ς+ρπ=  

                        )ee(Uec)iUV(
2

1
0002

00

ς−ςξ −+ρπ=  

                        )ee(Uec)iUV(
2

1 ii2

00
000 α−ξ−α+ξξ −+ρπ=  

{ })sini(cose)sini(coseUec)iUV(
2

1
0002

00 α−α−α+α+ρπ= ξ−ξξ

{ })1e(sini)1e(cos)iUV(Uc
2

1
00 22

00

2 +α+−α+ρπ= ξξ
 

{ })1e(sini)1e(cos)iUV(Uc
2

1
00 22

00

2 +α+−α+ρπ= ξξ
 

                        

{ }

{ }

0 0

0 0

2 22

0 0

2 2

0 0

1
Uc V cos (e 1) U sin (e 1)

2

i U cos (e 1) V sin (e 1)

ξ ξ

ξ ξ

= ρπ α − − α +

+ α − + α + 

 

,%�	%)	#�
	������� 0

C

dΩ
ρW z dz

dz

   −  
   

∫� �-�        

{ })1e(sinU)1e(cosVUc
2

1
00 2

0

2

0

2 +α−−αρπ ξξ
                     (4-5) 

�	-�����ก   
ba

ba
e 02

−
+

=ξ
   

,%�	%)	#�ก����� (4-5) �������	��� 
















 +
−
+

α−






 −
−
+

α−ρπ 1
ba

ba
sinU1

ba

ba
cosV)ba(U

2

1
00

22  

















−

α−







−

α−ρπ=
ba

a2
sinU

ba

b2
cosV)ba(U

2

1
00

22  

)sinaUcosbV)(ba(U 00 α−α+ρπ=                      (4-6) 

,%�	%)	��ก#�ก����� (3-11) ��� (4-6) (���	�"���ก�����ก%
 Model B ������-��	���(,����!��ก
ก��$�&	�-�  
                        ( )2 2 2U b a sin cosρπ − α α + { })sin(aU)cos(bV)ba(U 00 α−α+ρπ  

                        { }α−α+αα−+ρπ= sinaUcosbVcossinU)ab()ba(U 00      

                     { }α−α+αα−αα+ρπ= sinaUcosbVcossinaUcossinbU)ba(U 00   

                        ( ) ( ){ }00 UcosUsinaVsinUcosb)ba(U +αα−+αα+ρπ=          (4-7) 
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4.2  ก���	���������#����$%��
���
��
ก�
��ก���������ก���
��
���������
����$&�
����ก&� 
 ก�������
����
(���	�"���ก�����ก%
 Model A ��� Model B ������	�,�
��ก
+�����

��
���$	+��%,����ก%	 (���	�,�ก�+�����ก%	) (,� Model A ������ก��$	,�$+ �&��-� 
2

ξ (,���� 

2

nπ
=ξ   #��$�%
 2n1 <<  

2
ξ

ccot
2

ξ
(c,0)( c,0)−

 
'�(��� 4-1  �#,��
��ก
+������
����
���$	+��%, Model A 

 

��ก������ 4-1 �
����
��� Model A �� 	 c2  ����
��ก
+���� 	 




 ξ

2
cotc2  ,%�	%)	

#��$�%
�������ก��
�ก Model B ��',+ 






 ξ
==

2
cotcb,ca 63��������$+ Model A ��� 

Model B ���
����
����
��ก
+������ก%	 
 ก��$	,�$+ (���	�"���ก�����ก%
 Model A �� 	 AM ���(���	�"���ก�����ก%
 Model B 

�� 	 BM ��ก#�ก����� (4-7) (���	�"ก������-��	����-� 
 ( ) ( ){ }00B UcosUsinaVsinUcosb)ba(UM +αα−+αα+ρπ=            

        

( )

0

0

U c ccot ccot cos (Usin V )
2 2

csin Ucos U

  ξ ξ   = ρπ + α α +    
     

− α α + 

 

                     
( )

( )

2

0

0

Uc 1 cot cot cos Usin V
2 2

sin Ucos U

  ξ ξ   = ρπ + α α +    
     

− α α + 

 

                     
( )

( )

2

0

0

n n
Uc 1 cot cot cos Usin V

4 4

sin Ucos U

 π π   = ρπ + α α +    
    

− α α + 

      

                     

]

2

0

0

n n n
Uc 1 cot Ucot cos sin V cot cos

4 4 4

Ucos sin U sin

  π π π     = ρπ + α α + α      
       

− α α − α
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2

0 0

n n
Uc 1 cot Ucos sin cot 1

4 4

n
V cot cos U sin

4

   π π   = ρπ + α α −      
      

 π + α − α  
  

            (4-8) 

������$" �	ก�������������ก��
�ก�%)� 2 ���-��	����
	$�-����ก���#	)���������&� 0=α  63�� 

00 UW =  (���	�"������ก%
!�	�"  
������	
�$�(���	�" �����
����
ก%	��$
����������ก��
�ก�%)�#���%ก*���	ก���  

2

3
n,

4
,0V,UU 00 =

π
=α==   

��ก#�ก����� (4-4) (���	�"���ก�����ก%
 Model A��',+ 

           























 π
+







 π







 π
ρπ−=

4
sinU17

27

1

4
cos

4
sinU

27

10
cU2M 2

A  









+ρπ−= U

227

17
U

27

5
cU2 2  

                  22 cU2608.1 ρπ−=                                 (4-9) 

��ก#�ก����� (4-8) (���	�"���ก�����ก%
 Model B ��',+ 

           























 π
−







 π







 π









−






 ππ
+ρπ=

4
sinU

4
sin

4
cos1

8

3
cotU)

8

3
cot1(UcM 2

B  

      























 π
−







 π







 π









−






 ππ
+ρπ=

4
sin

4
sin

4
cos1

8

3
cot)

8

3
cot1(cU 22  

                  22cU4142.1 ρπ−=                       (4-10) 
������$/	',+
��(���	�"���ก�����ก%
 Model A ���	�,	+��ก
�� Model B �	�%���#�
	������ 

1:8915.0  

 

4.3  ก���)����
�%*�ก�� +ก,��ก����ก&�ก��������������
����  -�ก�
������������������������
��������� 
 2+����	�����%�;"�+���+	������&ก�"ก%
��-�������-)	���$	+��%,�� 	������ก��
�ก 63�����'�	�)
������ก
����-����ก��
�ก���
���,+
��
����/
����� 0W ����+��ก�����

�� 
 1  ��-����ก��
�ก���#+	���ก�����-��	��������'��3�������$+(���	�"�� 	!�	�"  �#+	���ก��
���-��	�����(���	�"�� 	!�	�" (Line  of  zero  moment) 

 2  �	��������-����ก��
�ก���-��	���'����   �#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�" 	%)	 
ก�����-��	������#2��� (Stable) $�-�'�� 
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 ก��	�-�	����
����
����+����ก���
ก%
ก���1+��

�ก	�%)�4�ก yxo ′′′ $�-� F′ �	ก��!3ก*� 
�<=$����ก�����-��	��������-� AModel ��� BModel  �	ก���#	)�����'$�,+
��
����/

#�����#��U 2+����ก��$	,�$+��-����-��	����	��!������(,����!��กก��$�&	 )0w( = ����$+�&,
ก���	�, o �����	�
�ก	�%)�4�ก oxy ����
	�&,������+	���ก�����-��	��������-� ����$+ ox �����	
�	
���ก�����-��	��������-�63������ 	�#+	������'��������	������!��������'����ก��$�&	 �	
�%ก*���1�		�)�&,ก���	�, o′ �����	�
�ก	 yxo ′′′ 63����ก��,ก%
��-������-��	���'�ก%
��-��	
��!������ ox �1�	ก%		%�	�-��&, o′ ���-��	���,+
��
����/
����� 0U ���'�����
����/
�����	
��!��� oy $�-� yo ′′ 	%�	�-� 0V0 =  �������&� α���ก���#	)�����ก%
�ก	 xo ′′ �	�%ก*������>
,%�?���+������	�) 

o

o′

y

y′

x
x′

0U

U

U

U

α

���
��
�ก
��
	

��
�
��
�
��
�	�
��

 
   '�(��� 4-2  �#,�ก�����-��	��������-�������	,+
��
����/
����� 0U  �
	ก���#	)�����'$�,+
� 
                  �
����/
#�����#�� U ����&�α  ก%
��!����
����ก	 ox 

o′

y

y′

x
x′

0U
α

U

U

U

U

 
   '�(��� 4-3  �#,�ก�����-��	��������-�������	,+
��
����/
����� 0U  ���ก���#	)�����'$�,+
� 
                   �
����/
#�����#�� U ����&�α  ก%
��!����
����ก	 ox 
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������$" ���
�� �#2��� �	���	�)$����
��
�� �	��������-����ก��
�ก���-��	����	��!������ 
�#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�"  2+�$�ก��ก���
�����
	�����-���ก�	
ก�����-��	��� 63��
�&�����
�����
	�� 	 ε  ���ก�����-��	����	�
�����'��&�����
�����
	��'���ก�	����&����ก%,�������ก
�� 
�������&, am( )ε 	%�	�-� amε ≤ ε ���',+��ก#�ก��ก�����-��	����

@��"��	�ก�1���,���
 (Simple 

harmonic motion) �	��� 
2

2

2

d
w

dt

ε
= − ε  63��',+���4�������	��� am sin wtε = ε  ( 0ε = ��-�� 

t 0)=  (,������
���ก��#%�	#���-�	����ก%
 2
w

π  #�
	ก�����-��	������'���#2��� ���
��$������

�+��ก%		%	�-� �&�����
�����
	�	ก�����-��	����	�
�����'� ��'��������&�������ก%, ����� ε  

#�,��+��ก%
#�ก�� 
2

2

2

d
w

dt

ε
= ε  63�������4�������	��� wt wt

1 2e e−ε = ε + ε  ( 1 2,ε ε  �� 	

��������) 63�������',+�-� ��-�� t → ∞  ��+
 ε → ∞  ,+
� 
        4.3.1  ก�����-��	��������-� Model A 

  ��ก#�ก����� (4-4) �	ก������ 3
n

2
= �����-����-��	���,+
��
����/
�����  0U  (��-�

���-��	��������!�������
����
�����-� 0,V 0= ) ��',+ 

    






 α+ααρπ−= sinU
27

17
cossinU

27

10
cU2M 0

2

A                 (4-11) 

��ก#�ก����� (4-11) (���	�" 0MA =  ��-��  

  α−=αα sinU
27

17
cossinU

27

10
0  

	%)	�-���-��                   sin 0α =  $�-� 0U
cos 1.7

U
α = −  

63����',+                      0,α = π   $�-�  0U
arccos 1.7

U

 
α = − 

 
 

�$+             00 =α $�-� π  

���            







−=α

U

U
7.1arccos 0

1  

��',+
��                   0U
1 1.7 0

U
− < − <   $�-� 0U

0 0.5882
U

< <                          (4-12) 

��.���'�(��
 ������
ก��������������#����$%�	/� 0��% �����&����� Model A 
 ก��$	,�$+ ε+α=α 0  (,���� 0α �� 	�&���� �#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�" ���ก%

��!���

ก����ก	 ox  ��� ε  �� 	���	
	����������ก�+!�	�" 
,%�	%)	    { })(sin)(cos)cos()sin(cossin 0

2

0

2

00 α−αε+αα≈αα       (4-13) 

���        )cos()sin(sin 00 αε+α≈α                   (4-14) 
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ก�1���� 1 �#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�" �ก�,��� 00 =α  (��-����	�
	ก���#	)��) 
,%�	%)	��ก#�ก����� (4-13) ��� (4-14) ��',+ 

( ) ε=ε≈αα 0coscossin 2  
���               ( ) ε=ε≈α 0cossin  

��ก    �%���ก��������	���(���	�%��1���&�  =  ���
����(���	�"   

	%)	�-�           
2

A A2

d
I M

dt

α
=                                                    (4-15) 

�����ก#�ก����� (4-11) ��� (4-15) ��',+ 

        
2 2

2

A A 02 2

d d 2
I I U c (10Usin cos 17U sin )

d t dt 27

α ε
= = − ρπ α α + α  

                             ( )0

2 U17U10cU
27

2
+ερπ−=                    (4-16) 

 ε−= 2

AW  

�#,�
��ก�����-��	�������ก�,��กก���
�����
	��/ก	+����ก 00 =α ���#2��� 
ก�1���� 2 �#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�" �ก�,��� π=α0  (��-����	���ก���#	)��) 
,%�	%)	��ก#�ก����� (4-13) ��� (4-14) ��',+ 

( ) ε=πε≈αα 2coscossin  
���              ( ) ε−=πε≈α cossin   
��	�	#�ก����� (4-11) ��� (4-15) ��',+ 

           ( )
2 2

2

A A 02 2

d d 2
I I U c 10U 17U

dt dt 27

α ε
= = − ρπ ε −            

                  







−ερπ−=

U

U
7.11cU

27

20 022                           (4-17) 

,%�	%)	ก�����-��	������#2���?�� ��-�� 0
U

U
7.11 0 >








−  	%�	�-� 

                                                      5882.0
7.1

1

U

U 0 =<                                           (4-18) 

,%�	%)	2+� 5882.0
U

U 0 > ก�����-��	�����'���#2��� 

ก�1���� 3 �#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�" �ก�,��� 1α=α  (��-����	�%,ก���#	)��) 
ก��$	, ε+α=α 1  (,���� 1α �� 	�&���� �#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�" ���ก%
��!
���

ก����ก	 ox ��� ε  �� 	���	
	����������ก�+!�	�" ��ก#�ก����� (4-11 ) ��� (4-15)  

��-�� 







−=α

U

U
7.1arccos 0

1  ��',+   
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( ){ }

( )

2 2
2 2 2

A A 1 1 1 12 2

0 1 1

d d 2
I I Uc 10U sin cos cos sin

dt dt 27

17U sin cos

α ε = = − ρπ α α + ε α − α


+ α + ε α 

 

     
[

( ){ }

2

1 1 0 1

2 2

1 1 0 1

2
Uc (10Usin cos 17U sin )

27

10U cos sin 17U cos

= − ρπ α α + α

+ ε α − α + α


 

     
( )

( ){ }

2

1 1 0 1

2

1 0 1

2
Uc 10Usin cos 17U sin

27

10U 2cos 1 17U cos

= − ρπ α α + α

+ ε α − + α


     

     ( ){ }101

22 cosU171cos2U10cU
27

2
α+−αερπ−=                     (4-19) 
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U
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dt 27 U U
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










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
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ε
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        4.3.2  ก�����-��	��������-� Model B 

  ��ก#�ก����� (4-8) �	ก������ 3
n

2
= �����-����-��	���,+
��
����/
�����  0U  (��-�

���-��	��������!�������
����
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






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







−






 π
















 π
+ρπ= sinUsin)cos(1

8

3
cotU

8

3
cot1UcM 0

2

B   (4-22) 

��ก#�ก����� (4-22) (���	�" 0MB =  ��-��  

                                   α=αα








−






 π
sinUcossin1

8

3
cotU 0   

	%)	�-���-��                   sin 0α =  $�-� 0U
cos 1.7071

U
α = −  

63����',+                      0,α = π   $�-�  0U
arccos 1.7071

U

 
α = − 

 
 

�$+             00 =α $�-� π  

���            0
1

U
arccos 1.7071

U

 
α = − 

 
 

��',+
��                   0U
1 1.7071 0

U
− < − <   $�-� 0U

0 0.5858
U

< <                     (4-23) 

��.���'�(��
 ������
ก��������������#����$%�	/� 0��% �����&�������
ก�
��ก Model B 
ก��$	, ε+α=α 0  (,���� 0α �� 	�&���� �#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�" ���ก%


��!���

ก����ก	 ox  ��� ε  �� 	���	
	����������ก�+!�	�" 
,%�	%)	                 { })(sin)(cos)cos()sin(cossin 0

2

0

2

00 α−αε+αα≈αα             (4-24) 

���                                    )cos()sin(sin 00 αε+α≈α                  (4-25) 
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ก�1���� 1 �#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�" �ก�,��� 00 =α  (��-����	�
	ก���#	)��) 
��ก#�ก����� (4-24) ��� (4-25)   ��-�� 00 =α ��',+ 
                                         ( ) ε=ε≈αα 0coscossin 2  
���                                            ( ) ε=ε≈α 0cossin  

��ก     �%���ก��������	���(���	�%��1���&�  =  ���
����(���	�"   

	%)	�-�            
2

B B2

d
I M

dt

α
=           (4-26) 

,%�	%)	#�ก����� (4-8) ���#�ก����� (4-26) ��',+ 

      
2 2

2
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d d
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dt dt

α ε
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         ( )0
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         ε−= 2
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�����
	��/ก	+����ก 00 =α  ���#2��� 
ก�1���� 2 �#+	���ก�����-��	�����(���	�"�� 	!�	�" π=α0  (��-����	���ก���#	)��) 
��ก#�ก����� (4-24) ��� (4-25)  ��-�� π=α0 ��',+ 
                                         ε=πε≈αα 2coscossin  
���                                            ε−=πε≈α cossin     
��	�	#�ก����� (4-8) ���#�ก����� (4-26 ) ��',+         

             ( )
2
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d
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






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U
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

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
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0.5858

U
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�;��,��
ก%	ก%
ก������1 63��ก��$	, ε+α=α 1  (,���� 1α �� 	�&���� �#+	���ก�����-��	�����
(���	�"�� 	!�	�" ���ก%
��!���

ก����ก	 ox ��� ε  �� 	���	
	����������ก�+!�	�" 
��ก#�ก����� (4-24) ��� (4-25)  ��-�� 1α=α ��',+ 
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2

1

2

11 α−αε+αα≈αα       (4-30) 

���         )cos()sin(sin 11 αε+α≈α                   (4-31) 

 

 



 

 

86 

��ก#�ก����� (4-8) ��� (4-26) ��',+ 
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
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
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
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        4.3.3  �#2���?�� (Stability) ���ก�����-��	��������-�  
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                ��!����������$+(���	�"����ก%
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����/
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����/
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�กModel A �
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� ?����+��-��	'� U5858.0U 0 <     
  

 



����� 5 
�����	
��
������
�� 

 

5.1  �����	 
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� ��.�%ก!����
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α  )������%����/	#�&��ก�� Matlab  ��.�%ก!����/�# 4
n

3
= ��� 

4

π
α =  ��"�#������ก���!�/�

�
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�����ก��
��2�0 2

yF 1.0815 cU≈ ρ  
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3
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��+/�#8��(%���'����ก���%ก��"�'��*�ก����/�9 
�0���"�'ก��(��������
�(%�� !� ��.�%���ก�ก�(%���'����ก���%ก�� �5�กก�������
�(%�� !�
��%����� ����ก$��'������(� � (Upward thrust) 	'��0�-�/�#��'����ก���%ก�%�/�� !� ���
���ก(%�%���

���
���'��� � 
       5.1.2  /�ก�+������'����ก���%ก4,ก���%�,'ก����� ���"�#/	#��'����ก���%ก Model A )�����
0. ������#�����&1��,&��#��
#�&:����&��ก%��#���)ก�����(%���ก�� 2 ��������������'�ก��&��ก�ก�� 
������&����'��&:� ���������%������&��ก6/������ 3 ���-�
4,ก����#���	.%ก���*,ก�
�ก���#��(#��
(%���'����ก���%ก���%�,'/�#*
�� !� (/�(+������ก����'����ก���%ก%��4,ก�������-�%.��9�#��) 
�0.�%"�'�!�/�#�ก
��������������	.%ก��ก��ก ���
��/	#�	.%ก�������-�����ก
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�������,��-� )����&1��-�
��-��
�� ��*
��%ก(%���'����ก���%ก/��'�����%�,'/�#*
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!���+���-���-��
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5.2  
������
�� 
 ��������4�!�*�ก���
���
�� ��� ��/	#�&1�������/�ก��%%ก�����.%�������ก�+�
0. ������#����
�#��ก��0. ������#����(%� Model A ��� Model B  4����#�'��������(#%�!�ก�� �	'�
� !�"���#��
�����$����!����% ��.% ��ก�+�(%���'����ก���%ก���"�'/	'��ก�+�(%���.%����"&ก$
��� ������-�
�'�����.%%�,' 2 �!� �������ก�+��&1���'����ก���%ก �!��������� ����ก�'� ��.% A �����
0. ������#�����&1��,&��#��
#�&:����&��ก%��#���)ก�����(%���ก�� 2 ��������������'�ก��&��ก�ก�� 
�����.%%�ก�!�����ก�'���.% B ��0. ������#�����&1��,&���� ������
���ก�#�����
������(%���#����

��'�ก�� (ก!����/�# n ��'�ก�� 3
2
) 4#��!�*��
�����/	#ก����.%�� � 2 �!� ��0��'���.% A ��(���

�����������ก
���กก��&���(%�� !�/�����5��� 45 %��� ก���
����ก���
�.�%����(%���.% �#%�ก�'� 
��.%; B ����� ��%ก�������.% A ���,<����ก������������ก
���กก��"�'����4���2�0(%�ก���
�.�%����ก$
�#%�ก�'���.% B �#�� %�'��"�ก$��� 4����#�'�ก��"��(%�� !�%�,'/�����5����&1��-� 45 %��� ก��
�
����ก���
�.�%����(%���.% ��'��ก*�(%�ก���
�������$��'�*���07��'��9���ก
�(� �/��!��%�
�����ก���!������-�%.��9 ���"�'��'�ก�� 0 ��.% 180 %��� ����� ���.�%0
���+�*���*��������ก�'��
��#� ���0%����
�/�"�#�'� 
��%%ก�����.%��'����ก���%ก�����0. ������#�����&1��,&��#��
#�&:����
&��ก%��#���)ก�����(%���ก�� 2 ��������������'�ก��&��ก�ก��  
 ����
���
�� ��� ����$�"�#�'�/�ก����ก��ก�+������'����ก���%ก�
�.�%�����#��
�����$�
���� 
���&�����กก����-������ก���50�� Model A ��� Model B ���"�'"�#�!�ก����ก�� Model 

C ���/�ก��
!���+���-���-��
�� �����#���'������
�(%�(%�"�������ก���50�� Model A 

����� �ก��(���*�(%�����
�����������4ก���!�"�#�����������	'�ก����ก��ก�+���� Model C 

�
�.�%�����#��
�����$�
�������&�����กก����-� ��.%��'����ก���%ก�� ������ก�+���

�����$��	
��-��ก
�(� �  ��.%��ก��/�ก�+����ก����� !�"���#��
�����$�"�'���!����%��ก(%�� !� 
�&1��#� 
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ก������ก��	
��
������ก������������������ Model A 

ก���������	�"����� ����ก��#�ก���$�%&�����	���'�(�")��*"����+���",(���"��ก�#(���
��ก�$�'
�����ก�$ 2 �����$���
$��� �ก��"��ก#ก��+(�"���� ��",( (������$��-���� U  ���$.$ 
α  ก�#��
����#����ก�/��� ���	��#
�ก�
��������$��*"�##�����"�&� 
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