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บทที่ 2 

 
ทฤษฎทีี่ใชในการออกแบบการตรวจสอบขอบกพรอง 

บนภาพถายของพื้นผิวทีม่ีลวดลายดวยแบบจําลองทางสถิติ 

 
 งานวิจัยนี้เปนการประยุกตความรูทางดานระบบคอมพิวเตอรวิชั่นกับงานตรวจสอบหา

ขอบกพรองบนพื้นผิวที่มีลวดลาย เพื่อแยกแยะใหไดวาสิ่งใดคือขอบกพรองหรือลวดลายของพื้นผิว

โดยการเปรียบเทียบภาพอางอิงกับภาพทดสอบ การเปรียบเทียบภาพสองภาพนั้น มีวิธีที่งายที่สุด

ก็คือเปรียบเทียบพิกเซลตอพิกเซลวามีคาเทากันหรือไม แตในความเปนจริงแลววิธีการดังกลาว

เปนวิธีการที่แทบจะไมมีความถูกตองเลย ถาภาพของวัตถุสองภาพที่เหมือนกัน (ภาพที่หนึ่งลบ

ภาพที่สองเทากับศูนย) ถูกถายที่ตําแหนงตางกัน ภาพสองภาพที่เหมือนกันก็อาจจะตางกันโดย

ส้ินเชิงก็เปนได วิทยานิพนธนี้จึงประยุกตทฤษฎีทางคณิตศาสตรและสถิติเพื่อสรางวิธีการที่

สามารถจะแกปญหาดังกลาวใหได ในงานวิจัยนี้ไดใชทฤษฎีที่เกี่ยวกับแบบจําลองทางสถิติแบบตัว

แปรเดียวและแบบหลายตัวแปร วิธีการเปรียบเทียบแบบจําลองทางสถิติสองแบบดวย Kullback-

Leibler distance รายละเอียดของวิธีการและทฤษฎีที่กลาวมาทั้งหมดถูกแสดงดังตอไปนี้ 

 
2.1 แบบจําลองทางสถิติแบบตัวแปรเดยีวและหลายตัวแปร  

(Univariate and Multivariate Statistical Models) 
 

 วิทยานิพนธนี้ใชแบบจําลองทางสถิติในการจําลองพิกเซลที่เปนลวดลายของพื้นผิว เพื่อ

นําไปเปรียบเทียบกันวาพิกเซลดังกลาวเปนขอบกพรองหรือไม โดยวิทยานิพนธนี้นําเสนอการ

เปรียบเทียบแบบจําลองทางสถิติสามแบบจําลอง โดยแบงเปนการแจกแจงแบบตัวแปรเดียวและ

แบบหลายตัวแปร สําหรับการแจกแจงแบบตัวแปรเดียว ไดแก การแจกแจงแบบเกาสเซียน 

(Gaussian distribution) การแจกแจงแบบเกาสเซียนแบบทั่วไป (generalized Gaussian 

distribution) และการแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลที่สมมาตร (symmetric α -stable 

distribution) สําหรับการแจกแจงแบบหลายตัวแปร ไดแก การแจกแจงแบบเกาสเซียนหลายตัว

แปร (multivariate Gaussian distribution) การแจกแจงแบบเกาสเซียนทั่วไปหลายตัวแปร 

(multivariate generalized Gaussian distribution) และการแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลที่

สมมาตรหลายตัวแปร (multivariate symmetric α -stable distribution)  
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2.1.1 การแจกแจงแบบเกาสเซียน (Gaussian distribution) 

 

 การแจกแจงแบบเกาสเซียน (GD) เปนการแจกแจงที่มีลักษณะระฆังคว่ํา เปนที่นิยมใน

การนําไปประยุกตใชสําหรับจําลองสัญญาณและสัญญาณรบกวนในงานหลายประเภท [13]-[15] 

ฟงกชันการแจกแจงความนาเปน ( ; , )f x μ σ  จะเปนดังนี้ 

 

         
2

2

1 1( ; , ) exp
22

xf x μμ σ
σπσ

⎛ −⎛ ⎞= −⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎞
⎟⎟               (2.1) 

 

โดยที่ x  คือตัวแปรสุม μ  คือ คาเฉลี่ยของขอมูล (mean) และ σ  เรียกวาคาเบี่ยงเบนมาตราฐาน 

(standard deviation) เปนคาการกระจายของขอมูลและ 2σ  คือ คาความแปรปรวนของขอมูล 

(variance) โดยกราฟแสดงการแจกแจงแบบเกาสเซียน และสัญญาณแบบเกาสเซียนทางเวลาที่มี

คา μ  เทากับศูนยและ σ  เทากับหนึ่งและสองดังรูปที่ 2.1  

 

 งานวิจัยนี้ประมาณคาเฉลี่ย μ  และคาความแปรปรวน 2σ  ดวยวิธีการ maximum 

likelihood [15] คาเฉลี่ยและคาความแปรปรวนถูกประมาณจากกลุมตัวอยาง (sample) จํานวน 

K  ตัวอยาง  
 

           
1

1ˆ
K

k
k

x
K

μ
=

= ∑                         (2.2) 

 

    ( 22

1

1ˆ ˆ
1

K

k
k

x
K

)σ μ
=

= −
− ∑                      (2.3) 

 

ซึ่งพารามิเตอร μ̂  และ 2σ̂  จะนําไปใชในการถอดลักษณะเดน (feature extraction) และ

เปรียบเทียบความแตกตางระหวางภาพสองภาพ (similarity measurement) ในบทที่ 3 เร่ือง

วิธีการออกแบบระบบการตรวจสอบภาพถายที่มีลวดลายดวยแบบจําลองทางสถิติ 
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    (ก) 

 

              (ข) 

รูปที่ 2.1 ลักษณะของสัญญาณแบบเกาสเซียน (ก) การแจกแจงแบบเกาสเซียน ที่มี σ เทากับ 1 

และ 2 ที่มี 0μ =  (ข) ตัวอยางฮิสโตแกรมของสัญญาณแบบเกาสเซียนในลักษณะตัวแปรสุมที่มี

การแจกแจงแบบปกติ ที่มี 0μ =  และ σ  เทากับ 1 และ 2 และกราฟแสดงลักษณะสัญญาณทาง

เวลา 
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2.1.2 การแจกแจงแบบเกาสเซียนแบบทัว่ไป (Generalized Gaussian distribution) 
 

 ถึงแมวาการแจกแจงเกาสเซียนจะเปนที่นิยมทางดานวิศวกรรมและ วิทยาศาสตร อ่ืน ๆ 

แตอยางไรก็ตามมีงานทางดานวิศวกรรมบางประเภทที่การแจกแจงแบบเกาสเซียนไมสามารถ

จําลองไดผลดีเพราะไมสามารถจําลองขอมูลไดเหมาะสม ตัวอยางเชน ตัวอยางการแจกแจงแบบ

เกาสเซียนทั่วไปที่จะนิยมใชสําหรับสัญญาณรบกวนในสัญญาณภาพ [16] และสัญญาณเสียงที่

นิยมจําลองดวยการแจกแจงแบบลาปลาส [17] และ สัญญาณขอมูลที่มีลักษณะเปลี่ยนแปลง

ฉับพลัน (impulsive data) เปนตน ฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปน ( ; , , )f x μ λ β  [16]-[21] 

จะเปนดังนี้  

 

 ( ) 1; , , , exp
x

f x c
β

μ
μ σ β λ

λ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞−
⎜= − ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎟
⎟

               (2.4)     

 

โดยที่ x  คือตัวแปรสุม μ  เปนคาเฉลี่ยของตัวแปรสุม β  คือรูปรางการแจกแจงความนาจะเปน 

( )
( )

21
3

β

β
λ

β
⎛ Γ

= ⎜⎜ Γ⎝ ⎠

⎞
⎟⎟  และ 1

2 (1
c

β )

β

λ σ β
=

Γ
 คือสวนที่ทําใหผลรวมของการแจกแจงความถี่เปน

หนึ่ง (normalized constant) 1

0

( ) x tx t e d
∞

− −Γ = ∫ t  เปนฟงกชันแกมมา เมื่อการแจกแจงแบบ GGD 

มีคา 1β =  จะเปนการแจกแจงแบบลาปลาส 2β = จะเปนการแจกแจงแบบเกาสเซียน และเมื่อ 

β → +∞  จะเขาสูการแจกแจงแบบ uniform ( )3 , 3μ σ μ σ− +   เชน ถามี 0μ =  และมี 

1σ =  จะได uniform ที่มีขอบเขต ( )3, 3−  ดังรูปที่ 2.2 (ก) และสําหรับ  การแจก

แจงจะเปน impulse ที่

0β +→

x μ=   
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   (ก) 

 
 (ข) 

รูปที่ 2.2 ลักษณะของสัญญาณแบบเกาสเซียนทั่วไป (ก) การแจกแจงแบบเกาสเซียนทั่วไป ที่มีคา 

0μ =  และ 1σ =  โดยมี β  เทากับ 1, 2 และ 50 (ข) กราฟแสดงการเปรียบเทียบลักษณะ

สัญญาณทางเวลา ทีมีคา β  เทากับ 1, 2 และ 50 และตัวอยางฮิสโตแกรมของสัญญาณแบบ

เกาสเซียนทั่วไปที่มีคา 0μ =  และ 1σ =  โดยมีคา β  เทากับ 1, 2 และ 50 
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 วิธีที่ใชในการประมาณคา β  นั้นเราจะใชวิธีการ method of moment estimator (MME) 

[10], [19]-[20] โดยคา μ̂  ประมาณจากกลุมตัวอยาง (sample) ในลักษณะเดียวกับการประมาณ

จากการแจกแจงแบบเกาสเซียนดังสมการที่ (2.2) 

 

           1
1

1ˆ ˆ
K

k
k

m x
K

μ
=

= −∑                (2.5) 

            2
2

1

1ˆ ˆ
K

k
k

m x
K

μ
=

= −∑               (2.6) 

             
2

1 1

2

ˆˆ
ˆ
mF
m

β − ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
               (2.7) 

 

โดยฟงกชัน 
2 (2 / )( )

(3 / ) (1/ )
xF x

x x
Γ

=
Γ Γ

 เรียกวาฟงกชั่นอัตราสวนของการแจกแจงแบบเกาสเซียน

ทั่วไป (sampled generalized Gaussian function ratio) และ 1( )F x−  เปนอินเวอรสของ ( )F x

โดยมี 1( )F x−  ดังรูปที่ 2.3  

 
รูปที่ 2.3 กราฟแสดงลักษณะของ  1( )F x−

 

เมื่อ  เทากับ 1( )F x− β  และ x เทากับ 
2
1

2

ˆ
ˆ
m
m

 โดยคา 
2
1

2

)ˆ
ˆ
m
m

 จะมีคาอยูในชวง สําหรับ (0,0.75

β >10 กราฟจะมีลักษณะเปนเสนตรงซึ่งการประมาณคาจะมีความผิดพลาดสูง ดูที่มาจากผลการ

ทดลองในภาคผนวก ก. 



 
  
   12   
   
  
2.1.3 การแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลทีส่มมาตร (Symmetric α -stable distribution) 

 

 ในปจจุบันนี้การแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิล (α -Stable) เปนแบบจําลองทางสถิติที่นิยม

ในการนําไปใชงานอยางมาก เหมาะสําหรับจําลองขอมูลที่มีการเปลี่ยนแปลงฉับพลัน (impulsive 

data) ในงานวิจัยเรื่องการติดตอส่ือสาร ภาพ เสียง และการประมวลสัญญาณ [22]-[26] เนือ่งจาก

ถาจําลองขอมูลที่มีการเปลี่ยนแปลงฉับพลันดวยแบบจําลองเกาสเซียน จะทําใหไมสามารถหา

คาเฉลี่ยที่มีความแนนอนของสัญญาณไดเพราะถูกขอมูลที่มีการเปลี่ยนแปลงฉับพลันทําให

คาเฉลี่ยมีคาที่ไมแนนอนตามสัญญาณที่มีการเปลี่ยนแปลงฉับพลัน และคาเบี่ยงเบนมาตราฐาน

ของขอมูลที่ 2α ≠  จะมีความไมแนนนอน ดังนั้นการแจกแจงแบบเกาสเซียนจึงไมสามารถที่จะ

จําลองสัญญาณลักษณะนี้ไดอยางเหมาะสม เมื่อตัวกําหนดวาสัญญาณมีการมีการเปลี่ยนแปลง

ฉับพลันมากหรือนอยคือคาแอลฟา โดยถาคาแอลฟามีคานอย แสดงวาสัญญาณที่มีการ

เปลี่ยนแปลงฉับพลันสูงกวาคาที่มีคาแอลฟามาก ดังรูปที่ 2.4 แสดงสัญญาณที่มีคาแอลฟาเทากับ 

2, 1.5 และ 1.0 ตามลําดับ 

 
รูปที่ 2.4 แสดงกราฟของ σ  ของสัญญาณแอลฟาสเตเบิลที่มีคา α = 2, 1.5 และ 1.0 
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 ฟงกชันการแจกแจงแบบแอลฟาจะอยูในรูปการแปลงฟูเรียรของฟงกชันลักษณะเฉพาะ 

(characteristic function) ดังสมการ [22] 
  

 ( ) ( )1
2

jxtf x t eϕ
π

∞
−

−∞

= ∫ dt             (2.8) 

 

เมื่อ  คือ ฟงกชันลักษณะเฉพาะโดยมีสมการดังนี้ [22]-[25] ( )tϕ
 

                      
exp (1 (sign ) tan ) ,   1

2
( )

2exp (1 (sign ) ln ) ,        = 1

i t t i t
t

i t t i t t

αα παδ γ ε α
ϕ

δ γ ε α
π

⎧ ⎛ ⎞− − ≠⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎛⎪ − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

⎞
;            (2.9)     

       ( )
1,    0 

 0,    0  
1,    0   

t
sign t t

t

>⎧
⎪= =⎨
⎪− <⎩

 

โดยการแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิล (α -Stable) จะมีพารามิเตอรอยูส่ีพารามิเตอรที่สําคัญ ไดแก 

α  คือแอลฟา (characteristic exponent) มีคาอยูในชวง ](0,α ∈ 2  โดยคาแอลฟาถูกเรียกวา

เปนรูปรางของการแจกแจงและเปนตัวบอกความหนาของหางการแจกแจง δ  เดลตา (location 

parameter) มีคาอยูในชวง ( ),δ ∈ −∞ ∞  เปรียบเสมือนคาเฉลี่ยของการแจกแจงแบบเกาสเซียน 

γ  คือการกระจายของขอมูล (dispersion) มีคามากกวาศูนย ( )0γ >  เปนตัวบอกวาขอมูล

กระจายมากหรือนอยเปรียบเสมือนสวนเบี่ยงเบนมาตราฐานของการแจกแจงแบบเกาสเซียน และ 

ε  เปนตัวบอกลักษณะการเบของขอมูล มีคาอยูในชวง [ ]1,1ε ∈ −  โดยมีสัญลักษณตัวแปรสุมของ

การแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลเปน ( ), ,X Sα γ ε δ∼  

 การแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลที่มีคา 0ε δ= =  จะเรียกวาแอลฟาสเตเบิลที่สมมาตร 

symmetric α -Stable ( αS S ) เมื่อ 1γ =  จะเรียกวาเปนแอลฟาสเตเบิลที่สมมาตรแบบปกติ โดย

มีฟงกชันลักษณะเฉพาะ [22] ดังนี้  
 

     ( ) exp( )t t ααϕ γ= −               (2.9)
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)เมื่อแอลฟาเทากับสอง (  จะไดฟงกัชันการแจกแจงแบบเกาสเซียน และแอลฟาเทากับหนึ่ง 2α =

( )1α =  จะไดฟงกชันการแจกแจงแบบคอชี่ (Cauchy distribution) ดังรูปที่ 2.5  

 
   (ก) 

 
                (ข) 

รูปที่ 2.5 ลักษณะสัญญาณแบบแอลฟาสเตเบิลที่สมมาตร (ก) กราฟแสดงการแจกแจงแบบแอล

ฟาสเตเบิลที่สมมาตร ที่มีคาแอลฟาเทากับ 0.5, 1.0, 1.5 และ 2.0 (ข) กราฟแสดงลักษณะ
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สัญญาณทางเวลาและ ตัวอยางฮิสโตแกรมของสัญญาณแบบแอลฟาสเตเบิล ที่มี α  เทากับ 1.0, 

1.5 และ 2  

 การแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลที่สมมาตร เปนที่นิยมใชเพราะมีพารามิเตอรที่ใชในการ

วิเคราะหเพียงสองพารามิเตอร นั่นคือ α  และ γ  ในงานวิจัยนี้ก็จะใชการแจกแจงแบบแอลฟาสเต

เบิลในการจําลองขอมูลดวยวิธีการประมาณคาดังตอไปนี้ [22], [25] และ [26]  

   

กําหนดให             ( ) ( )
1

1ˆ exp
K

k
k

t itx
K

φ
=

= ∑                    (2.10) 

 

เมื่อ kx  เปนตัวอยางขอมูล  โดยที่ 1, 2,...,k K= K  เปนจํานวนตัวอยางขอมูล และ  เปน

พารามิเตอรของฟงกชันคาแรกเทอรลิสติกส หลังจากนั้นใชวิธี method of moment ในการ

ประมาณคา 

t

α  และ γ  
  

    ( )( ) (2
log log log log 2t t )ϕ α γ− = +                 (2.11) 

 
 
และจากสมการเสนตรง 
 

                    k ky wα η= +                   (2.12) 
 
จากการเปรียบเทียบสัมประสิทธิ์ระหวางสมการ (2.11) กับ สมการ (2.12) จะได

วา ( )( )2
log logk ky tϕ= − , ( ) log 2η γ= , logkw = kt  และใช linear least square ในการ

ประมาณคา α̂  และ γ̂  

   

      1 1
2

2

1 1

ˆ

K K K

i i i i
i i i

K K

i i
i i

K w y w y

K w w
α = = =

= =

+
=

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
∑ ∑ ∑

∑ ∑
             (2.13) 

 

   
1 1

1 1ˆ exp
2

K K

i
i i

y w
K

γ α
= =

⎛ ⎞⎛
= −⎜ ⎟⎜

⎝⎝ ⎠
∑ ∑ i

⎞
⎟
⎠

                     (2.14) 
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2.1.4 การแจกแจงแบบเกาสเซียนหลายตวัแปร (Multivariate Gaussian distribution) 

 

 สําหรับการแจกแจงแบบเกาสเซียนตัวแปรเดียวนั้น (GD) เปนการจําลองขอมูลตัวเดียว 

(หนึ่งมิติ) แตสําหรับขอมูลที่มีตัวแปรตั้งแตสองตัวแปรขึ้นไปการจําลองขอมูลนั้นก็จะไมสามารถ

จําลองไดดวยแบบจําลอง GD ได แตตองจําลองดวยแบบจําลองเกาสเซียนหลายตัวแปร (MGD) 

เพราะแบบจําลอง MGD จะมีการคิดความสัมพันธระหวางขอมูล (correlation) ดวย ทําให

แบบจําลองมีความถูกตองเหมาะสมมากกวาแบบจําลอง GD [27]-[29] สําหรับฟงกชันการแจก

แจงความนาจะเปนแบบเกาสเซียนหลายตัวแปร ( ); ,f ΣX μ  จะเปนดังนี้  

 

         ( )
( )

( ) (1
1

22

1 1; , exp
22

T
Nf

π
−⎛ ⎞Σ = − − Σ −⎜ ⎟

⎝ ⎠Σ
X X )Xμ μ μ                   (2.15) 

 

เมื่อ [ ]1 2, , , T
Nx x x=X …  เปนเวกเตอรของตัวแปรสุม  เปนจํานวนตัวแปรสุม (dimension) N μ  

เปนเวกเตอรคาเฉลี่ยของตัวแปรสุม และ Σ  เปนเมทริกซคาความสัมพันธระหวางขอมูล 

(covariance Matrix) มีขนาด N N×  ถา Σ  เปนไมเปนเอกฐาน (non-singular) จะสามารถหาดี

เทอรมิแนนทได Σ  เมื่อ  สมการ (2.15) จะเปนการแจกแจงแบบเกาสเซียนตัวแปรเดียวดัง

สมการที่ (2.1) และถา จะเรียกวา Bivariate Gaussian distribution [27]  

1N =

2N =

 

 สําหรับการประมาณพารามิเตอรเวกเตอรคาเฉลี่ย μ  และ เมทริกซความสัมพันธระหวาง

ขอมูล  นั้น ในงานวิจัยนี้จะใช maximum-likelihood estimator [29]   Σ

      

    [ ]1 2ˆ ˆ ˆ ˆ T
Nμ μ μ= "μ             (2.17) 

 

        ( )( )
1

1ˆ ˆ ˆ
1

K
T

i i
iK =

Σ = − −
− ∑ X Xμ μ             (2.18) 

 

เมื่อ K คือจํานวนตัวอยางขอมูล การประมาณคาสําหรบั μ̂  จะใชสมการ (2.2) 
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2.1.5 การแจกแจงแบบเกาสเซียนทั่วไปหลายตัวแปร (Multivariate generalized Gaussian 

distribution) 
  

 การแจกแจงแบบเกาสเซียนทั่วไปหลายตัวแปรมีลักษณะคลายกับ GGD หนึ่งตัวแปร แต

เพิ่มการพิจารณาเมทริกสความสัมพันธระหวางขอมูล (covariance matrix) การแจกแจงแบบ

เกาสเซียนทั่วไปหลายตัวแปร (MGGD) มีการใชงานเกี่ยวกับงานทางดานการประมวลผลภาพ เชน 

ลดสัญญาณรบกวนในภาพ [30] การคนหาภาพจากฐานขอมูลรูปภาพ [31] เปนตน สําหรับ

ฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปนแบบเกาสเซียนทั่วไปหลายตัวแปร ( ); ,f ΣX μ  จะเปนดังนี้  

 

 ( ) ( )( ) 211( ; , , ) exp Tf C
β

β
λ

−⎛ ⎞
∑ = − − ∑ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
X Xμ μ X μ  (2.19) 

 

เมื่อ [ ]1 2, , , T
NX x x x= …  เปนเวกเตอรของตัวแปรสุม,  เปนจํานวนตัวแปรสุม (dimension) N

μ  เปนเวกเตอรคาเฉลี่ยของตัวแปรสุม, Σ  เปนเมทริกซคาความสัมพันธระหวางขอมูลเรียกวา 

(covariance Matrix) มีขนาด N N×   สําหรับ β  คือรูปรางการแจกแจงความนาจะเปน 

( )
( )

21
3

β

β
λ

β
⎛ ⎞Γ

= ⎜ ⎟⎜ ⎟Γ⎝ ⎠
และ 

( )
1

1
2

1

12

N

βλ
ββ

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟

C

Γ ∑⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 คือสวนที่ทําใหผลรวมของปริมาตรเปน

หนึ่ง การประมาณคา β  จะใชสมการ (2.7) และการประมาณคาสําหรับ μ  และ Σ  จะใชสมการ 

(2.16) และ (2.17) 

 

2.1.6 การแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลทีส่มมาตรหลายตัวแปร (Multivariate symmetric α -

alpha stable)  
   

 ในงานวิจัยนี้จะใชการแจกแจงแบบเกาสเซียนยอย (sub-Gaussian distribution) เปน

แบบจําลองขอมูลหลายตัว ซึ่งอยูในกลุมการแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลที่สมมาตรหลายตัวแปร 

[22], [32] การแจกแจงแบบเกาสเซียนยอยมีการใชงานอยางแพรหลาย ไดแก ระบบการมองเห็น
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ของมนุษย [33] การประมวลผลสัญญาณเสียง [34]-[35] การคนหาภาพจากฐานขอมูลรูปภาพ 

[36] เปนตน โดยมีฟงกชันลักษณะเฉพาะดังนี้  
 

 ( ) ( ) 21exp
2

Tt t
α

ϕ ⎛ ⎛= − Σ⎜⎜ ⎝⎝
t ⎞⎞

⎟⎟⎠⎠
 (2.20) 

 

เมื่อ α  คือแอลฟามีคาอยูในชวง ( ]1,2  และ Σ  เปนเมทริกซคาความสัมพันธระหวางขอมูล

เรียกวา covariance matrix สมมุติให  เปนการแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลที่สมมาตรตัวแปร 

เดียวที่มีคาแอลฟาเปน 

S

2
α   มีการเบขวา 1ε =  และมีการกระจายขอมูลเปน 2cos

4
παγ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

และ Y  เปนการแจกแจงแบบเกาสเซียนหลายตัวแปรและเปนอิสระกับ  จะไดวา  เปนตัวแปร

สุมที่มีการแจกแจงแบบเกาสเซียนยอยดังนี้ [22], [35] 

S X

 

          
1

2X S Y=  (2.21) 
 

สําหรับในการประมาณคา α  จะใชสมการที่ (2.10) - (2.13) และ Σ  จะใชสมการที่ (2.17) และใน

วิทยานิพนธนี้จะใชฟงกชันการแจกแจงลักษณะเฉพาะของแอลฟาสเตเบิลที่มีผลรวมของปริมาตร

เปนหนึ่งดังสมการ (2.22) 

 

  ( ) ( )t A tϕ ϕ′ =  (2.22) 

 

เมื่อ 
12

N

NA
α

α

Σ
=
⎛ ⎛ ⎞Γ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎞
 เปนคาทีท่ําใหปริมาตรของการแจกแจงเปนหนึ่ง 

 

 
2.2 Kullback-Leibler divergence (KLD) 

 

 KLD เปนการเปรียบเทียบการแจกแจงความนาจะเปนสองฟงกชันวามีความเหมือนหรือ

แตกตางกัน (ความสัมพันธระหวางเอ็นโทรป) [37], [38] เปนที่นิยมในการนําไปใชงาน ไดแก การ
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ประมวลผลสัญญาณเสียง [17] การคนหาภาพจากฐานขอมูลรูปภาพ [36] เปนตน เนื่องจาก KLD 

ไมมีคุณสมบัติสมมาตร จึงเรียกวา divergence แทน distance [37] 

 โดยทั่วไป 1f  และ 2f  เปนฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปนแบบตอเนื่องที่ตองการ

เปรียบเทียบกัน สําหรับ KLD แบบตัวแปรเดี่ยวจะมีรูปแบบดังสมการ (2.23) และแบบหลายตัว

แปรจะมีรูปแบบดังสมการ (2.24) ดังนี้ [37] 

  

               ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1
1 2 1

2

ln
f x

KL f x f x f x dx
f x

∞

−∞

= ∫&  (2.23) 

   

  ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1
1 2 1 1

2

ln N

f
KL f f f x dx dx

f

∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫
X

X X
X

& " "  (2.24) 

 

 สําหรับ KLD ของการแจกแจงแบบแอลฟาสเตเบิลที่สมมาตรแบบตัวแปรเดียวและแบบ

หลายตัวแปร จะเปนรูปสมการของฟงกชันคาแรกเทอรลิสติกสตอเนื่องซึ่งมีรูปสมการดังนี้ [38]  

 

                ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1
1 2 1

2

ln
t

KL t t t d
t

ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ

∞

−∞

′
′ ′ ′=

′∫& t  (2.25) 

 

    ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1
1 2 1 1

2

ln N

t
KL t t t dt dt

t
ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ

∞ ∞

−∞ −∞

′
′ ′ ′=

′∫ ∫& " "  (2.26) 

 

 ในงานวิจัยนี้นิยามฟงกชันใหมที่เปน distance สําหรับ GD, GGD, MGD และ MGGD ที่

มีคุณสมบัติสมมาตรดังสมการนี้ 

 

          ( ) ( )1 2 2 1|| ||
2KL

KL f f KL f f
D

+
=  (2.27) 

 

และ distance สําหรับ αS S , αMS S  สมการดังนี้ 

 

      ( ) ( )1 2 2 1|| ||
2KL

KL KL
D

ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′+
=

′
 (2.28) 
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สมการ (2.27) - (2.28) จะมีคุณสมบัติสมมาตรและมีคามากกวาหรือเทากับศูนย 


