
บทที่ 3 
การพัฒนาโปรแกรม 

 
3.1 สวนขั้นตอนกอนการวิเคราะห (Pre-Processing) 
 สวนขั้นตอนกอนการวิเคราะห (Preprocessing) เปนสวนการเตรยีมขอมูลกอนการวิเคราะห
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 1.  ขอมูลหมายเลขจุดตอในแตละเอลิเมนต (Node Number per Element) ดังแสดงในรูปที่ 6 
ดังนี้  
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      (Local Element)         (Global Element) 

รูปท่ี 6 แสดงหมายเลขจดุตอของเอลิเมนต 
 

 การเก็บขอมูลหมายเลขจดุตอจะเก็บโดยเรยีงลําดับหมายเลขจุดตอตามเอลิเมนตเฉพาะที่ (Local 
Element) ซ่ึงจากรูปที่ 6 ไดหมายเลขจุดตอ (Node) ของเอลิเมนตที่ 5 ดังนี้  
 
  Element No.        Node Number 
           Local Element=    1    2   3    4   5   6     7     8 
         5              5    8   6    9   2   7    10    4  
 
 2. ขอมูลหมายเลขพิกัดของจุดตอในแตละเอลิเมนต (Node Coordinates Number per Element) 
โดยแสดงหมายเลขจุดตอและพิกดัในระนาบแกน X,Y,Z ดังตัวอยางตอไปนี้  
 
  Node No. Node Coordinate  X Y Z 
        1     10      -15         5 
        2     5 20      -10 



 23 

 3. ขอมูลคาระดับของการแบงเอลิเมนต (Degree of Refinement) ดังแสดงในรูปที่ 4 ดังนี้ เอลิ
เมนต A มีคาระดับของการแบงเอลิเมนตเทากับ 1, เอลิเมนต iv มีคาระดับของการแบงเอลิเมนตเทากับ 2 
และเอลิเมนต Z  มีคาระดับของการแบงเอลิเมนตเทากับ 3 
 4. ขอมูลหมายเลขเอลิเมนตขางเคียงในแตละหนา (Face) ในแตละเอลิเมนต (Neighbors 
Element) โดยเอลิเมนตหนึ่งเอลิเมนตจะมจีาํนวนหนาอยู 6 หนา ดังแสดงในรูปที่ 7 โดยเอลิเมนตทีไ่มมี
เอลิเมนตขางเคียงจะกําหนดใหเปน 0 ดังแสดงตอไปนี ้
 

FACE 1 FACE 2 FACE 3

FACE 6FACE 5FACE 4

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7 จํานวนหนา (Face) ในแตละเอลิเมนต 
 
  Element No.   Neighbors Element 
       Face= 1 2 3 4 5 6  
         1     0  0  0  3  2  5  
         2     0  2  3  0  0  8 
 
 5. ขอมูลหมายเลขขอบของเอลิเมนต (Edge Number of Element) โดยเอลิเมนตหนึ่งๆ จะมี
จํานวนขอบ (Edge) 12 ขอบ ดังแสดงในรูปที่ 8 และจะทําการรับคาหมายเลขขอบ (Edge) โดยหมายเลข
ขอบนี้จะเปนหมายเลขขอบโดยรวม (Global Edge Number) ดังตอไปนี้ 
 
  Element No.   Edge Number of Element 
    Edge=   1    2    3    4    5    6    7    8    9    10    11    12 
         1   6    4    1    3   17  14  13  16   27  25    22    24  
     2   7    5    2     4  18  15  14  17   28  26    23    25 
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 รูปที่ 8 หมายเลขขอบเฉพาะที่ (Local Edge Numbers) และหมายเลขขอบโดยรวม (Global 
Edge Numbers)  
 
 6. ขอมูลการเคลื่อนตัวของจุดตอบนขอบเขต (Node Displacement Boundary Condition or 
Degree of Freedom) เพื่อไมใหมีการเคลื่อนตัวในทิศทางใดๆ ที่จดุตอ โดยตองระบจุุดตอที่ตองการและ
กําหนดทิศทางที่ตองการไมใหเกิดการเคลือ่นตัว โดยทิศทางที่อิสระกําหนดใหเปน 1 และทิศทางที่
ตองการจํากัดการเคลื่อนตัวกําหนดเปน 0 ดังตัวอยางตอไปนี ้
 
   Node No.  X Y Z 
         1   0       1         0 
         2   1 0         1 
 
 7. ขอมูลแรงกระทําภายนอก (External Load Data) เนื่องจากการงานวิจยันี้ศกึษาเกี่ยวกับอะ
แดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต ผลจากการแบงเอลิเมนตใหละเอียด ทําใหการที่จะกําหนดแรงกระทําที่จดุตอ
หลังจากแบงเอลิเมนตแลวมคีวามยุงยาก จึงทําการปอนแรงกระทําเปนพื้นที่บนหนา (Face) ของเอลิ
เมนต แลวจึงทําการกระจายแรงกระทํากระทําที่จุดตอ ดงัแสดงในรูปที่ 9,10 และการกําหนดแรงกระทํา
ทําไดโดยกําหนดเฉพาะเอลิเมนตที่มีแรงมากระทําเทานัน้ ดังแสดงตอไปนี ้
 
  Element No. หนา(Face) ที่แรงกระทํา   ขนาดแรงกระทํา 
          1        2          -100  
          2        2          -100  
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รูปที่ 9 การปอนขอมูลแรงกระทําภายนอก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 10 ขอมูลแรงกระทําภายนอกกรณีที่เอลิเมนตไดรับการแบง (Refinement) 
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8. ขอมูลคุณสมบัติของเอลิเมนต (Element Material Data) จะทําการกําหนดคุณสมบัติตางกัน

ไปในแตละเอลิเมนต  โดยกําหนดหมายเลขแสดงชนิดของเอลิเมนต (Element Type Number) และ
ขอมูลคุณสมบัติของเอลิเมนต เชน คาโมดูลัสยืดหยุน(E), อัตราสวนปวสซอง (v)  ดังแสดงตอไปนี้ 

 
 Element Type No. E v  
  1          3000 0.3 
  2            400 0.5   
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Element No.    1 2 3 4 5 6 
Element Type No. 1 1 2 1 1 2 
 
9. ขอมูลจํานวนเอลิเมนตเร่ิมตนทั้งหมด (Total Initial Element), จํานวนจุดตอเอลิเมนตเร่ิมตน

ทั้งหมด (Total Node) และจํานวนหมายเลขขอบโดยรวมเริ่มตนทั้งหมด (Total Initial Global Egde 
Numbers) 

10. ขอมูลหมายเลขจุดตอที่อยูบนขอบของปญหา (Node on Edge Problem) และขอมูล
หมายเลขจดุตอที่อยูบนผิวของปญหา (Node Surface) เพื่อใชเปนขอมูลประกอบในการตรวจสอบจุดตอ
แบบถูกบังคับ (Constained Node) รายละเอียดจะกลาวในเรื่องการตรวจสอบจุดตอแบบถูกบังคับ โดย
หมายเลขจดุตอที่อยูบนขอบของปญหากําหนดใหเปน 1 แตถาหากจดุตอไมใชจุดตอที่อยูบนขอบ
กําหนดใหเปน 0 ดังแสดงตอไปนี ้

 
   Node No. Node on Edge/Nodesurface 
         1                               0                 
         2            1  

 
11. ขอมูลหมายเลขจุดตอทีอ่ยูบนขอบเอลิเมนต (Node on Edge Element) ทั้ง 12 ขอบ เปน

ขอมูลที่จําเปนตองมีแตไมตองเตรียมคาขอมูล เนื่องจากไดทําการเขียนโปรแกรมใหคํานวณหาคา
หมายเลขจดุตอเอลิเมนตอัตโนมัติ จากรูปที่ 6,8 มีวิธีการวิเคราะหหาจดุตอบนขอบดงันี้ 

จากรูปที่ 8 ตําแหนงทีห่มายเลขขอบเฉพาะที่ ( Local Edge Numbers )ลําดับที่ 1 เมื่อดูจากรูปที ่
6 ที่ขอบลําดับที่ 1 นี้ จะมีลําดับหมายเลขจดุตอเฉพาะที่ (Local Node) คือลําดับที่ 4,3 และจะมีหมายเลข
จุดตอโดยรวมจากรูปที่ 6 คอื 9,6 และขอบที่ 2 ถึง 12 สามารถวิเคราะหไดดังที่กลาวมา ไดดังตัวอยาง
ดังตอไปนี ้

              Element No.5 
Edge     Sequence Node      Node on Edge (Global Node) 
   1  3 4  6 9 
   2  2 3  8 6 
   3  1 2  5 8 
   4  1 4  5 9  
   5  3 7  6 10 
  6  2 6  8 7 
  7  1 5  5 2 
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  8  4 8  9 4 
  9  7 8  10 4 
10  6 7  7 10 
11  5 6  2 7 

  12  5 8  2 4 
 
12. ขอมูลหมายเลขจุดตอที่อยูบนหนาเอลิเมนต (Node on Face Element) เปนขอมูลที่

โปรแกรมคํานวณใหโดยอัตโนมัติเหมือนกับขอมูลหมายเลขจุดตอที่อยูบนขอบ และหลักการวเิคราะหก็
คลายกันโดย หมายเลขจดุตอของหนา 

 
                 Element No.5 

Face     Sequence Node      Node on Face (Global Node) 
   1        1   2   3   4            5     8     6     9 
   2        1   2   5   6            5    8      2     7 
   3        1   4   5   8            5    9      2     4 
   4        3   4   7   8            6    9     10    4 
   5        2   3   6   7            8    6      7     10 
   6        5   6   7   8            2    7     10    4 
 

3.2 สวนวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต (FEM Analysis) 
เปนขั้นตอนของการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตแลวนําผลเฉลยที่ไดสูขั้นตอน

หลังการวิเคราะหตอไป 
 

3.3 สวนขั้นตอนหลังการวิเคราะห (Post-Processing) 
เปนสวนวิเคราะหขอมูลเพิ่มเติมที่ไดจากการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต และนําเสนอขอมูล

ตางๆในรูปแบบที่เหมาะสม 
1. การนําเสนอขอมูลโครงขายเอลิเมนต 
2. การนําเสนอขอมูลการเคลื่อนตัวที่จุดตอ 
3. การนําเสนอขอมูลหนวยแรงที่จุดตอ 
4. ขั้นตอนการประมาณคาความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) หลังจากไดผลเฉลยจาก

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในระบบชิน้สวนที่มีลักษณะหยาบซึ่งเปนระบบเริ่มตน แลวจึงประมาณคา
คลาดเคลื่อนในตําแหนงตางๆของปญหาจากผลเฉลยที่ได โดยทําการประมาณคาทั้งในสวนเฉพาะที ่
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(Local) และโดยรวม (Global) แลวทําการตรวจสอบคาคลาดเคลื่อนที่ไดในแตละเอลิเมนตวาเอลิเมนต
ใดบางที่มีคาคลาดเคลื่อนเกนิกวาทีย่อมใหหรือไม หากคาความคลาดเคลื่อนเกนิกวาคาคลาดเคลื่อนที่
ยอมให ก็ทาํการสงขอมูลสูขั้นตอนอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตตอไป ซ่ึงในสวนพัฒนาโปรแกรม
ประกอบไปดวย 

- พัฒนาโปรแกรมในการสรางหนวยแรงปรบัเรียบในระดบัเอลิเมนต และหา
คาเฉลี่ยของหนวยแรงที่จดุตอของเอลิเมนต 

- คํานวณหาคาคลาดเคลื่อนในระดับเอลิเมนต โดยใชนิยามจากสมการที่ 38 ดังนี ้
 

1
2

2

Te e e dσ σ σ
∗ ∗ ∗

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫      (38)  

 
โดยที ่ *

2
eσ  = นอรมพลังงานความคลาดเคลื่อน 

  = เวคเตอรความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง *eσ
D  = เมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด  Dσ ε=

Ω  = โดเมนที่พิจารณา เชน เฉพาะที่ (local) หรือ โดยรวม (Global) 
 

- คํานวณหาคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธในระดบัทั่วไป (Global) โดยใชนิยามจาก
สมการที่ 39 ดังนี้ 
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      (39) 

 
 โดยที่    =  คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ (Relative Error) *η

   
2

U ∗  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจาก SPR 

   
2

U  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจากผลเฉลยแมนตรง 
 

- ตรวจสอบคาคลาดเคลื่อนที่ไดกับคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมให และจะทําการเพิ่ม
ความละเอียดใหกับเอลิเมนตที่มีคาความคลาดเคลื่อนระดบัเอลิเมนตสูงสุด 10 % ของจํานวนเอลิเมนต
ทั้งหมด โดยจะทําการสงขอมูลสูขั้นตอนอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตตอไป 
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3.4 สวนอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (Adaptive Finite Element) 
เปนสวนโปรแกรมที่ทําใหโครงขายเอลิเมนตมีความละเอียดขึ้น โดยทําการแบงเอลิเมนตที่มีคา

ความคลาดเคลื่อนมากเกินกวาคาวามคลาดเคลื่อนที่ยอมใหเทานัน้ หลังจากที่ทําใหโครงขายเอลิเมนต
ละเอียดขึ้นแลวก็จะทําการสงขอมูลไปคํานวณตามวิธีไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้ง เพือ่หาผลเฉลย และ
ตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อนอีกครั้ง และทําการแบงเอลิเมนตใหมีความละเอียดอีกหากผลเฉลยยังมี
คาความคลาดเคลื่อนมากเกินกวาคาที่ยอมให ซึ่งก็จะกระทําซํ้าๆ ไปเรื่อยๆ จนกวาไดคาความ
คลาดเคลื่อนอยูในเกณฑที่พอใจ การทํางานของอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต ไดแสดงดังรูปที่ 11 – 18 
ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี ้

1. การตรวจสอบระดับของการแบงเอลิเมนตเทียบกับเอลิเมนตขางเคียง ซ่ึงแผนภมูิการทํางาน
ไดแสดงในรูปที่ 13 โดยวิธีการตรวจสอบจะรับคาเอลิเมนตที่ตองการแบงใหละเอยีดเนือ่งจากมีคาความ
คลาดเคลื่อนเกินกวาที่ยอมใหมาตรวจสอบระดับการแบง (Degree of Refinement) เทียบกับเอลิเมนต
ขางเคียงในทกุๆหนา (Face) หากระดบัการแบงของเอลิเมนตขางเคียงนอยกวากต็องทําการแบงเอลิ
เมนตขางเคียงนั้นดวย โดยท่ีไมตองพิจารณาวาคาความคลาดเคลื่อนเกินกวาคาที่ยอมใหหรือไม และตอง
ตรวจสอบเอลิเมนตขางเคียงนั้นดวยวามีคาระดับการแบงนอยกวาเอลิเมนตขางเคียงนัน้หรือไม หาก
นอยกวาก็ตองทําการแบงเอลิเมนตขางเคียงนั้นๆ ตอไป กระทําเชนนี้ไปเรื่อยๆ จนกวาจะครบทุกเอลิ
เมนตที่ตองทําการแบงเพิ่มความละเอยีด 

ซ่ึงในขณะที่มกีารตรวจสอบเอลิเมนตกับเอลิเมนตขางเคียง ทําใหมีการตองแบงเอลิเมนต
เพิ่มเติมจากกรณีที่คาระดับการแบงนอยกวาเอลิเมนตขางเคียง ก็จะทําการเก็บขอมูลเอลิเมนตที่ตองแบง
เพิ่ม และเตรียมขอมูลเอลิเมนตที่จะแบงเพื่อเพิม่ความละเอียดสงใหขบวนการแบงเอลิเมนต 
(Refinement) ตอไป  
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รูปที่ 11 แสดงแผนภูมกิารทํางานของอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 

หยุดการทํางาน

NO YES

คํานวณผลเฉลยหนวยแรง Adaptive Refinement

Error >Allowable ?

Error Estimation

คํานวณหนวยแรงที่จุดตอแตละเอลิเมนต
คํานวณหนวยแรงที่จุดเกาสแตละเอลิเมนต

วิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต

จําลองโครงสรางเปนโครงขายเอลิเมนต

Update Properties Element

Refinement

Check Neighbors Element

Adaptive Refinement

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 12 แสดงแผนภูมกิารทํางานของอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต 
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Goto Refinement
YES

NOneed refine ??
i >total element

  goto A  until more than total face
- สงคา neighbors element number
- รับคา neighbors element number
- Refine neighbors element

i++

NO

YES

j >total face ??

j++

element face j ??
DOR Neighbors 

Degree of refine (DOR)

DOR element i > YESNO

for j=1 to total face
Element i

A

for i=1 to total element need refine 

รับคา element need refine
Check Neighbors Element

รูปที่ 13 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการตรวจสอบระดับการแบงเอลิเมนตของเอลิเมนตที่
พิจารณาเทยีบกับเอลิเมนตขางเคียง 
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2. การแบงเอลิเมนตเพื่อเพิ่มความละเอียดใหกับเอลิเมนต โดยในขัน้ตอนการแบงนี้จะทําการ
แบงเอลิเมนตทีละเอลิเมนต ในการแบงเอลิเมนตจะเรียกเอลิเมนตกอนที่จะทําการแบงวาเอลิเมนตแม 
(Mother Element) และเรียกเอลิเมนตหลังจากการแบงแลววาเอลิเมนตลูก (Son of Element) ในเอลิเมนต
ลูกที่เกิดขึ้นก็จะเกดิจุดตอใหม มากที่สุดรวมทั้งหมด 27 จุดตอตอการแบงในหนึ่งเอลิเมนต และในจุด
ตอ (Node) ที่เกิดขึ้นมีทั้งจดุตอที่ขอบ (Node on Edge),จุดตอที่หนา (Node on Face) ,และจุดตอที่กลาง
เอลิเมนตแม (Node in Middle Mother Element) ดังแสดงในรูปที่ 14  

 
 
 
 
 
 
 
       เอลิเมนตแม                   เอลิเมนตลูก 
รูปที่ 14 แสดงจุดตอที่เกดิจากการแบงเอลิเมนตแมเพื่อทาํใหเอลิเมนตมีความละเอียดขึ้น 

 
ดังนั้นเพื่อใหมีความงายและเปนระบบระเบียบในการแบงเอลิเมนตจงึแบงเปน 3 สวนดังแสดง

ในรูปที่ 15 ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี ้

Update Properties Element

Refinement

Node Face Refinement

Node Edge Refinement

Middle Node Refinement

each element

8 7

65

34

21

4

1

3

8

2

7

65

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 15 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงเอลิเมนตเพื่อทาํใหเอลิเมนตมีความละเอียดขึ้น 



 33 

- การแบงจุดตอเอลิเมนตที่ขอบ (Node on Edge Refinement) สามารถแสดงดังในรูปที่ 15 เอ
ลิเมนตในแตละเอลิเมนตจะมีขอบอยู 12 ขอบ ดังนั้นการแบงจะเกิดจุดตอ 12 จุดตอดงัแสดงในรูปที่ 16  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

- node refine on edge
- initialize status edge refinement 
- edge number
- degree of freedom new node
- coordinate new node
- new node

refine by

NO

YES

more than 12 ?
Is edge number

Go to Node Face Refinement 

- รับคา Edge Number on Edge at refine 

For edge =1 to edge =12

- รับคา Node Number on Edge at refine

Is edge refine ? YESNO

Node Edge Refinement

รูปที่ 16 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงขอบของเอลิเมนต (Edge Refinement) 
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4

1

3

8

2

7

65
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 17 แสดงจํานวนจุดตอที่เกิดขึ้นเนื่องจากการแบงขอบของเอลิเมนต (Edge Refinement) 
 

- การแบงจุดตอเอลิเมนตที่หนา (Node on Face Refinement) สามารถแสดงดังในรูปที่ 19 เอ
ลิเมนตในแตละเอลิเมนตจะมีจํานวนหนาอยู 6 หนา ดังนั้นการแบงจะเกิดจดุตอ 6 จดุตอดังแสดงในรูปที่ 
18 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4

1

3

2

7

65 5 6

78

3

1

4 4

1

3

8

2

7

65

5 6

78

3

1

44

1

3

8

2

7

655 6

7

2

3

1

4

2

8

Face 1 Face 2 Face 3

Face 4 Face 5 Face 6

รูปที่ 18 แสดงจํานวนจุดตอที่เกิดขึ้นเนื่องจากการแบงหนาของเอลิเมนต (Face Refinement) 
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- รับคา Node Number on Face at refine

Is face refine ? YESNO

neighbor face ?
Is there YESNO

Node Face Refinement

For face =1 to face =6

Go to  Middle Node Refinement 

Is Face number
more than 6 ?

YES

NO

refine by
- new node
- coordinate new node
- degree of freedom new node
- edge number
- initialize status face refinement 
- node refine on face

รูปที่ 19 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงหนาของเอลิเมนต (Face Refinement) 
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- การแบงจุดตอเอลิเมนตที่กลางเอลิเมนต (Middle Node Refinement) การแบงจุดตอที่กลาง
เอลิเมนตจะไมมีความยุงยากซับซอน เนือ่งจากไมตองทําการตรวจสอบการแบงวาไดรับการแบงหรือยัง 
เพราะจดุตอทีก่ลางเอลิเมนตจะยังไมไดรับการแบงเสมอ สามารถแบงไดเลย ทําใหเกิดจุดตอใหมขึ้นมา 
1 จุดตอ ซ่ึงแผนภูมิการทํางานไดแสดงในรูปที่ 20  

 

- edge number

- node refine in middle element
- initialize element status refinement 

- degree of freedom new node
- coordinate new node
- new node

refine by

Go to Refinement  Procedure

Middle Node Refinement 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 20 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการแบงจดุตอกลางของเอลิเมนต (Middle Node 
Refinement) 

 
หลังจากที่ทําการแบงเอลิเมนตจนครบทั้ง 3 สวนและทุกเอลิเมนตที่ตองทําการแบงเพื่อเพิ่ม

ความละเอียดใหกับโครงขายเอลิเมนต นั่นคือส้ินสุดขบวนการแบงเอลิเมนต และขั้นตอนตอไปคือการ
อัพเดทขอมูลใหมเพื่อการคํานวณไฟไนตเอลิเมนตตอไป  

 
3.การอัพเดทขอมูล (Update Data) เพื่อการเตรียมขอมูลใหกับขบวนการไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึง

รายละเอียดในวิธีการวิเคราะหดังตอไปนี ้
- พิกัดจุดตอของเอลิเมนตใหม (Coordinate of New Node) และจุดตอที่ควบคมุจุดตอใหม 

(Control New Node) จากการแบงเอลเิมนตเฉพาะเอลิเมนตที่มีความความคลาดเคลื่อนสูง ทําใหมี
โอกาสที่จะเกดิจุดตอแบบถูกบังคับ(Constained Node) ดังนั้นในการที่จะคํานวณหาคาพิกัดจุดตอใหม
จึงตองมีการเกบ็ขอมูลจุดตอที่ควบคุมจุดตอใหม โดยวิธีการหาคาพกิัดและจุดตอที่ควบคุมจุดตอใหม 
แบงเปน 3 สวน โดยแตละสวนแยกในแตละแกน X,Y,Z สามารถแสดงไดดังรูปที่ 21 
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Ua

Ub

Uo

 
 
 
 
 
                  (1) ขอบ (Edge)                     (2) หนา (Face) 

       
2

a
O

U UU += b    
4

a b c
O

U U U UU + + += d  

 
 
     

Ua

Uo

Ub

Uc Ud

U1

U4 U3

U2

U5 U6

U7U8

Uo 
 
 
 

    (3) จุดตอกลางของเอลิเมนตแม (Middle Node) 

                                        1 2 3 4 5 6 7

8O
U U U U U U U U8+ + + + + + +=U  

รูปที่ 21 แสดงพิกัดจดุตอของเอลิเมนตใหม (Coordinate of New Node) และจดุตอทีค่วบคุมจุดตอใหม 
(Control New Node) 

 
โดยที ่ Ua,Ub,Uc,Ud  = จุดตอที่ควบคมุจุดตอเอลิเมนตลูกบนขอบและบน                         
     หนาเอลิเมนตแม 

  Uo   = จุดตอแบบถูกบังคับ (Constained Node) 
  U1,U2,U3,U4,U5,U6,U7,U8 = จุดตอที่ควบคมุจุดตอเอลิเมนตลูกของเอลิเมนตแม 

 
 
 
 
 
 
 
 



 38 

 

End of Adaptive Refinement

- check node constained 
- neighbors element on each face of element
- element node number on new element
- node on face in new element
- node on edge in new element
- edge number in new element

Update :
- new total node
- coordinate new node
- degree of refinement new element

- load on element and load on node
- material in new element

- number of son and family element

Update Properties Element
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 22 แสดงแผนภูมกิารทํางานของโปรแกรมการเก็บขอมูลใหมของเอลิเมนต  
 
- หมายเลขเอลิเมนตลูกและเอลิเมนตแม โดยในโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นจะทําการบันทกึคาวาเอลิ

เมนตนี้มีเอลิเมนตลูกใดบางหรือเอลิเมนตนี้เปนเอลิเมนตแมของเอลิเมนตใด ซ่ึงเอลิเมนตแมที่ไดรับการ
แบงเพื่อเพิ่มความละเอยีดจะมีเอลิเมนตลูกอยู 8 ตัว 

- แรงกระทําบนเอลิเมนตและแรงกระทําบนจุดตอ (Load on Element and Load on Node) ได
อธิบายในหวัขอข้ันตอนกอนการวิเคราะห ในที่นี้จงึไมอธิบายตอ 

- คุณสมบัติของเอลิเมนต (Material Element) ในโปรแกรมที่พัฒนาขึน้นี้ไดสรางคณุสมบัติของ
เอลิเมนตใหมใหมีคาเหมือนกับเอลิเมนตแม  

- หมายเลขจุดตอเอลิเมนตใหม (New Element Node Number ) การที่จะทําการเกบ็ขอมูลนี้ได 
ในขั้นตอนการแบงเอลิเมนตตองมีขอมูลลําดับของจุดตอที่แบงและลําดับของเอลิเมนตลูก และในขอมูล
ของลําดับจุดตอเอลิเมนตจะเก็บของมูลหมายเลขจุดตอของเอลิเมนต ดงัแสดงในรูปที่ 23 และวิธีการเก็บ
ขอมูลสามารถแสดงไดดังนี ้

 
เอลิเมนตลูกลําดับที่       ลําดับหมายเลขจุดตอ            

1         1   11   21   12   15   22   27   23               
2         11   2   10   21   22   14   25   27           
3         12  21    9     4   23   27   24   16           

   4         21  10    3     9   27   25   13   24 
   5        15   22   27   23   5   19   26   20 
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   6        22   14   25   27   19   6   18   26 
   7        23   27   24   16   20   26  17   8 
   8         27   25   13   24   26   18    7   17 
 

1 2

34

5 6

78

 
 
 
 
 
 
             Before Refinement   
 

27
26

25

24

23

22

21

20

19

18

17
16

15 14

13

12

11

10

9

5 6

7

2

8

3

1

4

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 1

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 3

เอลเิมนตลกูลําดบัที่ 4
เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 2

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 8

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 6

เอลิเมนตลกูลําดบัท่ี 5
 
 
 
 
 
 
 
 
                        After Refinement 

รูปที่ 23 แสดงลําดับของจุดตอเอลิเมนตและลําดับของเอลิเมนตลูกทั้งกอนแบงและหลังแบงเอลิเมนต 
 
- หมายเลขขอบของเอลิมนตใหม (Edge Number of New Element) โดยในการเก็บขอมูลนี้

จะตองมีลําดับของหมายเลขขอบเอลิเมนตเฉพาะที่กอนแบงและลําดับของหมายเลขขอบเอลิเมนต
เฉพาะที่หลังแบง ดังแสดงในรูปที่ 24 และในขอมูลลําดบัขอบของเอลิเมนตจะเก็บขอมูลหมายเลขขอบ
โดยรวมของเอลิเมนตลูก ดงัตอไปนี ้

 
เอลิเมนตลูกลําดับที่                           ลําดับหมายเลขขอบเอลิเมนตลูก            

1                38   37   17   20   62   41   25   46   63   61   42   45        
2                   39   16   18   37   54   23   41   62   64   53   43   61 
3                13   40   38   19   49   62   46   27   50   66   63   48    
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4        14   15   39   40   21   54   62   49   51   56   64   66 
5        63   61   42   45   65   44   26   47   58   57   33   36 
6        64   53   43   61   55   24   44   65   59   32   34   57  
7        50   66   63   48   52   65   47   28   29   60   58   35 

    8        51   56   64   66   22   55   65   52   30   31   59   60 
 

12 10

11
7 6

9
8 5

4

3

2

1

 
 
 
 
 
 
             Before Refinement   
 

18

16

17

20 37

38 39

19 40 15

13 14

25 41 23

546246

27 49 21

42 43

6463

51

48

61
45 53

66 56

50

244426

47 65 55

225228

33 34

36 57
32

58 59

35 60
31

29 30

 
 
 
 
 
 
 
                        After Refinement 
 

รูปที่ 24 แสดงลําดับหมายเลขขอบเอลิเมนตแมและลําดบัขอบเอลิเมนตลูกทั้งกอนแบงและหลังแบง 
 
- หมายเลขจุดตอบนขอบของเอลิเมนตใหม (Node on Edge of New Element) จากรูปที่ 23 และ 

24 สามารถนํามาพิจารณาหาหมายเลขจดุตอบนขอบของเอลิเมนต ไดดังนี ้ (เนื่องจากขอมูลมีมากจึง
ยกตวัอยางเพียง 1 ตัวอยาง) 

 
 
 
 



 41 

เอลิเมนตลูกลําดับที่ 1 
ลําดับขอบเอลิเมนต ลําดับหมายเลขจุดตอเอลิเมนตบนขอบ 

38       21 12  
37     11 21 

    17     1 11 
    20     1 12 
    62     21 27 

41    11 22 
     25     1 15 
    46     12 23 
    63      27 23 

61     22 27 
    42      15 22 

45   15 23 
 

- หมายเลขจุดตอบนหนาของเอลิเมนตใหม (Node on Face of New Element) จากรปูที่ 23 และ 
24 สามารถนํามาพิจารณาหาหมายเลขจดุตอบนหนาของเอลิเมนต ไดดังนี ้ (เนื่องจากขอมูลมีมากจึง
ยกตวัอยางเพียง 1 ตัวอยาง) 

 
เอลิเมนตลูกลําดับที่ 1 

  หนา(Face)เอลิเมนตที่             ลําดับหมายเลขจดุตอเอลิเมนตบนหนา 
       1    1    11    21    12 
       2    1    11    15     22 
       3    1    12    15     23 
       4    21  12     27    23 
       5    11   21   22    27 
       6    15   22    27    23 
 

 - หมายเลขเอลิเมนตขางเคียง (Neighbor Element) หลักการวิเคราะหเพื่อหาเอลิเมนตขางเคียง
หลังจากมีการแบงเอลิเมนต สามารถดูไดจากรูปที่  25 และ 26 ดังแสดงดังตอไปนี้  
 
 



 42 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Neighbors Element Update

YES

เอลิเมนตหรือไม

Active/Constained Node

วิเคราะหครบทกุ

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Face =1-6

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

Go to Program : NEU

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่8
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 4
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 6
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 7

Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 8
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 5
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 3

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่7

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่6
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 2
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 5
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 8

Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 6
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 7
Face 1 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 1

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่5

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่4
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 2
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 3
Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 8

Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 7
Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 4
Face 2 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 1

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่3

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่2
Face 3 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 1
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 4
Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 6

Face 6 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 5
Face 5 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 2
Face 4 Neighbors = เอลิเมนตลูกลําดบัที่ 3

เอลิเมนตลูกลําดบัที ่1

Neighbors Element Update

 
รูปที่ 25 แผนภูมิการอัพเดทขอมูลหมายเลขเอลิเมนตขางเคียง (Neighbors Element) 
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 า number face and element

Program : NEU

 for check Neighbors Element
รับค

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

รูปที่ 26 แผนภูมิการอัพเดทขอมูลหมายเลขเอลิเมนตขางเคียง (Neighbors Element) (ตอ) 
 
- หมายเลขจุดตอที่ถูกบังคับ (Constained Node) และการจัดการจุดตอที่ถูกบังคับ เนือ่งจากวิธี

เอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนต ตองทําการแบง(Refine) เฉพาะเอลิเมนตที่มีคาความคลาดเคลื่อนสูง
เทานั้น ทําใหเอลิเมนตหลังการแบงแลวจะเกิดสภาพ Nonconformimg mesh เปนผลทําใหเกดิความไม
ตอเนื่องของหนวยแรง ดังนัน้จึงตองมีวิธีการจัดการความตอเนื่องของหนวยแรงดังนี ้

1. กรณีเกิดจดุตอแบบถูกบังคับที่ขอบ (Constained Node on Edge) ดงัแสดงในรูปที่ 27 หนวย
แรงที่จุดตอ 0 ของเอลิเมนต A จะถูกกระจายหนวยแรงไปยังจุด a,b ของเอลิเมนต A ดังนี ้

 หนวยแรงทีจ่ดุ (a,b) = (หนวยแรงที่จุด O)/2 
2. กรณีเกิดจุดตอแบบถูกบังคับที่หนา (Constained Node on Face) ดังแสดงในรูปที่ 28 หนวย

แรงที่จุดตอ 0 ของหนาเอลิเมนต A จะถูกกระจายหนวยแรงไปยังจดุ a,b,c,d ของเอลิเมนต A ดังนี้ 
 หนวยแรงทีจ่ดุ (a,b,c,d) = (หนวยแรงทีจ่ดุ O)/4 
 
 

Go to next Element

NO

YES

หรือไม
ครบทุก Face 

หมายเลขเอลิเมนตขางเคียง
ท้ัง 4 node --> จะได

Check เอลิเมนต ที่ refine แลว
วาเอลิเมนตไหนที่มี node เหมือนกันเหมือนเอลเิมนตแม

Neighbors = 

เอลิเมนตขางเคียงNO YES
ถูก refine หรือไม

Neighbors = ' 0 '

เอลิเมนตขางเคียงหรือไม
เอลิเมนตแมมี YESNO
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Ua

Uo

Ub

A
B

C

 
 
 
 
 

รูปที่ 27 การจัดการจุดตอกรณีเกดิจุดตอแบบถูกบังคับที่ขอบ (Constained Node on Edge) 
 

Ua

Uo

Ub

Uc Ud

 
    

 
 
 

รูปที่ 28 การจัดการจุดตอกรณีเกดิจุดตอแบบถูกบังคับที่หนา (Constained Node on Face) 
 
 สําหรับหลักการวิเคราะหเพือ่หาจุดตอแบบถูกบังคับ (Constained Node) หลังจากมกีารแบงเอ

ลิเมนต สามารถดูไดจากรูปที ่ 29 ดังแสดงดงัตอไปนี ้
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End Program Adaptive

i++

NONO

Active Node

YESYES

Active Node

Is count = 8 ?? Is count = 4 ??

YESNO surface problem??
Is node on 

i >total node ?? NO

YES

(โดยท่ีไมคดิเอลิเมนตท่ี refine แลว)
เปนสมาชิก เก็บคาใน count
วามีเอลิเมนตก่ีเอลิเมนตท่ีมี Node i
Check ท้ังโครงขายเอลิเมนต

NO

YES

i++

edge problem ??
Is node on 

Constained Node

Active Node

NO YESIs initial node ??

For i = 1 to total node

Active/Constained Node

รูปที่ 29 แผนภูมิการวเิคราะหจุดตอที่ถูกบงัคับ (Constained Node) 
 
 


