
บทที่ 2 
ทฤษฏีที่เก่ียวของ 

 
2.1 สมการไฟไนตเอลิเมนตพื้นฐาน 
 สมการพื้นฐานที่ใชในการวเิคราะหกลศาสตรของชิ้นสวนตอเนื่อง (Continuum Mechanic) 
ประกอบดวยสมการหลัก 3 สมการดังนี ้
 
 1.  สมการสมดุลทางสถิตยศาสตร (Static Equilibrium Equation) ประกอบดวย 
  -  สมการสมดุล (Equilibrium Equation) : , 0ij j ihσ⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦  

  -  สมการจํากดัเขตของหนวยแรง (Stress Boundary) : ij ij jT nσ⎡ ⎤=⎢ ⎥⎣ ⎦   

 โดยสามารถสรุปความสัมพันธในรูปเมตรกิซไดดังนี ้
 
   [ ] [ ] [ ]TA fσ =        (1) 
 
 โดยที ่ [ ]σ  = เมตริกซของความเคน 
  [ ]f  = เมตริกซของแรงภายนอก (External Force) 
 
 2.  สมการความสัมพันธระหวางความเครยีดและการเคลื่อนตัว (Compatibility Equation) แสดง
ไดดังสมการที ่2 ดังนี ้
 

   ( ), ,

2
i j j i

ij

u u
ε

+
=       (2) 

 
 โดยสามารถแสดงในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 
   [ ] [ ][ ]B Uε =        (3) 
 

 โดยที ่ [ ]ε  = เมตริกซความเครียด 

  [ ]U  = เมตริกซของการเคลื่อนตัว 

[ ]B  = เมตริกซความเครียด – การเคลื่อนตัว (Strain – Displacement Matrix) 
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 3. สมการความสัมพันธระหวางเคน - ความเครียด (Constitutive Equation) สําหรับวัสดุทีม่ี
คุณสมบัติแบบอีลาสติกเชิงเสน (Linear Elastic) และมีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทศิทุกทาง (Isotropic 
Property) แสดงไดดังสมการที่ 4 ดังนี ้
 
         (4) Dij ijkl klσ = ε

ε

 
 โดยสามารถแสดงในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 
   [ ]        (5) [ ][ ]Dσ =

 
โดยที ่ [ ]D  = เมตริกซความเคน – ความเครียด (Constitutive Matrix) 

 
 สําหรับการวิเคราะหปญหาใน 3 มิติ จะไดวา 
 

[ ]

xx x

yy yy

zz zz

x

xy x

yz yz

zx zx

D

σ ε
σ ε
σ
τ
τ γ
τ γ

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢=⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

y

ε
γ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎦

      (6) 

 
เมื่อ 

[ ] ( )( )

1 0 0
1 0 0

1 0 0 0
1 20 0 0 0 0
21 1 2

1 20 0 0 0 0
2

1 20 0 0 0 0
2

ED

ν ν ν
ν ν ν
ν ν ν

ν

ν ν
ν

ν

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥= ⎢ ⎥

+ − ⎢
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

0
0

⎥
  (7) 
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 จากการพิสูจนดวยหลักการงานเสมือน (Principal of Virtual Work) สามารถพิสูจนไดวา AT = 
BT ดังนั้นจากสมการ  1,3 และ 5 จะไดสมการความสัมพันธระหวางแรงกระทําและการเคลื่อนตัวที่
เพิ่มขึ้นที่จุดใดๆ ภายในชิ้นสวน ดังนี้  
 
   [ ] [ ][ ] { } { }T

nB D B dv U F=      (8) 
  

โดยที่ [ ]B  = เมตริกซความเครียดและการเคลื่อนตัว (Strain–Displacement 
Matrix) 

[ ]D  = เมตริกซความสัมพันธความเคน–ความเครยีด (Constitutive Matrix) 
   = ปริมาตรของชิ้นสวน v

{ }U  = เวคเตอรแสดงการเคลื่อนตัวท่ีเพิ่มขึ้นของจดุตอ ในทิศทาง x,y และ z 
   = แรงกระทําที่เพิ่มขึ้นที่จุดตอ { }nF

  
 หรือสามารถเขียนใหอยูในรปูอยางงาย คือ 
 
   [ ]{ } { }K U F=       (9) 
 
 โดยที ่ [ ]K  = สติฟเนสเมตริกซ (Stiffness Matrix) 
   = [ ] [ ][ ]TB D B  
   = เวคเตอรของแรงกระทํา (Load Vector)  { }F

 
2.2 ระบบพิกัด (Coordinate System) 
 ช้ินสวนยอย (Element) ที่เลือกใชในงานวจิัยนี้คือ ช้ินสวนเฮกซะฮดีรอน (Hexahedron) ชนิด 8 
จุดตอ ดังแสดงในรูปที่1 โดยระบบพกิัดทัว่ไป (Global Coordinate) ที่ใชคือพิกัดคารทีเชียน (Cartesian) 
x-y-z ขณะที่ระบบพิกดัเฉพาะที่ (Local Coordinate) ที่ใชคือระบบพิกดัฉาก  ที่ปรับขนาดให
ใชขอบเขตเดยีวกันทกุชิ้นสวน คาพิกัดทีจุ่ดตอไดแสดงในตารางที่ 1 

ξ η ζ− −
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2.3 ฟงกชนัรูปราง (Shape Function) 
 ในขั้นตอนการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต จําเปนตองสรางแบบจําลองเพื่อการ
ประมาณคาของตัวแปรพืน้ฐานในแตละชิน้สวน ซ่ึงสําหรับการวิเคราะหปญหาหนวยแรงและการ
เคล่ือนตัว (Stress – Deformation Analysis) มีตัวแปรดังกลาวคือ คาการเคลื่อนตัวท่ีจุดใดๆ 
(Displacement)  
 

X

Y

Z
1 2

4 3

5 6

78

 
 
 
 
 
 
 
 

 รูปท่ี 1 แสดงระบบพิกดัและการจัดเรียงจุดตอของชิ้นสวนยอยชนิด เฮกซะฮีดรอน 
 

 Node ξ  η  ζ  
1 -1 -1 -1 
2 -1 -1 +1 
3 +1 -1 +1 
4 +1 -1 -1 
5 -1 +1 -1 
6 -1 +1 +1 
7 +1 +1 +1 
8 +1 +1 -1 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

ตารางที่ 1 พิกดัของจุดตอของชิ้นสวน ในระบบพิกัดเฉพาะที ่
 
การประมาณคาการกระจายของการเคลื่อนตัวภายในชิ้นสวนยอย จะใชฟงกชันการประมาณ

ในชวง (Interpolating Function) หรือฟงกชันรูปราง (Shape Function) ซ่ึงกําหนดโดยสมการ
ความสัมพันธดังตอไปนี ้
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[ ]{ }
[ ]{ }
[ ]{ }

u N U

v N V

w N W

=

=

=

       (10) 

   
โดยที ่  = คาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ภายในชิน้สวนตามแนวแกน x,y 

และ z ตามลําดับ 
, ,u v w

 =  คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอของชิ้นสวน ตามแนวแกน x,y และ  z 
ตามลําดับ 

{ } { } { }, ,U V W

  = ฟงกชันรูปราง (Shape Function) ซ่ึงกําหนดโดยพกิัดเฉพาะที ่
(Local Coordinate) ที่ตําแหนงใดๆ ภายในชิน้สวนโดย  

 

[ ]N

( ), ,N f ξ η ζ=

 นอกจากนี้สําหรับในกรณีทีช้ิ่นสวนมีคณุสมบัติเปนไอโซพาราเมตริก (Isopalametric ) จะ
สามารถใชฟงกชันรูปราง ในการสรางความสัมพันธระหวางพิกดัทัว่ไปและพิกดัเฉพาะที่ไดดังสมการ 
11 และฟงกชันรูปรางสําหรับชิ้นสวนที่ใชในงานวิจยัสามารถแสดงไดดังสมการที่ 14 
 

[ ]{ }
[ ]{ }
[ ]{ }

x N X

y N Y

z N Z

=

=

=

       (11) 

   
โดยที ่ , ,x y z  = พิกัดทัว่ไป (Global Coordinate) ที่จุดใดๆ ภายในชิน้สวนซึ่ง

กําหนดโดยพกิัดเฉพาะที่ผานทางฟงกชันรูปราง 
  =  พิกัดทัว่ไปที่จดุตอทุกจดุของชิ้นสวน ตามแนวแกน x,y และ z 

ตามลําดับ 
{ } { } { }, ,X Y Z

 
2.4 การวิเคราะหคาเมตริกซความเครียด – การเคล่ือนตัว (Strain – Displacement Matrix) 
 คาของเมตริกซความเครียด – การเคลื่อนตัว หรือเมตริกซ B คํานวณไดจากสมการที ่12 และ 13 
ดังนี ้
  

   ( ), ,

2
i j j i

ij

u u
ε

+
=       (12) 

 
หรือ  [ ] [ ][ ]A eε =        (13) 



 10 

   

[ ]

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

1 1 1
8

T

N

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

⎡ ⎤− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥− + −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + −⎢
⎢⎣

⎥
⎥⎦      (14) 

  
ในกรณีของการวิเคราะหปญหา 3 มิติ สามารถเขียนสมการความสัมพันธดังกลาวในรูปเมตริกซ 

โดยความเคนเฉือนแสดงในรูปของ Engineering Shear Strain (γ) ไดดังนี ้
 

   

0 0

0 0

0 0

x

y

z

xy

yz

zx

x

y

u
z v

wy x

z y

z x

ε
ε
ε
γ
γ
γ

⎡ ⎤∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎢ ⎥⎧ ⎫⎪ ⎪ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎢ ⎥∂⎪ ⎪ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ∂ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ⎢⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎪ ⎪ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ∂ ∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥

]

     (15) 

 
 โดยที่ u, v และ w คือการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ในชิน้สวนตามแนวแกน x,y และ z จากการ
ใชคุณสมบัติของฟงกชันรูปราง (Shape Function) ทําใหสามารถสรางความสัมพันธระหวางการเคลื่อน
ตัวที่จุดตอของชิ้นสวนกับความเครียด ซ่ึงแสดงโดยสมการ [ BUε=  ไดดังนี้จากสมการ 15 เมื่อ
พิจารณาเฉพาะ εX จะไดวา 
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   x
u
x

ε ∂=
∂

       (16) 

 
 จากสมการที่ 10 คือ [ ]{ }u N U=  จะไดวา 
 

   [ ]{ }x N U
x

ε ∂=
∂

      (17) 

 
 สําหรับในกรณีที่เปนชิน้สวนแบบเฮกซะฮีดรอน (Hexahedron) ชนิด 8 จุดตอ เขียนไดดัง
สมการที่ 18 ดังนี้ 

 

1

2

3

43 5 6 7 81 2 4

5

6

7

8

x

U
U
U
UN N N N NN N N
Ux x x x x x x x
U
U
U

ε
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

  (18) 

 
 เนื่องจากฟงกชันการประมาณเปนฟงกชันพิกัดเฉพาะที่ (Local Coordinate)  ดังนั้นการ
หาคาอนุพันธของฟงกชันการประมาณในพิกัดทัว่ไป (Global Coordinate) ซ่ึงจําเปนในการหาคาเมตริก 
B จึงตองใชกฎลูกโซ (Chain Rule) ดังแสดงในสมการที ่19 ดังนี ้

, ,ξ η ζ

 

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

1 2 8 1 2 8

1 2 8 1 2 8

1 2 8 1 2 8

... ...

... ...

... ...

x y zN N N N N N
x

x y zN N N N N N
y

x y zN N N N N N
z

ξ ξ ξ ξ

η η η η

ζ ζ ζ ζ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (19)  

  
จากสมการของฟงกชันรูปราง (Shape Function) หาไดจากการใชเมตรกิซผกผัน (Inverse) ของ

เมตริกซจาโคเบียน (Jacobian Matrix) ซ่ึงกําหนดโดยสมการที่ 20 ดังนี ้
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Jacobian Matrix = 

x y z

x y z

x y z

ξ ξ ξ

η η η

ζ ζ ζ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ∂ ∂ ∂⎢
⎢∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥      (20) 

 
 คาของเมตริกซจาโคเบียนสามารถหาไดโดยใชคณุสมบตัิของการประมาณ ในการสราง
ความสัมพันธระหวางพิกัดทัว่ไปกับพิกัดเฉพาะที่ ดังแสดงในสมการที ่21 ดังนี ้
 

Jacobian Matrix = 

[ ]

[ ]

[ ]

1 2 8
1 1 1

2 2 3
1 2 8

1 1 1
1 2 8

...

...
: : :

...

N N N X Y Z
X Y Z

N N N

X Y ZN N N

ξ

η

ζ

⎡ ⎤∂⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

  (21) 

 
2.5 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข (Numerical Integration) 
  ขั้นตอนการอนิทิเกรตที่ใชในการหาคาสตฟิเนสเมตริกซ  ซ่ึงเปนการอินทิเกรตเชงิปริมาตร  
ในงานวิจยันี้จะใชการอินทิเกรตเชิงตัวเลขดวยวิธีของ Gauss ซ่ึงหาคาของฟงกชันที่จุดใดๆ ที่กําหนด
ภายในชิ้นสวน ซ่ึงเรียกวาจดุเกาส (Gauss Point)  หรือจุดอินทิเกรต (Integration Point) คูณกับแฟคเตอร
ถวงน้ําหนกั (Weighting Factor) และหาผลการอินทิเกรตโดยการรวมผลคูณของแตละจุด คาแฟคเตอร
ถวงน้ําหนกัจะขึ้นกับตําแหนง และจํานวนของจุดเกาสที่เลือกใช แสดงไดดังสมการตอไปนี้ 
 

  [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] 1 2 3
1

det
n

T T
i i i i i i

i
iB D B dv B D B J w w w

=

=∑∫∫∫   (22) 

  
โดยที ่   = จุดเกาส (Gauss Point) i

n  = จํานวนทั้งหมดของจุดเกาส (Gauss Point) ภายในชิ้นสวน 
  det iJ   = ดีเทอรมิแนนตของเมตริกจาโคเบียน 

1 2 3i iw w w i  = แฟคเตอรถวงน้ําหนกั (Weighting Factor) 
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2.6 การประมาณคาผลเฉลยจากผลของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 การประมาณคาความคลาดเคลื่อน จะประมาณจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เทียบกับผล
เฉลยที่แมนยํากวา ซ่ึงในหวัขอตอไปนี้จะไดกลาวถึงรายละเอียดในการประมาณคาหนวยแรงใหมีความ
แมนยํายิ่งขึ้นโดยวิธี Superconvergence Patch Recovery (SPR) เพื่อใชเปรียบเทียบหาความคลาดเคลื่อน 
 โดยธรรมชาติของระเบียบวธีิไฟไนตเอลิเมนต หนวยแรงที่ไดจะมีความคลาดเคลื่อนแตกตาง
กันไปในแตละสวนของชิ้นสวน โดยท่ีทีต่ําแหนงเกาส (Gauss Point) จะมีคาหนวยแรงแมนยํากวาใน
ตําแหนงอ่ืนๆ ดังนั้นเราจึงสามารถประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอไดแมนยําขึ้น โดยประมาณจากหนวย
แรงที่ตําแหนงเกาสรอบจุดตอนั้น ดังแสดงในรูปที่ 2 สําหรับวิธีที่ใชในการประมาณคานั้นทําไดหลาย
วิธี แตที่คอนขางยืดหยุนและไดคาที่แมนยําคือวิธีกําลังสองนอยที่สุดดังรายละเอียดดังตอไปนี ้
 สมมติใหหนวยแรงโดยประมาณ ( σ* ) เปนหนวยทีไ่ดจากการประมาณคาจากตาํแหนงเกาส 
ซ่ึงอยูในรูปของพหุนาม สําหรับกรณี 1 มติิจะมีลักษณะเปนเสนดังแสดงในรูปที่ 3 และลักษณะของเสน
จะขึ้นอยูกับกําลังและคาคงตัวของพหุนาม สําหรับกรณี 2 มิติหนวยแรงโดยประมาณมีลักษณะเปน
พื้นผิว มีคาดังสมการ 23.1 หรือในรูปเมตริกซ ดังแสดงในสมการ 23.2 
 
              (23.1) 2

0 1 2 3 4 ...a a x a y a xy a xσ∗ = + + + + +

                  (23.2) [ ]{ }p aσ∗ =

 
โดยที ่ [ ]p  =   ฟงกชันฐาน (Base Function) อยูในรูปตวัแปรของพหนุาม [1 x y z 

xy xz zy  xyz] 
{ }a  =   คาคงตัวของพหุนามซึ่งเปนตัวไมรูคาที่ตองคํานวณหา 

  { }0 1 2 3, , , ,...a a a a

 
หลักของวิธีกําลังสองนอยสุดคือตองหาคาคงตัว {a} ใหหนวยแรงโดยประมาณมีความแตกตาง

จากจุดทีป่ระมาณมานอยที่สุด ในกรณี 2 มิติเศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวย
แรงโดยประมาณและหนวยแรงที่ตําแหนงเกาสสามารถแสดงไดดังสมการ 24 
 

   ( ) ( ) ( )( )2*

1

, , , ,
n

i i i h i i i
i

R a x y z x yσ σ
=

= −∑ z

]

           (24.1) 

   ( ) ( ) ( ) [( )2*

1

, , , ,
n

i i i i i i
i

R a x y z p x y z aσ
=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑            (24.2) 

 
 โดยที ่ ( )R a  = เศษตกคางของกําลังสองของความแตกตางระหวางหนวยแรง 
         = หนวยแรงที่ตําแหนงเกาส *σ
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       = หนวยแรงจากไฟไนตเอลิเมนต hσ

  n = จํานวนตําแหนงเกาสทั้งหมด 
 
 ในการหาคาคงตัวเพื่อใหไดเศษตกคางต่ําสุด ทําไดโดยกําหนดคาอนุพันธของเศษตกคางให
เทากับศูนย โดยหาอนุพันธเทียบกับคาคงตัวแตละตัว จะไดสมการซึ่งมีจํานวนเทากบัจํานวนของคาคง
ตัวดังนี ้

   (25) ( ) ( ) { } ( ) ( )*

1 1

, , , , , , , ,
Tn n T

i i i i i i i i i i i i
i i

p x y z p x y z a x y z p x y zσ
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣∑ ∑ ⎤⎦

 
หรือ  [A]{a}={b}       (26) 
  {a}=[A]-1{b}       (27) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 2 ตําแหนงเกาสในหยอมของจุดตอที่ตองการประมาณคา 

 
สําหรับจุดตอที่อยูบนขอบเขตของปญหา จํานวนจุดเกาสที่อยูรอบๆ จุดตอไมเพยีงพอในการหา

คาสัมประสิทธิ์ของพหุนาม {a} จึงจําเปนตองขยายขอบเขตออกไปดงัแสดงในรูปที่ 3  และในกรณีที่
ระนาบของวัสดุตางชนิดกัน การพิจารณาหนวยแรงที่จุดเกาสกจ็ะทําการขยายขอบเขตจุดเกาสออกไป
เชนเดยีวกัน 
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   (ก)      (ข) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
     (ค) 

รูปท่ี 3 การประมาณคาคําตอบจากตําแหนงเกาส 
 

2.7 การประมาณความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) 
 ในการปรับขนาดของชิ้นสวนใหมีความสอดคลองกับปญหาใดๆ นั้นมีขั้นตอนใหญๆ 
ตามลําดับดังตอไปนี้ หลังจากไดผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในระบบชิ้นสวนที่มีลักษณะ
หยาบซึ่งเปนระบบเริ่มตน แลวจึงประมาณคาคลาดเคลื่อนในตําแหนงตางๆของปญหาจากผลเฉลยที่ได 
จากนั้นคํานวณหาขนาดชิ้นสวนที่เหมาะสมกับความคลาดเคลื่อนพรอมทั้งสรางชิ้นสวนขึ้นใหมตาม
ขนาดที่คํานวณได แลวจึงสรางสติฟเนสเมตริกซเพื่อคํานวณหาผลเฉลยตอไป กระทําซํ้าตามขั้นตอนที่
กลาวมาจนกระทั่งคาประมาณความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยมีขนาดอยูในชวงที่ยอมรับได จึงใชผล
เฉลยสุดทายนัน้เปนผลเฉลยของระเบียบวธีิไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชประโยชนตอไป  

โดยปกตกิารคํานวณความคลาดเคลื่อนของวิธีการใดๆ ก็ตามจะทาํไดโดยการเทยีบคําตอบที่ได
จากวิธีการนั้นๆ กับผลเฉลยแมนตรง เชน 
  
                   (28.1) he u u= −

                   (28.2) heσ σ σ= −
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โดยที ่  = คาความคลาดเคลื่อนของการกระจัด e

u  = คาการกระจดัแมนตรง 
  = คาการกระจดัที่ไดจากการวิเคราะห hu

  = คาความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง eσ
  = คาหนวยแรงแมนตรง σ

   = คาหนวยแรงทีไ่ดจากการวิเคราะห hσ

 
 แตในกระบวนการปรับขนาดของชิ้นสวนนั้น เราไมทราบผลเฉลยแมนตรงของปญหา จึงไม
สามารถหาความคลาดเคลื่อนตามสมการ (28) ได ตองประมาณจากการเปรียบเทยีบกับผลเฉลยอื่นที่มี
ความถูกตองกวาผลเฉลยจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังแสดงในสมการที่ (29) สําหรับการ
คํานวณหาผลเฉลยที่ดีขึ้นนี้เราจะไดกลาวถึงโดยละเอียดในหัวขอถัดไป 
 
                  (29.1) he u∗ ∗= −u

                  (29.2) he σ σ σ∗ ∗= −

 
โดยที ่  = คาประมาณความคลาดเคลื่อนของการกระจัด e∗

u∗  = คาการกระจดัที่มีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

hu  = คาการกระจดัที่ไดจากวิเคราะหระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  = คาประมาณความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง e σ

∗

σ∗  = คาหนวยแรงทีม่ีความถูกตองกวาผลจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  = คาหนวยแรงทีไ่ดจากระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต hσ

 
 จากสมการ 28 และ 29  จะเหน็วาเราวัดความคลาดเคลื่อนเปนสเกลารในขณะคําตอบที่ไดจาก
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต มีลักษณะเปนเวคเตอร ซ่ึงมีความไมสะดวกในการนํามาใชงาน ดังนั้นจึง
ตองมีการนํารูปแบบอื่นที่มลัีกษณะเปนสเกลารมาใชแทนเวคเตอรของความคลาดเคลื่อน เชนใน
รูปแบบพลังงานความคลาดเคลื่อนดังแสดงในสมการที่ 30 
 

   
1
2

* * 1 *Te e D e dσ σ σ
−

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫      (30) 

 
โดยที ่ *eσ  = นอรมพลังงานความคลาดเคลื่อน 

  = เวคเตอรความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง eσ
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D  = เมตริกซความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด  Dσ ε=

Ω  = โดเมนที่พิจารณา เชน เฉพาะที่ (local) หรือ โดยรวม (Global) 
 

 นอกจากการแสดงผลในรูปของนอรมพลังงานแลวอาจใชนอรมในรปูแบบอื่นแทนได เชน 
แอลทูนอรม (L2 Norm) ซ่ึงมีรูปแบบในลักษณะเดียวกับนอรมพลังงาน แตไมมีพจนของเมตริกซ
ความสัมพันธ (D) ทําใหปริมาณการคํานวณลดลง คานอรมตางๆ ในสมการที่ 30 สามารถเขียนอยูในรูป
ของแอลทูนอรมไดดังสมการที่ 31  ถึง 35 ดังนี ้
 

   
1
2

2

Te e e dσ σ σ
∗ ∗ ∗

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫              (31) 

1
2

2

TU dσ σ∗ ∗ ∗

Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= Ω⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∫              (32) 

2 2

2 2 2
U U eσ

∗ ∗≈ +              (33) 

   2

2

e
U
ση =                (34) 

2
2

2 2

e

U e
η η

∗
∗

∗ ∗
≈ =

+
2

             (35) 

 
 โดยที่    =  คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ (Relative Error) *η

   
2

U ∗  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจาก SPR 

   
2

U  = แอลทูนอรมของหนวยแรงทีไ่ดจากผลเฉลยแมนตรง 
 
 เมื่อไดคาประมาณของความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยรวม แลวนาํไปเปรียบเทยีบกับความ
คลาดเคลื่อนสัมพัทธ ถามีความคลาดเคลื่อนมากกวาก็คํานวณหาขนาดของชิ้นสวนทีส่อดคลองกับความ
คลาดเคลื่อนเฉพาะที่ในแตละสวนตอไป 

 
2.8 อะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (Adaptive Finite Element) 
 อะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต เปนแนวทางในการปรับปรุงผลเฉลยจากการวิเคราะหปญหา
ดวยระเบยีบวธีิไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงในปจจุบันไดมกีารกระทํากนัในสองแนวทางคอื 

1) การนําเอาโครงขายเอลิเมนตเร่ิมตนที่ใชมาปรับปรุงใหละเอียดขึ้น (Mesh Refinement) โดย
ยังคงเคาโครงเดิมไว ทําเพียงแตเพิ่มความละเอียดใหกับเอลิเมนตที่เหมาะสม 
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2)  การปรับเปลี่ยนโครงขายเอลิเมนตใหม (Remeshing) โดยไมมีเคาโครงเดิม คือสราง
โครงขายเอลิเมนตใหม ที่มคีวามละเอียดมากขึ้น โดยไมอาศัยโครงขายเอลิเมนตเดมิ 
 จะเห็นไดวาวธีิที่สอง (Remeshing) ตองอาศัยความชาํนาญในการสรางโครงขายเอลิเมนต ซ่ึง
เปนวิธีที่มีความยากและซับซอน เพราะฉะนัน้ในงานวิจยันีจ้ะขอกลาวถึงเพียง การทํางานของ
ขบวนการอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตตามวิธีที่ 1 (Mesh Refinement) เทานั้นดังตอไปนี้ 
 
 2.8.1 การทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้น (Mesh Refinement) 
 ขบวนการเพิ่มระดับความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต หรือที่เรียกวาการทําใหโครงขายเอลิ
เมนตละเอยีดขึ้น (Mesh Refinement) หมายถึง การจัดการกับระดับขัน้ความเสรี (Degree of Freedom) 
ใหกับโครงขายเอลิเมนตของปญหาที่จําลองมาใหมีจํานวนเพิ่มขึน้จากเดิมที่ไดจากโครงขายเอลิเมนต
เร่ิมตน เพื่อใหแบบจําลองโครงขายเอลิเมนตนั้น มพีฤติกรรมใกลเคยีงพฤติกรรมของโครงสรางปญหา
จริงที่มีระดับขัน้ความเสรีเปนจาํนวนนับไมได โดยมีแนวทางในการเพิ่มระดบัขั้นความเสรีใหกับ
โครงขายเอลิเมนตไว 3 แนวทางคือ 

1)  การเพิ่มระดับขั้นความเสรี โดยการแบงเอลิเมนตในโครงขายเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลง เพื่อ
เพิ่มจํานวนเอลิเมนตใหมีมากขึ้น โดยที่เอลิเมนตที่ใชยังคงใชชนดิเดิมเหมือนกันทั้งหมดวิธีนี้เรยีกวา 
ขบวนการเพิ่มระดับขั้นความเสรีแบบ h-Refinement 

2)  การเพิ่มระดับขั้นความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต ดวยวธีิการเพิ่มระดบัขั้นพหุนาม 
(Polynomial Degree) ในฟงกชันประมาณคาในชวง (Interpolation Function) โดยที่ไมเปลี่ยนแปลง
ขนาดและจํานวนเอลิเมนตในโครงขายเอลิเมนตเดิม การทําเชนนี้เปนการเพิ่มระดับขั้นความเสรีอีก
แนวทางหนึ่ง ซ่ึงเรียกวิธีนีว้า ขบวนการเพิม่ระดับขั้นความเสรีแบบ p-Refinement 

3)  การเพิ่มระดับขั้นความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต ดวยวิธีผสมทั้งสองวิธีขางตน  ซ่ึงเรียก
วิธีนี้วา ขบวนการเพิ่มระดับขั้นความเสรีแบบ h-p Refinement 
 สําหรับเทคนิคการเพิ่มระดบัขั้นความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต อาจจําแนกไดสองรูปแบบ
คือ 

1)  การทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้นแบบสม่ําเสมอ (Uniform Mesh Refinement) 
หมายถึงการเพิ่มระดับความเสรีใหกับโครงขายเอลิเมนต  ทุกเอลิเมนตพรอมกันในโครงขายเอลิเมนต 

2) การทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้นแบบอะแดฟทีฟ (Adaptive Mesh Refinement) 
หมายถึง การเพิ่มระดับขั้นความเสรีใหกบัเอลิเมนตในโครงขายเอลิเมนต โดยเลอืกเพิ่มใหเฉพาะเอลิ
เมนตที่มีความคลาดเคลื่อนมากกวาคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหเทานัน้ ดงันั้นจะเหน็ไดวา
ประสิทธิภาพของวิธีนี้จะดีกวาวิธีแรก แตขั้นตอนการวเิคราะหจะมีความซับซอนมากขึ้น ทฤษฎกีารลู
เขาสามารถนํามาใชในการหาคาความคลาดเคลื่อนขั้นตอนตนได 
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2.8.2 วิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (h-Adaptive Finite Element Method) 
 วิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (h-Adaptive Finite Element Method) เปนกระบวนการ
วิเคราะหปญหาดวยระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และมีการควบคุมคาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลย 
โดยการแบงเอลิเมนตเดิมในโครงขายเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลง เพื่อเปนการเพิ่มระดับความเสรี โดยเอ
ลิเมนตใหมที่เกิดขึ้นจะมีชนดิเดียวกับเอลิเมนตเดิม การที่จะรูวาควรแบงเอลิเมนตใด ก็ทําโดยตรวจสอบ
คาคลาดเคลื่อนแตละเอลิเมนต เอลิเมนตใดมีความคลาดเคลื่อนมากเกินกวาคาที่ยอมให ก็จะแบงเอลิ
เมนตนั้น การทําเชนนี้จะทาํใหไดโครงขายเอลิเมนตที่เหมาะสม เพราะเปนการเพิม่ระดับขั้นความเสรี
ใหกับโครงขายเอลิเมนตตรงตําแหนงที่มีคาความคลาดเคลื่อนมาก ทําใหประหยัดจํานวนระดับขั้นความ
เสรี และทําใหผลเฉลยโดยประมาณของปญหาที่วิเคราะหได มีคาเขาสูผลเฉลยที่แมนตรงดวยอัตราที่เร็ว 
ซ่ึงเปนหัวใจสาํคัญของขบวนการอะแดฟทีฟ ซ่ึงมีงานวิจัยทีเ่สนอวิธีเอชอะแดฟทฟีไฟไนตเอลิเมนตกับ
ปญหาลักษณะตางๆ ที่ประสบผลสําเร็จแสดงใหเห็นวาวิธีนี้สามารถควบคุมคาคลาดเคลื่อนไดในเกณฑ
ที่นาพอใจคือประมาณรอยละ 5  
 วิธีเอชอะแดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนต (h-Adaptive Finite Element Method) มีผูนําไปใชอยาง
แพรหลายทําใหเปนที่นยิมในงานวจิัยและงานทางวิศวกรรมตางๆ ซ่ึงสามารถสรุปวิธีการไดดังนี ้

- หลังจากวิเคราะหปญหาดวยวิธีระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ก็จะไดผลเฉลยโดยประมาณ 
( ) แลวนําตรวจสอบคาความคลาดเคลื่อน hu

- กําหนดคาที่ยอมใหในรูปของสัดสวนของคาความคลาดเคลื่อนตอผลเฉลย เชน กําหนด
คาที่ยอมให (η ) เทากับ รอยละ 10 

- คํานวณคา  จากสัดสวนของคาความคลาดเคลื่อนโดยประมาณตอผลเฉลยโดยประมาณ 
ที่รวมกับคาความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ ดังแสดงในสมการที่ 36 

η

 

( )

1
22

2
2 2

2 2

e

U e

σ

σ

η η
∗

∗

∗ ∗

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≈ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

     (36) 

 
 โดยที ่  = คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธโดยประมาณ η

  η  = คาความคลาดเคลื่อนสัมพัทธที่ยอมให 
2

2
e∗  = กําลังสองของนอรมพลังงานของคาความคลาดเคลื่อนโดยประมาณ

ของการเปลี่ยนตําแหนงแบบวงกวาง (Global)  
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2

2
u∗  = กําลังสองของนอรมพลังงานของคาการเปลี่ยนตําแหนงแบบวงกวาง 

(Global)  
 เปรียบเทียบ กับ η η ถาหาก η η> ก็แสดงใหเห็นวา คาความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยนั้นยัง
คามากกวาคาความคลาดเคลื่อนที่ยอมใหดังนั้นจึลตองมีการปรับปรุงโครงขายเอลิเมนต โดยทําให
โครงขายเอลิเมนตละเอียดขึน้ ซ่ึงทําไดโดยการแบงเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กลงเพือ่เพิ่มจํานวนมากขึ้น 
ตอจากนัน้ก็กลับไปวิเคราะหหาผลเฉลยใหมอีกครั้ง และทําซํ้าจนกวาจะได η η< แสดงวาความ
ถูกตองของผลเฉลยที่อยูในเกณฑทีย่อมรบัไดแลว  จากขบวนการทีส่รุปขางตนนี้ จะพบวาวิธีเอชอะ
แดฟทีฟไฟไนตเอลิเมนตมีการคํานวณทีเ่ปนระเบียบ ไมซับซอนและสามารถกระทําในระดับเอลิเมนต
ได 
 สําหรับผลงานวิจัยทีเ่สนอเกีย่วกับเทคนิคการสรางรหัสโปรแกรมการทาํใหโครงขายเอลิเมนต
ละเอียดขึ้นในวิธีเอช (h – Adaptive) มีผูเสนอไวดังนี ้
 Devloo, Oden และ Strouboulis (1987) ไดเสนอเทคนิคการจัดสรางรหัสโปรแกรม สําหรับการ
ทําใหโครงขายเอลิเมนตละเอียดขึ้นดวยการแบงเอลิเมนตเดิมใหมีขนาดเล็กลง โดยเสนอเฉพาะกรณี
ส่ีเหล่ียม การแบงเอลิเมนตจะแบงจากหนึ่งเอลิเมนตออกเปนเอลิเมนตยอยส่ีเอลิเมนต และไดเสนอเท
คนิดการแบงเอลิเมนตใหเปนไปตามกฎที่เรียกวา กฎหนึง่ระดับ ( 1 – Level Rule) หมายถึงเอลิเมนตที่
ติดกันจะตองมีความแตกตางของระดับการแบงมากที่สุดเทากับหนึ่ง ซ่ึงจะทําใหเอลิเมนตใดๆ มีเอลิ
เมนตที่ติดกับแตละดานไดสูงสุดดานละสองเอลิเมนต ดังแสดงในรปูที่ 4 เดิมมี 4 เอลิเมนต(A,B,C,D) 
เมื่อตองการแบงเอลิเมนต B ก็จะทําการแบงครึ่งดานทั้งสี่ไดเอลิเมนตยอย 4 ตัวคือ i,ii,iii,iv สังเกตวาจะ
เกิดจดุตอบนดานเอลิเมนต A และ C ซ่ึงจะถูกสรางเปนจุดตอที่มีระดับขั้นความเสรีแบบไมปกติ 
(Irregular Node) หรือเรียกวาจุดตอแบบถูกบังคับ (Constrained Node) ทั้งนี้เพื่อใหเกดิความตอเนื่องของ
คาเปลี่ยนตําแหนงระหวางเอลิเมนต และหากตองการทีจ่ะมีการแบงเอลิเมนต i จากกฎหนึ่งระดบัจะไม
สามารถแบงไดทันที จะตองทําการ 
แบงเอลิเมนต A เพื่อใหไดเอลิเมนต v,vi,vii,viii เสียกอน จึงจะสามารถแบงเอลิเมนต i ได ดังนั้นจุดตอ
บนดาน A ที่เปนจุดตอแบบถูกบังคับก็จะเปลี่ยนเปนจดุตอที่มีระดับขัน้ความเสรีแบบอิสระ และจะไดเอ
ลิเมนตที่มีขนาดเล็กลง มีระดับการแบงเพิ่มขึ้นหนึ่งระดับคือเอลิเมนต w,x,y,z ซ่ึงจะเกิดจดุตอแบบถูก
บังคับเพิ่มขึ้นที่ดานของเอลิเมนต D,ii,iv.vi ทําใหตองมีการจัดการทีจุ่ดตอเพื่อใหเกิดความตอเนือ่งของ
คาเปลี่ยนตําแหนงระหวางเอลิเมนต ซ่ึงจะไดกลาวในหวัขอถัดไป 
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รูปท่ี 4 ลักษณะขอกําหนดตามกฎการแบงแบบหนึ่งระดบั 

A B 

C D 

A 
i 

C D 

ii 

iii iv 

v 

C D 

iii iv vii viii 

vi ii z y 
w x 

จุดตอแบบอิสระ 
จุดตอแบบถูกบังคับ 

 
Demkowicz และคณะ (1989) ไดเสนอเทคนิคการแบงเอลิเมนตแบบหนึ่งระดับ เชนเดียวกบั 

Devloo  แตในงานวิจยันี้ไดแสดงใหเหน็ถึงเทคนิคในการแบงเอลิเมนตและจดัการกบัจุดตอชนิดทีเ่ปน
จุดตอแบบถูกบังคับ ดังแสดงในรูปที่ 5 แสดงถึงความไมตอเนื่องของคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกดิขึ้น
ระหวางเอลิเมนต Demkowicz ไดเสนอสมการที่ใชในการคํานวณหาคาของจุดตอที่เปนจุดตอแบบถูก
บังคับดังสมการที่ 37 ดังนี ้

 
     (37) ( ) ( ) ( ) ( )h h h hu A u C u D u Eα β γ= + +

 
โดยที ่  = ผลเฉลยของคาการเปลี่ยนตําแหนงไฟไนตเอลิเมนต hu

  = สัมประสิทธิ์คาความเหมาะสม เพื่อทําใหเกิดความตอเนื่องของคา
เปลี่ยนตําแหนงระหวางเอลิเมนต 

, ,α β γ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5 แสดงถึงความไมตอเนื่องของคาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึน้ระหวางเอลิเมนต 


