
บทที� 3 

การคาํนวณการสั�นสะเทือนของมอเตอร์เหนี�ยวนําโดยวธีิไฟไนท์อลิเิมนท์ 

แบบ 3 มิต ิ

 

3.1 บทนํา 

การคาํนวณขนาดของการสั�นสะเทือนของมอเตอร์เหนี�ยวนาํสามเฟสในขณะที�โรเตอร์ 

หมุน โดยแสดงผลของการสั�นสะเทือนในรูปของการกระจดัที�ผิดเพี�ยนไปจากรูปร่างดั�งเดิมของ

มอเตอร์ ค่อนขา้งดาํเนินการไดย้าก เนื�องจากผลลพัธ์ของการกระจดัอยา่งละเอียดที�ครอบคลุมตลอด

ทั�งปริมาตรของมอเตอร์ต้องอาศัยการคาํนวณที�มีความซับซ้อนสูง ซึ� งปัจจุบันคอมพิวเตอร์มี

สมรรถนะสูงและมีหน่วยความจาํขนาดใหญ่ จึงสามารถคาํนวณการสั�นสะเทือนของมอเตอร์ใน

ทุกๆตาํแหน่งดว้ยวธีิไฟไนทอิ์ลิเมนทไ์ด ้ดงันั�นในบทนี� จึงไดป้ระยกุตว์ิธีไฟไนทอิ์ลิเมนทเ์พื�อใชใ้น

การคาํนวณหาขนาดของการสั�นสะเทือน 

 

3.2 การคาํนวณการสั�นสะเทอืนโดยวธิีไฟไนท์อลิเิมนท์แบบ 3 มติิ 

การคาํนวณขนาดของการสั�นสะเทือนในมอเตอร์ จะอาศยัวิธีไฟไนท์อิลิเมนทเ์พื�อสร้าง

สมการการเคลื�อนที� โดยพิจารณาการสั�นในรูปของฟํงก์ชันการกระจดั ซึ� งการดาํเนินงานจะมี

ขั�นตอนคลา้ยคลึงกบัการคาํนวณค่าสนามแม่เหล็กดว้ยวธีิไฟไนทอิ์ลิเมนทจ์ากบทที� 2 ที�ผา่นมา โดย

มีขั�นตอนการดาํเนินงานต่างๆ ดงันี�  

3.2.1 การแบ่งอลิเิมนท์ของพื�นที�ศึกษา 

 เริ�มจากการแบ่งปริมาตรของมอเตอร์ออกเป็นอิลิเมนทรู์ปทรงสี�หนา้สี� จุดต่อ โดย

สมมติลกัษณะการกระจายผลลพัธ์โดยประมาณ ณ ตาํแหน่งใดๆ บนอิลิเมนทเ์ป็นแบบเชิงเส้น การ

แบ่งอิลิเมนท์และจุดต่อขอมอเตอร์ขนาดเล็กพิกัด 3 แรงม้า ได้ใช้โปรแกรม Solid Work โดยมี

จาํนวนจุดต่อและอิลิเมนทเ์ท่ากบั 5,448 จุด และ 28,059 อิลิเมนท ์ตามลาํดบั ดงัแสดงดว้ยรูปที� 3.1 

ซึ� งจากรูป การคาํนวณการสั�นสะเทือนไดแ้บ่งพื�นที�การพิจารณาเฉพาะส่วนของแกนสเตเตอร์เท่านั�น 

เนื�องจากพิจารณาผลของแรงที�มากระทาํเฉพาะส่วนของแกนสเตเตอร์ (Henneberger, Sattler, and 

Shen, 1992), (Durantay, Laurent, Messin, and Kromer, 1999) แล ะ  (Ishibashi, Kamimoyo, Noda, 

and Itomi, 2003) 
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รูปที� 3.1 การแบ่งอิลิเมนทแ์ละจุดต่อของมอเตอร์เพื�อคาํนวณการสั�นสะเทือน 

 

3.2.2 ฟังก์ชันการประมาณภายในและสมการของอลิเิมนท์ 

  การสร้างสมการการเคลื�อนที�ของอิลิเมนท์ เมื�อพิจารณาการสั�นของมอเตอร์ใน

ฟังก์ชนัของการกระจดั สมการการเคลื�อนที�ของอิลิเมนทส์ามารถแสดงไดด้งัสมการที� (3.1) ซึ� งเป็น

สมการไฟไนทอิ์ลิเมนทส์าํหรับแต่ละอิลิเมนทที์�มี 12 สมการประกอบรวมกนั 
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โดย 1212][ M =  เมทริกซ์มวล (mass matrix) 

          1212][ D  =  เมทริกซ์ความหน่วง (dampling matrix) 

          1212][ K  =  เมทริกซ์ความแขง็ของสปริง (stiffness matrix) 

            112F  =  เวกเตอร์ของแรงหรือโมเมนตที์�มากระทาํ 

           112x  =  เวกเตอร์การกระจัดเพื�อใช้หาอนุพนัธ์อันดับหนึ� ง  
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                               เทียบกับเวลา หรืออีกนัยหนึ� งคือเวกเตอร์ความสัมพนัธ์ของความเร็วและ 

                              ความเร่งตามลาํดบั  
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ซึ� งแรงที�กระทาํกบัช่องอากาศของมอเตอร์เกิดจากการนาํแรงแม่เหล็กไฟฟ้าตรงกลางซี�ในแต่ละซี�

ของสเตเตอร์ที�ติดกบัช่องอากาศ ซึ� งแรงแม่เหล็กไฟฟ้าดงักล่าวเป็นผลลพัธ์จากการคาํนวณดงัที�ได ้

อธิบายไวใ้นบทที� 2 ส่วนเวกเตอร์การกระจดัที�แสดงในสมการที� (3.2) เป็นการแสดงระยะกระจดั

บนจุดต่อหมายเลข 1, 2, 3 และ 4 ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาต่อหนึ� งอิลิเมนท์ โดย ,u v  และ w  

แทนระยะกระจดัในแนวแกน ,x y  และ z  ตามลาํดบั ดงัแสดงในรูปที� 3.2 ซึ� งการแสดงระนาบ

พิกดัในลกัษณะเช่นนี�  จะเรียกวา่ระนาบพิกดัวงกวา้ง (global coordinate) 
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รูปที� 3.2 อิลิเมนทส์ามเหลี�ยมเมื�อพิจารณาระนาบพิกดัวงกวา้ง 

การพิจารณาการกระจดัของแต่ละอิลิเมนท์ที�มีลักษณะการวางตวัในแต่ละอิลิเมนท์ที�

แตกต่างกนั จะต้องพิจารณาการวางตวัของทุกๆ อิลิเมนท์ให้อยู่ในรูปแบบเดียวกันเสียก่อน ซึ� ง

ดาํเนินการไดโ้ดยแปลงระนาบพิกดัวงกวา้งให้เป็นระนาบพิกดัเฉพาะถิ�น (local coordinate) (Rao, 
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1999) ดงัแสดงดว้ยรูปที� 3.3 ซึ� งดาํเนินการไดโ้ดย กาํหนดให้ที�จุดต่อหมายเลข 1 ของทุกๆ อิลิเมนท์

มีพิกดัเฉพาะถิ�น  ( 111
~,~,~ zyx ) อยูที่�จุดกาํเนิด (0,0,0) โดยที�แกน x~  ของทุกๆ อิลิเมนทบ์นระนาบพิกดั 

เฉพาะถิ�นจะวางตวัตามฐานของสามเหลี�ยมระหว่างจุดต่อหมายเลข 1 และ 2 และแกน y~  

จะตั�งฉากกบัแกน x~  ดงันั�นจุดต่อหมายเลข 2 ของทุกๆ อิลิเมนท์จึงมีพิกดัเฉพาะถิ�น 
2 2

( , , )x y z    

เป็น 
2( ,0, )x z   และ 

3 3 3
( , , )x y z    คือจุดต่อหมายเลข 3 ของพิกดัเฉพาะถิ�น โดยมี u~  และ v~  ที�จุดต่อ

หมายเลขต่างๆ แทนระยะกระจดัในแนวแกน x~  และ y~  ตามลาํดบั เมื�อสร้างสมการอิลิเมนท์ใน

ระนาบพิกัดเฉพาะถิ�นเพื�อพิจารณาฟังก์ชันการประมาณภายในอิลิเมนท์แล้ว จากนั� นจึงแปลง

กลบัไปเป็นสมการอิลิเมนทใ์นระนาบพิกดัวงกวา้ง ( yx, ) ดงัเดิม 

 

 

รูปที� 3.3 อิลิเมนทส์ามเหลี�ยมเมื�อพิจารณาระนาบพิกดัเฉพาะถิ�น 

การพิจารณาฟังก์ชนัการประมาณภายในอิลิเมนท ์ยงัคงพิจารณาลกัษณะการกระจายของผลเฉลย

บนอิลิเมนทเ์ป็นแบบเชิงเส้นเช่นเดียวกบัที�เคยกล่าวมาแลว้ในบทที� 2 ซึ� งลกัษณะการกระจายของผล

เฉลยบนอิลิเมนทเ์มื�อพิจารณาระนาบพิกดัเฉพาะถิ�น สามารถแสดงไดด้งัสมการที� (3.3), (3.4) และ 

(3.5) 

 

  44332211
~~~~~,~,~ NuNuNuNuzyxu                                                            (3.3) 

 

    44332211
~~~~~,~,~ NvNvNvNvzyxv                                                             (3.4) 

 

  44332211
~~~~~,~,~ NwNwNwNwzyxw                                                        (3.5) 
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โดยที� nN  , n 1, 2, 3, 4  คือฟังก์ชนัการประมาณภายในอิลิเมนท ์และ nu
~ , nv
~  และ 

n
w~ เมื�อ n 1, 

2, 3, 4 คือผลลัพธ์ของการกระจดัในแนวแกน x~ , y~  และ z~  ในแต่ละจุดต่อ (1, 2, 3, 4) ของอิลิ

เมนทต์ามลาํดบั ซึ� ง 

 

6
n n n n

n

a b x c y d z
N

V

  


  
                                                                         (3.6) 

 

โดยที�  

 

  )~~~~(~)~~~~(~)~~~~(~ 3443242243233241 zyzyxzyzyxzyzyxa             

)~~~~(~)~~~~(~)~~~~(~ 4334114413311342 zyzyxzyzyxzyzyxa           

)~~~~(~)~~~~(~)~~~~(~ 3223141142122143 zyzyxzyzyxzyzyxa      

)~~~~(~)~~~~(~)~~~~(~ 3223113312211234 zyzyxzyzyxzyzyxa     

)~~(~)~~(~)~~(~ 3424232341 zzyzzyzzyb              

)~~(~)~~(~)~~(~ 1434313142 zzyzzyzzyb           

)~~(~)~~(~)~~(~ 2414121243 zzyzzyzzyb         

)~~(~)~~(~)~~(~ 1323212134 zzyzzyzzyb               

)~~(~)~~(~)~~(~ 2434323241 zzxzzxzzxc       

)~~(~)~~(~)~~(~ 3414131342 zzxzzxzzxc       

)~~(~)~~(~)~~(~ 2324212143 zzxzzxzzxc         

)~~(~)~~(~)~~(~ 2313121234 zzxzzxzzxc    

)~~(~)~~(~)~~(~ 3424232341 yyxyyxyyxd   
)~~(~)~~(~)~~(~ 1434313142 yyxyyxyyxd   
)~~(~)~~(~)~~(~ 2414121243 yyxyyxyyxd   
)~~(~)~~(~)~~(~ 1323212134 yyxyyxyyxd                   (3.7) 

             

และ V  คือปริมาตรของแต่ละอิลิเมนท ์ซึ� งคาํนวณไดด้งันี�  
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                              (3.8)  

   

  จากสมการไฟไนท์อิลิเมนท์ในสมการที� (3.1) สามารถคาํนวณอิลิเมนท์เมทริกซ์

ความแข็งของสปริงและอิลิเมนทเ์มทริกซ์มวลไดด้งัที�จะอธิบายต่อจากนี� ไป ซึ� งในงานวิจยันี� จะไม่

พิจารณาถึงอิลิเมนทเ์มทริกซ์ความหน่วงเนื�องจากมีผลต่อการสั�นสะเทือนของมอเตอร์ค่อนขา้งนอ้ย 

ประกอบกบัการคาํนวณมีความยุง่ยาก (Henneberger, Sattler, Hadrys, and Shen, 1992) 

 

เมทริกซ์ความแขง็ของสปริง: 1212][ K  
  ดาํเนินการโดยพิจารณาการวางตวัของอิลิเมนท์ในระนาบพิกดัเฉพาะถิ�นเพื�อให้

ทุกๆ อิลิเมนท์มีการวางตวัอยู่ในรูปแบบเดียวกนัก่อน จะไดเ้มทริกซ์ส่วนประกอบความแข็งของ

สปริง(constitutive matrix, ]
~
[D ) ดงัแสดงดว้ยสมการที� (3.9)  

 

  
 













































2

21

0
2

21
sym

00
2

21
0001

0001

0001

)21(1
]
~
[

v

v

v
v

vv

vvv

vv

E
D              (3.9) 

 

ซึ� ง E  และ v  คือค่ามอดุลสั (modulus) และอตัราส่วนของปัวซอง (Poisson’s ratio) ตามลาํดบั 

 

เมทริกซ์ความเครียดของสปริง(strain relationship, ]
~
[B ) ดังแสดงได้ในสมการที� (3.10), (3.11), 

(3.12), (3.13), และ (3.14)    
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~
[ 4321 BBBBB                                                   (3.10) 

 

โดยที�  
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เมื�อนาํค่า ]
~
[B  รวมระบบจะไดด้งัสมการที� (3.15) 
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ซึ� งเมทริกซ์ความแข็งของสปริงเฉพาะถิ�น (local stiffness matrix, ]
~
[K ) เกิดจากผลของเมทริกซ์

ส่วนประกอบความแข็งของสปริงและเมทริกซ์ความเครียดของสปริง ดงัแสดงดว้ยสมการที� (3.16) 

และ (3.17) ตามลาํดบั 

 

      
V

T
dVBDBK

~~~
]
~
[                  (3.16) 

 

      VBDBK
T ~~~

]
~
[                   (3.17)    

 

เมื�อคาํนวณเมทริกซ์ความแข็งของสปริงเฉพาะถิ�นไดแ้ลว้ จากนั�นแปลงกลบัเป็นเมทริกซ์ความแข็ง

ของสปริงที�แทจ้ริงไดใ้นสมการที� (3.18) 

 

  ]][
~
[][][ RKRK T                                                                                           (3.18) 
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โดยที� 
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จากสมการที� (3.19) สมาชิกในเมทริกซ์ ][R  จะประกอบไปด้วยฟังก์ชันโคไซน์ระบุทิศทาง

(directional cosine) ซึ� งเป็นค่าที�ใชส้ําหรับถ่ายโอนจากระนาบพิกดัเฉพาะถิ�นสู่ระนาบพิกดัวงกวา้ง 

ดงัแสดงดว้ยความสัมพนัธ์ดงัสมการที� (3.20) - (3.30) 
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เมทริกซ์มวล: 1212][ M  

  ดาํเนินการโดยพิจารณาการวางตวัของอิลิเมนท์ในระนาบพิกัดเฉพาะถิ�นก่อน

เช่นกนั ดงัแสดงไดใ้นสมการที� (3.31) 
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ซึ� ง   คือค่าความหนาแน่นมวล (mass density) ในแต่ละอิลิเมนท ์จากนั�นแปลงกลบัเป็นเมทริกซ์

มวลที�แทจ้ริงไดใ้นสมการที� (3.32) 
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การนําสมการการเคลื�อนที�ของแต่ละอิลิเมนท์ที�ได้มาประกอบกันเป็นสมการรวมสําหรับการ

เคลื�อนที�ของระบบ โดยหากเราแบ่งลกัษณะรูปร่างของปัญหาออกเป็นอิลิเมนทย์อ่ยซึ� งประกอบดว้ย 

n  จุดต่อ จึงก่อใหเ้กิดระบบสมการรวมสําหรับการเคลื�อนที�ของระบบ ซึ� งประกอบดว้ยสมการยอ่ย

จาํนวนทั�งสิ�น n3  สมการ ดงัแสดงด้วยสมการที� (3.33) ทั�งนี� เนื�องจากการพิจารณาการกระจดัจะ

พิจารณาทั�งแนวแกน x , y และแกน z  ร่วมกนั 
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3.3 การหาผลเฉลยสําหรับการสั�นสะเทอืน 

 ในการวเิคราะห์สถานะชั�วครู่ในขณะที�มอเตอร์หมุนไป ดงัสมการการเคลื�อนที�ที�เวลา t  

ใดๆ ที�แสดงดว้ยสมการที� (3.34) 
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ซึ� งตวัยก t  หมายถึงค่าที�มีการเปลี�ยนแปลงตามเวลา จะสังเกตเห็นว่าเมทริกซ์ ][M , ][D  และ ][K  

จะไม่มีการเปลี�ยนแปลงตามเวลาเมื�อมอเตอร์หมุนไป การแกส้มการสถานะชั�วครู่ในงานวิจยันี�  จะ

ใช้วิธีผลต่างกลาง (central difference) เพราะเป็นวิธีที�นิยมใช้กนัแพร่หลายสําหรับการแก้สมการ

การเคลื�อนที�ในสถานะชั�วครู่ (Kwon and Bang, 2000) โดยเมื�อพิจารณาวธีิผลต่างกลาง จะได ้
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แทนค่าสมการที� (3.35) และ (3.36) ลงในสมการที� (3.34) จะได ้  
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ซึ� ง  effM  และ  effF  คือเมทริกซ์มวลประสิทธิผล (effective mass matrix) และเวกเตอร์แรง

ประสิทธิผล (effective force matrix) ตามลาํดบั ดังนั�นจึงสรุปเป็นขั�นตอนในการคาํนวณหาการ 

สั�นสะเทือนเป็นระยะกระจดัเมื�อมอเตอร์หมุนไป ไดด้งัรายละเอียดต่อไปนี�  

 ขั�นตอนที� 1 : คาํนวณหาเมทริกซ์ระบบสมการรวม ][M , ][D  และ ][K  

 
ขั�นตอนที� 2 : กาํหนดค่าเงื�อนไขเริ�มตน้ที� 0t  ซึ� งประกอบดว้ยเวกเตอร์การกระจดั 0}{x  

และเวกเตอร์ความเร็ว  
t

x




0

 พร้อมทั�งรับค่าเวกเตอร์ของแรงที�กระทาํกบัมอเตอร์ 0}{F   

ขั�นตอนที� 3 : คาํนวณค่าเวกเตอร์ความเร่ง  
2

02

t

x



  ในสมการที� (3.34) ซึ� งสามารถแสดงได้

ดงันี�  
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 ขั�นตอนที� 4 : คาํนวณค่าเวกเตอร์การกระจดัที�เวลา t  โดยใชค้วามสัมพนัธ์ของสมการที� 

(3.35) และ (3.36) ซึ� งสามารถแสดงไดด้งันี�  
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                                                           (3.41)   

 

 ขั�นตอนที� 5 : คาํนวณเมทริกซ์มวลประสิทธิผล  effM  โดยใชส้มการที� (3.38) 

 ขั�นตอนที� 6 : คาํนวณเวกเตอร์แรงประสิทธิผล  effF  โดยใชส้มการที� (3.39) 

 ขั�นตอนที� 7 : คาํนวณค่าเวกเตอร์การกระจดัที�เวลาถดัไป   tt
x

  ในสมการที� (3.37) จากนั�น

ที�เวลาถดัไป tt   ดาํเนินการทาํซํ� าในขั�นตอนที� 6-7 จนถึงเวลาสิ�นสุด 
fT  

 ขั�นตอนต่างๆ ที�ไดอ้ธิบายผา่นมา อาจสรุปรวมในรูปของแผนภูมิไดด้งัรูปที� 3.4 
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  ใช่   ไม่ใช่ 

 

              

รูปที� 3.4 แผนภูมิการคาํนวณการสั�นสะเทือนในมอเตอร์ 

 

คาํนวณเมทริกซ์ ][M , ][D ,
 
][K  

0t  กาํหนด t , 
fT , 0}{x ,

 dt

xd 0}{  

อ่านขอ้มูล 0}{F  

คาํนวณ
 2

02 }{

dt

xd  

คาํนวณ tx }{  

คาํนวณ ][ effM  

คาํนวณ ][ effF  

คาํนวณ
 

ttx }{  

 

ttt   

สิ�นสุด 

เริ�มตน้ 
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3.4 สรุป 

 บทที�  3 นี�  ได้อธิบายการประยุกต์วิธีไฟไนท์อิลิเมนท์เพื�อคํานวณหาขนาดของการ

สั�นสะเทือนของมอเตอร์เหนี�ยวนาํสามเฟสเมื�อโรเตอร์หมุน โดยพิจารณาในรูปแบบของฟังก์ชัน

การกระจดัซึ� งอาศยัสมการการเคลื�อนที�ในรูปของสมการอนุพนัธ์สามญัอนัดบัสอง รายละเอียด

ต่างๆ ในบทนี�  จะนาํไปสู่การประดิษฐ์โปรแกรมไฟไนท์อิลิเมนท์เพื�อใช้เป็นโปรแกรมจาํลองผล

การสั�นสะเทือนที�จะไดก้ล่าวถึงในบทที� 4 ต่อไป 


