
บทที� 2 

การคาํนวณสนามแม่เหลก็ของมอเตอร์เหนี�ยวนําโดยวธีิไฟไนท์อลิเิมนท์ 

แบบ 3 มิต ิ

 

2.1 บทนํา 

วิธีไฟไนทอิ์ลิเมนท ์เป็นวิธีการคาํนวณเชิงตวัเลขวิธีหนึ� งที�ไดรั้บความนิยมมาก เนื�องจาก

ปัจจุบนัคอมพิวเตอร์มีความเร็วสูงและมีหน่วยความจาํขนาดใหญ่ ทาํให้สามารถคาํนวณงานต่างๆ

ดว้ยวิธีไฟไนท์อิลิเมนท์ไดง่้ายและรวดเร็วขึ�น การคาํนวณสนามแม่เหล็กในมอเตอร์เหนี�ยวนาํที�มี

ความซบัซ้อน จึงมีความจาํเป็นอยา่งยิ�งที�ตอ้งนาํวิธีไฟไนทอิ์ลิเมนทม์าใชใ้นการแกปั้ญหา ดงันั�นใน

บทนี� จึงได้นําเสนอแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์ของสนามแม่เหล็กในมอเตอร์เหนี�ยวนํา และ

ประยกุตว์ธีิไฟไนทอิ์ลิเมนทเ์พื�อใชใ้นการคาํนวณหาสนามแม่เหล็กนี�  

 

2.2 แบบจําลองทางคณติศาสตร์ของสนามแม่เหลก็ 

ในการคาํนวณหาสนามแม่เหล็ก B สามารถดาํเนินการไดโ้ดยเลี�ยงไปคาํนวณหาศกัยเ์ชิง

เวกเตอร์แม่เหล็ก A ก่อน เนื�องจากสามารถคาํนวณไดง่้ายกวา่ โดยสนามแม่เหล็ก B สามารถคาํนวณ

ไดด้ว้ยการเคิร์ลศกัยเ์ชิงเวกเตอร์แม่เหล็ก A เท่านั�น ซึ� งสามารถแสดงไดด้งันี�  

 
                       (2.1) 

 

การคํานวณสนามแม่เหล็กในมอเตอร์เหนี� ยวนํา จึงเริ� มจากการหาแบบจําลองทาง

คณิตศาสตร์ของสนามแม่เหล็ก ซึ� งตั�งตน้จากการศึกษาสนามแม่เหล็กไฟฟ้าที�เปลี�ยนแปลงค่าตาม

เวลา (William, 1989) โดยศึกษาไดจ้ากกฎของฟาราเดย ์(Faraday’s law) ที�กล่าววา่ สนามแม่เหล็กที�

แปรผนัตามเวลาจะเหนี�ยวนาํใหเ้กิดสนามไฟฟ้า E ซึ� งแสดงไดด้งันี�  

 

t







                        (2.2) 

 

แทนสมการที� (2.1) ลงในสมการที� (2.2) จะได ้
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t





                        (2.3) 

 

และจากกฎของแอมแปร์ (Ampere’s law) ที�ใชก้บัสนามที�แปรตามเวลา เมื�อสมมติให้ความ

หนาแน่นกระแสกระจัด (displacement current density) มีค่า เป็นศูนย์ (Demerdash and Gillott, 

1974) และ (Fu, 1999) เนื�องจากแหล่งจ่ายมีค่าความถี�ต ํ�า สามารถแสดงไดด้งันี�  

 

0 eJ J                      (2.4) 

 

เมื�อ H คือความเข้มสนามแม่เหล็ก, J0 คือความหนาแน่นของกระแสภายนอก (external 

current density) และ Je คือความหนาแน่นของกระแสวน (eddy current density) ซึ� งไดจ้ากกฎของ

โอห์ม โดยที� 

 

 eJ E                            (2.5) 

 

เมื�อ   คือสภาพนาํทางไฟฟ้า (electrical conductivity) และจากความสัมพนัธ์ของสมการที� 

(2.3) จึงได ้
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A
J                      (2.6) 

 

นาํสมการที� (2.1) และ (2.6) แทนค่าลงไปในสมการที� (2.4) จะได ้

 

1

t




  
      

0

A
J                            (2.7) 

 

จากการศึกษาคุณสมบติัของ A พบวา่ จึงไดส้มการของศกัยเ์ชิงเวกเตอร์แม่เหล็กดงัสมการ

ที� (2.8) 

 

2

t
 


  


0

A
A J                          (2.8) 
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ดงันั�นแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์ของสนามแม่เหล็กในมอเตอร์เหนี�ยวนาํสามเฟส ซึ� ง

กระแสเหนี�ยวนาํในวงจรโรเตอร์จะขึ�นอยู่กบัค่าสลิป  s ของมอเตอร์ดว้ย เมื�อพิจารณามอเตอร์ใน

สามมิติตามระนาบพิกดั  xyz  ซึ� งแปรผนัตามเวลา จึงสามารถคาํนวณไดจ้ากสมการ โดยสมการจะ

ปรากฏอยูใ่นรูปสมการอนุพนัธ์ยอ่ย (partial differential equation: PDE) อนัดบัสอง สามารถแสดง

ด้วยสมการที�  (2.9) (Vassent, Meunier, and Foggia, 1991), (Nagwa, Anthony, and Graham, 1992) 

และ (Fu,1999)  ดงันี�  

 

0

1 1 1
( ) ( ) ( ) 0s
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

  

      
    

      
J

   

               
(2.9) 

 

โดยที�    คือ ความซาบซึมไดข้องแม่เหล็ก (magnetic permeability) 

              คือ สภาพนาํทางไฟฟ้า (electrical conductivity) 

             s  คือ ค่าสลิป (slip) ของมอเตอร์ 

           0J  คือ ความหนาแน่นของกระแสภายนอก (external current density) 

 

จากสมการที� (2.9) ซึ� งเป็นการสมมติให้สนามแม่เหล็กวางตวัตามพื�นที�หนา้ตดัในระนาบ

พิกดั xy ของมอเตอร์ ดงันั�นการพิจารณาเทอมของ   และ 0J  จะปรากฎเฉพาะส่วนประกอบแกน 

z เท่านั�น 

 

2.3 การคาํนวณสนามแม่เหลก็โดยวธิีไฟไนท์อลิเิมนท์แบบ � มติิ 

สืบเนื�องจากสมการเชิงอนุพนัธ์เพื�อใช้ในการคาํนวณหาสนามแม่เหล็กของมอเตอร์

เหนี� ยวนํา ดังแสดงในสมการที�  (2.9) หาผลเฉลยแม่นตรงได้ยาก ดังนั� นการหาค่าผลเฉลย

โดยประมาณด้วยวิธีไฟไนท์อิลิเมนท์จึงถูกนํามาใช้ในการนี�  ซึ� งประกอบไปด้วยขั�นตอนการ

ดาํเนินงานต่างๆ ดงันี�  

2.3.1 การแบ่งอลิเิมนท์ของพื�นที�ศึกษา 

 ขั�นตอนแรกเริ�มจากการแบ่งพื�นที�ย่อยของปัญหาออกเป็นอิลิเมนท์ ซึ� งในที�นี� จะ

ใชอิ้ลิเมนท์รูปทรงสี�หน้า (tetrahedral) โดยสมมติลกัษณะการกระจายของผลลพัธ์โดยประมาณ ณ 

ตาํแหน่งใดๆ บนอิลิเมนท์เป็นแบบเชิงเส้นซึ� งงานวิจยันี� จะดาํเนินการแบ่งพื�นที�ย่อย โดยอาศยั

โปรแกรมสาํเร็จรูป Solid Work  และไดผ้ลลพัธ์ออกมาดงัรูปที� 2.1 ซึ� งเป็นตวัอยา่งการแบ่งอิลิเมนท์

และจุดต่อบนพื�นที�ของ 
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มอเตอร์ โดยมอเตอร์มีจํานวนร่องของสเตเตอร์และโรเตอร์ทั� งหมดเท่ากับ 36 และ 44 ร่อง 

ตามลาํดบั และการพนัขดลวดสเตเตอร์เป็นแบบสองชั�น ส่วนรูปที� 2.2 เป็นการขยายใหเ้ห็นถึงความ

ละเอียดในการแบ่งอิลิเมนทแ์ละจุดต่อบนบริเวณพื�นที�ที�สาํคญั 

ในงานวิจยันี�การแบ่งพื�นที�หนา้ตดัของมอเตอร์ออกเป็นอิลิเมนท์ จะพิจารณาแยกพื�นที�กนั

ออกเป็น 3 ส่วน ไดแ้ก่ ส่วนของพื�นที�สเตเตอร์ ส่วนของพื�นที�โรเตอร์ และส่วนของพื�นที�ช่องอากาศ

ระหวา่งสเตเตอร์และโรเตอร์ โดยส่วนของพื�นที�สเตเตอร์การแบ่งอิลิเมนทจ์ะกระทาํเพียงครั� งเดียว 

ทั�งนี� เพราะส่วนของสเตเตอร์ถูกยึดอยู่กบัที� ในส่วนของพื�นที�โรเตอร์การแบ่งอิลิเมนทด์าํเนินการ

เพียงครั� งเดียวเช่นกนั แต่เมื�อพิจารณาถึงตาํแหน่งพิกดัของจุดต่อบนพื�นที�แล้ว จะตอ้งคาํนึงถึงมุม

ของโรเตอร์ที�หมุนเปลี�ยนแปลงไปดว้ย  

 

 

 
 

รูปที� 2.1 การแบ่งอิลิเมนทแ์ละจุดต่อของมอเตอร์เหนี�ยวนาํดว้ยรูปทรงสี�หนา้ 
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รูปที� 2.2 ภาพขยายการแบ่งอิลิเมนทแ์ละจุดต่อบนบริเวณที�สาํคญั 

 

2.3.2 ฟังก์ชันการประมาณภายในอลิเิมนท์ 

ขั�นตอนนี� เป็นการเลือกรูปแบบของฟังก์ชันการประมาณภายในอิลิเมนท์ (element 

interpolation function) โดยเมื�อสมมติลกัษณะการกระจายของผลเฉลยบนอิลิเมนทเ์ป็นแบบเชิงเส้น

จึงได ้

 

1 1 2 2 3 3 4 4( , , )A x y z A N A N A N A N                   (2.10) 

 

โดยที� nN  , n = 1, 2, 3, 4 คือฟังกช์นัการประมาณภายนอิลิเมนท ์และ nA , n = 1, 2, 3, 4 คือ

ผลลพัธ์ของศกัยเ์ชิงเวกเตอร์แม่เหล็กในแต่ละจุดต่อ (1, 2, 3, 4) ของอิลิเมนท ์ซึ� ง 

 
1
( )

6
n n n n nN a b x c y d z

V
   

                                     
(2.11) 

 

V คือปริมาตรของรูปทรงสี�หนา้ของแต่ละอิลิเมนท ์ซึ� งหาไดจ้ากดีเทอร์มิแนนตข์องสัมประ

สิทธ์ดงันี�  

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

1

11

16

1

x y z

x y z
V

x y z

x y z



                 

(2.12) 
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โดยที� 
 

 ( ) ( ) ( )
1 4 3 22 3 3 2 4 2 2 4 3 4 4 3a = x + x + xy z - y z y z - y z y z - y z  

 ( ) ( ) ( )
2 4 3 13 1 1 3 1 4 4 1 4 3 3 4a = x + x + xy z - y z y z - y z y z - y z  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 4 2 1

4 3 2 1

1 2 2 1 4 1 1 4 2 4 4 2

2 1 1 2 1 3 3 1 3 2 2 3

a = x + x + x

a = x + x + x

y z - y z y z - y z y z - y z

y z - y z y z - y z y z - y z
 

 ( ) ( ) ( )
1 4 3 23 2 2 4 4 3b = y + y + yz - z z - z z - z  

 ( ) ( ) ( )
2 4 1 31 3 3 4 4 1b = y + y + yz - z z - z z - z  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 4 2 1

4 3 1 2

2 1 1 4 4 2

1 2 2 3 3 1

b = y + y + y

b = y + y + y

z - z z - z z - z

z - z z - z z - z
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 4 2 3

2 4 3 1 3 1 4 1 4 3

3 4 1 2 1 2 4 2 4 1

4 3 2 1

2 3 3 4 4 2

2 1 1 3 3 2

c = x + x + x

c = x z - z + x z - z + x z - z

c = x z - z + x z - z + x z - z

c = x + x + x

z - z z - z z - z

z - z z - z z - z  
              ( ) ( ) ( )

1 4 3 23 2 2 4 4 3d = x + x + xy - y y - y y - y  

 ( ) ( ) ( )
2 4 1 3 1 3 4 3 4 1
d = x y - y + x y - y + x y - y  

 ( ) ( ) ( )
3 4 2 1 2 1 4 1 4 2
d = x y - y + x y - y + x y - y  

 ( ) ( ) ( )
4 3 1 21 2 2 3 3 1d = x + x + xy - y y - y y - y                      (2.13) 

 

2.3.3 การสร้างสมการของอลิิเมนท์ 

ขั�นตอนนี� เป็นการสร้างสมการอิลิเมนท์ (element formulation) ซึ� งขั�นตอนนี� ถือว่าเป็น

ขั�นตอนที�สําคญัที�สุดของวิธีไฟไนท์อิลิเมนท์ อย่างในกรณีอิลิเมนท์รูปทรงสี�หน้า รูปแบบทั�วไป

ของสมการของอิลิเมนท์สําหรับปัญหาที�มีการเปลี�ยนแปลงตามเวลา สามารถแสดงได้ดังนี�  

(Huebner, Dewhirst, Smith, and Byrom, 2001) 

[ ]{ } [ ]{ } { }AM K A F


                        
(2.14) 

 

โดย {A} คือ เวกเตอร์ของศักย์เชิงเวกเตอร์แม่เหล็กซึ� งเป็นตวัไม่ทราบค่าที�จุดต่อ และ           

{A} คือเวกเตอร์ของอนุพนัธ์อนัดบัหนึ� งของศกัยเ์ชิงเวกเตอร์แม่เหล็ก สมการที� (2.14) นี� สามารถ

ประดิษฐ์ขึ�นไดโ้ดยตรงจากสมการเชิงอนุพนัธ์ โดยการประยุกตว์ิธีการถ่วงนํ� าหนกัเศษตกคา้ง ซึ� ง

ถูกจดัให้เป็นวิธีที�นิยมที�สุดในการประยุกต์ใช้กับปัญหาต่างๆ ในปัจจุบนั และวิธีนี� ยงัสามารถ

จาํแนกแยกยอ่ยออกไปไดอี้กเช่นวิธีของกาเลอร์คิน (Galerkin) ซึ� งเมทริกซ์ที�เกิดขึ�นจากวิธีนี�  ปกติ
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แลว้จะมีความสมมาตร จึงก่อให้เกิดประโยชน์อยา่งมากในการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื�อ

ใชก้บัปัญหาขนาดใหญ่อยา่งเช่นปัญหาในงานวจิยันี�  

การสร้างสมการของอิลิเมนทด์ว้ยการถ่วงนํ� าหนกัเศษตกคา้งมีหลกัการดงันี� คือ หากแทน

ผลเฉลยโดยประมาณลงในสมการที� (2.9) จะไม่ไดค้่าเท่ากบัศูนย ์แต่จะมีค่าเท่ากบั R ดงัแสดงดว้ย

สมการที� (2.15) 

 

0

1 1 1
( ) ( ) ( ) s R

x x y y z z t


  

      
    

      
J

   

             
(2.15) 

 

ซึ� ง R เรียกวา่เศษตกคา้ง (residual) เป็นค่าผดิพลาดที�เกิดขึ�นจากการใชผ้ลเฉลยโดยประมาณ 

ซึ� งไม่ใช่ผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาเศษตกค้าง  R ที� เกิดขึ� นควรมีค่าตํ� าที� สุด เพื�อผลเฉลย

โดยประมาณที�เกิดขึ�นจะมีค่าเที�ยงตรงมากที�สุด และในงานวิจยันี�   วิธีการถ่วงนํ� าหนกัเศษตกคา้งได้

ใชว้ิธีของกาเลอร์คิน (Preston, Reece, and Sangha, 1988) และ (Kim, Kwon, and Park, 1999) ซึ� งวิธี

นี� สามารถกระทาํได้โดยการคูณเศษตกคา้ง R ด้วยฟังก์ชันนํ� าหนัก (weighting function: W) แล้ว

อินทิเกรตรอบปริมาตร(V) และกาํหนดผลที�ไดใ้หเ้ท่ากบัศูนย ์นั�นคือ 

 

0 , 1,2,3, 4nv
W RdV n                        (2.16) 

 

งานวิจยันี� เลือกอิลิเมนท์รูปทรงสี�หนา้สี� จุดต่อในการคาํนวณ ดงันั�นจุดที�ไม่ทราบค่าจะมี � 

จุด   ซึ� งไดแ้ก่จุดต่อทั�งสี�   ดงันั�นจึงตอ้งการ � สมการในการแกปั้ญหาจุดที�ไม่ทราบค่า ดงัสมการที� 

(2.16) จะตอ้งมีค่า n = 1 , 2 , 3 ,4 และโดยปกติเราจะเลือก 
n

W  = N
n

 ซึ� งเรียกว่าบบัโนฟ-กาเลอร์

คิน (Bubnov-Galerkin)  ดงันั�นเมื�อแทน R ดว้ยสมการที� (2.15) ลงในสมการที� (2.16) จึงได ้

 

0

1 1 1
( ) ( ) ( ) 0n

V

N s dV
x x y y z z t


  

       
     

       
 J

   

            
(2.17) 

 

 0
1 1 1
( ) ( ) ( ) 0v v vn n nN dv N s dv N dv

x x y y z z t


  

      
      

      

   
  
  

J
   

         (2.18) 
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พิจารณาการอินทิเกรตทีละพจน์ของสมการที� (2.18) สําหรับพจน์แรกซึ� งเป็นพจน์อนุพนัธ์

อนัดบัสองใชว้ิธีการอินทิเกรตทีละส่วน (integrate by parts) โดยจะใชท้ฤษฎีบทของเกาส์ (Gauss’s 

theorem) ซึ� งมีรูปแบบดงันี�  

 

( ) ( ( )
v v
u dv u u dv       V V n) Vd

Γ                
(2.19) 

 

  คือขอบเขตของอิลิเมนทเ์มื�อเปรียบเทียบสมการที� (2.19) กบัพจน์แรกของสมการที� (2.18) จะได ้

 

 nu N  
 

1 1 1
( ) ( ) ( )

x x y y z z  

     
  

     

  
V  

 

x x x

  
  

  
 i kj  

 

1 1 1

x y z  

  
  

  

  
V i kj  

 

และเนื�องจาก n  คือเวกเตอร์หนึ�งหน่วยที�ตั�งฉากกบัขอบเขตของอิลิเมนท ์  

  

x y zn n n  n i kj  

 

 
1 1 1

x y zn n n
x y z  

  
  

  

  
V.n  

 

1 1 1
( )

n x y z
u N n n n

x y z  

  
  

  

 
 
 

  
V.n  

 

n n nN N N
u

x y z

  
  

  
 i j k  
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1 1 1
n n n

N N N
u

x x y y z z  

     
  

     

  
 V.  

 

ดงันั�นจากสมการที� (2.18) เมื�อ n = 1, 2, 3, 4 จึงสามารถเขียนไดเ้ป็น 

 

1 1 1 1 1 1n n n
vn x y z

N N N
N n n n d dv

x x y y z zx y z     


 
 
 

       
       

       

 
 
 

     

 0 0v vn n
N s dv N dv

t



  



 
 
 

J


                 
(2.20) 

 

พิจารณาพจน์แรกทางดา้นซ้ายมือของสมการที� (2.20) ซึ� งเป็นพจน์ที�เกี�ยวขอ้งกบัขอบเขต

ของอิลิเมนท ์ที�มีคุณสมบติัทางกายภาพคือปริมาณกระแสตลอดขอบนอกของอิลิเมนทน์ั�นๆ อนึ�ง 

อิลิเมนทน์ั�นๆ อาจวางตวัอยูภ่ายในหรืออยูติ่ดขอบนอกของพื�นที�ศึกษา หากอิลิเมนทที์�พิจารณาอยู่

ตรงตาํแหน่งขอบนอกของพื�นที�ศึกษา เงื�อนไขแบบนอยมนัน์ (Neumann condition) จะถูกนาํมาใช้

ในงานวิจยันี� เพื�อเป็นเงื�อนไขตรงขอบนอกของพื�นที�ศึกษา เงื�อนไขนี� เป็นการกาํหนดค่าอนุพนัธ์

อนัดบัหนึ�งของตวัแปรตามที�ขอบเขตนั�น ซึ� งในปัญหาของงานวิจยันี�  มีเงื�อนไขขอบเขตแสดงไดด้งั

สมการที� (2.21) (Nagwa, Anthony, and Graham, 1992) นั�นคือศกัยเ์ชิงเวกเตอร์แม่เหล็ก A มีค่าคงที�

ตลอดตามขอบของพื�นที�ศึกษา หรือหมายถึงไม่มีการไหลของกระแสไฟฟ้าผ่านบริเวณขอบนอก

ของมอเตอร์เหนี�ยวนาํ (ปริมาณกระแสที�ไหลผา่นขอบเท่ากบัศูนย)์ และหากอิลิเมนทที์�พิจารณาอยู่

วางตวัอยูภ่ายในพื�นที�ศึกษาโดยมีอิลิเมนทอื์�นๆ ลอ้มรอบค่าปริมาณกระแสที�ไหลผา่นจุดต่อภายใน

จุดต่อหนึ� งของอิลิเมนท์นี� ตอ้งอยู่ในสภาวะสมดุลกบัปริมาณกระแสจากอิลิเมนท์ที�อยู่ล้อมรอบ 

ดงันั�นปริมาณกระแสที�ไหลเข้าและออกจุดต่อจึงต้องหักล้างกันหมดเท่ากับศูนย์เพื�อก่อให้เกิด

สภาวะการไหลของกระแสที�สมดุล ดังนั�นจึงได้สมการไฟไนท์อิลิเมนท์ดงัแสดงด้วยสมการที� 

(2.22) และเนื�องจากสมการที� (2.22) มีทั�งหมด 4 สมการ เราสามารถเขียนสมการไฟไนทอิ์ลิเมนทนี์�

ใหอ้ยูใ่นรูปเมทริกซ์ไดด้งัสมการที� (2.23) 

 

0







n                    
(2.21) 

 

 0
1 1 1n n n

v v vn n

N N N
dv N s dv N dv

x x y y z z t


  

 
 
 

    
     

      

 
 
 

J
  

         

(2.22) 
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  04 1 4 1
4 1 4 14 1

1 1 1n n n
v v vn n

N N N
dv N s dv N dv

x x y y z z t


    
 

    
     

      

                    

 
 
 

J
  

    

(2.23) 

 

และจากสมการที� (2.10) จึงไดล้กัษณะการกระจายของศกัยเ์ชิงเวกเตอร์แม่เหล็ก A โดยประมาณใน

แต่ละอิลิเมนทเ์ป็น 

 
 1 4 4 1( , , ) [ ] [ ]A x y z N A   
 

ดงันั�น  

4 1

1 4

[ ]
A N

A
x x





  
       

4 1

1 4

[ ]
A N

A
y y





  
       

4 1

1 4

[ ]
A N

A
z z





  
      

 

และสมการไฟไนทอิ์ลิเมนทจึ์งกลายมาเป็น 

 

4 1
4 1 1 4 4 1 1 44 1 1 4

1 1 1
[ ]v

N N N N N A
dv A

x x y y z z   
    

           
                       

     
  

     
 

      04 1 1 4 4 1
[A]v vN s N dv N dv  

  J
                    

(2.24) 

 

หรือเขียนสมการไฟไนทอิ์ลิเมนทส์าํหรับแต่ละอิลิเมนทที์�ประกอบดว้ย 4 สมการดงันี�  

 

4 4 4 1 4 4 4 1 4 1[ ] } [ ] {A} { }
.
{AM K F     

                     
(2.25) 

 

โดยที� 4 4[ ]M   = เมทริกซ์การนาํไฟฟ้า 

 4 4[ ]K    = เมทริกซ์ความซาบซึมไดข้องแม่เหล็ก 

 4 1{ }F    = โหลกเวกเตอร์กระแสที�ผลิตขึ�นเอง 

 

เมทริกซ์การนาํทางไฟฟ้า: 4 4[ ]M   
 

   4 4 4 1 1 4
[ ]

v
M N s N dv  

                   (2.26) 

 



14 

 

 

 
 

จากสมการที� (2.11) ฟังกช์นัการประมาณภายในแสดงไดด้งันี�  

4,3,2,1)(
6

1
 nzdycxba

V
N nnnnn              

(2.27) 

 

จากสมการที� (2.27) และหากค่าสภาพนาํทางไฟฟ้า   มีค่าคงที� ดงันั�นสมการที� (2.26) จึงกลายเป็น 
 

      4,3,2,1,411444    mndvNNsM
v


                   

(2.28) 

 

สมการที� (2.28) นี�สามารถคาํนวณไดง่้ายโดยใชสู้ตรการอินทิเกรตตลอดปริมาตรรูปทรงสี�

หนา้ (อานนท ์อิศรมงคลรักษ,์ 2552) ดงัแสดงไดด้ว้ยสมการที� (2.29) 

 

1 2 3 4 6
( 3)

a b c d

v

a b c d
N N N N dv V

a b c d

   


    
               

(2.29) 

 

สมการที� (2.28)สามารถแบ่งการพิจารณาออกเป็น 2 กรณีคือ 
n m

N N  และ 
n m

N N ใน

กรณีที� 
n m

N N และยกตวัอยา่งการพิจารณาจุดต่อที� 1 ของรูปทรงสี�หนา้ จึงได ้a = 2, b = 0, c = 0, 

d = 0 ดงันั�นจากสมการที� (2.29) จะได ้

 

2
1

2
6

(2 0 0 0 3) 20v

V
N dv V


 

    
      

    
 

 

ในกรณีที� 
n m

N N และยกตวัอยา่งการพิจารณาจุดต่อที� � และ� จึงได ้a = 1, b = 1, c = 0, 

d =0 ดงันั�นจากสมการที� (2.29) จะได ้

 

1 1
1 2 6

(1 1 0 0 3) 20v

V
N N dv V


 

    
  

 

ที�จุดต่ออื�นๆ ของรูปทรงสี�หนา้ก็ไดรั้บการพิจารณาในลกัษณะนี� เช่นกนั ดงันั�นจากสมการที� (2.29) 

จึงไดเ้มทริกซ์การนาํทางไฟฟ้า 
4 4

[ ]M


 ดงัแสดงดว้ยสมการที� (2.30) ซึ� งจะสังเกตเห็นวา่เมทริกซ์ 

4 4
[ ]M


 จะมีค่าคงที�ที�ขึ�นอยูก่บัรูปร่างของอิลิเมนท ์
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 4 4

2 1 1 1

1 2 1 1

1 1 2 120

1 1 1 2

[ ]
s V

M




 
 
 
 
 
 

                 

(2.30) 

 

เมทริกซ์ความซาบซึมได้ของแม่เหลก็: 
4 4[ ]K   

 

 
4 4

1 4 4 1 1 44 1 1 44 1

1 1 1
[ ] v

N N N N A
dv

x y y z z

N
K

x   
   

            
                      

    

    


 




      

(2.31) 

 

และจากฟังกช์นัการประมาณภายใน ในสมการที� (2.27) จึงได ้

  

6
nbN

x V





    
6
ncN

y V





  และ  
6
ndN

z V





             4,3,2,1n             (2.32) 

 

แทนความสัมพนัธ์ของสมการที� (2.32) ลงในสมการที� (2.31) จะได ้

 

4 4

1
[ ]

6 6 6 6 6 6
n m n m n mb b c c d d

K dxdydz
V V V V V V

 
    

     
4,3,2,1, mn                  (2.33)

  

       

 
2

1

36
n m n m n m
b b c c d d dxdydz

V
     

 
36

1
n m n m n mb b d d

V
c c


  

 

 
1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 3 1 3 1 3 1 4 1 4 1 4

2 2 2 2 2 2 2 3 2 3 2 3 2 4 2 4 2 4

4 4

3 3 3 3 3 3 3 4 3 4 3 4

4 4 4 4 4 4

1
[ ]

36

b b d d b b d d b b d d b b d d

b b d d b b d d b b d d
K

b b d d b b d dV

Sym b b d d

c c c c c c c c

c c c c c c

c c c c

c c




        
 

      
    
 

           

(2.34) 

 

โหลกเวกเตอร์กระแสที�ผลิตขึ�นเอง: 
4 1

{ }F
  

 

 4 1 04 1
{ }

v
F N dv 

  J
    

   

           

(2.35) 

 

และจากฟังกช์นัการประมาณภายในดงัสมการที� (2.27) ดงันั�นสมการที� (2.35) จึงกลายเป็น 
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4 1 0{ } nv
F N dv  J   

, 1,2,3,4n m 
  

                  (2.36) 

 

สมการที� (2.36) นี� สามารถคาํนวณได้โดยใช้สูตรดังสมการ (2.29) โดยยกตวัอย่างการ

พิจารณาจุดต่อที� � ของรูปทรงสี�หนา้ จึงได ้a = 1, b = 0, c = 0, d = 0 ดงันั�นจากสมการที� (2.29) จะ

ได ้

 

1
1 6

(1 0 0 0 3) 4v

V
N dv V


 

    
 

 

ซึ� งจุดที�เหลือของรูปทรงสี�หน้าก็ได้รับการพิจารณาเช่นเดียวกันนี�  ดังนั�นจากสมการที� 

(2.36) จึงไดโ้หลดเวกเตอร์กระแสที�ผลิตขึ�นเองแสดงดงันี�  

 

0
4 1

1

1
{ }

14

1

J V
F 

 
 
 
 
 
 

                  

(2.37) 

 

ซึ� งการคาํนวณค่าความหนาแน่นของกระแสภายนอก 0J  ของมอเตอร์เหนี�ยวนาํในแต่ละเฟส จะ

แสดงรายละเอียดต่างๆ ใหป้รากฏในบทต่อไป 

 

2.3.4 การแก้ปัญหาภายใต้สถานะชั�วครู่ 

 ปัญหาในงานวิจยันี� เป็นปัญหาแบบเชิงเส้นในสถานะชั�วครู่ (linear transient problem) โดย

ที�ค่าศกัยเ์ชิงเวกเตอร์แม่เหล็ก  จะเปลี�ยนแปลงไปตามเวลาเนื�องจากเวกเตอร์ { }F เปลี�ยนแปลงไป

ตามเวลาเนื�องจากแหล่งจ่ายไฟฟ้ากระแสสลบั ซึ� งการแก้สมการที� (2.25) จะตอ้งอาศยัวิธีการแก้

ภายใตส้ถานะชั�วครู่ที�เรียกวา่วธีิความสัมพนัธ์เวยีนบงัเกิด (recurrence relations) 

 การแกปั้ญหาภายใตส้ถานะชั�วครู่จะใช้วิธีความสัมพนัธ์เวียนบงัเกิด โดยจะมีลกัษณะของ

ผลลัพธ์ขึ�นอยู่กับค่า   ที�เลือกใช้ ดังแสดงในสมการที� (2.38) โดย t คือค่าของช่วงเวลา (time 

step)โดยถา้เลือกใช้ 0  จะเป็นวิธีของออยเลอร์ (Euler) ถา้ 1 / 2   เป็นวิธีของแครงก์-นิโคล

สัน(Crank-Nicolson) ถ้า 2 / 3   เป็นวิธีของกาเลอร์คิน (Galerkin) และถ้า 1  จะเรียกว่าวิธี

ผลต่างสืบเนื�องยอ้นหลงั (backward difference) ในงานวิจยันี� เลือกใชว้ิธีผลต่างสืบเนื�องยอ้นหลงัดงั
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สมการที� (2.39) เนื�องจากวิธีนี� รับประกนัการลู่เขา้ของผลลพัธ์ และผลลพัธ์จะมีการเปลี�ยนแปลง

อยา่งต่อเนื�อง 

 
. . A} A}
{A} (1 ) A}

{ {
{

t t t
t t

t
 


 

  
                

(2.38)
 

 
. {A} {A}
{A}

t t t
t t

t


 


                                          

(2.39) 

 

จากการเลือกใช้วิธีผลต่างสืบเนื�องยอ้นหลัง สมการที� (2.25) จึงพฒันามาเป็นสมการที�  (2.40) 

จากนั�นแทนค่าสมการที� (2.39) ลงในสมการที� (2.40) จึงไดผ้ลลพัธ์ของสมการไฟไนทอิ์ลิเมนทเ์มื�อ

พิจารณาปัญหาในสถานะชั�วครู่ ดงัสมการที� (2.41) 

 

 
.

[ ] A} [ ] A} { }{ {t t t t t tM K F                    (2.40) 
 

1 1
[ ] [ ] {A} [ ]{A} { }t t t t tM K M F
t t

  
   

                 
(2.41) 

 

2.3.5 การประกอบสมการอลิเิมนท์ขึ�นเป็นระบบ 

ขั�นตอนนี� เป็นการนาํสมการของแต่ละอิลิเมนท์ที�ได้มาประกอบกนัเป็นสมการรวมของ

ระบบ โดยจากขั�นตอนในหวัขอ้ที� 2.3.1 หากเราแบ่งลกัษณะรูปร่างของปัญหาออกเป็นอิลิเมนทย์อ่ย

ซึ� งประกอบดว้ย n จุดต่อ จึงก่อให้เกิดระบบสมการรวมซึ�งประกอบดว้ยสมการยอ่ยจาํนวนทั�งสิ�น n 

สมการ ดงันั�นจึงไดส้มการรวมของงานวจิยันี� เมื�อพิจารณาปัญหาแบบเชิงเส้นในสถานะชั�วครู่ คือ 

 

   1 1
[ ]

n n n n
J A f

  


                       
(2.42) 

 

2.3.6 การประยุกต์เงื�อนไขเริ�มต้นและเงื�อนไขขอบเขตพร้อมหาผลเฉลย 

ประยุกตเ์งื�อนไขเริ�มตน้และเงื�อนไขขอบเขต (initial and boundary condition) ที�สอดคลอ้ง

กบัปัญหาลงในสมการรวมของระบบ (constraints) ซึ� งงานวิจยันี� มีค่าเงื�อนไขเริ�มตน้ในรอบแรกที�

พิจารณาการหมุนของมอเตอร์คือ A(t=0) = 0 ส่วนการหมุนรอบถดัไปจะใชค้าํตอบจากรอบที�แลว้

เป็นเงื�อนไขเริ�มตน้ เพื�อประหยดัเวลาในการลู่เขา้หาคาํตอบที�ถูกตอ้ง ส่วนค่าเงื�อนไขขอบเขต จะ
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กาํหนดให้ขอบในที�ติดกบัเพลาและขอบนอกของมอเตอร์มีค่า A = 0 (Brunelli, Casadei, Reggiani 

and Serra, 1983) และ (Fu, 1999) 

  

2.3.7 การคํานวณค่าตัวแปรอื�นที�ต้องการ 

 เมื�อทราบค่าศกัยเ์ชิงเวกเตอร์แม่เหล็ก A ที�จุดต่อต่างๆ แลว้ จึงสามารถคาํนวณหาค่าต่างๆ ที�

สัมพนัธ์กันต่อไปได้ โดยสนามแม่เหล็ก B ที�กระจายตวัในระบบพิกัดฉาก (ระนาบ xyz) ของ

มอเตอร์สามารถคาํนวณไดจ้าก     ดงันั�นเมื�อพิจารณามอเตอร์ใน 3 มิติ ตามระนาบพิกดั xyz 

จึงไดค้่าสนามแม่เหล็กในแนวแกน x (
x

B ) และค่าสนามแม่เหล็กในแนวแกน y (
y

B ) ดงัแสดงดว้ย

สมการที� (2.43) และ (2.44) ตามลาํดบั 

 

 1 1 2 2 3 3 4 4

6
z

x

c A c A c A c AA
B

y V

  
 

                      

(2.43)
 

 

1 1 2 2 3 3 4 4

6
z

y

b A b A b A b AA
B

x V

  
   

                     
(2.44) 

 

จากนั� นแปลงระบบจากพิกัดฉากไปเป็นพิกัดทรงกระบอก เพื�อใช้ค ํานวณหาค่า

สนามแม่เหล็กในแนวรัศมี (radial flux density, rB ) และสนามแม่เหล็กในแนวสัมผสั (tangential 

flux density, tB ) ที�กระทาํกบัช่องอากาศของมอเตอร์ตรงส่วนของฟันสเตเตอร์ในแต่ละซี�ที�มีมุม   

เปลี�ยนแปลงไป สามารถแสดงไดด้งันี�  

 

 cos sinr x yB B B  
                 (2.45) 

 

sin cost x yB B B                     (2.46) 

 

เมื�อคาํนวณหาค่า rB และ tB  แลว้ จากนั�นจึงใช้สมการความเคน้ของแมกซ์เวลล์หาค่าแรง

แม่เหล็กไฟฟ้าที�กระทาํกบัช่องอากาศ ซึ� งจะมีผลต่อการสั�นสะเทือนในมอเตอร์เหนี�ยวนาํ (Ishibashi, 

Noda, and Mochizuki, 1998) และ (Sakamoto, Hirata, Kobayashi, and Kajiwara, 1999) โดยที� 

 

 2 2

0

1

2
r r tF B B




                       

(2.47)
 

 



19 

 

 

 
 

 
0

1
t r tF B B




                       

(2.48) 

 

ซึ� ง rF  และ tF  คือแรงแม่เหล็กไฟฟ้าในแนวรัศมีและแนวสัมผสัตามลาํดบั โดยขนาดของ

การสั�นสะเทือนที�เกิดจากแรงแม่เหล็กไฟฟ้าในแนวสัมผสัจะมีค่าน้อยมากเมื�อเทียบกบัแนวรัศมี

ดงันั�นการพิจารณาแรงแม่เหล็กไฟฟ้าที�กระทาํกบัช่องอากาศของมอเตอร์ในงานวิจยันี�  จึงพิจารณา

เฉพาะในแนวรัศมีเท่านั�น (Tarnhuvud, and Reichert, 1988) และ (Neves, Carlson, Sadowski, and 

Bastos, 1998) แต่เมื�อพิจารณาแรงบิดของมอเตอร์ที�ทาํให้โรเตอร์หมุน แรงแม่เหล็กไฟฟ้าในแนว

สัมผสัจะเป็นแรงหลกัที�ตอ้งนาํมาพิจารณาถึง 

 

2.4 สรุป 

ในบทนี�  ไดน้าํเสนอแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์ของสนามแม่เหล็กในมอเตอร์เหนี�ยวนาํ

สามเฟส เมื�อพิจารณามอเตอร์ในสถานะชั�วครู่ ซึ� งแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์จะปรากฏอยู่ในรูป

ของสมการอนุพนัธ์ย่อยอันดับสอง การประยุกต์วิธีไฟไนท์อิลิเมนท์เพื�อคาํนวณหาค่าฟลักซ์

แม่เหล็กไดใ้ช้วิธีการถ่วงนํ� าหนกัเศษตกคา้งของกาเลอร์คิน รายละเอียดต่างๆ ในบทนี�  จะนาํไปสู่

การประดิษฐโ์ปรแกรมไฟไนทอิ์ลิเมนทเ์พื�อใชเ้ป็นโปรแกรมจาํลองผลระบบที�จะไดก้ล่าวถึงในบท

ที� 4 ต่อไป 

 

 

 

 

 

 

 


