
บทที่ 2  

ท่อที่วางตวัเกือบตรงในแนวดิง่ (Near-Vertical Riser) 
 

บทน้ีไดน้าํเสนอวิธีการวิเคราะห์ปัญหาทางดา้นสถิตศาสตร์ของท่อขุดเจาะและลาํเลียงของไหลใต้

ทะเลท่ีมีการวางตวัเกือบตรงในแนวด่ิง (Near-Vertical Riser) ในกรณีท่ีท่อมีการแอ่นตวันอ้ย แรงท่ี

กระทาํต่อท่อขุดเจาะและลาํเลียงของไหลใตท้ะเลประกอบดว้ยแรงลากเน่ืองจากกระแสนํ้ า นํ้ าหนกั

ของท่อและนํ้ าหนักของของไหลภายในท่อ รวมถึงแรงลอยตัว สมการอนุพันธ์ซ่ึงเป็นสมการ

ครอบคลุมปัญหาจะไดม้าจากการพิจารณาสมดุลของช้ินส่วนเล็กๆของท่อภายใตส้ภาวะการรับแรง

เสมือนจริง การหาคาํตอบเชิงตวัเลขสําหรับการศึกษาน้ีจะอาศยัระเบียบวิธีไฟไนตดิ์ฟเฟอร์เร้นทแ์บบ

การประมาณตรงกลาง (Central divided-different) 

 

2.1 ทฤษฎแีละสมมตฐิาน 

ท่อขุดเจาะและลาํเลียงของไหลใตท้ะเล (Marine Riser) เป็นท่อท่ีมีการวางตวัในแนวด่ิง และมีความ

อ่อนตวัสูงทาํให้เกิดการเคล่ือนตวัไดม้ากเม่ือรับแรงกระทาํ โดยท่อจะเช่ือมต่อระหว่างแท่นขุดเจาะ                 

ท่ีผิวนํ้ ากบัหลุมขุดเจาะใตท้อ้งทะเล โดยแรงท่ีกระทาํโดยตรงต่อท่อขุดเจาะ ได้แก่ นํ้ าหนกัของท่อ                 

ขดุเจาะ แรงจากกระแสนํ้ า คล่ืนของนํ้ า ความดนัภายใน และความดนัภายนอกของท่อ จากแรงต่าง ๆ            

ท่ีกระทาํกับท่อ จะทาํให้ท่อขุดเจาะอยู่ในภาวะสมดุลได้ก็ต่อเม่ือมีแรงดึงท่ีปลายบนสุดของท่อ                       

(Top Tension) มากเพียงพอท่ีจะไม่ทาํให้เกิดการโก่งเดาะ (Bucking) ซ่ึงพฤติกรรมดังกล่าว                         

เป็นพฤติกรรมของโครงสร้างหลายประเภทผสมเขา้ดว้ยกนั ไดแ้ก่ คาน เสา เคเบิ้ล และท่อ จึงทาํให้

ยากต่อการวเิคราะห์ 

 

การวิเคราะห์พฤติกรรมทางดา้นกลศาสตร์ของท่อดงักล่าวจาํเป็นตอ้งใช้แบบจาํลองทางคณิตศาสตร์ 

เพื่อใหไ้ดส้มการครอบคลุมปัญหา โดยกาํหนดสมมติฐานดงัน้ี 

1) ท่อวางตวัเกือบตรงในแนวด่ิงและมีการเคล่ือนตวันอ้ยในสภาวะสมดุลสถิตศาสตร์ 

2) ท่อขดุเจาะและลาํเลียงของไหลใตท้ะเลมีคุณสมบติัยดืหยุน่เชิงเส้น 

3) พื้นท่ีหนา้ตดัของท่อมีลกัษณะกลมทั้งสภาวะก่อนและหลงัการเสียรูป 

4) พื้นท่ีหนา้ตดัของท่อมีลกัษณะเป็นระนาบและตั้งฉากกบัแนวแกนของท่อทั้งก่อนและหลงัเสียรูป 

5) ผลกระทบเน่ืองจากแรงเฉือนและแรงบิดภายในท่อนอ้ยมาก 

6) ท่อมีลกัษณะเป็นเน้ือเดียวกนัตลอดความยาวท่อ โดยถือวา่จุดต่อ (node) ต่าง ๆ มีลกัษณะเป็นเน้ือ

เดียวกนักบัตวัท่อ 

7) ไม่คาํนึงถึงแรงกระทาํเน่ืองจากการเคล่ือนท่ีของของไหลภายในท่อ 
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2.2 การสร้างแบบจาํลองทางคณติศาสตร์ 

จากสมมุติฐานขา้งตน้ทาํให้สามารถสร้างสมการคลอบคลุมปัญหา เพื่อใชใ้นการวิเคราะห์ปัญหาทาง

สถิตศาสตร์ของท่อขุดเจาะและลาํเลียงของไหลสําหรับกรณีท่ีท่อวางตวัเกือบตรงในแนวด่ิง ซ่ึงมี

รายละเอียดดงัต่อไปน้ี 

 

2.2.1 สมการคลอบคลมุปัญหา 

ในการสร้างสมการคลอบคลุมปัญหาซ่ึงเป็นสมการอนุพนัธ์ท่ีใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาทางสถิต

ศาสตร์ของท่อขุดเจาะและลาํเลียงของไหลสําหรับกรณีท่ีท่อมีการวางตวัในเกือบตรงในแนวด่ิง 

สามารถทาํไดโ้ดยพิจารณาสมดุลของแรงท่ีกระทาํต่อช้ินส่วนของท่อในกรณีท่ีมีการแอ่นตวันอ้ย ๆ ดงั

แสดงในรูปท่ี 2.1 

 

 
x

y

 

Q+dQ 

dθθ +
 

Te +dTe  M+dM
 

Q+dQ 

Te +dTe  

M+dM  

wdx 

f(x)dx 

 

 

รูปที ่2.1 แสดงภาพของช้ินส่วนของท่อท่ีรับแรงดึงแลว้เกิดการแอ่นตวันอ้ย ๆ 

 

สมการท่ี (2.1) แสดงสมการสมดุลของแรงต่าง ๆ ท่ีกระทาํต่อช้ินส่วนของท่อในแนวราบ 

 

;0=∑ yF  

0)(sin)sin()(cos)cos()( =+−+++−++ dxxfTddTTQddQQ eee θθθθθθ  (2.1) 

 

เม่ือ dθ  มีค่านอ้ยมาก จะสามารถประมาณค่าต่างๆ ไดด้งัน้ี 

 

 )sin( θθ d+  θθθ dcossin +≈  (2.2) 
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ดงันั้นสมการท่ี (2.1) สามารถจดัรูปใหม่เป็น  

 

( cos ) ( sin ) ( ) 0e
d dQ T f x
dx dx

θ θ+ + =         (2.3) 

 

และเม่ือพิจารณาการแอ่นตวันอ้ย ส่งผลให้ค่า θ  มีค่านอ้ย ดงันั้น cos 1θ ≈ , และ sin dy
dx

θ ≈  ดงันั้น

ทาํใหส้มการท่ี (2.3) สามารถลดรูปไดเ้ป็น 

 

( ) 0e
dQ d dyT f x
dx dx dx

 + + = 
 

 (2.4) 

 

และจากการประมาณ 

)cos( θθ d+  )sin(cos θθθ d+−≈   

 

จาก 
dMQ
dx

=  ดงันั้น 

 
2

2 ( ) 0e
d M d dyT f x
dx dx dx

 + + = 
 

 (2.5) 

 

จาก 
2

2

d yM EI
dx

= − ดงันั้น 

 
2 2

2 2 ( ) 0e
d d y d dyEI T f x
dx dx dx dx

   − − =   
  

 (2.6) 

 

เม่ือกาํหนดให ้ EI  มีค่าคงท่ี จะทาํใหส้ามารถจดัสมการใหม่ไดเ้ป็น 

 
4

4 ( ) 0e
d y d dyEI T f x
dx dx dx

 − − = 
 

 (2.7) 

 

สมการท่ี (2.8) แสดงสมการสมดุลของแรงต่าง ๆ ท่ีกระทาํต่อช้ินส่วนของท่อในแนวด่ิง 

;0=∑ xF  

0sin)sin()(cos)cos()( =−+++−−++ wdxQddQQTddTT eee θθθθθθ  (2.8) 
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เม่ือการแอ่นตวัมีค่านอ้ย จะไดค้วามสัมพนัธ์ดงัน้ี 

 

edT w
dx

=     (2.9) 

 

แทนค่าจากสมการท่ี (2.9) ลงในสมการท่ี (2.7) จะทาํให้ไดส้มการครอบคลุมปัญหาซ่ึงเป็นสมการ

อนุพนัธ์เชิงเส้นสําหรับการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์ของท่อขุดเจาะและลาํเลียงของไหลใตท้ะเล ดงั

สมการท่ี (2.10) 

 

0)(2

2

4

4

=−−− xf
dx
dyw

dx
ydT

dx
ydEI e  (2.10) 

 

การหาคาํตอบเชิงตวัเลขของสมการท่ี (2.10) จะใช้ระเบียบวิธีไฟไนตดิ์ฟเฟอเร้นท์ในการประมาณ

คาํตอบเชิงตวัเลข 

 

2.2.2 เงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition) 

เง่ือนไขขอบเขตของปัญหาน้ีคือบริเวณจุดรองรับท่ีปลายของท่อขุดเจาะและลําเลียงของไหล                       

ทั้งสองขา้งซ่ึงจะกาํหนดใหเ้ป็นแบบยดึหมุน ทาํใหเ้ง่ือนไขของปัญหาท่ีเกิดข้ึนเป็นดงัน้ี 

1. การเคล่ือนท่ี (Displacement) บริเวณจุดรองรับท่ีปลายของท่อขดุเจาะและลาํเลียงของไหล

ทั้งสองขา้งมีค่าเท่ากบัศูนย ์

2. โมเมนดดั (Bending Moment) บริเวณจุดรองรับท่ีปลายของท่อขุดเจาะและลาํเลียง                   

ของไหลทั้งสองขา้งมีค่าเท่ากบัศูนย ์

 

ซ่ึงจากเง่ือนไขทั้ง 2 ขอ้ ทาํให้สามารถลดตวัแปรไม่ทราบค่าของสมการครอบคลุมปัญหา และ

สามารถนาํไปสร้างเมตริกซ์สัมประสิทธ์ิตามสมการ (2.10) โดยระเบียบวธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอร์เร้นทไ์ด ้

 

2.2.3 แรงลาก (Drag Force) 

แรงลากท่ีกล่าวถึงในงานวิจยัน้ีจะเป็นแรงลากเน่ืองจากความเร็วของกระแสนํ้ าซ่ึงสามารถคาํนวณได้

จากสมการท่ี (2.11) 

 

21
2D w Df C Vρ=     (2.11) 
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แรงลากนั้นข้ึนอยูก่บัความหนาแน่นของนํ้ า ( )wρ , สัมประสิทธ์ิของแรงลาก ( )DC  และความเร็วของ

กระแสนํ้า ( )V โดยความเร็วของกระแสนํ้ าจะมีค่าแตกต่างกนัตามระดบัความลึก ซ่ึงสามารถคาํนวณ

ความเร็วของกระแสนํ้าตามความลึกในระดบัต่าง ๆ ไดจ้ากสมการท่ี (2.12) 

 

( )
n

i
i t

H

XV x V
X

 
=  

 
 (2.12) 

เม่ือ tV  คือความเร็วของกระแสนํ้ าท่ีระดบัผิวนํ้ า, iX  คือระยะท่ีวดัจากใตท้อ้งทะเลถึงจุดท่ีพิจารณา, 

HX คือความลึกทั้งหมดของนํ้ าทะเลวดัจากใตท้อ้งทะเลถึงระดบัผิวนํ้ าและ n  คือเลขช้ีกาํลงัท่ีใชใ้น

การกระจายความเร็วของกระแสนํ้าโดยในการศึกษาน้ีจะใชค้่า 
1
7

n =  

 

 

y

 x

Vt  

XH  

 
 

รูปที ่2.2   แสดงลกัษณะการกระจายความเร็วของกระแสนํ้าท่ีระดบัความลึกต่างๆ 

 

2.2.4 แรงดึงประสิทธิผลและนํา้หนักเสมือน (Effective Tension and Apparent weight) 

จากการพิจารณาสมดุลของแรงท่ีกระทาํต่อช้ินส่วนของท่อกรณีท่ีท่อมีการแอ่นตวันอ้ย ๆ ในสภาวะท่ี

ท่อรับแรงเสมือนจริง สามารถหาค่าของแรงดึงประสิทธิผลไดจ้ากสมการต่อไปน้ี 

 

 
edT w

dx
=                                                                              (2.13) 

                                                      edT wdx∴ =      (2.14) 
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อินทิเกรตสมการท่ี (2.14) จะไดด้งัสมการท่ี (2.15) โดยท่ี eT  เป็นแรงดึงท่ีระดบัใด ๆ 

 

    
H

e

T

T

dT w x= ∂∫ ∫  

                                                      ( )H eT T x w x− = ×  (2.15) 

 

ดงันั้นการคาํนวณค่าแรงดึงประสิทธิผล eT  จะหาไดจ้ากสมการท่ี (2.16) 

 

    ( ) ( )e HT x T w x∴ = − ×       (2.16) 

 

การคาํนวณนํ้ าหนักประสิทธิผลจะใช้หลักการของอาร์คีมีดิส โดยการเปล่ียนระบบการคาํนวณ

นํ้ าหนกัจากสภาพท่ีรับแรงเน่ืองจากสนามความดนัท่ีมีความยุง่ยากในการคาํนวณใหเ้ป็นการคาํนวณ

นํ้าหนกัเสมือนท่ีไดจ้ากการรวมผลเน่ืองจากความดนัแลว้ ซ่ึงสามารถคาํนวณไดจ้ากสมการท่ี (2.17) 

 

    ( )A p p e e i iw A A A gρ ρ ρ= − +      (2.17) 

 

เม่ือ pρ , eρ  และ iρ  เป็นความหนาแน่นของท่อ, ความหนาแน่นของนํ้าทะเลและความหนาแน่นของ

ของไหลภายในท่อตามลาํดบั ส่วน pA , eA และ iA  เป็นพื้นท่ีหนา้ตดัของท่อ พื้นท่ีหน้าตดัภายนอก

และพื้นท่ีหนา้ตดัภายในท่อตามลาํดบั  

 

2.3 การหาคาํตอบเชิงตวัเลข 

สาํหรับการวเิคราะห์ท่อท่ีวางตวัเกือบตรงในแนวด่ิง ในการศึกษาคร้ังน้ีจะอาศยัระเบียบวิธีไฟไนตดิ์ฟ-

เฟอร์เร้นทใ์นการหาคาํตอบเชิงตวัเลขของสมการครอบคลุมปัญหา ซ่ึงมีรายละเอียดดงัต่อไปน้ี 

 

2.3.1 ระเบียบวธีิไฟไนต์ดิฟเฟอร์เร้นท์ (Finite difference Method) 

จากสมการครอบคลุมปัญหา (สมการท่ี 2.10) ซ่ึงเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ สมการดงักล่าวสามารถ

คาํนวณหาค่าไดด้ว้ยวิธีการเชิงวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์ แต่การกระทาํดงักล่าวจะมีความยุ่งยากและ

ไม่เหมาะสมกบัการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ ดงันั้นในการศึกษาคร้ังน้ีจะอาศยัระเบียบวิธีไฟไนต์

ดิฟเฟอร์เร้นทใ์นการหาคาํตอบเชิงตวัเลข ซ่ึงระเบียบวธีิดงักล่าวเป็นวิธีเชิงตวัเลขท่ีใชใ้นการประมาณ

คาํตอบของสมการเชิงอนุพนัธ์ โดยทาํการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ียุ่งยากให้เป็นระบบสมการเชิง

เส้น ซ่ึงง่ายต่อการหาคาํตอบ โดยในหัวขอ้น้ีจะกล่าวถึงระเบียบวิธีไฟไนต์ดิฟเฟอร์เร้นท์โดยสรุป

ดงัต่อไปน้ี 
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จากหลกัการของแคลคูลสั รูปท่ี 2.3 แสดงถึงอตัราการเปล่ียนแปลงของตวัแปรตาม y  

 

1 1( ) ( )f x x f xy
x x

+ ∆ −∆
=

∆ ∆
     (2.18) 

 

 

เม่ือการเปล่ียนแปลงของตวัแปรอิสระ x∆ ลู่เขา้สู่ศูนย ์เราจะไดค้่าอนุพนัธ์ของตวัแปร y ท่ีจุด x  ใด ๆ 

ดงัน้ี 

 

1 1

0

( ) ( )lim
x

f x x f xdy
dx x∆ →

+ ∆ −
=

∆
     (2.19) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  (ก) ค่าอนุพนัธ์โดยประมาณ  (ข) ค่าอนุพนัธ์แทจ้ริง 

 

รูปที ่2.3  ความหมายของค่าอนุพนัธ์โดยประมาณและค่าอนุพนัธ์แทจ้ริง 

(อา้งอิง ปราโมทย ์เดชะอาํไพ [20]) 

 

ค่า 
dy
dx

 คือค่าความชนัท่ีจุด x  ใดๆนัน่เอง ซ่ึงโดยทัว่ไปจะใชส้ัญลกัษณ์เป็น y′  หรือ ( )f x′  ดงั

แสดงในรูป 2.3 (ข) 

 

ในวิชาแคลคูลสันั้นหากกาํหนดฟังก์ชนั ( )f x มาให้ เราจะสามารถหาค่าอนุพนัธ์โดยใช้สูตรต่างๆ 

เช่น ฟังกช์นัท่ีกาํหนดมาใหอ้ยูใ่นรูปแบบของฟังกช์นัพหุนามดงัน้ี 

 

( )y f x=  ( )y f x=  

1x  

x∆  

y∆  

1x  

1( )f x  

1( )y x′  
( )y f x=  

1x x+ ∆  

1( )f x x+ ∆  



17 
 

     ( ) ny f x x= =       (2.20) 

เราสามารถหาค่าอนุพนัธ์แม่นตรงไดโ้ดยตรงจาก 

 

1( ) ndy df x nx
dx dx

−= =      (2.21) 

 

โดยทัว่ไปแลว้การหาค่าอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัท่ีกาํหนดมาให้นั้นมีความยุง่ยากในการหาคาํตอบ ดงันั้น

โดยปกติจะทาํการหาค่าอนุพนัธ์โดยประมาณโดยใช้อนุกรมเทยเ์ลอร์ซ่ึงสามารถเขียนไดใ้นรูปแบบ

ดงัน้ี 

 
2

1( ) ( ) ( ) ( ) .......
2!i i i i
hf x f x hf x f x+ ′ ′′= + + +     (2.22) 

 

โดยท่ี h  คือช่วงระหว่างตาํแหน่ง ix  และ 1ix +  ทาํให้สามารถหาค่าอนุพนัธ์อันดับหน่ึง (First 

derivative) ท่ีตาํแหน่ง ix ไดจ้ากอนุกรมเทยเ์ลอร์ดงัน้ี 

 

1( ) ( )( ) ( ) .......
2!

i i
i i

f x f x hf x f x
h

+ −′ ′′= − +     (2.23) 

 

หรือเขียนใหม่ไดว้า่ 

 

1( ) ( )( ) ( )i i
i

f x f xf x O h
h

+ −′ = +      (2.24) 

 

โดย ( )O h  แสดงถึงค่าความผิดพลาดอนัดบั h  (Error of order h ) ท่ีเกิดข้ึนจากการเขียนสมการท่ี 

(2.24) แทนสมการ (2.23) บางคร้ังเรียกว่าผลต่างจากการแบ่งย่อยไปขา้งหน้าอนัดบัท่ีหน่ึง (First 

forward divided-difference) เหตุผลท่ีเรียกวา่ผลต่างแบบไปขา้งหนา้เพราะวา่ใชข้อ้มูลของฟังก์ชนัท่ี

ตาํแหน่ง ix และ 1ix +  เพื่อคาํนวณหาค่าอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง การเปรียบเทียบระหวา่งค่าของอนุพนัธ์

โดยประมาณกบัค่าอนุพนัธ์แม่นตรงสามารถแสดงไดด้งัรูปท่ี 2.4 (ก) 

 

ในทาํนองเดียวกนักบัสมการ (2.22) เราสามารถใชอ้นุกรมเทเลอร์ในการหาค่าฟังก์ชนัท่ีตาํแหน่ง 1ix −  

ไดด้งัน้ี 

 
2

1( ) ( ) ( ) ( ) .......
2!i i i i
hf x f x hf x f x− ′ ′′= − + −     (2.25) 
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(ก) ค่าอนุพนัธ์โดยประมาณแบบไปขา้งหนา้  (ข) ค่าอนุพนัธ์โดยประมาณและแบบยอ้นหลงั

แบบตรงกลาง 

 

รูปที ่2.4 การเปรียบเทียบระหวา่งค่าอนุพนัธ์แม่นตรงกบัค่าอนุพนัธ์โดยประมาณแบบต่างๆ 

(อา้งอิง ปราโมทย ์เดชะอาํไพ [20]) 

 

ซ่ึงนาํไปสู่ค่าอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงท่ีตาํแหน่ง ix ไดด้งัน้ี 

 

   1( ) ( )( ) ( ) .......
2!

i i
i i

f x f x hf x f x
h

−−′ ′′= + −     (2.26) 

 

หรือเขียนใหม่ไดว้า่ 

 

   1( ) ( )( ) ( )i i
i

f x f xf x O h
h

−−′ = +      (2.27) 

 

สมการ (2.27) น้ีสามารถนาํไปใช้คาํนวณหาค่าประมาณของอนุพนัธ์ไดเ้ป็นสมการผลต่างจากการ

แบ่งยอ่ยยอ้นหลงัอนัดบัท่ีหน่ึง (First backward divided-difference) การเปรียบเทียบค่าอนุพนัธ์แบบ

ไปขา้งหนา้กบัค่าอนุพนัธ์แม่นตรงสามารถแสดงไดด้งัรูปท่ี 2.4(ก) 

 

ผลจากการนาํเอาสมการท่ี (2.25) ไปลบออกจากสมการท่ี (2.22) จะไดด้งัน้ี 

 
3

1 1
2( ) ( ) 2 ( ) ( ) .......
3!i i i
hf x f x hf x f x+ − ′ ′′′− = + +    (2.28) 

อนุพนัธ์แม่นตรง 

อนุพนัธ์แบบแบบกลาง 

( )y f x=  ( )y f x=  

h 

อนุพนัธ์แม่นตรง 

อนุพนัธ์แบบไปขา้งหนา้ 

อนุพนัธ์แบบไปขา้งหลงั 

h 2h 
x  x  
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ซ่ึงสามารถหาค่าอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงท่ีตาํแหน่ง ix ใดๆไดคื้อ 

 
2

1 1( ) ( )( ) ( ) .......
2 3!

i i
i i

f x f x hf x f x
h

+ −−′ ′′′= − +     (2.29) 

หรือเขียนใหม่ไดว้า่ 

   21 1( ) ( )( ) ( )
2

i i
i

f x f xf x O h
h

+ −−′ = +      (2.30) 

 

สมการผลต่างการแบ่งยอ่ยแบบตรงกลาง (Central divided-difference) ดงัแสดงในสมการท่ี (2.30)               

จะให้ค่าความผิดพลาดท่ีอันดับ 2h  ซ่ึงต่างจากความผิดพลาดท่ีเกิดข้ึนจากสมการอนุพันธ์

โดยประมาณแบบไปขา้งหนา้และแบบยอ้นหลงั ซ่ึงมีค่าความผดิพลาดท่ีอนัดบั h  จากเหตุผลดงักล่าว

ขา้งตน้ส่งผลใหค้่าอนุพนัธ์ท่ีไดจ้ากสมการผลต่างการแบ่งยอ่ยแบบตรงกลางมีค่าการประมาณท่ีแม่น

ตรงมากกวา่ดงัแสดงในรูปท่ี 2.4 (ข) ในการหาค่าอนุพนัธ์ท่ีมีอนัดบัสูงข้ึนไป เช่น ค่าอนุพนัธ์อนัดบั

สองเราสามารถทาํไดใ้นลกัษณะเดียวกนัโดยใช้อนุกรมเทยเ์ลอร์ในการคาํนวณฟังก์ชันท่ีตาํแหน่ง 

2ix +  จากค่าต่างๆ ท่ีตาํแหน่ง ix ไดด้งัน้ี 

 

   
3

2
(2 )( ) ( ) (2 ) ( ) ( ) .......

2!i i i i
hf x f x h f x f x+ ′ ′′= + + +    (2.31) 

 

หากเอา 2 คูณเขา้กบัสมการ (2.22) แลว้นาํไปลบออกจากสมการท่ี (2.31) จะไดด้งัน้ี 

 

   2
2 1( ) 2 ( ) ( ) ( ) .......i i i if x f x f x h f x+ + ′′− = − + +     (2.32) 

 

จึงทาํใหไ้ดผ้ลลพัธ์เป็นสมการของค่าอนุพนัธ์อนัดบัสองดงัน้ี 

 

   2 1
2

( ) 2 ( ) ( )( ) ( )i i i
i

f x f x f xf x O h
h

+ +− +′′ = +     (2.33) 

 

สมการท่ี (2.33) เรียกวา่สมการผลต่างจากการแบ่งยอ่ยแบบไปขา้งหนา้อนัดบัท่ีสอง (Second forward 

divided-difference) หากตอ้งการสมการของค่าอนุพนัธ์ท่ีมีอนัดบัสูงข้ึนไปสามารถทาํไดโ้ดยวิธีการ

ในทาํนองเดียวกนั รวมทั้งค่าอนุพนัธ์อนัดบัต่างๆ จากการแบ่งย่อยแบบยอ้นหลงัและแบบตรงกลาง 

ซ่ึงในงานวิจยัน้ีจะนาํเสนอค่าอนุพนัธ์อนัดบัต่างๆเน่ืองจากการแบ่งยอ่ยแบบตรงกลางเท่านั้น ซ่ึงได้

สรุปไวใ้นตารางท่ี 2.1 
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ตารางที ่2.1  ค่าอนุพนัธ์จากการแบ่งยอ่ยแบบตรงกลาง (อา้งอิง ปราโมทย ์เดชะอาํไพ [20]) 

 

อนัดับ ค่าอนุพนัธ์ 

1 1 1( ) ( )( )
2

i i
i

f x f xf x
h

+ −−′ =  

2 2 1
2

( ) 2 ( ) ( )( ) i i i
i

f x f x f xf x
h

+ +− +′′ =  

3 2 1 1 2
3

( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )( )
2

i i i i
i

f x f x f x f xf x
h

+ + − −− + −′′′ =  

4 4 2 1 1 2
4

( ) 4 ( ) 6 ( ) 4 ( ) ( )( ) i i i i i
i

f x f x f x f x f xf x
h

+ + − −− + − +
=  

 

ในกรณีท่ีปลายหรือท่ีตาํแหน่งจุดรองรับนั้นจะใช ้Boundary Condition จากท่ีกล่าวมาแลว้ในหวัขอ้

ก่อนหนา้น้ี ซ่ึงเง่ือนไขของจุดรองรับดงักล่าวจะช่วยลดจาํนวนพจน์ท่ีไม่สามารถหาค่าได ้สําหรับใน

กรณีท่ีโมเมนตด์ดัท่ีปลายมีค่าเท่ากบัศูนย ์

 
2

2

d yM EI
dx

=        (2.34) 

 

เช่นตอ้งการหา 2 1 5 6, , ,y y y y− −  จากค่าอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 2 ในสมการของโมเมนตคื์อ 

 

    
2

2 0d y
dx

=        (2.35) 

 

จากสมการท่ี (2.35) สามารถใชว้ธีิจากตารางท่ี 2.1 ในการกระจายเทอมของค่าอนุพนัธ์อนัดบัสองและ

แทนตาํแหน่งท่ีตอ้งการพิจารณาไดด้งัน้ี 

 

    1 0 12 0y y y− − + =       (2.36) 

 

ยา้ยขา้งเพื่อทาํการหาค่าของ 1y−  จะได ้

 

    1 0 12y y y− = −        (2.37) 
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ซ่ึงจากเง่ือนไขท่ีจุดรองรับ 0 0y =  

 

    1 1y y− = −        (2.38) 

 

ซ่ึงสรุปไดว้า่ 

 

    1 12m m my y y− += −       (2.39) 

 

2.3.2 ตัวอย่างการสร้างเมตริกส์ด้วยวธีิการเชิงตัวเลขของระเบียบวธีิไฟไนต์ดิฟเฟอร์เร้นท์ 

เน่ืองจากวิธีไฟไนตดิ์ฟเฟอร์เร้นทเ์ป็นระเบียบวิธีเชิงตวัเลขซ่ึงจาํเป็นตอ้งแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์ซ่ึง

ยากต่อการหาคาํตอบให้เป็นสมการเชิงเส้นท่ีง่ายต่อการหาคาํตอบและเหมาะสมสําหรับการนาํมา

พฒันาเป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ ดงันั้นในหวัขอ้น้ีจะทาํการแสดงตวัอยา่งการสร้างระบบสมการเชิง

เส้นซ่ึงแปลงมาจากสมการครอบคลุมปัญหา (สมการท่ี 2.10) เพื่อให้ง่ายต่อการศึกษาและทาํความ

เขา้ใจจึงทาํการแบ่งช้ินส่วนของท่อออกเป็น 6 ส่วน ซ่ึงจะทาํให้ไดจุ้ดต่อ (node) ของท่อทั้งหมด 7 จุด 

ดงัแสดงในรูปท่ี 2.5 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

รูปที ่2.5  แสดงภาพตวัอยา่งการแบ่งส่วนของท่อขดุเจาะและลาํเลียงของไหลใตท้ะเล 

 

Node 1 

Node 2 

Node 3 

Node 4 

Node 5 

Node 6 

Node 7 
y 

x 
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เม่ือพิจารณาถึงเง่ือนไขขอบเขตซ่ึงเป็นเง่ือนไขของจุดรองรับ โดยกาํหนดให้จุดรองรับท่ีปลาย                    

ทั้งสองดา้นเป็นจุดยึดหมุน ทาํให้เง่ือนไขขอบเขตของท่อ ณ จุดต่อ (node) ท่ีปลายดา้นบน และจุดต่อ 

(node) ท่ีปลายดา้นล่างถูกกาํหนดโดยเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1. การแอ่นตวัท่ีปลายทั้งสองขา้งมีค่าเท่ากบัศูนย ์( y = 0) 

2. โมเมนตด์ดัท่ีปลายทั้งสองขา้งมีค่าเท่ากบัศูนย ์(M = 0) 

จากสมการครอบคลุมปัญหา 

 

   EI
4

4

dx
yd  -Te 2

2

dx
yd  - w

dx
dy

 - f(x) = 0     (2.40) 

 

เม่ือทาํการพิจารณาท่อขุดเจาะและลาํเลียงของไหลใต้ทะเลท่ีมีระยะเยื้องท่ีผิวนํ้ าทาํให้พจน์ของ                    

ความชนัของเส้นโคง้การแอ่นตวั 
dy
dx

 ประกอบดว้ยสองส่วนดว้ยกนั คือ ส่วนท่ีเป็นความชนัเน่ืองจาก

ระยะเยื้อง คือ tanφ = H

H

X
Y

 และส่วนท่ีเป็นความชนัเน่ืองจากการแอ่นตวั คือ idy
dx

 เม่ือ iy  หมายถึง                

ค่าการแอ่นตวัท่ีจุดต่อ (node) i ใดๆ ทาํให้พจน์ท่ี 3 ทางฝ่ังซ้ายของสมการท่ี (2.40) สามารถจดัรูปได้

ดงัน้ี 

 

   w
dy
dx

= w tan idy
dx

φ + 
 

= w 







+

dx
dy

Y
x i

H

H     (2.41) 

 

เม่ือทาํการแทนค่าการประมาณของค่าอนุพนัธ์ในอนัดบัต่างๆ ลงในสมการครอบคลุมปัญหาแลว้ทาํ

การจดัรูปให้ค่าพจน์ 








H

H

y
xw  มารวมกบัพจน์ของแรงกระทาํซ่ึงอยู่ทางด้านขวาของสมการจะได้

สมการดงัต่อไปน้ี 

 

( 2) ( 1) ( 1) ( 2)4 ( 4 6 4 )i i i i i
EI y y y y y
h + + − −− + − +      

  ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)2 ( 2 ) ( ) ( )
2

e H
i i i i i

H

T Xwy y y y y f x w
h h Y+ − + −

 −
− + − − = +  

 
  (2.42) 

 

จากสมการท่ี 2.42 จะเห็นวา่พจน์ของนํ้ าหนกัเสมือนท่ีเกิดจากระยะเยื้องท่ีผิวนํ้ า จะเปรียบเสมือนแรง

ท่ีกระทาํคงท่ีตลอดความลึกของนํ้าทะเลเม่ือทาํการกาํหนดให ้
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    F(x) = f(x) + 








H

H

Y
Xw       (2.43) 

 

ทาํการจดัรูปของสมการท่ี (2.42) ใหม่ โดยการกระจายพจน์ของค่าการเคล่ือนท่ีของจุดต่อ (node) 

ต่างๆ ในสมการจะได ้

 

( 2) 1 1 24 4 4 4 4

4 6 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i
EI EI EI EI EIy y y y y
h h h h h+ + − −− + − +

 1 1 1 12 2 2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

e e e
i i i i i

T T T w wy y y y y F x
h h h h h+ − + −− + − − + =   (2.44) 

 
ทาํการจดัรูปแบบของสมการอีกคร้ังโดยจดัให้พจน์ซ่ึงประกอบดว้ยพจน์ของการเคล่ือนท่ีของจุดต่อ 

(node) เดียวกนัอยู่ในกลุ่มเดียวกนั ทาํให้ได้ระบบสมการเชิงเส้นซ่ึงประกอบด้วยสมการเชิงเส้น

ทั้งหมด n  สมการ ดงัสมการต่อไปน้ี 

 

2 14 4 2 4 2

24 6( ) ( ) ( )
2

e e
i i i

T TEI EI w EIy y y
h h h h h h+ +

   + − − − + +      
 

1 24 2 4

4 ( ) ( ) ( )
2

e
i i

TEI w EIy y F x
h h h h− −

 + − − + + =  
  (2.45) 

 

โดยท่ี n  เป็นจาํนวนจุดต่อ (node) ทั้งหมดซ่ึงมีค่าเท่ากบัจาํนวนช้ินส่วนท่ีแบ่งบวกดว้ยหน่ึง 

 

เม่ือนาํสมการท่ี (2.45) มาจดัรูปเป็นเมตริกซ์จะทาํให้สามารถสร้างเมตริกซ์สัมประสิทธ์ิของค่าการ

แอ่นตวัท่ีจุดต่อ (node) ต่าง ๆ ได ้ตามตวัอยา่งต่อไปน้ี 

 

สาํหรับกรณีท่ีทาํการแบ่งช้ินส่วนท่อออกเป็น 6 ส่วนเท่า ๆ กนั เม่ือพิจารณาตามเง่ือนไขขอบเขตจะได ้

 

      

2

2 0d yM EI
dx

= − =       และ       1 7 0y y= =      (2.46) 

 

จากตารางท่ี 2.1 ค่าอนุพนัธ์ของโมเมนตด์ดั 

 

     2

2

dx
yd = ( 1) ( 1)

2

2
0i i iy y y

h
+ −− +

=     (2.47) 
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เม่ือพิจารณาจุดต่อ (node) ท่ี 1  2 1 0
2

2 0y y y
h

− +
=      (2.48) 

 

เน่ืองจาก 1 0y =  ดงันั้น   2oy y= −       (2.49)  

 

เม่ือพิจารณาจุดต่อ (node) ท่ี 7  8 7 6
2

2 0y y y
h

− +
=      (2.50) 

 
เน่ืองจาก 7 0y =  ดงันั้น   8 6y y= −       (2.51) 

 

 

จากสมการ 2.45 เม่ือพิจารณาจุดต่อ (node) ท่ี 2 จะไดส้มการดงัน้ี 

 

4 4 2 4 24 3 2
24 6( ) ( ) ( )

2
e eT TEI EI w EIy y y

h h h h h h
   + − − − + +      

 

14 02 4

4 ( ) ( ) ( )
2

eTEI w EIy y F x
h h h h

 + − − + + =  
   (2.52) 

  

เน่ืองจาก 1 0y = , 2oy y= − ; 

 

44 4 3 22 4 2

24 5( ) ( ) ( ) ( )
2

e eT TEI EI w EIy y y F x
h h h h h h

   + − − − + + =      
   (2.53) 

 

เม่ือพิจารณาจุดต่อ (node) ท่ี 3 จะไดส้มการดงัน้ี 

 

 4 4 2 4 25 4 3
24 6( ) ( ) ( )

2
e eT TEI EI w EIy y y

h h h h h h
   + − − − + +      

 

    4 12 42
4 ( ) ( ) ( )

2
eTEI w EIy y F x

h h h h
 + − − + + =  

   (2.54) 

 

เน่ืองจาก 1 0y = ; 

 

 
4 4 2 4 25 4 3

24 6( ) ( ) ( )
2

e eT TEI EI w EIy y y
h h h h h h

   + − − − + +      
 

     4 2 2
4 ( ) ( )

2
eTEI w y F x

h h h
 + − − + =  

   (2.55) 
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เม่ือพิจารณาจุดต่อ (node) ท่ี 4 จะไดส้มการดงัน้ี 

 

 
4 4 2 4 26 5 4

24 6( ) ( ) ( )
2

e eT TEI EI w EIy y y
h h h h h h

   + − − − + +      
 

    4 22 43
4 ( ) ( ) ( )

2
eTEI w EIy y F x

h h h h
 + − − + + =  

   (2.56) 

 

เม่ือพิจารณาจุดต่อ (node) ท่ี 5 จะไดส้มการดงัน้ี 

 

 
4 4 2 4 27 6 5

24 6( ) ( ) ( )
2

e eT TEI EI w EIy y y
h h h h h h

   + − − − + +      
 

4 32 44
4 ( ) ( ) ( )

2
eTEI w EIy y F x

h h h h
 + − − + + =  

   (2.57) 

 

เน่ืองจาก 7 0y = ; 

 

 
64 52 4 2

24 6( ) ( )
2

e eT TEI w EIy y
h h h h h

   − − − + +      
 

4 32 44
4 ( ) ( ) ( )

2
eTEI w EIy y F x

h h h h
 + − − + + =  

   (2.58) 

 

เม่ือพิจารณาจุดต่อ (node) ท่ี 6 จะไดส้มการดงัน้ี 
 

 
4 4 2 4 28 7 6

24 6( ) ( ) ( )
2

e eT TEI EI w EIy y y
h h h h h h

   + − − − + +      
 

4 42 45
4 ( ) ( ) ( )

2
eTEI w EIy y F x

h h h h
 + − − + + =  

   (2.59) 

 

เน่ืองจาก 7 0y = , 8 6y y= − ; 

 

 6 5 44 2 4 2 4

25 4( ) ( ) ( ) ( )
2

e eT TEI EI w EIy y y F x
h h h h h h

−   + + − + + =      
    (2.60) 

 

สุดทา้ยทาํให้สามารถจดัพจน์ท่ีเป็นสัมประสิทธ์ิของสมการต่างๆ ขา้งตน้ให้อยู่ในรูปของเมตริกซ์

สัมประสิทธ์ิไดด้งัตารางท่ี 2.2 



26 
 

ตารางที ่2.2  แสดงผลการจดัรูปเพื่อสร้างเมตริกซ์ 
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