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1.  หลกัการวเิคราะห์เบือ้งต้น 
  วิธีไฟไนตอิ์ลิเมนต์ (FEM) เป็นวิธีการคาํนวณเชิงตวัเลขเพื่อใชห้าผลเฉลยของสมการทาง
คณิตศาสตร์ (Differential Equation) หลกัการของวิธี FEM คือการประมาณโดยการแบ่งบริเวณของ
ปัญหาออกเป็นขอบเขตยอ่ยๆ แลว้พิจารณาสมดุลของแรงในแต่ละช้ินส่วนยอ่ยทีละส่วน ซ่ึงวิธี FEM จะ
ประกอบไปดว้ยขั้นตอนการคาํนวณดงัต่อไปน้ี 
 
1.1  สร้างและแบ่งขอบเขตของปัญหาเป็นพืน้ทีเ่ลก็ๆ 

พื้นท่ีเลก็ๆน้ีเรียกว่า Finite Element ดงัภาพผนวกที่ ค1 ซ่ึงในแต่ละอิลิเมนตจ์ะมีรูปร่างเป็นรูป
หลายเหล่ียมและเช่ือมต่อกนัดว้ยจุดมุม (Node) รูปร่างหลายเหล่ียมท่ีนิยมใชแ้สดงดงัภาพผนวกที ่ค2 
 

 
 
ภาพผนวกที ่ค1  การแบ่งของเขตปัญหาเป็นพื้นท่ีเลก็ๆ (Fagan, 1992) 
 

 
 
ภาพผนวกที ่ค2  อิลิเมนตช์นิดต่างๆท่ีใชใ้นการคาํนวณ 
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  สาํหรับอิลิเมนตช์นิดต่างๆนั้นจะมีการเกบ็ค่าการเคล่ือนท่ีของจุดมุมเท่านั้น และค่าการเคล่ือนท่ี
ท่ีจุดมุมน้ีจะใชใ้นการประมาณค่าการเคล่ือนท่ีภายในอิลิเมนต ์ตวัอย่างเช่น ภาพผนวกที่ ค3 สามารถ
เขียนสมการการเคล่ือนท่ีไดด้งัสมการผนวกที ่ค1 
 

 
 
ภาพผนวกที ่ค3  การเคล่ือนท่ีของจุดมุมของแต่ละอิลิเมนต ์
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  ฟังก์ชั่นการประมาณค่าการเคล่ือนท่ีท่ีตาํแหน่งต่างๆ ดังสมการผนวกที่ ค1 เรียกว่า Shape 
Functionซ่ึงหากเราทราบค่าการเคล่ือนท่ีเม่ือทาํการอนุพนัธ์ฟังกช์ัน่การเคล่ือนท่ีเทียบกบัพิกดัก็จะทราบ
ค่าความเครียดไดต้ามท่ีกล่าวไวใ้นส่วนของสมการความเครียด 
  การพิจารณาว่าจะเลือกใช้อิลิ เมนต์รูปร่างแบบใดนั้ นข้ึนอยู่กับปัจจัยหลายอย่าง  เ ช่น
ความสามารถในการจาํลองการเคล่ือนตวัของวสัดุ การจาํลองลกัษณะทางเรขาคณิตของพื้นท่ีปัญหา 
เป็นตน้ โดยอิลิเมนตท่ี์มีพหุนามสูงกว่าก็จะใหค้วามแม่นยาํสูงมากกว่า อิลิเมนตท่ี์นิยมในงานวิศวกรรม
ธรณีเทคนิคสาํหรับปัญหาในสองมิติใชแ้บบท่ี 4, 5 และ 6 ของภาพผนวกที ่ค2 
  
1.2  สร้างเมทริกซ์ความแข็งระดับอลิเิมนต์ (Element Stiffness Matrix) 

เม่ือแบ่งขอบเขตใหญ่ออกเป็นช้ินส่วนย่อยแลว้ จะพิจารณาสมดุลของแรงท่ีเกิดข้ึนในแต่ละ
ช้ินส่วน ซ่ึงจะนําไปสู่สมการสมดุลของแรงชุดหน่ึง การสร้างสมการในขั้นตอนน้ีจาํเป็นจะตอ้งรู้
ความสัมพนัธ์ระหว่างหน่วยแรงและความเครียดในแต่ละวสัดุ (Constitutive Equations) เช่น วสัดุมี
พฤติกรรมตามกฎของฮุค หรือวสัดุเป็นแบบอิลาสติก-พลาสติกและมีกาํลงัตามเกณฑข์องมอร์-คูลอมบ ์
เป็นตน้ 
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1.3  สมการสมดุลแรงของแต่ละอลิเิมนต์ 
เม่ือนาํสมการสมดุลแรงของแต่ละอิลิเมนตม์าเขียนรวมกนั จะไดร้ะบบของสมการเขียนไดด้งั

สมการผนวกที่ ค2 โดยทัว่ไปเมทริกซ์ [F] คือ เมทริกซ์ของแรงกระทาํภายนอกท่ีมีต่อระบบปัญหา ซ่ึง
เป็นเมทริกซ์ท่ีทราบค่าแลว้ ในขณะท่ีเมทริกซ์ความแขง็ของระบบ [K] จะตอ้งคาํนวณข้ึนมา และเมท
ริกซ์ของการเคล่ือนท่ีของจุดมุมต่างๆ [U] จะเป็นเมทริกซ์ท่ีไม่ทราบค่าซ่ึงตอ้งแกส้มการหาค่าออกมา 

 
  [K][U]  =  [F] (ค2) 

 
1.4  การกาํหนดสภาพแวดล้อมให้กบัปัญหา 

สาํหรับตวัอยา่งในงานวิศวกรรมธรณีเทคนิค เช่น บริเวณใดของปัญหาท่ีดินไม่สามารถเคล่ือน
ตวั (Fixed Boundary Condition) หรือบริเวณใดท่ีดินไดรั้บนํ้ าหนกักระทาํ ซ่ึงการกาํหนดเง่ือนไข
ขอบเขตน้ีทาํใหส้ามารถหาค่าผกผนัของเมทริกซ์ [K] ได ้ดงัแสดงตวัอยา่งในภาพผนวกที่ ค4 จะเห็นว่า
หากเราไม่กาํหนดขอบเขตของปัญหากจ็ะไม่สามารถหาค่าการเคล่ือนท่ีของสปริงได ้เป็นตน้ 
 

 
 

ภาพผนวกที ่ค4  ความสาํคญัของเง่ือนไขขอบเขตท่ีมีผลต่อการหาผลเฉลยของระบบสมการ 
 
1.5  การแก้ระบบสมการ 

แกร้ะบบสมการเพ่ือหาค่าผลเฉลยปฐมภูมิ (Primary Solution) ซ่ึงค่าการเคล่ือนตวัของจุดมุมหา
ไดจ้ากสมการผนวกที ่ค3 
 

 [U]  =  [K]−1[F] (ค3) 
 
1.6  การคาํนวณหาค่าหน่วยแรงและความเครียด 

จากผลเฉลยปฐมภูมิ (Primary Solution) ซ่ึงหน่วยแรงและความเครียดท่ีหาไดน้ี้เรียกว่าผลเฉลย
ทุติยภูมิ (Secondary Solution) เน่ืองจากเป็นการนาํความผลเฉลยอนัแรกมาหาค่าผลเฉลยจาก
ความสัมพนัธ์ของสมการอ่ืน โดยท่ีค่าเมทริกซ์ความเครียด ([]) ท่ีเกิดข้ึนสามารถหาไดจ้ากการนาํเมท
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ริกซ์ของการเคล่ือนท่ีของจุดมุมต่างๆ ([U]) มาคูณเขา้กบัเมทริกซ์สมการคอมแพตติบิลิตี ([B]) ดงัแสดง
ในสมการผนวกที ่ค4 และสาํหรับค่าหน่วยแรงท่ีเกิดข้ึน ([]) สามารถหาไดจ้ากการนาํค่าความเครียดท่ี
เกิดข้ึนมาคูณกบัเมทริกซ์สมการความสัมพนัธ์ระหว่างความเครียดและความเคน้ ([C]) ดงัแสดงใน
สมการผนวกที่ ค5 หรือเม่ือนาํสมการผนวกที่ ค4 แทนลงในสมการผนวกที่ ค5 จะไดว้่าค่าหน่วยแรง
สามารถหาไดจ้ากการนาํเมทริกซ์สมการคอมแพตติบิลิตีมาคูณเขา้กบัเมทริกซ์สมการความสัมพนัธ์
ระหว่างความเครียดและความเคน้และเมทริกซ์ของการเคล่ือนท่ีของจุดมุมต่างๆ ดงัแสดงในสมการ
ผนวกที ่ค6 
 

 [ε]  =  [B][U] (ค4) 
 
 [σ]  =  [C][ε] (ค5) 
 
 [σ] =  [C][B][U] (ค6) 

 
  จากท่ีกล่าวมาขา้งตน้ ขั้นตอนท่ีสาํคญัท่ีสุดในการคาํนวณดว้ยวิธี FEM คือการวิเคราะห์ผลการ
คาํนวณว่ามีแนวโนม้ความเป็นไปไดห้รือมีความน่าเช่ือถือมากเพียงใด เน่ืองจาก FEM เป็นเพียงเทคนิค
ในการแกปั้ญหาสมการคณิตศาสตร์ชนิดหน่ึงเท่านั้น ถา้แบบจาํลองพฤติกรรมของดินท่ีใชมี้ความไม่
ถูกตอ้งหรือมีการจาํลองสภาพปัญหาท่ีไม่ถูกตอ้ง ผลทางตวัเลขท่ีไดจ้ากวิธีน้ีก็ไม่มีความหมายแต่อยา่ง
ใด 
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2.  โปรแกรมเชิงพาณชิย์สําหรับงานวศิวกรรมธรณเีทคนิค  
 การคาํนวณดว้ยวิธีการไฟไนตอิ์ลิเมนตมี์ความจาํเป็นตอ้งใชค้อมพิวเตอร์ช่วยประมวลผล และ
โปรแกรมสาํเร็จรูปสาํหรับการจดัการท่ีสะดวกและรวดเร็ว ซ่ึงโปรแกรมประเภทน้ีส่วนใหญ่ถูกสร้าง
ข้ึนเพื่อการคา้ ในท่ีน้ีจะกล่าวถึงงานวิจยัท่ีนําโปรแกรมสําเร็จรูปมาใช้วิเคราะห์การทรุดตวัของคอ
สะพาน อาทิเช่น 
 อรรถสิทธ์ิ และคณะ (2550) เลือกโปรแกรม PLAXIS 2D ช่วยศึกษาพฤติภาพการทรุดตวัของ
คนัทางคอสะพานบนโครงสร้างเสาเข็มไล่ระดบัความยาวในพื้นท่ีราบลุ่มแม่นํ้ าเจา้พระยาตอนล่าง
จาํนวน 5 คอสะพานซ่ึงผลการวิเคราะห์ฯ ทั้ง 5 คอสะพาน พบวา่ผลการวิเคราะห์เปรียบเทียบกนักบัค่าท่ี
ไดจ้ากการตรวจวดัอุปกรณ์ธรณีเทคนิคท่ีไดท้าํการติดตั้งนั้น ให้ค่าท่ีดีในคอสะพานโครงการก่อสร้าง
ทางหลวงหมายเลข 3268 บางพลี-บางบ่อ (เทพารักษ)์ กม.17+520 และอีก 4 คอสะพานให้ค่าท่ีแตกต่าง
กนักบัค่าท่ีไดจ้ากการตรวจวดัฯ 
 ธณกร และคณะ (2553) เลือกโปรแกรม PLAXIS 2D, 3D Foundation วิเคราะห์โครงสร้าง
เสาเขม็ไล่ระดบัความยาวเพ่ือรองรับคอสะพานทั้งหา้โครงการของกรมทางหลวง โดยมีการวิเคราะห์ใน
ระบบสามมิติและสองมิติ  ผลการวิเคราะห์พบว่าค่าการทรุดตวัของโครงสร้างท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ใน
ระบบสองมิติจะมีค่ามากกว่าผลท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ในระบบสามมิติเล็กนอ้ยเม่ือเปรียบเทียบค่าการ
ทรุดตวัท่ีทาํนายกบัท่ีตรวจวดัในสนาม ภาพผนวกที ่ค5 แสดง Finite Element Mesh ในรูปสองและสาม
มิติท่ีใชเ้ป็นแบบจาํลองของ Bearing Unit และ Embedded Pile ในโปรแกรม PLAXIS 2D, 3D 
Foundation  
 

   
 (ก) สองมิติ (ข) สามมิติ 

 
ภาพผนวกที ่ค5  แบบจาํลองการวิเคราะห์โครงสร้างคอสะพานดว้ยโปรแกรม Plaxis  

              (ธณกร และคณะ, 2553) 
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3.  การวเิคราะห์การทรุดตวับริเวณคอสะพานโดยไฟไนต์เอลเิมนต์ 
 การวิเคราะห์หาค่าการทรุดตวัของคนัทางบริเวณคอสะพานสามารถทาํไดห้ลายวิธี ซ่ึงวิธีการ
วิเคราะห์ดว้ยไฟไนตเ์อลิเมนตเ์ป็นวิธีหน่ึงท่ีเป็นท่ีนิยมมากในปัจจุบนั เน่ืองจากมีความสะดวกรวดเร็วมี
ความยืดหยุ่นสูงทาํให้สามารถจาํลองการวิเคราะห์ตามกระบวนการและขั้นตอนการก่อสร้างได ้ใน
งานวิจยัน้ีไดใ้ชโ้ปรแกรม Plaxis 2D ในการวิเคราะห์การทรุดตวัของคนัทางคอสะพานโดยมีสมมติฐาน
การวิเคราะห์เป็นแบบ Plane Strain และเปรียบเทียบกบัค่าการทรุดตวัท่ีไดจ้ากการตรวจวดัทางธรณี
เทคนิค โดยทาํการศึกษาคอสะพานท่ีก่อสร้างแบบ Slab on Ground และแบบ Slab on Pile  
 
3.1  พารามิเตอร์ทีใ่ช้ในการศึกษาทางคณติศาสตร์ 

พารามิเตอร์ในแบบจาํลองท่ีใชใ้นการศึกษาไดม้าจากผลการเจาะสํารวจชั้นดินของแต่ละคอ
สะพาน โดยวสัดุดินถมคนัทางและดินถมบนโครงสร้างคอสะพาน (Bearing Unit) ไดม้าจากการ
ศึกษาวิจยัพฤติภาพการทรุดตวัของคนัทางคอสะพาน บนโครงสร้างเสาเขม็ไล่ระดบัความยาวในพื้นท่ี
ราบลุ่มแม่นํ้าเจา้พระยาตอนล่าง ดว้ยวิธีการทางคณิตศาสตร์เชิงตวัเลข  

ในแบบจาํลอง Mohr Colomb Model ค่าโมดูลสัยดืหยุน่ของดิน (Es) เป็นค่าพารามิเตอร์หน่ึงท่ี
ใชใ้นการวิเคราะห์ซ่ึงเป็นอตัราส่วนกบัค่า su (Es = α. su) Balasubramanian and Brener (1981) ได้
แนะนาํค่าโมดูลสัยดืหยุน่ของดินเหนียววา่อยูใ่นช่วง Eu = 200-500 su และในดินเหนียวอ่อน (Soft Clay) 
Bergado et al. (1990) ไดแ้นะนาํว่ามีค่าในช่วง Eu = 180-350 su และค่าพารามิเตอร์ในชั้นดิน Weathered 
Crust ไดจ้ากขอ้มูลการศึกษาของ Bergado et al. (2003) ดงันั้นพารามิเตอร์ท่ีใชใ้นการคาํนวนจะใช้
ความสัมพนัธ์เชิงประจกัษ ์(Empirical Relation) กบัผลการทดสอบในสนามเดียวกนัทั้งหมดเพ่ือ
สามารถนาํความสัมพนัธ์ดงักล่าวไปใชใ้นการทาํนายพฤติกรรมของคอสะพานไดใ้นอนาคต ซ่ึงสรุป
ค่าพารามิเตอร์ท่ีใชไ้ดด้งัตารางผนวกที ่ค1, ค2 และ ค3  

 
3.2  การแปลงค่าหน้าตัดของเสาเข็ม 
 ในการวิเคราะห์คนัทางคอสะพานน้ีใชโ้ปรแกรมทาง Finite element แบบ 2 มิติ โดยวิเคราะห์
เป็นแบบ Plain strain แต่ในความเป็นจริงเสาเขม็มีระยะห่างกนัและมีดินแทรกอยูต่รงกลางระหว่าง
เสาเขม็แสดงดงัภาพผนวกที่ ค6 ดงันั้นจึงใชส้มการผนวกที่ ค7 สาํหรับแปลงหนา้ตดัของเสาเขม็เพื่อให้
สอดคลอ้งกบัพฤติกรรมแบบ 3 มิติ  
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3.3  ลกัษณะแบบจําลอง (Model Geometry) 
 ในการสร้างแบบจาํลองคนัทางคอสะพานในงานวิจยัน้ี ไดใ้ชโ้ปรแกรมทาง Finite Element ใน
การวิเคราะห์ ในการจาํลองการวิเคราะห์โครงสร้างคอสะพานแบบ Slab on Ground และแบบ Slab on 
Pile แสดงไดด้งั ภาพผนวกที่ ค7 และ ค8 ซ่ึงลกัษณะของแบบจาํลองใชข้อ้มูลโครงการก่อสร้างสะพาน
ขา้มคลองสองบนถนนกรุงเทพกรีฑา-ร่มเกลา้ และโครงการก่อสร้างสะพานขา้มคลองบางตะไนยบน
ทางหลวงพิเศษหมายเลข 345 ตามลาํดบั 
 
3.4  ขั้นตอนการก่อสร้างในการวเิคราะห์ (Stage of Construction) 
 การจาํลองขั้นตอนการก่อสร้างในโปรแกรมไดแ้บ่งออกเป็น 2 ขั้นตอนหลกั คือ ช่วงระยะเวลา
ระหว่างการก่อสร้างและช่วงระยะเวลาหลงัการก่อสร้างเสร็จ การวิเคราะห์ในขั้นตอนการถมดิน (Fill 
Material) ก่อนท่ีจะก่อสร้างโครงสร้างคนัทางคอสะพานได ้Reset ค่าการทรุดตวัให้เท่ากบัศูนย ์และ
ในช่วงระยะเวลาหลงัการก่อสร้างเสร็จ ซ่ึงแสดงขั้นตอนการก่อสร้างในการวิเคราะห์โครงการก่อสร้าง
สะพานขา้มคลองสองบนถนนกรุงเทพกรีฑา-ร่มเกลา้ และโครงการก่อสร้างสะพานขา้มคลองบางตะ
ไนยบนทางหลวงพิเศษหมายเลข 345 ดงัแสดงในภาพผนวกที ่ค9 และ ค10 ตามลาํดบั 
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ตารางผนวกที ่ค1  พารามิเตอร์สาํหรับแบบจาํลองในทุกกรณีศึกษา 
 

Material Set Density Permeability Stiffness Strength 
Identification Material Type unsat sat kx ky Es s c' ' 

  Modela   (kN/m3) (kN/m3) (m/Day) (m/Day) (kPa)   (kPa) (Deg) 
Weathered crust MC Drained 16 16.5 0.002 0.001 2,500 0.25 50 5 

Fill Material MC Drained 19 20 0.864 0.864 40,000 0.3 0.01 35 

Soft Clay MC Undrained vary vary 0.0005 0.0005 100 su 0.3 UC 0.01 

Medium Clay MC Undrained vary vary 0.0004 0.0004 200 su 0.3 SPT 0.01 

Stiff Clay MC Undrained vary vary 0.0003 0.0003 300 su 0.3 SPT 0.01 

Dense Sand MC Drained vary vary 0.0016 0.0016 60,000 0.25 0.01 38 

Fill Mat. 
on Bearing Unit 

MC Drained 18 19 0.864 0.864 40,000 0.25 0.01 35 

Fill Mat. 
on Embankment 

MC Drained 19 20 0.864 0.864 40,000 0.25 0.01 35 

 
ตารางผนวกที ่ค2  Stiffness Properties สาํหรับเสาเขม็ 
 

Slab Type Cross Section f 'c E A EA EI Lspacing 
(m) (ksc) (kPa) (m2) (kN) (kN.m2) (m) 

Square Pile 0.26 x 0.26 350 28,455,304 0.0676 1,923,578 10,836 2 

Square Pile 0.22 x 0.22 350 28,455,304 0.0484 1,377,237 5,555 2 

 
ตารางผนวกที ่ค3  Stiffness Properties สาํหรับ Slab  
 

Type Axial Stiffness, EA EI Weight Poisson's Ratio 
  (kN/m) (kN.m2/m) (kN/m)   

Slab on ground 8,536,591 64,024 7.2 0.15 
Slab on pile 6,544,720 28,851 5.52 0.15 
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ภาพผนวกที ่ค6  การแปลงค่าหนา้ตดัของเสาเขม็ 
 

 
ภาพผนวกที ่ค7  ลกัษณะแบบจาํลองของการวิเคราะห์โครงสร้างคอสะพานแบบ Slab on Ground 

 

 
ภาพผนวกที ่ค8  ลกัษณะแบบจาํลองของการวิเคราะห์โครงสร้างคอสะพานแบบ Slab on Pile 
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ภาพผนวกที ่ค9  ขั้นตอนของโครงการก่อสร้างสะพานขา้มคลองสอง 
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ภาพผนวกที ่ค10  ขั้นตอนของโครงการก่อสร้างสะพานขา้มคลองบางตะไนย 
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