
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาคผนวก ข 

 

การวเิคราะห์เสถียรภาพโดยเง่ือนไขจริงบวก (PR Conditions) 
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จากคุณสมบติัจริงบวกของฟังก์ชนัโอนยา้ย ( )G s  ท่ีทาํให้ตวัสังเกตมีเสถียรภาพในสมการท่ี (3.10) 

นั้นนาํมาเขียนใหม่ไดด้งัน้ีคือ 

 

PR Conditions:                             

           

     
0 0∃+ = ≤ = >

=

T T

T

A P PA Q P P
PB C

                   (ข.1) 

       

ซ่ึงเง่ือนไขน้ีต้องการเมตริกซ์ P  ท่ีทาํให้เมทริกซ์ Q  มีคุณสมบัติก่ึงลบแน่นอน(Semi-negative 

definite)  แต่เง่ือนไขน้ีจะทาํให้ตวัสังเกตมีคุณสมบติัแค่เสถียรเท่านั้น แต่ไม่ไดย้ืนยนัวา่ตวัสังเกตจะมี

เสถียรภาพแบบลู่เขา้ (Asymptotically stable)  อยา่งไรก็ตามเราจะใช ้  วิธีการของเลียปูนอฟในการ

พิสูจน์ว่าตวัสังเกตหรือระบบประมาณจะมีเสถียรภาพแบบลู่เขา้  ทุก ๆ ย่านการทาํงาน  ยกเวน้จุด

ทาํงานท่ีความถ่ีทาํงานเท่ากบัศูนย ์โดยในเบ้ืองตน้จะนาํเสนอการหาเมตริกซ์ P  ท่ีทาํให้เมทริกซ์ Q  

มีคุณสมบติัก่ึงลบแน่นอนดงัน้ีคือ 

 

กาํหนดให ้ เมทริกซ์ P  เป็น 

1 2

2 3

p p
p p

 
=  
 

I I
P

I I
           (ข.2) 

 

โดยท่ีเง่ือนไขจาํเป็นท่ีทาํให ้เมทริกซ์ P  มีคุณสมบติับวกแน่นอน (Positive-definite) คือ 

 

                        1 0, det 0p P> > ⇔          2
1 1 3 20,p p p p> >                  (ข.3) 

 

ซ่ึงจากเง่ือนไขขา้งตน้เราจะได ้  3 0p >   ดว้ยเช่นกนั 

 

จากเง่ือนไขท่ีสองของสมการท่ี (ข.1) และจากสมการค่าความผิดพลาดของกระแสของสมการท่ี (3.1) 

และ (3.2) สามารถหาเง่ือนไขบงัคบัของ เมทริกซ์ P  ไดด้งัน้ีคือ 

 

             1 2 1 2

2 3 2 3

/ 1/
/ 00

p p p p
p p p p

εε
ε
− =     

= = ⇒       − =−     

I I I I
PB

I I I
     (ข.4) 

                           1 2 2 3(1 ) , 0p p p pε ε= + = >                                  
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1 211 1 2 12

2 321 1 2 12

1 211 1 2 21 1 2

2 312 12

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

T
T p pA G G A

p pA H H A

p pA G G A H H
p pA A

ε

ε

+ +   
=   + + −   

+ − + −   
=   − − −   

I II J
A P

I II J

I II J I J
I IJ J

 

 

 

21 1 2 1 11 1 2 1 2 2

1 12 2 12

21 1 3 2 11 1 2 2 2 3

2 12 3 12

{( ) ( )} { }
( ) ( )

{( ) ( )} { }
( ) ( )

T A H p p A G G p H p
p A p A

A H p p A G G p H p
p A p A

ε

ε

+ + + − +
= ∗ − − −

+ + + − + 
∗ − − − 

I J
A P

J J

I J
J J

                  (ข.5) 

 

โดยท่ี  [ ]T หมายถึง การสลบัเปล่ียน (Transpose) และจากความสัมพนัธ์ใน (ข.4) แทนค่าในสมการ 

(ข.5) จะได ้

 

   

21 1 2 1 11 1 2 1 2 2

12

21 1 3 2 11 1 2 2 2 3

{( ) ( )} { }
( )

{( ) ( )} { }
0

T A H p p A G G p H p
A

A H p p A G G p H p

ε
+ + + − +

= ∗ −
+ + + − + 

∗ 


I J
A P

J

I J
              (ข.6) 

 

ในทาํนองเดียวกนัสามารถหาค่าเมทริกซ์ PA  ไดด้งัน้ีคือ 

 

{ } { }
{ } { }

1 11 1 2 21 1 1 2 2 2 12

2 11 1 3 21 1 2 2 3 2

( ( ) ( ( )
( ( ) ( ( ) 0

p A G p A H p G p H A
p A G p A H p G p H

ε+ + + + + 
=  + + + + + 

I J
PA

I J
  (ข .7) 

      

 

แทนค่าสมการท่ี (ข.6) และ (ข.7) ลงในสมการ (ข.1) จะได ้  

 

     1 2

2 3

q q
q q
 

+ = =  
 

T I I
A P PA Q

I I
 

             

 { } { }
21 1 2 1 11 1

2 11 1 3 21 1 22 2 2 3 2

21 1 3 2 11 1 22 2 2 2 3

2{( ) ( )}
( ( ) ( ( )

{( ) ( ) } { }
0

m

m

A H p p A G
p A G p A H a p G p H

A H p p A G a G p H p

ω

ω

+ + +
= ∗ + + + + + + +

+ + + + − + + 
∗ 



I
Q

I J

I J
       (ข.8)    

 

โดยท่ี     22 /r ra R L=          
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จากเมทริกซ์ Q  ท่ีได ้เง่ือนไขจาํเป็นและเพียงพอท่ีทาํใหเ้มทริกซ์ Q  มีคุณสมบติัก่ึงลบแน่นอน  คือ 

     

    1 0, det 0q Q< ≥ ⇒          2
1 1 3 20,q q q q< ≥                 (ข.9) 

 

เน่ืองจาก 3 0q =  (ข .8)  ดงันั้นจากเง่ือนไขขา้งตน้สามารถเขียนใหม่ไดเ้ป็น    

 

       1 20, 0q q< =                    (ข.10) 

ซ่ึงจะได ้

  
21 1 2 1 11 1

2 11 1 3 21 1 22

2 2 3 2

( ) ( ) 0
( ( ) ( ( ) 0

0m

A H p p A G a
p A G p A H a b

p G p H cω

+ + + < 
+ + + + = 
+ + = 

          (ข.11) 

 

จากเง่ือนไขท่ีแสดงในสมการท่ี (ข .11) นั้น เราหารูปแบบทัว่ไปของอตัราขยาย 1 2 1 2, , ,G G H H  ท่ีทาํ

ใหเ้มทริกซ์ Q  มีคุณสมบติัก่ึงลบแน่นอนไดด้งัน้ี 

 

จากนิยามพารามิเตอร์ x  ในสมการท่ี (3.5) นาํมาเขียนใหม่จะได ้ 

                 

    1
s r

s r

R RG x
L Ls s

= − + +                   (ข.12) 

     2 mG y ω= − −                                             (ข.13) 

จากเง่ือนไข b 

จากความสัมพนัธ์ใน (ข.4) แทนค่าในสมการท่ี (ข.11) จะได ้

 

                   ( )
2 11 1 3 21 1 22

22
1 1 11 21

3

( ( ) ( ( ) 0p A G p A H a
aH G A A
p

ε ε

+ + + + =

= − + − +
    

                                               1 1 2
s rr

r

R LRH G k
L M

ε∴ = − − +                   (ข.14) 

 

จากเง่ือนไข a 

เม่ือแทนค่า 1H  จากสมการท่ี (ข.12) ลงในเง่ือนไข a  จะได ้

 

     21 1 2 1 11 1( ) ( ) 0A H p p A G+ + + <  

                         21 1 2 1 11 1
3

1( ) ( ) 0s rr

r

R LRA G p p A G
p L M

ε− − + + + <  
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จากความสัมพนัธ์ใน (ข .4) แทนค่าแลว้จะได ้

 

1 2 2 11 21 2(1 ) 0s rr

r

R LRG p p A A p
L M

ε ε ε− + + + + <  

 

แทนค่าสัมประสิทธ์ิต่าง ๆ แลว้จะได ้

 
2

1 2 2 22

2 2

1 2 2 2 22 2

2 2

1 2 2

1

(1 )

1

s r sr r r

r s s r r

s r s sr r r r

r s s r s s r r

s sr r r r

r s s r s r s r

s r

s r

R L RR R M R MG p p p
L M L L L L

R L R RR R M R M R MG p p p p
L M L L L L L L L

R RR R M R R MG
L L L L L L L L
R RG
L L

ε s s ε

ε s s s s ε

s s s s

s s

 
< − + + + − 

 

< − + + + + −

 
< + + ⇒ + + 

 

< +

    

   

เน่ืองจาก  1
s r

s r

R RG x
L Ls s

= − + +      จึงทาํใหไ้ด ้

                               0x >                (ข.15) 

เง่ือนไข c 

           2 2 3 2 0mp G p H ω+ + =  

 

กาํหนดให ้ 2
3

1 0k
p

= >  

                                                2 2 2 mH G kε ω∴ = − −                   (ข.16)  

 

และ      2 0k >                    (ข.17)  

 

จากสมการท่ี (ข.12) - (ข.17) จะสรุปได้ว่าสมการของคาํตอบทัว่ไปของอตัราขยายป้อนกลบัท่ี

สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขคุณสมบติัจริงบวก คือ 
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1

2

1 1 2

2 2 2

s r

s r

m

s rr

r

m

R RG x
L L

G y
R LRH G k

L M
H G k

s s
ω

ε

ε ω

= − + + 

= − −

= − − +



= − − 

    โดยท่ี  20, 0x k> > [2], [20] 

 

นอกจากนั้นแลว้จากเง่ือนไข c  และจากสมการท่ี (ข.4) จะได ้   

 

    

3
2

2 3 2

1 2 2

1 0

/ 0
(1 ) (1 / )

p
k

p p k
p p k

ε ε
ε ε ε

= > 
= = > 
= + = + 


                              (ข.18) 

และเมทริกซ์ P  ท่ีมีคุณสมบติับวกแน่นอนคือ 

         

 

                    2 2

2 2

(1 / ) /
/ 1/

k k
k k

ε ε ε
ε
+ 

= > 
 

0
I I

P
I I

                              (ข.19)    

        

นอกจากนั้นจะไดเ้มทริกซ์ Q  คือ 

 

      
2 0

( 0)
0 0

x
x

ε− 
+ = = ≤ > 

 
0TA P PA Q                (ข.20)   

 

ซ่ึงเมทริกซ์ Q  ท่ีไดก้็สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขคุณสมบติัจริงบวก แต่อยา่งไรก็ตามเน่ืองจากเมทริกซ์ Q  

มีคุณสมบติัเพียงแค่ก่ึงลบแน่นอน ดงันั้นจึงไม่สามารถยนืยนัไดว้า่ระบบประมาณจะมีเสถียรภาพแบบ

ลู่เขา้ ดงันั้นจะตอ้งใชว้ธีิการของ Lyapunov ในการวเิคราะห์เสถียรภาพแบบลู่เขา้ 
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วิธีการของ Lyapunov 

 

ในเบ้ืองตน้เราจะเขียนรูปสมการความเร็วประมาณใหม่ดงัน้ี 

 

สมการการประมาณค่าความเร็ว: 

             { }ˆˆ ( ) ; , 0T
m p i i r p ik k dt e k kω λ= + >∫



 J                    

              { }ˆ ˆT T
i i r p i rk e dt k eλ λ= +∫

 

 J J                    

            T
p iz k e w= +
 

        (ข.21)   

                          

โดยท่ี { }ˆT T
i i r i i

dzz k e dt k e w
dt

λ= ⇔ =∫
d

ddd  J  และเวกเตอร์รีเกรสเซอร์ (Regressor vector) ˆ
rw λ=


 J    

 

                                      ˆ T T
m m p i p ie z k e w k e wω ω ω ω x= − = + − = +

   

                (ข.22) 

โดยท่ี     

                      mzx ω= −        

 

ภายใตส้มมุติฐาน 0md
dt
ω

=   (ซ่ึงเป็นจริงในทางปฏิบติัเพราะวา่ค่าความเร็วจริงทางกลเปล่ียนแปลง

ชา้เม่ือเทียบกบัพลวตัทางไฟฟ้าของระบบประมาณ) จะได ้

 

       


0

Tm
i i

dd dz k e w
dt dt dt

ωx
= − =

 

                    (ข.23) 

 

กาํหนดใหฟั้งกช์นั  Lyapunov V  มีค่าเป็น 

 

   2( , ) /T
ie e e kx x= +

  V P                     (ข.24) 

 

หมายเหตุ:  ถา้หาก 0pk =  แลว้ จากสมการท่ี (ข.22) จะได ้        

                                                        

   2ˆ ( , ) /T
m m ie e e e e e kω ω ωω ω x= − = ⇒ = +

  V P   

  

เราสามารถหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นั  Lyapunov  V  ไดเ้ป็น 
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2T

T

i

d de de de e
dt dt dt k dt

xx
  = + +     

 

 V P P                 (ข.25) 

 

สมการค่าความผดิพลาดในสมการท่ี (3.1) สามารถเขียนใหม่ไดเ้ป็น 

 

       
T

T T T Tde dee we e w e
dt dtω ω= − ⇒ = −
 

   A B A B                (ข.26)    

 

แทนค่าในสมการท่ี (ข.24) จะได ้
 

  

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

2

2

T T T T T

i

T T T T T T

i

T T T T T

i

T T T T

i

d de e we e w e e
dt k dt

de e e we e e w e e
k dt

de e e w w e e
k dt

de e e w w e e
k dt

ω ω

ω ω

ω

ω

xx

xx

xx

xx

= − + − +

= − + − +

= + − + +

= − + +

     

       

     

     

V P A B A B P

PA PB A P B P

A P PA PB B P

Q C C

 

                           
22T T

i
i

de e e we
k dtω

xx= − +
  

Q       (ข.27) 

 

แทนค่าสมการท่ี (ข.20)  (ข.22) และ (ข.23) ในสมการท่ี (ข.27) จะได ้
 

( ) ( )

( )

2

2

22

2 2 2

2 2

T T T T
i p i i i

i

T T T T
i p i i

T T
i i p i

d e e e w k e w k e w
dt k

e e e w k e w e w

x e e k e w

x x

x x

e

= − + +

 = − − + 

 = − −  

ddddddd     


ddddd   
  

d
  

V Q

Q  

( ) 222 2 T
i p ix e k e wε  = − −  


 

                  (ข.28) 

 

จึงสรุปไดว้า่  
d
dt

≤ 0V
 และนอกจากนั้นยงักล่าวไดว้า่ 

 

    
d
dt

< 0V
    ถา้   0ie ≠



 

    
( )( ) 0, 0i

i
de td e t

dt dt
= ⇔ ≡ ≡0

d

dV
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แต่จากสมการค่าความผดิพลาด (3.1)  
d
dt

= 0V
 จะเป็นจริงไดใ้นกรณีท่ีมอเตอร์ทาํงานท่ีความเร็วเป็น

ศูนยเ์ท่านั้น ทั้งน้ีเพราะเม่ือแทน 0ie =


 และ 0ide
dt

=
d

ลงในสมการท่ี (3.1) จะได ้  

             

      1 2

1 2

/ ˆ ˆ( )( )r m m

G G
de eH H
dt

λ
λ

e
λ ω ω

e

  + +       = + − −      + + − −     

d

d

d

11 12

21 12

0 0A I J A I
J

A I J A I
                    (ข.29) 

 

 
ˆ ˆ1ˆ ˆ( ) ( )r r r

m m m m m
r

Re e
Lλ λ

λ λω ω ω ω ω
eee 

 
= + − ⇒ = ⋅ + ⋅ + − 

 

 

 

12
J J0 A 0 I J  

               ˆ ˆ( )m r m meλω λ ω ω= + −0




                  (ข.30) 

                ˆ ˆ( )m r m meλω λ ω ω∴ = − −




                 (ข.31) 

 

และจากสมการท่ี (ข.30) จะคาํนวณหาค่าอนุพนัธ์ของค่าความผดิพลาดของฟลกัซ์ในสมการท่ีสองของ 

(ข.29) ไดเ้ป็น 

 

                  ˆ ˆ( ) 0m r m m
de e
dt

λ
λω λ ω ω= + − =

d

d

d

                             (ข.32)                   

                                      

ดงันั้นจะไดว้า่ eλ


 เป็นเวกเตอร์คงท่ี      

จากสมการท่ี (ข.31) และ (ข.32) สามารถสรุปไดว้า่ 

1. ถ้า 0mω ≠  เวกเตอร์ฟลกัซ์ ˆ
rλ


 ก็จะหมุนไปดว้ยความถ่ี mω  และเน่ืองจาก eλ


 เป็น

เวกเตอร์คงท่ี ทาํให้เทอม meλω 

 เป็นเวกเตอร์คงท่ีดว้ย (ไม่หมุน) ดงันั้นสมการท่ี (ข.31) น้ีจะเป็นจริง

ไดก้็ต่อเม่ือ  0eλ =


  และ  ˆ 0m mω ω− =  เท่านั้นซ่ึงจะหมายความวา่ตวัสังเกตเต็มอนัดบัแบบปรับตวั

มีเสถียรภาพแบบลู่เขา้ กล่าวคือ  0, 0, 0ie e eλ ω= = =
 

 

2. ถา้ 0mω =  จากสมการท่ี (ข.31) จะไดว้า่ ˆm mω ω=  เพราะ ˆ 0rλ ≠


แต่อาจจะ  เป็นไปไดท่ี้  

0eλ ≠


 เง่ือนไขการทาํงานในสภาวะหยดุน่ิง ( 0mω = ) หรือการทาํงานท่ีไฟฟ้ากระแสตรงน้ี สะทอ้น

ถึงการขาดเง่ือนไขการกระตุน้อยา่งต่อเน่ือง (Persistency of excitation (PE) condition) ท่ีความเร็วเป็น

ศูนย ์ซ่ึงเป็นจุดทาํงานท่ีแรงเคล่ือนเหน่ียวนาํมีค่าเป็นศูนยน์ัน่เอง ทาํให้เราไม่สามารถสังเกตขอ้มูล

ของเวกเตอร์ฟลกัซ์ผา่นขอ้มูลของกระแสได ้ 

 

กล่าวโดยสรุปคือตวัสังเกตเตม็อนัดบัแบบปรับตวัจะมีเสถียรภาพแบบลู่เขา้ท่ีทุกยา่นความเร็ว ยกเวน้ท่ี

ความเร็วศูนยซ่ึ์งจะมีคุณสมบติัแค่เสถียรเท่านั้นไม่ลู่เขา้  

 



 57 

นอกจากนั้นแลว้ยงัพิสูจน์ไดอี้กวา่ เสถียรภาพในช่วงแคบ (Local stability) ก็สามารถยนืยนัไดเ้ช่นกนั 

โดยพิจารณาจาก เง่ือนไข  [ ] ˆ ˆ, 0 , , ˆT
i r re m m ee e eλ ωξ λ λ ω ω ω= = = = =

 

  0  เม่ือ ∆  คือ ค่าความ

แตกต่าง และ e  คือ จุดท่ีทาํงานสมดุล (Equilibrium point)   

จากสมการค่าความผดิพลาด ก่อนทาํใหอ้ยูใ่นรูปสมการเชิงเส้นรอบจุดทาํงาน ในสมการท่ี (3.1) [2] , 

[20] 

 

( )

( )

[ ]

11 1 2 12

21 1 2 12

/ ˆi i
r

i
i

m

A G G Ae e
A H H Ae e

e
e

e

d e
d t ω

λ λ

λ

ω

ε
λ

ε
+ +      

+ −       + + − −      


  =    


= ∆
 



 













A B

C

I J I
J

I J I

I 0

   (ข.33)                         

 

ˆ ˆ,T T
i i r p i r

d k e J e k e J
dt ωλ λx x= = + ∆

 

 

                (ข.34)                         

 
                                           

 หลงัจากการทาํใหเ้ป็นเชิงเส้นรอบจุดทาํงานแลว้ จะไดว้า่ [2]  
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               (ข.35) 

 

โดยท่ี ( )eωA  และ 1 2 1 2, , ,e e e eG G H H เป็นอตัราขยายป้อนกลบัในสมการท่ี (ข.33) - (ข.34) ท่ีผา่น

การทาํใหเ้ป็น เชิงเส้นรอบจุดทาํงานแลว้ จะได ้

                       

  
ˆ ˆ,T T

i i re p i re
d k e J e k e J
dt ωλ λx x∆ = ∆ ∆ = ∆ + ∆

 

 

                (ข.36) 
 

                      

จะสังเกตเห็นไดว้า่ สมการเชิงเส้นของค่าความผิดพลาดในสมการท่ี (ข.35) - (ข.36) มีความคลา้ยคลึง

กบั สมการค่าความผิดพลาดเดิม (สมการท่ี (ข.33) - (ข.34)) ดงันั้นจึงสามารถกล่าวไดว้่า ระบบ

ประมาณค่าความเร็วท่ีนาํเสนอน้ีมีเสถียรภาพ สอดคลอ้งตาม Global stability และ Local stability   

 


