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เม่ือเปรียบเทียบกับแบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete Model) จะหายไปทันทีซ่ึงจะลดความยุงยาก
ของผูใชโปรแกรมไดมากอีกท้ังผลลัพธจากแบบจําลองท้ังสองใหคาท่ีใกลเคียงกันและไปใน
ทิศทางเดียวกัน จึงทําใหสรุปไดวาเอลิเมนตท่ีเสนอเหมาะสําหรับการสรางแบบจําลองของ
โครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กท่ีมีความยุงยากในการแบงเอลิเมนตจากตําแหนงของเหล็กเสริม
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The objective of this research is to develop a three dimensional (3-D) finite element for 

reinforced concrete structures. The new element is created by combining eight nodes solid 
element with two nodes bar element. The technique is to apply the theory of embedded element 
to distribute the stiffness and resisting forces from bar element to the new solid element. By this 
manner bar nodes are eliminated from the final mesh of the model. Thus, the meshed model 
does not depend on the shape and the location of the reinforcing steel. The results from the 
developed finite element give the exact correlation to the manual calculation. Furthermore, 
when compared with other finite element program the results are acceptable. 

 
Modeling with embedded technique is easy to meshing and when compared with 

discrete model the results are acceptable. Therefore it is concluded that embedded technique is 
suitable to be used for reinforced concrete model. 
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ไฟไนตเอลิเมนต 3 มิติ สาํหรับคอนกรีตเสริมเหลก็โดยใชเทคนิคการฝงเหล็กเสริม 
 

Three-Dimensional Finite Element of Reinforced Concrete using Embedded 
Reinforcement Technique 

 

คํานํา 
 

 ในปจจุบันคอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete) ไดเขามามีบทบาทอยางมากในงาน
วิศวกรรมโยธา และใชกันอยางแพรหลายในงานกอสราง เนื่องดวยคอนกรีตนั้นมีคุณสมบัตสิามารถ
รับแรงอัดไดสูงขณะท่ีความสามารถในการรับแรงดึงตํ่า เม่ือรับแรงดึง จึงทําใหคอนกรีตเกิดการ
แตกเปราะไดงาย ดวยสาเหตุนี้ ระบบคอนกรีตเสริมแรงจึงถูกนํามาใช โดยการนําวัสดุอ่ืนท่ีสามารถ
รับแรงดึงได เชนเหล็ก มาใสไวภายในคอนกรีตเพื่อเพิ่มความสามารถในการรับแรง โดยอาจกลาว
ไดวา คอนกรีตรับแรงอัด และชวยเหล็กรับแรงดึงนั้นเอง จึงทําใหเกิดเปนคอนกรีตเสริมเหล็กข้ึน 
ซ่ึงมีคุณสมบัติรับแรงอัดไดดี และยังสามารถรับแรงดึงไดดวย 
 
 การใชงานคอนกรีตเสริมเหล็กเกิดข้ึนในชวงคริสตศตวรรษท่ี 19 คุณสมบัติทางกายภาพ  
3 อยางท่ีทําใหคอนกรีตเสริมเหล็กเปนท่ีนิยม อยางท่ีหนึ่งคือคาสัมประสิทธ์ิการขยายตัวของ
คอนกรีตและเหล็ก มีคาใกลเคียงกันมาก ซ่ึงเม่ืออุณหภูมิเปล่ียนแปลง ทําใหคอนกรีตและเหล็ก
ขยายตัวหรือหดตัวไดพรอมกัน อยางท่ีสองคือเม่ือคอนกรีตแข็งตัว คอนกรีตจะจับเหล็กเสริมได
แนน ซ่ึงทําใหเกิดการการถายเทแรงภายในระหวางคอนกรีตและเหล็กเสริม เหล็กขอออยนิยมถูก
นํามาใชในโครงสรางหลัก เนื่องจาก สัมประสิทธ์ิแรงยึดเหนี่ยวระหวางคอนกรีตและเหล็กเสริมมี
คามาก เม่ือเทียบกับเหล็กกลม อยางท่ีสามคือคาพีเอช (pH) ของสารเคมีท่ีเกิดจากพอรตแลนด
ซีเมนต (Portland cement) เม่ือคอนกรีตแข็งตัวจะมีสารเคมีออกมาเคลือบเหล็กเสนเปนฟลมบางๆ 
ไวปองกันไมใหเหล็กเสนถูกกัดกรอนหรือเปนสนิม 
 
 เม่ือคอนกรีตเสริมเหล็กไดรับความนิยมและนํามาใชจึงทฤษฏีมากมายท่ีมารองรับ 
การออกแบบและวิเคราะหพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็กไดอยางถูกตอง แตการวิเคราะห
คํานวณท่ีถูกตองและครอบคลุมพฤติกรรมท้ังหมดของคอนกรีตเสริมเหล็กนั้นทําไดยาก อีกวิธีใน
การทําใหทราบถึงพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็กนั้นคือวิธีการทดสอบพฤติกรรมท่ีจะเกิดข้ึน
จริงของช้ินสวนคอนกรีตเสริมเหล็กในหองทดลองน้ันเอง วิธีการนี้จะทําใหเราทราบถึงพฤติกรรม
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ท่ีจะเกิดข้ึนจริงของคอนกรีตเสริมเหล็กไดอยางถูกตอง ถึงกระนั้นก็ตามการทดสอบพฤติกรรมของ
คอนกรีตเสริมเหล็กในหองทดลองนั้นตองคาใชจายท่ีสูง 
 
 อีกหนึ่งวิธีท่ีนิยมใชในการวิเคราะหพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็กคือการจําลองโดย
ใชวิธีการคํานวณทางไฟไนตเอลิเมนต (finite element analysis) ซ่ึงสามารถสรางแบบจําลองของ
โครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กท่ีตองการจะทราบพฤติกรรมและทําการวิเคราะหหาพฤติกรรมท่ีจะ
เกิดข้ึนตามเง่ือนไขการรับแรงของแบบจําลองนั้น โดยสวนใหญแลวการวิเคราะหดวยวิธีการทางไฟ
ไนตเอลิเมนตจะทําการคํานวณโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรชวยในการคํานวณ เนื่องจากวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตจําเปนตองแกปญหาสมการหลาย ๆ ตัวแปร ข้ึนอยูกับจํานวนและความละเอียดของ
การแบงเอลิเมนตของแบบจําลอง โปรแกรมเชิงพาณิชยท่ีไดรับความนิยมใชมีอยูมากมายเชน 
โปรแกรมแอนซิส (ANSYS), โปรแกรมอาบาคัส (ABACUS) และโปรแกรมนาสแทน 
(NASTRAN) เปนตน  
 
 จากโปรแกรมท่ีกลาวถึงหากตองการใชเพื่อสรางแบบจําลองของคอนกรีตเสริมเหล็กจะ
สามารถสรางแบบจําลองไดสองรูปแบบคือ การสรางแบบจําลองกระจายตัว (Smeared Model) โดย
แบบจําลองแบบกระจายตัวนั้นจะทําการสรางแบบจําลองโดยเสมือนกระจายเหล็กเสริมเขาไปใน
คอนกรีตซ่ึงจะกระจายเทากันตลอดท้ังเอลิเมนตคอนกรีต และแบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete 
Model) ซ่ึงจะทําการจําลองโดยใชเอลิเมนตของคอนกรีตและเหล็กเสริมแยกกันโดยมีเง่ือนไข ตอง
แบงแบบจําลองออกเปนเอลิเมนตโดยใหจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีตและเหล็กเสริมอยูตําแหนง
เดียวกันเสมอทําใหเกิดความยุงยากในการแบงเอลิเมนต (mesh) ซ่ึงมีวิธีการสรางแบบจําลองอีก
วิธีนึง ซ่ึงโปรแกรมที่นิยมใชกันนั้นไมมีเคร่ืองมือในการสรางแบบจําลองวิธีนี้ คือการสราง
แบบจําลองดวยเทคนิคการฝงเหล็กเสริม (Embedded  Model) การสรางแบบจําลองดวยวิธีนี้ 
การแบงเอลิเมนตจะไมคํานึงถึงตําแหนงของเหล็กเสริมโดยการแบงเอลิเมนตจะแบงเฉพาะ
คอนกรีตเทานั้น จากนั้นเอลิเมนตจะทําการเก็บตําแหนงของเหล็กเสริมไวแลวทําการคํานวณตอไป 
 
 วิทยานิพนธนี้ไดเสนอการศึกษาพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็ก โดยจะทําการสราง 
เอลิเมนตโดยรวมพฤติกรรมของคอนกรีตและเหล็กเสริมเขาดวยกันโดยใชเทคนิคการฝงเหล็กเสริม 
(embedded reinforcement technique) เพ่ือลดความยุงยากในข้ันตอนการแบงแบบจําลองออกเปน 
เอลิเมนต (mesh) โดยเอลิเมนตท่ีสรางข้ึนจะสามารถแบงเอลิเมนตของคอนกรีตเสริมเหล็กโดยไม
ถูกจํากัดดวยตําแหนงของเหล็กเสริม ทําใหลดความยุงยากในการแบงเอลิเมนต ของคอนกรีตและ
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เหล็กเสริมใหจุดตอ (node) ของท้ังคอนกรีตและเหล็กเสริมตรงกัน  เอลิเมนตท่ีเสนอไดพัฒนาผาน
โปรแกรมท่ีเขียนข้ึนโดยใชภาษา C# และใชโปรแกรมท่ีพัฒนาข้ึนนี้เพื่อทดสอบความถูกตองของเอ
ลิเมนต การเปรียบเทียบความถูกตอง ทําโดยเปรียบเทียบกับโปรแกรมเชิงพาณิชยท่ีมีช่ือวา แอนซิส 
(ANSYS) เปนเคร่ืองมือชวยในการเปรียบเทียบความถูกตองของเอลิเมนตท่ีสรางข้ึน  
ในวิทยานิพนธฉบับนี้ 
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วัตถุประสงค 
 

 1. เพื่อศึกษาถึงข้ันตอนการคํานวณดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตและข้ันตอนและวิธีการพัฒนา
เอลิเมนตดวยเทคนิคการฝงเหล็กเสริม (embedded reinforcement technique) 
 
 2. เพื่อศึกษาปญหาท่ีอาจเกิดข้ึนในแตละข้ันตอนของการคํานวณดวยวิธีการเขียน
โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต 
 
 3. เพื่อศึกษาถึงแนวทางในการพัฒนาโปรแกรมทางไฟไนตเอลิเมนต 
 
 4. เพื่อศึกษาวิธีการพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็กในชวงอีลาสติก (elastic) 
 

ขอบเขตของการวิจัย 

 
 ในการศึกษาจะทําการศึกษาโดยสรางเอลิเมนตใหมข้ึนมาเพ่ือใชวิเคราะหโดยวิธีทางไฟ
ไนตเอลิเมนตโดยเอลิเมนตนี้จะมีคุณสมบัติของคอนกรีตและเหล็กเสริมโดยจะมีขอจํากัดใน
พฤติกรรมของเอลิเมนตดังนี้ พฤติกรรมของคอนกรีตจะอยูในชวงอีลาสติก (elastic) เทานั้น 
พฤติกรรมของเหล็กเสริมจะอยูในชวงอีลาสติก (elastic) เทานั้น การพิจารณาถึงแรงยึดเหนี่ยว
ระหวางคอนกรีตกับเหล็กเสริมใหเปนการเช่ือมแนน (perfect bond) 
 
 ในวิทยานิพนธนี้ไดมีการเปรียบเทียบความถูกตองของแบบจําลองจากโปรแกรมท่ีสรางข้ึน 
โดยจะทําการเปรียบเทียบกับโปรแกรมเชิงพาณิชยท่ีมีช่ือวา แอนซิส (ANSYS) เพ่ือเปนการพิสูจน
วาเอลิเมนตท่ีสรางข้ึนสามารถทํานายพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็กในชวงอีลาสติก (elastic) 
ไดอยางถูกตอง 
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ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
 
 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
  
 1. เขาใจถึงข้ันตอนการคํานวณทางไฟไนตเอลิเมนต และข้ันตอนการพฒันาเอลิเมนตดวย
เทคนิคการฝงเหล็กเสริม (embedded reinforcement technique) 
 

2. เขาใจถึงปญหาและข้ันตอนการเขียนโปรแกรมคํานวณทางไฟไนตเอลิเมนต 
 
 3. เพื่อเปนแนวทางในพัฒนาโปรแกรมคํานวณไฟไนตเอลิเมนตตอไปในอนาคต 
 
 4. ทราบถึงพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็กในชวงอีลาสติก (elastic) 
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การตรวจเอกสาร 
 

 ในปจจุบันคอนกรีตเสริมเหล็ก (reinforced concrete) เปนวัสดุท่ีไดรับความนิยมและ 
มีความสําคัญอยางยิ่งในงานกอสราง ดวยคุณสมบัติดานราคา, ประสิทธิภาพและความสามารถใน
การรับน้ําหนัก ทําใหคอนกรีตเสริมเหล็กนั้นสามารถใชงานกับโครงสรางรูปแบบตาง ๆ ไดอยาง
หลากหลาย สําหรับการใชคอนกรีตเสริมเหล็กอยางมีประสิทธิภาพนั้นควรประกอบดวยเง่ือนไข
ตาง ๆ ดังนี้ 
 
 1. โครงสรางจะตองมีความแข็งแรงและปลอดภัย การคํานวณท่ีถูกตองครอบคลุมถึง
ลักษณะการใชงานและพฤติกรรมของวัสดุ 
 
 2. โครงสรางตองอยูในสภาพสมบูรณ ไมมีรอยแตกราวเกิดข้ึนตามท่ีไดออกแบบ สามารถ
รับแรงใชงานไดอยางมีประสิทธิภาพ 
 
 3. โครงสรางจะตองถูกออกแบบอยางประหยัด คอนกรีตเสริมเหล็กจะตองถูกใชอยางมี
ประสิทธิภาพ 
 
 โดยในหัวขอการตรวจเอกสารนี้แบงออกเปนหัวขอหลัก ดังนี้ 
 
 1. คุณสมบัติของวัสดุ 
 
 2. ระเบียบวิธีการและการแกปญหาไฟไนตเอลิเมนต 
 
 3. ประวัติของแบบจําลองคอนกรีตเสริมเหล็กดวยวิธีการไฟไนตเอลิเมนต 
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คุณสมบัติทางวัสดุของคอนกรีต 
 
 พฤติกรรมการการวิบัติของคอนกรีตในสภาวะแรงอัดตํ่าจะมีความแตกตางจากในสภาวะ
แรงอัดสูง โดยธรรมชาติท่ีสภาวะแรงอัดตํ่าจะเกิดการวิบัติแบบเปราะ เชนกรณีของความเคนดึงและ
ความเคนอัดท่ีอยูในสภาวะแรงดันชลสถิตยต่ํา ถาคอนกรีตอยูภายใตสภาวะแรงดันชลสถิตสูง วัสดุ
จะสามารถยืดตัวไดในพ้ืนผิวของการวิบัติ คลายกับวัสดุท่ีมีความเหนี่ยวกอนการวิบัติแบบเครียด 
ซ่ึงพฤติกรรมนี้สามารถสังเกตไดในการทดสอบการอัดในสามแกนของคอนกรีตทรงกระบอกซ่ึงมี
ผลการทดสอบแสดงดังในภาพท่ี 1        
 

 
 

ภาพท่ี 1  ความสัมพันธความเคน-การกระจัดไดจากการทดสอบแรงอัดแบบสามแกนสําหรับแรงอัด 
3 ระดับ  

 
ท่ีมา: Kwak and Filippou (1990) 
 
คุณสมบัตภิายใตแรงอัด 
 
 จากการทดสอบแสดงใหเห็นวาคอนกรีตมีพฤติกรรมแบบไมเชิงเสนในการทดสอบการรับ
แรงอัดในแกนเดียว ดังแสดงใหเห็นในภาพท่ี 2 ความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียด จะเปน
เสนตรงจนถึงประมาณ 30 เปอรเซ็นตของกําลังอัดประลัย หลังจากนั้นจะคอยๆเพิ่มข้ึนประมาณ 70 
ถึง 75 เปอรเซ็นตของกําลังอัดประลัย ในชวงนี้ ความเครียดจะต้ังฉากกับการเพิ่มน้ําหนักซ่ึงนําไปสู
เพิ่มการแตกราวระหวางมวลรวมกับซีเมนตเพสตในทิศทางของการเพ่ิมน้ําหนัก ดวยเหตุนี้ทําให
ความแข็งแรงลดลง นําไปสูความสัมพันธแบบไมเชิงเสนระหวางความเคน-ความเครียด ซ่ึงเม่ือเพิ่ม
น้ําหนักตอไปการแตกราวก็จะเพิ่มมากข้ึน หลังจากท่ีถึงคาสูงสุด ความสัมพันธระหวางความเคน-
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ความเครียดจะลดลงซ่ึงถูกกําหนดโดยซอฟเทนน่ิง การวิบัติแบบอัดประลัย (Crushing) จะเกิดข้ึนท่ี
ความเครียดประลัย 
 

 
 

ภาพท่ี 2  ผลของการทดสอบการรับแรงอัดในแกนเดียว 
 
ท่ีมา: Kwak and Filippou (1990) 
 
คุณสมบัตภิายใตแรงดึง 
 
 การวิบัติแบบแรงดึงในวัสดุท่ีมีคุณสมบัติแบบเปราะ มีสาเหตุมาจากการเพ่ิมขนาดและ
จํานวนของรอยแตกราวขนาดเล็ก ซ่ึงรอยแตกขนาดเล็กเหลานี้สงผลใหเกิดความเสียหายเบ้ืองตนทํา
ใหวัสดุออนลงและสงผลใหเกิดความเคนมหาศาลระหวางมวลรวมและซีเมนตเพสต 
 
 ในการทดสอบการรับแรงดึงของวัสดุแบบเปราะการยืดหดตัวของวัสดุจะถูกควบคุมโดย
ความเคนดึงท่ีเพิ่มข้ึนรวมถึงการเพิ่มข้ึนของขนาดของรอยแตกราว จนกระท้ังความเคนดึงถึงจุดสุด
สุด ดังแสดงในภาพที่ 3 หลังจากนี้ความเคนดึงจะลดลงจนกระท่ังวัสดุเกิดการวิบัติ ซ่ึงจากภาพจะ
เห็นวา ชวงกอนเกิดความเคนดึงสูงสุดรอยแตกราวจะมีขนาดเล็กและกระจายไปท่ัวแทงตัวอยาง  
ท่ีจุดความเคนดึงสูงสุดรอยแตกราวขยายตัวมากข้ึนแตยังอยูในขอบเขตท่ีจํากัดหรือเรียกวา ขอบเขต
ของการแตกราว ซ่ึงหลังจากนี้รอยแตกราวท้ังหมดจะเกิดข้ึนภายในบริเวณขอบเขตของการแตกราว
นี้ ซ่ึงการเพิ่มของการยืดตัวเปนสาเหตุนําไปสูการเพิ่มของขนาดและจํานวนของรอยแตกราว 
หลังจากจุดนี้กราฟของความเคน-การยืดตัวจะลดลงเนื่องจากคุณสมบัติของวัสดุท่ีออนลง 
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ภาพท่ี 3  รูปแบบรอยแตกราวขนาดเล็กภายใตแรงดึงแกนเดียว 
 
ท่ีมา: Kwak and Filippou (1990) 
 
คุณสมบัติทางวัสดุของเหล็กเสริม 
 
 คุณสมบัติของเหล็กเสริมแตกตางจากคอนกรีต ซ่ึงโดยท่ัวไปแลวคุณสมบัติของเหล็กเสริม
จะไมข้ึนอยูกับสภาวะแวดลอมหรือเวลา  ดังนั้นความสัมพันธของความเคน-ความเครียดของเหล็ก
เสริมจึงมีความแตกตางกับคอนกรีต ดังนั้นในการวิเคราะหโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กท่ัวไปจึง
จําเปนตองมีการกําหนดคุณสมบัติของเหล็กใหถูกตอง  
 
 ความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียดของเหล็กเสริมสามารถหาไดจากการทดสอบ
การดึงเหล็กโดยเพิ่มอัตราการดึงแบบคงท่ี ความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียดของเหล็ก
เสริมจะเหมือนกันทั้งในท้ังพฤติกรรมการรับแรงดึงและการรับแรงอัดแรงอัด (ดังภาพท่ี 4) จากภาพ
จะเห็นวากราฟแบงออกเปน 2 ชวง ชวงแรกคือ ชวงยืดหยุนแบบเสนตรง ชวงท่ีสองคือ ชวงท่ีเหล็ก
เกิดการคราก หรือเรียกวา ชวงสเตรนฮาดเดนนิ่ง (stain hardening) จากนั้นเกิดจะเกิดการวิบัติของ
เหล็กเสริม ชวงสเตรนฮาดเดนนิ่งนี้จะเปนฟงก ช่ันท่ีข้ึนกับกําลังรับแรงดึงของเหล็กเสริม  
ซ่ึงโดยท่ัวไปเหล็กเสริมท่ีมีปริมาณคารบอนสูงหรือในเหล็กเสริมกําลังสูงจะมีชวงสเตรนฮาดเดน
นิ่งท่ีส้ันกวาเหล็กเสริมท่ีมีปริมาณคารบอนตํ่าหรือเหล็กเสริมกําลังตํ่า 
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ภาพท่ี 4  ความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียดของเหล็กเสริม 
 
ท่ีมา: Kwak and Filippou (1990) 
   
พฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็ก 
 
 คอนกรีตเสริมเหล็กเปนวัสดุกอสรางท่ีนิยมใชกันมากในงานกอสรางท่ัวไป เนื่องจากเปน
วัสดุท่ีมีราคาประหยัด กอสรางงาย มีอายุการใชงานท่ียาวนาน มีความคงทนสูง โครงสรางคอนกรีต
เสริมเหล็กประกอบดวยวัสดุ 2 ชนิด คือ คอนกรีตและเหล็ก ซ่ึงลักษณะเดนของคอนกรีต คือ
สามารถรับแรงอัดไดดี   แตมีขอจํากัดในการรับแรงดึง ดวยเหตุนี้จึงมีการใชเหล็กเสริมเขามาเพื่อทํา
หนาท่ีรับแรงดึงแทนคอนกรีต 
 
 เหล็กไดรับความนิยมในการนํามาเสริมคอนกรีตก็เพราะมีราคาไมแพง และมีประสิทธิภาพ
สูง เม่ือเทียบกับโลหะ หรือวัสดุสังเคราะหชนิดอ่ืน นอกจากนี้ เหล็กยังมีสัมประสิทธ์ิของ 
การขยายตัวเนื่องจากความรอนใกลเคียงกับคอนกรีต จึงทําใหคอนกรีตสวนท่ีหุมเหล็กไมแตกรอน
ออกมา อันเนื่องจากการขยายตัวท่ีไมเทากัน เหล็กเสริมท่ีถูกหอหุมเปนอยางดีดวยคอนกรีตจะมีอายุ
การใชงานไดนานหลายสิบปโดยไมมีการเส่ือมสภาพปรากฏใหเห็น   
 
 เหล็กเสริมท่ีใชกับคอนกรีตเสริมเหล็ก เปนเหล็กกลาละมุม (Mild steel) ซ่ึงไดจากกระบวน 
การผลิตแบบรีดรอน (Hot-rolled process) คือข้ึนรูป รีดเปนเสนในขณะท่ีเหล็กยังมีอุณหภูมิสูงมาก 
วิธีนี้เหล็กจะไมมีหนวยแรงคงคางภายใน (Residual stress) จึงเหมาะท่ีจะเสริมในองคอาคาร
คอนกรีตเสริมเหล็ก องคประกอบทางเคมีประกอบดวย คารบอน กํามะถัน ฟอสฟอรัส เหล็กละมุน 
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เหล็กกลา ซ่ึงจะอยูในรูปของสินแรธรรมชาติ สินแรนี้คือผลที่เกิดจากปฏิกิริยาระหวางโลหะ  
กับส่ิงแวดลอมซ่ึงจะอยูในรูปของ ออกไซด ซัลไฟด และปฏิกิริยาแบบอื่นๆ ในระหวางการถลุงแร 
โลหะจะดูดซับเอาพลังงานท่ีใชในการแยกโลหะออกจากแร และพลังงานนี้จะฝงตัวอยูในโลหะ 
ท่ีได การอยูในรูปโลหะจะไมคงตัว (unstable) เพราะโลหะท่ีถลุงไดนี้จะพยายามปลดปลอยตัวเอง
จากพลังงานน้ี โดยจะพยายามรวมตัวเขากับส่ิงแวดลอมเพื่อกลับเขาสูสถานะเดิม ขบวนการ
ยอนกลับเขาสูสถานะเดิมเม่ือเปนสินแรก็คือ ขบวนการออกซิเดชัน หรือขบวนการเกิดสนิมนั่นเอง 
(Virmani and Clemena, 1998) 
 
 โดยท่ัวไปแลว เหล็กเสริมท่ีอยูในคอนกรีตเสริมเหล็กนั้น จะอยูในสภาวะท่ีไมเกิดสนิม
เนื่องจากมีเยื้อหุมบาง ๆ (passivation film) ท่ีเกิดจากปฏิกิริยาไฮเดรชัน (Hydration) ของซีเมนตกับ
น้ําในระหวางการพัฒนากําลังของคอนกรีต ทําใหคอนกรีตมีคาอัลคาลินิตี้ (alkalinity) สูง 
(Lambert, 2002) สงผลใหเนื้อคอนกรีตมีฤทธ์ิเปนดาง (คา pH อยูระหวาง 12-13.8 คาท่ัวไปคือ 
12.6) สภาพเชนนี้ทําใหเกิดแผน ฟลมบางๆหนา 10 นาโนเมตร (Hartt et al., 2004) เคลือบอยูบนผิว
ของเหล็กเสริม แผนฟลมนี้สวนหนึ่งเปนออกไซดและไฮดรอกไซด และอีกสวนหนึ่งเปนแรจาก
ปูนซีเมนต หากมีความเสียหายเล็กนอยเกิดข้ึน ก็จะสามารถซอมแซมตัวเองได (Phares et al., 2006) 
ตราบใดท่ีแผนฟลมนี้ไมถูกทําลาย เหล็กเสริมก็จะไมเปนสนิม จึงกลาวไดวา คอนกรีตท่ีหุมเหล็กทํา
หนาท่ีปองกันมิใหเหล็กเสริมเปนสนิมท้ังในทางเคมี คือ การที่มีสภาพเปนดางสูง และในทาง
กายภาพ คือ หุมเหล็กเสริมมิให สัมผัสกับบรรยากาศโดยตรง 
 
 อยางไรก็ตาม แผนฟลมนี้อาจถูกทําลายหรือเปล่ียนสภาพได เนื่องจาก 2 สาเหตุหลัก คือ
ผลกระทบของกาชคารบอนไดออกไซดในคอนกรีต (Carbonation) และผลกระทบของคลอไรดใน
คอนกรีต สงผลใหเกิดการเร่ิมกอตัวของสนิม 
 
 เปนท่ีทราบดีวาคอนกรีตเสริมเหล็กประกอบดวยวัสดุท่ีมีความแตกตางกันสองชนิด คือ 
คอนกรีตและเหล็ก  คุณสมบัติทางวัสดุของเหล็กสามารถพิจารณาให เปนเนื้อวัสดุ เดียว 
(Homogeneous) ได ในสวนของคอนกรีตจะมีสวนผสมของวัสดุตางๆที่ประกอบกันข้ึนมาเปน
คอนกรีต ไดแก ซีเมนตมอรตา และมวลรวม ซ่ึงวัสดุเหลานี้มีความแตกตางกันทางวัสดุท้ังส้ิน  
โดยเหตุนี้จึงทําใหไมสามารถท่ีจะกําหนดคุณสมบัติของคอนกรีตอยางแนนอนได อยางไรก็ตาม 
เพื่อความสะดวกในการวิเคราะหและออกแบบบอยคร้ังมักจะพิจารณาเปนวัสดุเนื้อเดียว 
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ภาพท่ี 5  ความสัมพันธของนํ้าหนักและการแอนตัวของคานคอนกรีตเสริมเหล็กท่ัวไป 
 
ท่ีมา: Kwak and Filippou (1990) 
 
 จากภาพจะเห็นไดวาพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็กภายใตการรับแรงดัดนั้นอยูใน 
สภาวะท่ีไมเปนเสนตรง ซ่ึงพฤติกรรมท่ีเกิดข้ึนนี้มีสาเหตุหลักมาจาก การเกิดรอยแตกราวของ
คอนกรีตในสวนท่ีรับแรงดึงและการครากของเหล็กเสริมหรือการถูกบดขยี้ของคอนกรีตในสวนท่ี
รับแรงอัด นอกจากนี้แลวพฤติกรรมความไมเปนเสนตรงของคอนกรีตยังมีสาเหตุมาจากการเล่ือน
ของแรงยึดเกาะ (Bond-slip) ระหวางเหล็กเสริมและคอนกรีตท่ีหุมอยูโดยรอบ การประสานกันของ
มวลรวมบริเวณรอยราว ผลของเหล็กเดือยของเหล็กตามแนวรอยราว รวมไปถึงผลกระทบท่ีข้ึนกับ
เวลา เชน การคืบ การหดตัวเนื่องจากอุณหภูมิท่ีเปล่ียนแปลง ปจจัยท้ังหมดท่ีกลาวมาน้ันสงผลตอ
พฤติกรรมความไมเปนเชิงเสนของคอนกรีตท้ังส้ิน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

การแอนตัว 

นํ้าหนัก 
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แรงยึดเกาะระหวางเหล็กเสริมและคอนกรีต 
 
 แรงยึดเกาะคือผลของแรงปฏิสัมพันธ (Interaction) ระหวางเหล็กเสริมและคอนกรีตท่ีหุม
เหล็กอยูโดยรอบ การถายแรงจากเหล็กไปสูคอนกรีตเกิดจากขบวนการท่ีแตกตางกัน 3 อยาง คือ (1) 
แรงยึดเกาะทางเคมีระหวางมอรตากับผิวของเหล็กเสริม (2) แรงเสียดทานและผลของมวลเม็ดทราย
ขนาดเล็กท่ีเขาไปขัด (Wedging action) อยูระหวางเหล็กเสริมกับคอนกรีตท่ีอยูโดยรอบ และ (3) 
แรงทางกลระหวางคอนกรีตกับเหล็กเสริม แรงยึดเกาะของเหล็กเสนกลมโดยสวนใหญจะไดมาจาก 
(1) กับ (2) สวนเหล็กขอออยจะมีแรงยึดเกาะดีกวาเหล็กเสนกลมเน่ืองจาก แรงสวนใหญในเหล็กจะ
ถูกถายผานบ้ัง (Lugs) ของเหล็กสูคอนกรีต แรงเสียดทานและแรงยึดเกาะทางเคมีจะถูกนํามา
พิจารณาดวย แตจะมีความสําคัญเปนลําดับสอง ซ่ึงแรงเหลานี้จะลดลงเมื่อเหล็กเสริมเร่ิมเกิดการ
เล่ือนตัว (Slip) 
 

 
 

ภาพท่ี 6  ความสัมพันธโดยทั่วไปของความเคนยึดเกาะกับการเล่ือนตัว 
 
ท่ีมา: Kwak and Filippou (1990) 
 
 หนวยแรงยึดเหน่ียว (Bond stress) ในโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กเกิดข้ึนจากการเฉือน
ระหวางผิวสัมผัสของเหล็กเสริมกับคอนกรีตท่ีหุมหอโดยรอบในขณะท่ีมีการรับและถายแรง
ระหวางคอนกรีตกับเหล็กเสริมนั้น คือ หนวยแรงยึดเหนี่ยวมีคาเทากับหนวยแรงเฉือนตอหนวย
พื้นที่รอบผิวสัมผัสของเหล็กเสริม Bond-slip คือ ความสัมพันธของการเคล่ือนท่ีระหวางเหล็กเสริม
และคอนกรีต โดยท่ัวไปสามารถหาความสัมพันธระหวางแรงยึดเหน่ียวและคาการล่ืนหลุดไดจาก
การทดสอบแบบ Pullout Test 
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ภาพท่ี 7  แรงยึดเหน่ียวในเสนเหล็ก 
 
 เม่ือพิจารณาแรงสมดุลในช้ินสวนของเหล็กเสริมท่ีมีความยาว dx ดังแสดงในภาพท่ี 7 
สามารถหาความสัมพันธระหวางหนวยแรงยึดเหนี่ยวและหนวยแรงในเหล็กเสริมไดดังสมการท่ี 1 
 

                                                                        (1) 

  
 เม่ือ  คือ หนวยแรงยึดเหน่ียว (Bond stress) ท่ีผิวของเหล็กเสริม, 0 คือเสนรอบรูปของ
เหล็กเสริม, As คือ พื้นท่ีหนาตัดของเหล็กเสริม, d คือ ความแตกตางระหวางหนวยแรงในเหล็ก
เสริมเม่ือเทียบกับความยาว dx 
 
วิธีไฟไนตเอลิเมนต 

 
 ในอดีตเนื่องจากขอจํากัดทางดานอุปกรณทางคอมพิวเตอร ทําใหแนวคิดการคํานวณ
โครงสรางทางดานตัวเลขไมไดรับความนิยมมากนักเนื่องจากยากแกการแกปญหา ปจจุบัน
ความกาวหนาทางดานคอมพิวเตอรมีมากข้ึน รวมท้ังเคร่ืองคอมพิวเตอรมีราคาท่ีถูกลงจึงสามารถ
ประยุกตใชวิธีการเชิงตัวเลขมาใชในการคํานวณไดมากข้ึน 
 
 วิธีการไฟไนตเอลิเมนตเปนวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งท่ีใชสําหรับแกสมการเชิงอนุพันธ ซ่ึงเปน
วิธีท่ีนิยมใชวิเคราะหปญหาดานวิศวกรรมอยางกวางขวาง ซ่ึงสามารถใชวิเคราะหปญหากลศาสตร
ของแข็งเชน วิเคราะหการเปล่ียนแปลงรูปราง ความเคนของช้ินสวนเคร่ืองจักรกล โครงสราง
เคร่ืองบิน อาคาร สะพานและโครงสรางอ่ืนๆท่ีซับซอนไดเปนอยางดี ไมวาวัสดุท่ีใชในการ
วิเคราะหนั้นจะอยูในสภาพยืดหยุน (Elastic) หรือในสภาพยืดตัว (Plastic) นอกจากนี้วิธีไฟไนต 
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เอลิเมนตยังสามารถใชวิเคราะหปญหาดานพลศาสตร เชน การส่ันสะเทือนของโครงสราง รวมท้ัง
ยังสามารถใชวิเคราะหปญหาดานการถายเทความรอน การไหลของของไหล เปนตน 
 
 การแกปญหาทางไฟไนตเอลิเมนต อยูบนพื้นฐานของการประมาณคาผลเฉลยโดยการแก
ระบบสมการเชิงพีชคณิต ในการแกปญหาใดปญหาหนึ่ง ปญหานั้นจะประกอบดวยสมการเชิง
อนุพันธและเง่ือนไขขอบท่ีกําหนดมาให คาผลเฉลยแมนตรง (Exact Solution) ของปญหาดังกลาว
จะประกอบดวยคาของตัวแปรตางๆกันตามตําแหนงตางๆบนรูปรางลักษณะของปญหานั้น หรือ
กลาวอีกนัยหนึ่งคือ คาผลเฉลยแมนตรงจะประกอบดวยคาตางๆท้ังหมดนับเปนจํานวนอนันต 
คา แทนท่ีจะทําการหาคาแมนตรงท่ีประกอบดวยคาตางๆจํานวนมากมาย ซ่ึงในทางปฏิบัติไม
สามารถทําได หลักการก็คือทําการเปล่ียนคาท้ังหมดท่ีมีจํานวนอนันตคานั้นมาเปนคาโดยประมาณ
ท่ีมีจํานวนที่นับได (Finite) ดวยการแทนรูปรางลักษณะของปญหาดวยเอลิเมนต (Element)  
 
 วิธีการดังกลาวบงช้ีเปนนัยวา ผลเฉลยของแตละเอลิเมนตนั้นจําเปนตองสอดคลอง 
(Satisfy) กับสมการเชิงอนุพันธและเง่ือนไขขอบเขตท่ีกําหนดมาใหในปญหานั้นๆ ซ่ึงหมายความวา 
หลักการของวิธีการไฟไนตเอลิเมนตจะเร่ิมตนจากการพิจารณาเอลิเมนตทีละเอลิเมนต โดยทําการ
สรางสมการสําหรับแตละเอลิเมนตท่ีตั้งอยูบนพ้ืนฐานท่ีวา สมการท่ีสรางข้ึนมาน้ันจําเปนตอง
สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธของปญหาท่ีทําอยูนั้น จากนั้นจึงนําสมการของแตละเอลิเมนตท่ี
สรางข้ึนมาไดมาประกอบกัน กอใหเกิดระบบสมการชุดใหญ ซ่ึงในความหมายทางกายภาพก็คลาย
กับการเอาเอลิเมนตมาประกอบรวมเขาดวยกันกอใหเกิดเปนรูปรางลักษณะท้ังหมดของปญหาท่ี
แทจริง จากน้ันจึงทําการกําหนดเง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions) ท่ีใหมาลงไปในระบบ
สมการชุดใหญนี้แลวจึงทําการแกไขสมการดังกลาว กอใหเกิดผลเฉลยโดยประมาณท่ีตองการ  
ณ ตําแหนงตางๆ ของปญหานั้น 
 
 วิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตนั้นเรากําหนดใหเอลิเมนตแตละเอลิเมนตถือเปนโครงสรางช้ิน
เล็ก ๆ โดยแตละช้ินจะเช่ือมตอท่ีจุดซ่ึงเราเรียกกวาจุดเช่ือมตอ (node) และ เอลิเมนตท่ีมาประกอบ
เขาดวยกันเราจะเรียกวาเปนระบบโครงสรางในช้ินงานโดยการจัดเรียงตัวของระบบโครงสรางโดย
การแบงระบบโครงสรางออกเปนเอลิเมนตเล็ก ๆ เราเรียกวาการแบงเอลิเมนต (Mesh) ซ่ึงการเรียง
ตัวของการเอลิเมนต นี้เองเปนตัวแสดงถึงรูปทรงและลักษณะของการคํานวณท่ีจะใชในการ
แกปญหาน้ัน ๆ ซ่ึงการแบงเอลิเมนต นี้มีสวนสําคัญอยางมากในการชวยใหผลลัพธมีคาถูกตอง
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แมนยํา โดยการแบงแบบจําลอง ใหจํานวนเอลิเมนตพอเหมาะจะทําใหการแกปญหามีประสิทธิภาพ
และไดคําตอบท่ีแมนยํา 
 
 วิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตนั้นสามารถประยุกตกับการแกปญหาทางวิศวกรรมไดอยางด ี
 ขอดีของวิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตมีอยูหลายประการสรุปไดดังนี ้
 
 1. วิธีทางไฟไนตเอลิเมนตสามารถประยุกตใชไดหลากหลาย 
 
 2. วิธีทางไฟไนตเอลิเมนตไมมีขอกําจัดดานรูปราง ช้ินงานท่ีเราจะใชวิธีทางไฟไนตเอลิ
เมนตวิเคราะหจะมีรูปรางอยางไรก็ได 
 
 3. วิธีทางไฟไนตเอลิเมนตไมมีขอจํากัดดานเง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions) และ 
แรงกระทํา (Force) เราสามารถจับช้ินงานยืดหรือใสแรงกระทําตรงไหนก็ได โดยแรงกระทําท่ี
กําหนดจะเปนจุด หรือเปนแรงแบบแผกระจายก็ได 
 
 4. วิธีทางไฟไนตเอลิเมนตไมมีขอจํากัดในคุณสมบัติของวัสดุ (material properties) ท่ีใช
วัสดุท่ีใชวิเคราะหจะเปนอะไรก็ได 
 
 5. สวนประกอบตางรูปแบบตาง คุณสมบัติกันไมวารูปทรง คุณสมบัติของวัสดุสามารถ
นํามาคํานวณรวมกันได 
 
 การแบงเอลิเมนต (Discretization) คือการแบงแบบจําลองออกเปนเอลิเมนตของวิธีไฟไนต
ซ่ึงโดยปกติแลวการแบงนี้ จะทําใหมีขอผิดพลาด (error) หรือความคลาดเคล่ือนเกิดข้ึนได 3 ชนิด
คือ การสรางผิดรูปทรง (modeling error), การเลือกจํานวนเอลิเมนตไมเหมาะสม (discretization 
error) และการปดเศษทศนิยม (mathematical error) ซ่ึงตามปกติแลวจะมีคานอยแตอาจสงผลมาก
หากการทําแบงเอลิเมนต (discretization) ไมดี การแกปญหาขอผิดพลาดเหลานี้สามารถทําไดโดย
การสรางแบบจําลอง (model) ท่ีเหมาะสม การเลือกจํานวนเอลิเมนตท่ีเหมาะสม    
 



 
 

 

17 

หลักการคํานวณทางไฟไนตเอลิเมนต 
 
 วิธีการทางไฟไนตเอลิมเนตมีหลายวิธีดวยกัน เชน 
 
 1. Stiffness method 
 2. Variational method 
 3. Energy method 
 4. Weighted residual method 
 
 ในโครงการนี้จะใชหลักการของการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตจากวิธีการโดยตรง 
(stiffness method) ซ่ึงเปนวิธีการหาการเคล่ือนท่ี (displacement), การเสียรูป (deformation),คา
หนวยแรง (stress) ท่ีนิยมใชกันมากในโปรแกรม (software) ตาง ๆ โดยมีหลักการโดยการใชเอลิ
เมนตเมทริกซของความแข็งเกร็ง (elemet stiffness matrix) ชวยในการคํานวณ ดังในสมการตอไปนี้ 
 

ขั้นตอนท่ัวไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 ระเบียบวิธีการไฟไนตเอลิเมนตประกอบดวย 6 ข้ันตอนหลักดังตอไปน้ี 
 
 ข้ันตอนท่ี 1 การแบงขอบเขตรูปรางของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ขอบเขตดังกลาว
อาจเปนขอบเขตของปญหาชนิดตาง ๆ เชน ปญหาความยืดหยุนในของแข็ง (elasticity problem) 
ปญหาที่เกี่ยวกับอุณหภูมิและความรอน (thermal problem) รวมท้ังปญหาของการไหลเปนตน 
 
 ข้ันตอนท่ี 2 การเลือกฟงกชันประมาณภายในเอลิเมนต (element interpolation functions) 
เชน เอลิเมนตสามเหล่ียมและส่ีเหล่ียม โดยมีจุดตอเปนตําแหนงท่ีตั้งของตัวไมรูคา (nodal 
unknowns) ซ่ึงตัวไมรูคาท่ีจุดตออาจเปนคาของการเสียรูป (displacement) หากเราวิเคราะหปญหา
ความยืดหยุนในของแข็ง หรืออาจเปนคาของอุณหภูมิหากเราทําปญหาเกี่ยวกับการถายเทความรอน 
หรืออาจเปนความเร็วของการไหลหากเราวิเคราะหปญหาเกี่ยวกับการไหลเปนตน  
 
 ข้ันตอนท่ี 3 การสรางเอลิเมนต (element equation) โดยสมการท่ีไดจะอยูในรูปของสมการ 
 



 
 

 

18 

    [K]element{Ø}element = {F}element                                (2) 
                                  
 โดยท่ี {Ø}element แทนเวกเตอรเมทริกซท่ีประกอบดวยตัวไมรูคาท่ีจดุตอของเอลิเมนตนั้น
, [K]element แทนเมทริกซของความแข็งเกร็งของเอลิเมนต และ {F}element แทนคาเวกเตอรเมท
ริกซของแรงท่ีกระทํากับเอลิเมนต 
 
 ข้ันตอนท่ี 3 ถือเปนหวัใจสําคัญของการศึกษาระเบียบวิธีการไฟไนตเอลิเมนต การสราง
สมการของอิเลเมนตสามารถทําไดโดย 
 
 1. วิธีการโดยตรง ( direct approach ) 
 2. วิธีการแปรผัน ( variational approach ) 
 3. วิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง ( method of weighted residuals ) 
 
 ข้ันตอนท่ี 4  การนําสมการของแตละเอลิเมนตมาประกอบรวมกันเขา กอใหเกิดระบบ
สมการรวม  (system of simultaneous equations) ในรูปแบบดังตอไปนี้ 
 
                           ( element equations )  [K]sys{Ø}sys = {F}sys   (3) 

 
 โดยท่ี {Ø}sys แทนเวกเตอรเมทริกซท่ีประกอบดวยตัวไมรูคาท่ีจุดตอของเอลิเมนต
แบบจําลองท้ังหมด, [K]element แทนเมทริกซของความแข็งเกร็งของเอลิเมนตของแบบจําลอง 
ท้ังระบบ และ {F}element แทนคาเวกเตอรเมทริกซของแรงท่ีกระทํากับเอลิเมนตของแบบจําลอง
ท้ังระบบ 

 
 ข้ันตอนท่ี 5 ทําการประยุกตเง่ือนไขขอบเขต (boundary conditions) ลงในระบบสมการ
รวมแลวจึงแกระบบสมการนี้ เพื่อหา {Ø}sys อันประกอบดวยตัวไมรูคาท่ีจุดตอตาง ๆ ของ
โครงสราง หรือเปนคาอุณหภูมิท่ีจุดตอ หากเปนการแกปญหาเกี่ยวกับการถายเทความรอน หรืออาจ
เปนคาของความเร็วของการไหลตามจุดตอหากเปนปญหาเกี่ยวกับการไหลเปนตน 
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 ข้ันตอนท่ี 6 เม่ือคํานวณคาตาง ๆ ท่ีจุดตอออกมาไดแลวก็สามารถนํามาใชเพื่อหาคาอ่ืน ๆ  
ท่ีตองการตอไปไดอีก เชน เม่ือรูคาการเสียรูป (displacement) ตามจุดตอตาง ๆ ของโครงสรางก็
สามารถนําไปใชหาคาความเครียด (strain) และหนวยแรง (stress) ไดตามลําดับ หรือเม่ือรูคา
อุณหภูมิท่ีจุดตอก็สามารถไปนําไปคํานวณหาปริมาณการถายเทความรอนได หรือเม่ือรูคาความเร็ว
ของของไหลที่จุดตอก็สามารถนําไปคํานวณหาปริมาณการไหลได เปนตน 
  
 จากข้ันตอนท้ัง 6 ข้ันตอนนีจ้ะเห็นไดวาระเบียบวิธีการไฟไนตเอลิเมนตเปนระเบียบวิธีการ
ท่ีมีแบบแผนอยางเปนข้ันเปนตอน โดยมีหัวใจสําคัญท่ีการสรางสมการของเอลิเมนตในข้ันตอนท่ี 3 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตทอน (truss element) 
 
 สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวัสดุทอนมีความยาว L อันประกอบดวยสองจุดตอ (Node) 
และวางตวัอยูในแนวยอยแกน x ซ่ึงอาจอยูในทิศทางใด ๆ ในระบบแกนรวม 
 

 
 
ภาพท่ี 8  เอลิเมนตวัสดุทอน 
  
 สมการไฟไนตเอลิเมนตของเอลิเมนตนี้สามารถประดิษฐไดโดยเร่ิมตนจากการกําหนด
ลักษณะการกระจายของคาการเคล่ือนตัวในแนวแกนยอยของเอลิเมนต ซ่ึงในกรณนีี้คือ 
 

                                                     (4) 
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                                                         (5) 

 
 ดังนั้นความเครียดในแนวแกนยอย x คือ 
 

                                       (6) 

 
 โดย เมทริกซ N คือ คาสมมุติลักษณะการกระจายการเคล่ือนท่ีของเอลิเมนต, เมทริกซ [B] 
คือ คาความสัมพันธระหวางความเครียดและความเคน เม่ือทราบคาของเมทริกซ N และ [B] ก็จะ
สามารถหาเมทริกซตาง ๆ ในสมการไฟไนตเอลิเมนตไดเชน เอลิเมนตเมทริกซของความแข็งเกร็ง 
คือ 

                                                                                              (7) 
 
 เม่ือ เมทริกซ [K] คือเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนต ในกรณีสําหรับเอลิเมนตทอน คา
เมทริกซ D จะเทากับคา E ซ่ึงคือคาโมดูลัสของความยืดหยุน และ dV = A dx ดังนั้น 
 

                                                   (8) 

 
 ซ่ึงหากพื้นท่ีหนาตัดของเอลิเมนตทอนมีคาคงท่ี เทากับ A จะได 
 

                                                             (9) 

 
 สมการไฟไนตเอลิเมนตเมทริกซเชนนี้นัน้จะสอดคลองกับเอลิเมนตในแนวแกนยอย x ดัง
แสดงในภาพที่ 8 ซ่ึงในทางปฏิบัติแลวเอลิเมนตนี้จะเปนเพียงเอลิเมนตหนึ่งของหลาย ๆ เอลิเมนต
ในระบบแกนรวม ดังนั้นสมการไฟไนตเอลิเมนตนี้จึงจําเปนตองแปลงในไปอยูในระบบแกนรวม
โดยใชหลักการวิธีการแปลงเมทริกซ (coordinate transformation) 
  
 ในการใชงานแลวระบบทีใ่ชจริงคือระบบแกนรวมซ่ึงเปนระบบแกนในระบบ 3 มิติ (x,y,z) 
จึงจําเปนจะตองแปลงคาเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตใหอยูในระบบแกนรวมเสียกอน 
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ภาพท่ี 9  เอลิเมนตวัสดุทอนในระบบแกนรวม 
 
 จากภาพท่ี 9 จะเหน็วาส่ิงท่ีจาํเปนสําหรับการแปลงคาระบบของเอลิเมนตคือคา มุมระหวาง
แกนยอยของเอลิเมนตทอนกับ แกน x, y, z ของระบบแกนรวม 
 

                                (10) 
 

                                          (11) 
 

 เม่ือ Cx , Cy , Cz คือคาโคไซนของมุมระหวางแกนยอยของเอลิเมนตทอนกับแกนของระบบ
แกนหลัก, L คือความยาวของเอลิเมนตทอน ดังนั้น 
 

                                                     (12) 
 

 เม่ือ U, V, W คือคาการเคล่ือนท่ีในแนวแกน x, y , z ท่ีเกิดขึ้นในระบบแกนรวม ดังนั้นจึง
สามารถเขียนในรูปของสมการเมทริกซได 

                          (13) 

 

                                      (14) 
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 [T] คือ เมทริกซการแปลงระบบซ่ึงจะทําใหคาตาง ๆ ในระบบแกนยอยของเอลิเมนตทอน
เปล่ียนเปนคาในระบบแกนรวม ดังนั้นจะสามารถหาคาเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตทอน
ในระบบแกนรวมไดโดย 
 

                                                              (15) 

               (16) 

                         (17) 

 
 เมทริกซ [k] คือคาเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตทอนในระบบยอย จะไดคาเมทริกซ
ความแข็งเกร็งของเอลิเมนตทอนในระบบรวมดังสมการโดยเมทริกซนีจ้ะมีขนาด 6 x 6 ซ่ึงโดยปกติ
แลวเอลิเมนตทอนนี้จะนิยมใชเปนแบบจําลองของเหล็กเสริม 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตทรงหกหนา (3D Solid Element) 
 
 การสรางสมการสําหรับเอลิเมนตทรงหกหนาซ่ึงประกอบดวยจุดตอ 8 จุดตอในแตละจุด
ตอสามารถเคล่ือนท่ีได 3 ทิศทาง โดยปกติแลวการท่ีเอลิเมนตทรงหกหนานี้จะมีหนาคูตรงกันขาม
กันขนานกันนั้นเปนไปไดยาก จึงทําใหการหาสมการไฟไนตเอลิเมนตทําไดยาก เพราะจะตองอินทิ
เกรตบนปริมาตรท้ังหมดของเอลิเมนต ดังนั้นเพื่อลดความยุงยากดังท่ีกลาวมา จึงแปลงรูปเอลิเมนต
ทรงหกหนาซ่ึงอยูในพิกัดระบบรวมใหอยุในพิกัดธรรมชาติ  (natural coordinate)  ( )  
ดังแสดงในภาพ 
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ภาพท่ี 10  การแปลงเอลิเมนตทรงหกหนาใหอยูในระบบธรรมชาติ (natural coordinate system) 
 
ท่ีมา: BANGASH (1989) 
 
 คาการกระจายการเคล่ือนท่ีของเอลิเมนตทรงหกหนา (Shape function) สามารถเขียนใหอยู
ในระบบธรรมชาติสามารถไดดังนี้ 

 

                                           (18) 
                                            (19) 
                                            (20) 
                                            (21) 
                                            (22) 
                                            (23) 
                                            (24) 
                                            (25) 

 

 จากสูตรเบ้ืองตนของไฟไนตเอลิเมนตของเอลิเมนตทรงหกหนาในระบบพิกัดธรรมชาติ 
คือ 
 

                                         (26) 
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 เม่ือ [K]  คือ เมทริกซคาความแข็งเกร็งของเอลิเมนต, B  คือ เมทริกซความสัมพันธระหวาง
ความเคนและความเครียด, [D] คือ เมทริกซคาคุณสมบัติของวัสดุ, |J| คือ จาโคเบียนเมทริกซ  
(Jacobian matrix) โดยถาตองการทราบ เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตจําเปนตองทราบ 
ตัวแปรท่ีเหลือท้ังหมด ซ่ึงสามารถหาไดดังนี้ 
 
 จากคาความเครียดท่ีเกดิข้ึน 

                                                            (27) 

                                                             
 
 เม่ือ  คือ คาความเครียด,  คือ คาความเครียดเฉือน เม่ือแทนคาลงในสมการ 
 

                    (28) 
 

                               (29) 
 

 

 จะสามารถหาคา [B] ได คือ 
 

                                                          (30) 

 
 จากทฤษฎีอีลาสติก (theory of elasticity) ความสัมพันธระหวางความเครียดและความเคน
ของเอลิเมนตจะสามารถหาคาเมทริกซ [D] ได คือ จาก 
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                                                              (31) 
 
 จะไดคาเมทริกซ [D] สําหรับระบบ 3 มิติ คือ 
 

               (32) 

 
 เม่ือ E คือ คาโมดูลัสของความยืดหยุน,  คือ คาอัตราสวนของปวซอง (poisson ratio) และ
จาโคเบียนเมทริกซหาไดจาก 
 

                                                             (33) 

 
 โดยท่ี 

 
(34) 

 

 
(35) 
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  (36) 

 
 เม่ือทราบคาของเมทริกซเหลานี้แลว จึงสามารถหาคาเมทริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนตทรง
หกหนาไดจากสมการขางตน 
 
 เอลิเมนตชนิดนี้เปนไอโซพาราเมทริกซเอลิเมนตเชนกัน ในการคํานวณสมการไฟไนต 
เอลิเมนตโดยท่ัวไปจะตองทําการอินทิเกรตรอบเนื้อท่ีขอบเขตท้ังหมดของเอลิเมนต เม่ือเอลิเมนต 
มีดานท่ีไมเทากันดังแสดงในภาพท่ี 10 การจะทําการอินทิเกรตจะมีความยุงยากมาก จึงจําเปนตอง
แปลงรูปรางของเอลิเมนตเหลานั้นใหอยูในระบบธรรมชาติ โดยความยาวของเอลิเมนตทรงหกหนา
ในระบบธรรมชาตินี้ จะมีลิมิต (limit) จาก -1 จนถึง +1 ซ่ึงทําใหงายตอการอินทิเกรต  
 
 การอินทิเกรตในสมการของไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตทรงหกหนาจะมีความยุงยาก
มาก แตเม่ือแปลงใหอยูในระบบธรรมชาติแลวจะสามารถใช สูตรการอินทิเกรตของเกาส-เลอจองด 
(Gauss-Legendre integration formulas) ได 
 
การหาคาอินทิเกรตดวยวิธีของเกาส-เลอจองด 
 
 ตัวอยางการหาคาอินทิเกรตโดยใชสูตรการอินทิเกรตของเกาส-เลอจองด ตองการ 
อินทิเกรตสมการ y(x) = ax + b โดยอินทิเกรตลิมิตจาก -1 ถึง 1 ดังแสดงในภาพท่ี 11 
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ภาพท่ี 11  การอินทิเกรตฟงกชันโดยใชสูตรการอินทิเกรตของเกาส-เลอจองด 
 
ท่ีมา: ปราโมทย (2546) 
 

                               (37) 
 

 จากสมการเราจะเรียกคา 2 นี้วาเปนน้ําหนัก (Weight) และตําแหนงท่ี y(0) วาเปนคาของ
ฟงกชันที่ตําแหนงของจุดเกาส (Gauss point location)  ในกรณีใชจุดเกาส จํานวน 1 จุด ตําแหนงคือ
จุด x = 0 ซ่ึงคือตําแหนงท่ีเราหาคาฟงกชัน y ลักษณะผลลัพธดังกลาวสามารถเขียนเปนสมการได
เปน 
 

                                                      (38) 
 

 โดย NG แทน จํานวนของจุดเกาส (Number of Gauss points), Wi แทนน้ําหนัก (Weights), 
xi แทนตําแหนงของจุดเกาส (Gauss point location) ผลจากการอินทิเกรตจะไดแมนยํามากนอย
เพียงใดข้ึนกับลักษณะของฟงกชัน และจํานวนจุดเกาสท่ีใชในการอินทิเกรตนั้น นอกจากนั้นคาของ
น้ําหนักและตําแหนงของจุดเกาสจะแตกตางกันออกไปโดยข้ึนอยูกับจํานวนของจุดเกาสท่ีใชในการ
อินทิเกรต หลักการสําคัญคือ หากใชจํานวนของจุดเกาสเทากับ NG จุด จะกอใหเกิดผลแมนตรงจาก
การอินทิเกรตฟงกชัน เม่ือฟงกชันท่ีตองการจะอินทิเกรตอยูในรูปของฟงกชันพหูนาม (polynomial 
function) ท่ีมีอันดับ 2NG – 1 หรือตํ่ากวานั้น 
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 ดังนั้นหากฟงกชัน y(x) มีการกระจายแบบเชิงเสนตรง จะไดผลเฉลยแมนตรงกับการอินทิ
เกรตโดยใชจํานวนจุดเกาสเพียงจุดเดียว หากฟงกชัน y(x) มีการกระจายแบบพหูนามสองอันดับ
หรือสาม จะไดผลเฉลยแมนตรงก็ตอเม่ืออินทิเกรตโดยการใชจุดเกาสจํานวน 2 จุด เปนตน 
  
 สมการเบ้ืองตนของเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตทรงหกหนาในพิกัดระบบรวม 
จะมีขนาด 24 x 24 และมีสมการดังนี้ 
 

                                         (39) 
 
 ตองอินทิเกรตเพื่อหาคาเมทริกซความแข็งเกร็งดังนั้น จะใชสูตรการอินทิเกรตของเกาส-
เลอจองดในการหาคาการอินทิเกรตเพื่อลดความยุงยาก เอลิเมนตทรงหกหนามี 8 จุดตอ ในหนึ่ง
แนวแกนของเอลิเมนตใช จุดเกาสในการอินทิเกรต 2 จุด ฉนั้น จะมีจุดเกาสท้ังส้ิน 8 จุด (2 x 2 x 2 
rule) เม่ือ J คือจาโคเบียนเมทริกซ ดังนั้นจะไดเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตดังนี้ 
 

                                             (40) 
 
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของคอนกรตีเสริมเหล็ก 
 
 เทคนิคการสรางแบบจําลองของเหล็กเสริมในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของคอนกรีต
เสริมเหล็กมีอยูดวยกัน 3 แบบคือ 
 
 แบบจําลองท่ีแยกกันระหวางเหล็กเสริมและคอนกรีต (Discrete Model) ดังแสดง ในภาพที่ 
12 แบบจําลองนี้จะประกอบดวยเอลิเมนต 2-3 ชนิด ช้ินสวนของเหล็กเสริมท่ีใชในแบบจําลองชนิด
นี้จะเปนแบบแทง (Bar Element) หรือ แบบคาน (Beam Element) โดยจุดตอของช้ินสวนท่ีเปน
เหล็กเสริมและช้ินสวนท่ีเปนคอนกรีตจะอยูในตําแหนงเดียวกัน และในกรณีท่ีตองการแสดงการยึด
เหนี่ยวระหวางคอนกรีตกับหล็กเสริมจะใชสปริงเอลิเมนต (spring element) ในการเช่ือมตอระหวาง
จุดตอของคอนกรีตและเหล็กเสริมเพื่อใหความแข็งเกร็งของสปริงเอลิเมนตทําใหท่ีแสดงพฤติกรรม
ของแรงยึดเหนี่ยวและการล่ืนหลุดนั้นเอง (bond slip)  
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 การสรางแบบจําลองแบบนี้เอลิเมนตของคอนกรีตจําเปนตองมีจุดตอท่ีอยูตําแหนงเดียวกับ
จุดตอของเอลิเมนตเหล็กเสริม ดังนั้นขอเสียของแบบจําลองชนิดนี้คือการแบงช้ินสวนของคอนกรีต
จะถูกจํากัดโดยตําแหนงของเหล็กเสริม ยิ่งถารูปแบบการวางเหล็กเสริมซับซอนยิ่งทําใหข้ันตอน
ของการแบงแบบจําลองเปนเอลิเมนต (meshing) จะเกิดความยุงยากข้ึนมาก รวมถึงปริมาตรของ
คอนกรีตจะไมถูกหักออกจากปริมาตรของเหล็กเสริม แตอยางไรก็ดีการสรางแบบจําลองรูปแบบนี้
ก็มีขอดี คือการท่ีสามารถจําลองพฤติกรรมของแรงยึดเหนี่ยวและการล่ืนหลุดนั้นเอง (bond slip) 
ระหวางคอนกรีตและเหล็กเสริมไดนั้นเอง 
 

 
 

 ภาพท่ี 12  แบบจําลองแยกตัว (Discrete Model) 
 
 แบบจําลองฝง (Embedded Model) ดังแสดงในภาพท่ี 13 แบบจําลองชนิดนี้ชวยลดขอจาํกดั
ของการแบงช้ินสวนของเหล็กเสริมไดดีข้ึน เนื่องจากคาเมทริกซความแข็งเกร็งของเหล็กเสริม  
จะถูกแยกหาคาตางหากจากช้ินสวนของคอนกรีต แบบจําลองนี้ถูกสรางข้ึนโดยการเคล่ือนตําแหนง
ของเหล็กเสริมจะสอดคลองกับคอนกรีตท่ีหุมอยูรอบเหล็กเสริมนั้น แบบจําลองน้ีเหมาะสําหรับ
คอนกรีตท่ีเสริมเหล็กแบบซับซอนอีกท้ังยังสามารถหาพฤติกรรมของแรงยึดเหนี่ยวและการล่ืนหลุด 
(bond slip) ได อยางไรก็ตามแบบจําลองชนิดนี้จะทําใหจุดตอและความอิสระในการเคล่ือนที่ 
(DOF) เพิ่มมากข้ึน ดังนั้นจึงทําใหการคํานวณใชเวลามากข้ึนไปดวย 
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 แบบจําลองแบบน้ีจึงเหมาะสมกับการสรางแบบจําลองโครงสรางท่ีประกอบดวยเหล็ก
เสริมท่ีวางตัวอยางซับซอนเนื่องดวยไมตองคํานึงถึงตําแหนงท่ีอยูของเหล็กเสริมในการแบงเอลิ
เมนต แตตําแหนงของเหล็กเสริมก็มีผลตอการถายโอนความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมซ่ึงจะได
อธิบายตอไป 

 
ภาพท่ี 13  แบบจําลองฝง (Embedded Model)   
 
 แบบจําลองกระจาย (Smeared Model) ดังแสดงในภาพท่ี 14 มีสมมุติฐานวาเหล็กเสริม 
จะกระจายอยางสมํ่าเสมอในบริเวณเนื้อคอนกรีตท่ีไดกําหนดไวในการแบง (mesh) ของไฟไนต 
เอลิเมนต จะเห็นไดชัดวาวิธีการนี้ไมคํานึงถึงตําแหนงของเหล็กเสริมเลย และตําแหนงของเหล็ก
เสริมก็ไมมีผลตอการถายโอนคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมดวยอีกท้ังยังไมสามารถแสดงใหเห็น
ถึงพฤติกรรมการล่ืนหลุดนั้นเอง (bond slip) ระหวางคอนกรีตและเหล็กเสริมซ่ึงจะแตกตางกับ
แบบจําลองแบบฝงและแบบจําลองแบบแยกตัว วิธีนี้จึงมีความละเอียดนอยท่ีสุดใน 3 วิธีท่ีกลาวมา 
 
 วิธีการนี้เหมาะจะใชสําหรับแบบจําลองท่ีมีอัตราสวนขนาดใหญ (Large-scale) เม่ือเหล็ก
เสริมสงผลตอโครงสรางโดยรวมนอยหรือ ไมมีความสําคัญตอการตอบสนองท้ังหมดของ
โครงสราง เชนการสรางแบบจําลองเพ่ือดูภาพรวมของแบบจําลองเพ่ือลดระยะเวลาในการคํานวณ
และก็ไดคาผลลัพธท่ียอมรับไดก็จะเลือกใชวิธีสรางแบบจําลองแบบกระจายตัวนั้นเอง 
 



 
 

 

31 

 
 

ภาพท่ี 14  แบบจําลองกระจาย (Smeared Model) 
 
การพัฒนาเอลิเมนตดวยเทคนิคการฝงเหล็กเสริม 
 
 การพัฒนาเอลิเมนตดวยเทคนิคการฝง (embedded reinforcement technique) คือการรวม
คุณสมบัติของเอลิเมนตท้ังสองเขาดวยกัน ในวิทยานิพนธนี้ไดนําเสนอเอลิเมนตใหมท่ีเกิดจากการ
ใชเทคนิคการฝง คุณสมบัติของเอลิเมนตแทง (bar element) ไวในเอลิเมนตทรงหกหนา (8 nodes 
solid element) โดยจะอธิบายรูปแบบและขอแตกตางของการใชเทคนิคการฝงและสรางแบบจําลอง
แบบไมใชเทคนิคนี้ ตอไป 
 
 ในการพัฒนาเอลิเมนตคอนกรีตเสริมเหล็กนี้ไดกําหนดใหเอลิเมนตแบบแทงเปนตัวแทน
ของเหล็กเสริม และใหเอลิเมนตทรงหกหนาเปนตัวแทนของคอนกรีต จากท่ีกลาวถึงคุณสมบัติและ
การสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตของเอลิเมนตท้ังสอง ทําใหเราทราบวธีิการไดมาซ่ึงเมทริกตแข็ง
เกร็งของเอลิเมนต และทราบถึงมิติของเมทริกซนั้นคือ เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตแทงมี
ขนาด 6 x 6 และเอลิเมนตทรงหกหนามีขนาด 24 x 24 รวมคุณสมบัติความแข็งเกร็งของท้ังสองเอลิ
เมนตเขาดวยกนัจะไดเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตใหม 
 

                                       (41) 
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 โดยท่ี [KRC] คือ เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตท่ีรวมคุณสมบัติของเหล็กและ
คอนกรีต, [KC] คือ เมทริกซความแข็งเกร็งของเหล็กเสริม, [KS] คือ เมทริกซความแข็งเกร็งของ
เหล็กเสริม จากสมการจะสามารถหาคาเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตใหมจําเปนตองทําให
เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตท้ังสองมีขนาดเทากันกอน ดังนั้นจึงตองเปล่ียนขนาดของเมท
ริกสแข็งเกร็งของเอลิเมนตแทงใหมีขนาด     24 x 24 โดยทําไดดังสมการตอไป 
 

                                    (42) 
 

 

                      (43) 

 
 โดยท่ี [T*] คือเมทริกซการเปล่ียนแปลงมิติ ซ่ึงเกิดจากฟงกชันการกระจายการเคล่ือนท่ี 
(shape function) ของเอลิเมนตทรงหกหนา โดยแทนคาพิกัดของจุดตอของเอลิเมนตแทงในระบบ
ธรรมชาติลงใน คาฟงกชันการกระจายการเคล่ือนท่ีของเอลิเมนตทรงหกหนาก็จะไดเมทริกซ 
การเปล่ียนแปลงมิติโดยจะเปล่ียนให ความแข็งเกร็ง (stiffness) ของเอลิเมนตแทงอยูในระบบ
ธรรมชาติและมีขนาด 24 x 24  ก็จะสามารถหาคา [KRC](24x24) ได 
 
 เปรียบเทียบระหวางวิธีการแบบจําลองดวยเทคนิคการฝง (Embedded Model) กับวิธีสราง
แบบจําลองกระจาย (Smeared Model) ส่ิงท่ีเหมือนกันคือการแบงแบบจําลองเปนเอลิเมนต 
(meshing) ของแบบจําลองท้ังสองแบบจะไมข้ึนอยูกับเหล็กเสริมเลย กลาวคือแบบจําลองท้ังสอง
แบบการแบงเอลิเมนตจะข้ึนอยูกับรูปรางของคอนกรีตเทานั้นซ่ึงคือเอลิเมนตทรงหกหนานั้นเอง 
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ภาพท่ี 15  การเปรียบเทียบระหวางแบบจําลองแบบกระจายตัว (Smeared Model) และแบบจําลอง

ดวยเทคนิคการฝง (Embedded Model) 
 
 ส่ิงท่ีตางกันอยางเห็นไดชัดคือการกระจายตัวของคาความแข็งเกร็ง (stiffness) ของ
แบบจําลองท้ังสองคือ แบบจําลองแบบกระจายตัว (Smeared Model) จะกระจายคาความแข็งเกร็ง
ของเหล็กเสริมเขาไปท่ีจุดตอ (node) ของเอลิเมนตคอนกรีตท้ัง 8 จุด เทา ๆ กันท้ัง 8 จุดตอโดยไม
คํานึงถึงตําแหนงของเหล็กเสริม ตางกับวิธีสรางแบบจําลองแบบฝง (Embedded Model) ซ่ึง
ตําแหนงของเหล็กเสริมจะมีผลตอการกระจายของคาความแข็งเกร็ง โดยระยะหางระหวางจุดท่ี
เหล็กเสริมสัมผัสกับผิวเอลิเมนตคอนกรีต กับจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีต ถูกนํามาคิดในข้ันตอน
ของการกระจายคาความแข็งเกร็งดวยเทคนิคการฝง (Embedded Technique) จึงจะเห็นไดวาวิธีสราง
แบบจําลองแบบฝง (Embedded Model) จะใหคาท่ีใกลกับความเปนจริงมากกวา 
 
 เปรียบเทียบระหวางวิธีการแบบจําลองดวยเทคนิคการฝง (Embedded Model) กับวิธีสราง
แบบจําลองแบบแยกกันระหวางเหล็กเสริมและคอนกรีต (Discrete Model) ส่ิงท่ีเหมือนกันระหวาง
แบบจําลองท้ังสองแบบคือ การกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมเขาในเอลิเมนตคอนกรีต
โดยคํานึงถึงตําแหนงของเหล็กเสริม แตส่ิงท่ีตางกันระหวางรูปแบบจําลองท้ังสอง คือขอกําจัดใน
การแบงเอลิเมนต 
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ภาพท่ี 16  การเปรียบเทียบระหวางแบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete Model) และแบบจําลองดวย

เทคนิคการฝง (Embedded Model) 
 
 การแบงเอลิเมนตของแบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete Model) จะถูกกําหนดดวยตําแหนง
ของเหล็กเสริม คือ ตําแหนงจุดตอ (node) ของเอลิเมนตเหล็กเสริมและเอลิเมนตคอนกรีตจะตองอยู
ท่ีตําแหนงเดียวกันเทานั้น เชนถามีเหล็กเสริมผานเอลิเมนตคอนกรีตจะตองแบงเอลิเมนตนั้นเพื่อให
จุดตอของเอลิเมนตของคอนกรีตและเหล็กเสริมตรงกัน จึงจะสามารถคํานวณดวยวิธีไฟไนต 
เอลิเมนตได 

 
 
ภาพท่ี 17  การสรางแบบจําลองคอนกรีตเสริมเหล็กแบบแยกตัว (discrete model) 
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ภาพท่ี 18  การสรางแบบจําลองคอนกรีตเสริมเหล็กดวยเทคนิคการฝง (embedded technique) 
 
 จากท่ีกลาวมาขางตนจะเห็นไดวาการสรางแบบจําลองดวยวิธีฝงจะมีขอดีหลัก ๆ 2 ขอ คือ 
การกระจายความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมเขาในเอลิเมนตของคอนกรีตจะคํานึงถึงตําแหนงของ
เหล็กเสริมดวย และการแบงแบบจําลองออกเปนเอลิเมนยยอยจะไมตองคํานึงถึงตําแหนงของเหล็ก
เสริมทําใหงายตอการแบงแบบจําลองออกเปนเอลิเมนต (meshing)  
 
ปญหาการแกสมการไฟไนตเอลิเมนต 
 
 การคํานวณดวยวิธีการไฟไนตเอลิเมนตจําเปนตองแบงแบบจําลองออกเปนเอลิเมนตเล็ก ๆ 
จํานวนหลายเอลิเมนต ซ่ึงจํานวนเอลิเมนตจะสงผลตอความถูกตองของแบบจําลองเม่ือจํานวน 
เอลิเมนตมากข้ึนความถูกตองของแบบจําลองก็จะมากขึ้นดวย ดังนั้นในชวงของการคํานวณ
แกปญหาดวยสมการไฟไนตเอลิเมนต จึงจําเปนตองแกระบบสมการ (system of equations) ท่ีมี
ขนาดใหญท่ีประกอบดวยสมการยอยและตัวไมรูคาจํานวนมาก ซ่ึงไมสามารถหาผลลัพธไดหากไม
มีความเขาใจในวิธีการแกระบบสมการนั้น จากสมการหลักของไฟไนตเอลิเมนต 
 

                                                              (44) 
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 เม่ือ F คือ เมทริกซของแรงท่ีกระทํา, K คือ เมทริกซของความแข็งเกร็ง (stiffness matrix) 
และเมทริกซ d คือ เมทริกซการเคล่ือนท่ีของจุดตอในเอลิเมนตซ่ึงเปนตัวท่ีไมทราบคาและตองการ
แกสมการหาคา ซ่ึงหากมีเอลิเมนตจํานวนมาก ๆ ตัวไมทราบคาที่ตองการแกสมการหาก็จะมากไป
ดวย หลักการแกสมการงาย ๆ คือ เม่ือตองการหาคา d และทราบคา F กับ K ก็จะอินเวอรสคา K 
และยายขางของสมการเพ่ือหาคา d ดังนี้ 
 

                                                            (45) 
 

การแกสมการท่ีมีการกําหนดขอบเขตเงื่อนไข 
 
 การแกสมการไฟไนตเอลิเมนตจําเปนตองมีการกําหนดขอบเขตเงื่อนไขเพ่ือใหสามารถ 
แกสมการได และเพื่อกําหนดจุดยึดร้ังในการสรางแบบจําลอง กลาวคือทุก ๆ แบบจําลองจะตองมี
การยึดร้ังหรือฐานรองรับเพ่ือใหสามารถกําหนดขอบเขตเง่ือนไขของปญหาได ตัวอยาง F = Kd  
ถากําหนดให d1 = a1 ซ่ึงเปนคาท่ีกําหนดเง่ือนไขของแบบจําลอง อาจเทากับศูนยหรือไมก็ได  
เม่ือทราบคา a1 จึงสามารถใชวิธีกําจัดแถว หลักเพื่อลดขนาดเมทริกซและสามารถแกสมการไดดังนี้ 
 

                                            (46) 

 
 เม่ือทําการกําจดัแถว หลักท่ีทราบคาแลวจะไดเปน 
 

                                   (47) 

 
 เม่ือผานวิธีการกําจัดจะเห็นวาจะตัดแถว หลักท่ีทราบคาเง่ือนไข ทําใหเมทริกซความแข็ง
เกร็งมีขนาดลดลงและทําใหสามารถแกสมการท่ีมีการทราบคา หรือกําหนดคาเง่ือนไขได วิธีการนี้
จะใหคาท่ีถูกตองแมนยําในการแกสมการ หากแตถามองในแนวทางการพัฒนาโปรแกรมบางทาน
อาจจะเห็นวาเปนวิธีการที่ยุงยากในการพัฒนาโปรแกรม ในการแกปญหาท่ีทราบคาเง่ือนไขยังมีอีก
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วิธีท่ีมีข้ันตอนการพัฒนาโปรแกรมท่ีงายกวาคือ วิธี Penalty Approach (Tirupathi R. Chandrupatla 
and Ashok D. Belegundu, 2002) ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 
การแกสมการท่ีทราบคาเงื่อนไขดวยวิธี Penalty Approach 
 
 ในวิธีการ Penalty Approach เม่ือทราบคา d1 = a1 ซ่ึงเปนคาท่ีกําหนดเง่ือนไขของ
แบบจําลอง อาจเทากับศูนยหรือไมก็ไดวิธีการนี้จะทําการดัดแปลงแกไขเมทริกซของสมการไฟ
ไนตเอลิเมนต ดวยการใชคามาก ๆ คาหนึ่งในการแกสมการโดยสมมุติใหคานั้นคือคา C โดยคา
ความถูกตองจะข้ึนอยูกับการเลือกคา C นั้นเองโดยมีรูปแบบข้ันตอนดังนี้ 
 

                                            (48) 

 
 เม่ือใชวิธีการ Penalty Approach ระบบสมการจะเปล่ียนไปเปน 
 

                                   (49) 

 
 จะเห็นวาเม่ือใชวิธีการ Penalty Approach นี้เปนวิธีการประมาณ ยิ่งคา C มากความถูกตอง
ของการแกสมการยิ่งมากข้ึนไปดวย การแกสมการดวยวิธีการนี้จะลดความยุงยากใหการเขียน
โปรแกรมลงมากแตก็ตองแลกมาดวยการลดความถูกตองลงไปนั้นเอง 
 
 วิธีการท่ีกลาวมาขางตนนี้เม่ือทําการแกสมการ จําเปนตองตองหาคาอินเวอรสของเมทริกซ
ความแข็งเกร็ง ([K]-1) ซ่ึงเม่ือเมทริกซความแข็งเกร็งของแบบจําลองมีขนาดใหญมากข้ันตอนการหา
คาอินเวอรส จะยุงยากมาก ดังนั้นในวิทยานิพนธนี้จึงใช วิธีการกําจัดแบบเกาส (Gauss elimination 
method) ในการแกสมการเพื่อหาคาเมทริกซ {d} โดยวิธีการแกสมการดวยการกําจัดแบบเกาส 
มีหลักการและข้ันตอนดังนี้ (ปราโมทย, 2551) 
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วิธีการกําจัดแบบเกาส (Gauss elimination method) 
 
 ระเบียบวิธีการกําจัดแบบเกาสจัดไดวาเปนระเบียบวิธีการแกสมการท่ีไดรับความนิยมมาก
วิ ธีหนึ่ ง  เปนวิ ธี ท่ี มักนิยมใชในโปรแกรมคอมพิว เตอรขนาดใหญ ซ่ึงใชแกปญหาทาง
วิศวกรรมศาสตรและวิทยาศาสตร โดยท่ัวไปการจํากัดแบบเกาสสามารถแบงออกไดเปน 2 ข้ันตอน
คือ 
  
 การกําจัดไปขางหนา (forward elimination) หากเรามีระบบสมการท่ีประกอบดวย  
3 สมการยอย ดังนี้ 
 

                                        (50) 

 
 การกําจัดไปขางหนาคือการเปล่ียนระบบสมการไปใหอยูในรูปแบบซ่ึงเมทริกซจัตุรัสทาง
ดายซายของสมการ กลายเปนเมทริกซท่ีประกอบดวยคาศูนยตลอดแถบลางซายของเมทริกซนั้น  
ในรูปแบบดังนี้ 
 

                                        (51) 

  
 เค ร่ืองหมาย ท่ี เปนตัวยกของสัมประสิทธ์ิแสดงว า สัมประสิทธ์ินั้น เปนค าใหม 
ซ่ึงเปล่ียนแปลงไปจากสัมประสิทธ์ิคาเดิม 
 
 การแทนคายอนกลับ (back substitution) เม่ือจัดระบบสมการใหอยูในรูปแบบดวยวิธีกําจัด
ไปขางหนาแลว ก็เปนการงายท่ีจะคํานวณคา x โดยเร่ิมจากสมการสุดทายกอน แลวทําไลยอนกลับ
ข้ึนไปเพื่อหาคา x ท่ีละสมการดังนี้ 
 

                                        (52) 
 

                                        (53) 
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                                        (54) 
 

 
 จะเห็นวาวิธีการกําจัดแบบเกาสมีข้ันตอนท่ีชัดเจนและงายตอการนํามาเขียนเปนโปรแกรม
ในการคํานวณ แตวิธีการโดยตรงของการจํากัดแบบเกาสนัน้ยังอาจเกิดขอผิดพลาดข้ึนไดจากหลาย
สาเหตุดังน้ี 
 
 - ปญหาจากการหารดวยศูนย จะเห็นวาการแกสมการดวยการจํากัดแบบเกาสนั้นจําเปน
จะตองมีการหารดวยจํานวนท่ีอยูในแนวทแยงมุมหลัก (diagonal term) ของเมทริกซจัตุรัสดังนั้น  
ถาคานั้นมีคาเปนศูนยจะทําใหการจํากัดแบบเกาสไมสามารถทํางานได 
 
 - ความผิดพลาดจากการปดเศษ เนื่องจากการกําจัดแบบเกาสจะทําการคูณหารเลขอยู
ตลอดเวลา ความผิดพลาดจากการปดเศษท่ีเกิดข้ึนสามารถแพรกระจายออกไปได ซ่ึงอาจกอใหเกิด
ความผิดพลาดตอเนื่องสูผลลัพธท่ีคํานวณได 
 
 - ปญหาระบบสมการในสภาวะท่ีไมเหมาะสม ดวยสาเหตุท่ีวาถาสัมประสิทธ์ิในเมทริกซ
จัตุรัสเปล่ียนแปลงไปเพียงเล็กนอย กลับกอใหเกิดการเปล่ียนแปลงอยางมากกับผลลัพธท่ีได 
สามารถตรวจสอบไดวาเมทริกซนั้นอยูในสภาวะทีเหมาะสมหรือไมดวยการหาคาดีเทอรมิแนนท 
(determinant) ของเมทริกซนั้น 
 
 จากที่กลาวมาขางตนอธิบายไดวาปญหาท่ีเกิดจากการกําจัดแบบเกาส เกิดจากความ
ผิดพลาดจากการปดเศษและการหารดวยศูนย ปญหาความผิดพลาดจาการปดเศษสามารถแกไขได
ในข้ันตอนการเขียนโปรแกรม โดยใหตัวแปรสามารถเก็บตัวเลขนัยสําคัญไดมากข้ึน สวนปญหาอ่ืน
สามารถแกไดดวยวิธีตอไปนี้ 
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การเลือกตัวหลัก  (pivoting) 
 
 การเลือกตัวหลัก (pivoting) ดังท่ีกลาวไวหาสัมประสิทธ์ิใด ๆ ในแถวทแยงมุมหลักของ
เมทริกซจัตุรัสมีคาเปนศูนยแลว วิธีการกําจัดแบบเกาสจะไมสามารถดําเนินตอไปได ถึงแม 
คาสัมประสิทธ์ิดังกลาวจะมีคาไมเทากับศูนยก็ตาม หากมีคานอยมากก็อาจก็ใหเกิดปญหาเนื่องจาก
ความผิดพลาดของการปดเศษไดเชนกัน ปญหาอาจแกดวยข้ันตอนทีเรียกวา การเลือกตัวหลัก  
ดังตัวอยางตอไปนี้ 
 

                                   (55) 

 
 จากระบบสมการขางตนคําตอบท่ีถูกตองคือ x1 = 1/3 และ x2 = 2/3 จะเห็นไดวาคาตามแนว
ทแยงมุมหลักของเมทริกซจัตุรัสนี้มีคานอยมาก (0.0003) เม่ือเทียบกับคาสัมประสิทธ์ิทีอยูรอบขาง 
เม่ือใชวิธีการกําจัดดวยเกาสแกสมการจะไดผลลัพธคือ x1 = 0.3000 และ x2 = 0.66667 ซ่ึงจะผิดจาก
คําตอบท่ีถูกตองไปถึง 10% 
 
 หากเราทําการสลับสมการยอยเสียใหม ดังนี้ 
 

                                   (56) 

 
 แลวใชวิธีการกําจัดแบบเกาสแกระบบสมการนี้ จะไดคาคําตอบของสมการคือ x1 = 0.3333 
และ x2 = 0.66667 จะเห็นวาคาท่ีไดจากสลับสมการนี้มีความผิดพลาดเพียง 0.001% เทานั้น 
 
การจัดสเกล (Scaling) 
 
 การจัดสเกล (Scaling) ระบบสมการในการแกปญหาทางไฟไนตเอลิเมนต ประกอบดวย
สมการยอยตาง ๆ ซ่ึงมีคาสัมประสิทธ์ิจํานวนมาก จึงมีโอกาสที่คาสัมประสิทธ์ิแตละคาจะมีคา
แตกตางกันมาก ซ่ึงการจัดสเกลจะชวยแกปญหานี้ ดังตัวอยาง 
 

                                        (57) 
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 ซ่ึงคําตอบท่ีถูกตองของระบบสมการน้ีคือ x1 = 1.00002 และ x2 = 0.99998 หากเราใชการ
คํานวณโดยมีตัวเลขนัยสําคัญเพียง 3 ตําแหนงในการคํานวณ แลวใชการกําจัดแบบเกาสคํานวณจะ
ไดผลลัพธดังนี้ x1 = 0.00 และ x2 = 1.00 จะเห็นไดวามีความผิดพลาดเกิดข้ึนถึง 100%  
 
 หากเราทําใหมโดยใชวิธีการจัดสเกล กลาวคือ ทําการหารตลอดทุก ๆ สมการดวย
สัมประสิทธ์ิท่ีมีคาสูงสุดของสมการนั้น ระบบสมการจะมีรูปแบบดังนี้ 
 

                                                 (59) 
 
 จากนั้นใชวิธีการเลือกตัวหลัก ในการจัดรูปแบบระบบสมการ จะได 
 

                                                 (60) 
 
 ซ่ึงเม่ือทําการแกระบบสมการนี้ดวยวิธีกําจัดแบบเกาสแลวจะไดผลลัพธเปน x1 = 1.00 และ 
x2 = 1.00 ซ่ึงจะเหน็วาไดคําตอบท่ีมีความถูกตองข้ึนมาก 
 

ประวัติของการจําลองคอนกรีตเสริมเหล็กดวยวิธีการไฟไนตเอลิเมนต 
 
 Fanning (2001) สรางแบบจําลองการตอบสนองของเหล็กเสริม ในคานคอนกรีตเสริมเหล็ก 
โดยใชแบบจําลอง 2 แบบคือ แบบจําลองแยกกัน (Discrete Model) และแบบจําลองกระจาย 
(Smeared Model) ซ่ึงพบวาแบบจําลองท่ีใหผลตอบสนองท่ีดีท่ีสุดของพฤติกรรมเหล็กเสริม คือการ
ใชแบบจําลองแยกกัน (Discrete Model) 
 
 ในยุคแรกของการศึกษาเกี่ยวกับแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตของโครงสรางคอนกรีต
เสริมเหล็กไดเร่ิมข้ึนโดยการเสนอของ Ngo and Scordelis (1967) นําเสนอการวิเคราะหแบบจําลอง
ไฟไนตเอลิเมนตของคานคอนกรีตเสริมเหล็กอยางงาย ซ่ึงคอนกรีตและเหล็กเสริมจะถูกแทนดวยเอ
ลิเมนตสามเหล่ียม (CST Element) จุดเช่ือมตอระหวางคอนกรีตและเหล็กเสริมใช Bond link 
Element โดยท่ี Bond link Element ไมมีรูปรางและขนาด ทําหนาท่ีคลายสปริงเทานั้น รวมท้ัง
อธิบายผลของแรงยึดเกาะและการล่ืนไถลของเหล็กเสริมดวย มีการวิเคราะหคานแบบทฤษฎี
เสนตรง กําหนดรอยแตกราวไวลวงหนาโดยใชการจําลองแบบจําลองแบบท่ีแยกกันระหวาง
คอนกรีตและเหล็กเสริม (Discrete Model) เพื่อท่ีจะหาความเคนหลักในคอนกรีต ความเคนในเหล็ก
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เสริม หลังจากนั้นมาจึงเร่ิมมีผูใหความสนใจการวิเคราะหโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กโดยใชไฟ
ไนตเอลิเมนตกันมากข้ึน 
 
 Rashid (1968) ไดเสนอแนวความคิดของวิธีการสรางแบบจําลองกระจาย (Smeared 
Model) เพื่อศึกษาการตอบสนองของคอนกรีตอัดแรง (Prestress concrete) โดยคิดถึงผลกระทบของ
รอยแตกราว (crack) และอุณหภูมิท่ีเปล่ียนไป  การลาของคอนกรีต (creep) และแรงท่ีเคยเกิดข้ึนใน
คอนกรีต (load history) โดยในปจจุบันวิธีการสรางแบบจําลองแบบกระจายตัวไดรับความนิยม
อยางมากในการวิเคราะหโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กแบบไมเชิงเสน (nonlinear analysis)  
 
 ตอมา Scordelis (1974) ไดมีการใชรูปแบบการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตในรูปแบบ
เดียวกันนี้ทําการศึกษาผลกระทบของแรงเฉือนท่ีเกิดข้ึนในคานท่ีมีรอยแตกราวในแนวทแยงมุม
เนื่องจากแรงดึง โดยศึกษาถึงผลกระทบของเหล็กปลอก เหล็กเดือย การยึดเกาะของมวลรวมและ
รอยแตกตามแนวยาวของเหล็กเสริมบริเวณใกลกับจุดรองรับ 
 
 Alaa and Terry (1991) ไดมีการเสนอความคิดในการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดย
ใชเทคนิคการฝง (embedded technique) ในการวิเคราะหคอนกรีตเสริมเหล็กโดยใชเทคนิคนี้กับ 
เหล็กเสริมท่ีมีการเสริมเหล็กแบบโคง หรือเหล็กเสริมรับแรงในงานคอนกรีตอัดแรง (Prestress 
concrete) โดยใชการคิดในแบบสองมิติ โดยดูผลกระทบท้ังการแบงเอลิเมนต (mesh) แบบ
สมํ่าเสมอและแบบไมสมํ่าเสมอ 
 

 
ภาพท่ี 19  Embedded Reinforcement along Local Coordinate Lines 
 
ท่ีมา: Alaa and Terry (1991) 
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 Fariborz Barzegar and Srinivas maddipudi (1994) ไดเสนอแนวความคิดในการใชเทคนิค
การฝง (embedded technique) ในการวิเคราะหโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กในแบบจําลอง 3 มิติ 
โดยมีจุดมุงหมายเพื่อลดความยุงยากในการแบงเอลิเมนต (mesh) โดยการใชเทคนิคการฝง ฝงเหล็ก
เสริมเขาไปในเอลิเมนตคอนกรีตในข้ันตอนการแบงเอลิเมนต (mesh) โดยการใชวิธีการ inverse-
mapping ในการอินทิเกรตไปตามความยาวของเหล็กเสริมโดยสามารถใชวิธีนี้ไดกับเหล็กเสริมท้ัง
ตรงและโคง 
 

 
 
ภาพท่ี 20  Embedded Reinforcement in 3D Mesh of Concrete Element 
 
ท่ีมา: Fariborz Barzegar and Srinivas Maddipudi (1994) 
 
 Gomes and Awruch (2000) ไดเสนองานวิจัยเกี่ยวกับการใชแบบจําลองทางคณิตศาสตร
โดยใชวิธีทางไฟไนตเอลิเมนตในการวิเคราะหพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็กในแบบจําลอง 3 
มิติ การวิเคราะหเปนการวิเคราะหแบบไมเชิงเสนและใชเทคนิคการฝงในการแบงเอลิเมนต (mesh) 
คอนกรีตและเหล็กเสริม โดยใชการกําหนดการเคล่ือนท่ีเปนตัวแปรตน (Displacement Control 
Method) ในการหาการตอบสนองของคอนกรีตเสริมเหล็ก ไดใหขอสรุปวาการสรางแบบจําลอง 3 
มิติดวยเทคนิคการฝงในการวิเคราะหแบบไมเชิงเสนสามารถทําไดอยางสมเหตุผล และสามารถ
ทํานายพฤติกรรมของคอนกรีตเสริมเหล็กได 
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ภาพท่ี 21  Some reinforcement bar patterns in element natural co-ordinate system  
 
ท่ีมา: Gomes and Awruch (2000) 
 
 Phuvoravan and Elisa (2003) ไดเสนอเอลิเมนตใหมท่ีใชในการวิเคราะหดวยวิธีการทางไฟ
ไนตเอลิเมนตสําหรับแผนพื้นคอนกรีตเสริมเหล็ก โดยเอลิเมนตใหมนี้เกิดจากการรวม four-node 
Kichhoff shell element ซ่ึงใชสําหรับคอนกรีต รวมเขากับ two-node Euler beam element สําหรับ
เหล็กเสริมเขาดวยกันโดยจะเชื่อตอสองเอลิเมนตนี้เขาดวยกันดวยการเช่ือมตอแบบแข็งเกร็ง (Rigid 
links) โดยการกําจัดจุดตอ(node) ของ beam element ออกในขั้นสุดทายของการแบงเอลิเมนต 
(mesh) เอลิเมนตใหมนี้ไดนํามาเปรียบเทียบกับผลการทดสอบในหองทดลอง และไดผลลัพธวา
สามารถใชงานเอลิเมนตนี้ไดอยางมีประสิทธิภาพและมีความถูกตองสูง 
 
 Libor and Jan (2006) ไดเสนองานวิจัยการใชแบบจําลองทางคณิตศาสตรโดยใชวิธีไฟไนต
เอลิเมนตวิเคราะหการตอบสนองของแรงยึดเหนี่ยวในเหล็กเสริมของคอนกรีต ไดทําการวิเคราะห
โดยยึดรูปแบบการวิเคราะหใน 1 มิติ เปนหลัก ในงานวิจัยนี้ไดเสนอตัวอยาง 4 ตัวอยางดวยกันคือ 
การวิเคราะหการทดสอบแบบ pull-out, การพังทลายของคานคอนกรีตเสริมเหล็กดวยจากแรงเฉือน, 
การวิเคราะหความสามารถในการตานแรงเฉือน (shear strength) ในแผนพื้นคอนกรีตอัดแรงแบบ 
hollow core และการประเมินความสามารถในการใชงานของสนามฮอกก้ีท่ีสรางใหมใน
สาธารณรัฐเช็ก 
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อุปกรณและวิธีการ 
 

อุปกรณ 
 

 1. เคร่ืองคอมพิวเตอร  
 2. โปรแกรมแอนซิส (ANSYS) 
 3. โปรแกรม Microsoft Visual C# 2008 Express Edition 
  

วิธีการ 
 

 การดําเนินการวิจัยเพื่อพัฒนาเอลิเมนตคอนกรีตเสริมเหล็กโดยใชเทคนิคการฝงเหล็กเสริม  
(embedded reinforcement technique) เพื่อใชสําหรับการคํานวณดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต แบง
ออกเปนสามหัวขอหลัก ๆ คือ การศึกษาทฤษฏี การพัฒนาโปรแกรม การตรวจสอบความถูกตอง
ของเอลิเมนต โดยมีข้ันตอนของการวิจัยเปนหัวขอตาง ๆ ดังนี้ 
 
 1.  ศึกษาทฤษฏีวิธีการคํานวณดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
  เพื่อเขาใจถึงวิธีการขั้นตอนการคํานวณดวยวิธีการไฟไนตเอลิเมนตท่ีถูกตอง ซ่ึงจะเปน
พื้นฐานในการพัฒนาโปรแกรมตอไป รวมถึงศึกษาวิธีการสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตดวย
รูปแบบตาง ๆ ซ่ึงในงานวิจัยนี้ใชวิธีการสรางแบบจําลองดวยการฝงเหล็กเสริม เพ่ือใหการพัฒนาเอ
ลิเมนตในโปรแกรมเปนไปอยางมีประสิทธิภาพ 
 
 2.  ศึกษารายละเอียดและข้ันตอนของการเขียนโปรแกรมดวยภาษา C# 
 
  ศึกษาถึงวิธีการพัฒนาโปรแกรม และโครงสรางภาษา C# เพื่อใหการพัฒนาโปรแกรม
เปนไปอยางราบรื่นและมีประสิทธิภาพ กลาวคือ ภาษา C# (ซี ชารป) คือภาษาโปรแกรม 
(Programming Language) ท่ีพัฒนาข้ึนมาจาก Microsoft โดยมี Anders Hejlsberg เปนหัวหนาทีม
พัฒนา มีตนแบบมาจาก C++ และ Java มีลักษณะเปนภาษาที่ใชรูปแบบเชิงวัตถุ (OOP) เต็มรูปแบบ 
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 3.  เขียนแผนฝง (Flow Chart) การทํางานของโปรแกรมท่ีจะพัฒนา 
 
  เขียนแผนฝงในการทํางานของโปรแกรมท่ีตองการจะพัฒนา เพื่อความสะดวกในการ
พัฒนา เนื่องจากการเขียนแผนผัง (Flow Chart) จะทําใหเขาใจข้ันตอนการทํางานของโปรแกรม  

และยังสะดวกในการตรวจสอบความถูกตองในข้ันตอนการทํางานตาง ๆ ของโปรแกรมดวย 
 
 4.  พัฒนาโปรแกรมในสวนของการคํานวณ 
 
  เร่ิมพัฒนาโปรแกรมในสวนของการคํานวณการวิเคราะหทางไฟไนตเอลิเมนต โดยแบง
การทํางานออกเปนสวน ๆ เพื่องายตอการพัฒนาตอ และการตรวจสอบความถูกตองของการพัฒนา
โปรแกรม ไมตองตรวจสอบโปรแกรมใหมท้ังหมดซ่ึงใชเวลามากและยากตอการตรวจสอบ อีกท้ัง
ยังงายตอการเพิ่มความสามารถตาง ๆ เขาไปในโปรแกรมอีกดวย 
 
 5.  ตรวจสอบความถูกตองของการคํานวณ 
 
  การตรวจสอบความถูกตองของการคํานวณ ทําไดโดย ใชกรณีศึกษาในการตรวจสอบ
ความถูกตองของโปรแกรมและเอลิเมนตท่ีพัฒนาข้ึน กับโปรแกรมคํานวณทางไฟไนตเอลิเมนตอ่ืน 
ๆ ท่ีไดรับความเช่ือถือในปจจุบัน ซ่ึงในงานวิจัยนี้โปรแกรมท่ีถูกนํามาใชในการตรวจสอบคือ
โปรแกรมแอนซิส (ANSYS) 
 
 6.  พัฒนาโปรแกรมในสวนของการติดตอกับผูใชงาน (user interface) 
 
  ทําการพัฒนาเพิ่มเติมในสวนของการติดตอกับผูใชงาน สวนการปอนขอมูล และ 
สวนการแสดงผล เพื่อใหเกิดความสะดวกและงายตอการเขาใจของผูใชงานท่ีเพียงพอ 
 
 7.  แกไขปรับปรุงโปรแกรม 
 
  ผลท่ีไดจากการทดสอบความถูกตองของโปรแกรมทําใหทราบถึงความผิดพลาดท่ี
เกิดข้ึน เม่ือทราบขอผิดพลาดของการคํานวณ และการใชงานแลว จึงทําการแกไขโปรแกรมตาม
ขอผิดพลาดท่ีเกิดข้ึน ตามความเหมาะสม 
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 8. จัดทํารายงานขอสรุปและขอเสนอแนะ 
 
  จัดทํารายงานขอมูลการทํางานของโปรแกรมและการตรวจสอบการทํางาน ตาม
กรณีศึกษาตาง ๆ เพื่อสรุปผลถึงการทํางานของเอลิเมนตและโปรแกรมท่ีพัฒนาข้ึน วาใหผลลัพธ
เปนเชนไร และทําไมถึงใหผลลัพธเปนเชนนั้น 
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ผลและวิจารณ 
 

โปรแกรมท่ีนําเสนอ 
 

 ในงานวิจยันี้มีวัตถุประสงคหลักอยูประการหน่ึงคือการนําเทคนิคการสรางแบบจําลองดวย
เทคนิคการฝง (embedded model) มาทําใหสามารถใชงานไดจริง ดวยการพัฒนาโปรแกรมข้ึนเพื่อ
วิเคราะหโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยใหโปรแกรมใชเทคนิคการฝง
เหล็กเสริมในการสรางแบบจําลองโปรแกรมท่ีนําเสนอนั้นไดพัฒนาโดยใชภาษาคอมพิวเตอร C# 
ในการพัฒนาโดยโปรแกรมจะประกอบดวยสวนหลัก ๆ 4 สวนดวยกนั ดังนี ้
 
 1. สวนตอประสานกับผูใช (user interface, UI) 
 2. สวนของการแสดงผล 3 มิติ (3D Graphics) 
 3. สวนของการคํานวณ (calculation function) 
 4. สวนของการเก็บขอมูล (data read and write) 
 
 สวนประกอบหลัก ๆ ของโปรแกรมท้ัง 4 สวนจะทํางานประสานกันเพือ่ใหโปรแกรม     
ทํางานไดอยางมีประสิทธิภาพโดยมีรายละเอียดดังนี ้
 
สวนตอประสานกับผูใช (user interface, UI) 
 
 สวนตอประสานกับผูใช หมายถึงส่ิงท่ีมีไวเพื่อใชส่ือสารกับผูใชงานไมวาจะเปนระบบ
ส่ิงของหรือในท่ีนี้คือ การติดตอส่ือสาร โตตอบระหวางคอมพิวเตอรโปรแกรมและผูใชโปรแกรม 
ประโยชนของการมีสวนตอประสานน้ีคือ ผูใชงานไมจําเปนตองทราบหลักการหรือฟงชันก 
(function) และข้ันตอนการทํางานของโปรแกรมท้ังหมด เพียงผูใชงานเขาใจสวนตอประสานกับ
ผูใชก็สามารถใชงานโปรแกรมได 
 
 โดยมีหลักการที่ตองคํานึงถึงในการออกแบบสวนตอประสานกับผูใช มีดังนี้ ความเรียบ
งาย : มีรูปแบบท่ีเรียบงาย ไมซับซอน และใชงานไดสะดวก, ความสม่ําเสมอ : คือมีรูปแบบเดียวกัน
ท้ังโปรแกรมหรือมีรูปแบบไมแตกตางกันมากนัก, การใชงาน : สามารถใชงานไดอยางมี
ประสิทธิภาพรองรับทุกการทํางานท่ีผูพัฒนาโปรแกรมไดออกแบบไว เปนตน 
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ภาพท่ี 22  ตัวอยาง สวนตอประสานกับผูใช (user interface, UI) ของโปรแกรมท่ีนําเสนอ 
 
สวนของการแสดงผล 3 มิติ (3D Graphics) 
 
 สวนของการแสดงผล 3 มิติ ในโปรแกรมน้ีไดพัฒนาสวนของการแสดงผล 3 มิติข้ึนเพื่อให
ผูใชงานเกิดความเขาใจในแบบจําลองท่ีสรางจากโปรแกรม โดยสวนแสดงผล 3 มิติจะทํางานโดย
ใช เคร่ืองมือ (tool) ซ่ึงมีความสามารถในการแสดงผล 3 มิติ ในโปรแกรมนี้ไดเลือกใชงาน openGL 
เปนเคร่ืองมือหลักในการแสดงผล 
 
 openGL (open graphics library)  คือ กลุมของคําส่ังท่ีใชในการเช่ือมตอการทํางานของ 
โปรแกรม (software) เช่ือมตอกับอุปกรณคอมพิวเตอรท่ีใชแสดงผล (hardware) สามารถใช
แสดงผลกราฟก 2 มิติ และ 3 มิติ โดยท่ี openGL สามารถทํางานไดในหลาย ๆ ระบบปฏิบัติการ เชน 
ระบบวินโดร (windows) และ Mac OS X เปนตน 
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สวนของการคาํนวณ (calculation function) 
 
 ในโปรแกรมนี้สวนของการคํานวณสวนใหญจะอยูใน คลาส (class) Matrix ซ่ึง
ประกอบดวยฟงชันก (function) ตาง ๆ ท่ีใชในการคํานวณ โดยเม่ือสวนตอประสานกับผูใชรับ
ขอมูลจากผูใชงานก็จะเรียกฟงชันกเหลานี้จากคลาส Matrix ไปทําการคํานวณเพ่ือแสดงผลกลับไป
หาผูใชงานอีกคร้ัง 
 
สวนของการเก็บขอมูล (data read and write) 
 
 เม่ือสวนตอประสานกับผูใชรับขอมูลจากผูใชงานแลว ทุกคร้ังโปรแกรมท่ีนําเสนอจะนํา
ขอมูลไปเก็บท่ีคลาส Data ซ่ึงคลาสนี้จะทําหนาท่ีเก็บขอมูลทุกอยางของโปรแกรมเชน ขอมูล
ตําแหนงและรูปรางของแบบจําลอง, ขอมูลตําแหนงของจุดตอของเอลิเมนต, ขอมูลแรงท่ีกระทํากับ
จุดตอตาง ๆ และขอมูลสถานะของการแสดงผล 3 มิติเปนตน โดยทุกคร้ังท่ีมีการรับขอมูลใหมจาก
ผูใชขอมูลเหลานั้นจะถูกจัดเก็บใหม (update) เสมอ รวมถึงเม่ือทําการคํานวณเสร็จแลวขอมูล
เหลานั้นจะถูกทําการจัดเก็บกอนแสดงผลใหผูใชงานทุกคร้ัง 
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 จากท่ีกลาวมาโปรแกรมท่ีนาํเสนอจะมีข้ันตอนการทํางานอยางงายดังตอไปนี ้
 

  
ภาพท่ี 23  แผนผัง (Flow Chart) การทํางานของโปรแกรม 
 
 จากภาพทําใหเห็นข้ันตอนการทํางานประสานกันของคลาสในโปรแกรมท่ีนําเสนอโดยเม่ือ
เร่ิมโปรแกรม โปรแกรมจะทําการอานคาจากคลาส data จากนั้นนําไปแสดงผล 3 มิติ และเม่ือ
ผูใชงานใหคากับโปรแกรม โปรแกรมจะทําการเก็บคาไวในคลาส data จากน้ันทําการคํานวณโดย
เลือกใชฟงชันกจากคลาส Matrix เม่ือคํานวณเสร็จ โปรแกรมจะเก็บคาท่ีคํานวณไดไวท่ีคลาส data 
จากนั้นทําการแสดงผล 3 มิติใหผูใชงานตอไป 
 



 
 

 

52 

 เม่ือทําการพัฒนาโปรแกรมในสวนของการคํานวณเสร็จแลว ก็จะเริ่มทําการตรวจสอบ
ความถูกตองของโปรแกรมและเอลิเมนตท่ีพัฒนาข้ึน ตรวจสอบโดยใชกรณีศึกษาในการ
เปรียบเทียบการคํานวณ ผลลัพธของโปรแกรมและเอลิเมนตท่ีสรางข้ึน เทียบกับผลลัพธท่ีไดจาก
การใชโปรแกรมแอนซิส (ANSYS) ท่ีกรณีศึกษาเดียวกัน 
 

กรณีศึกษาท่ี 1 
 
 กรณีศึกษาท่ี 1 จะตรวจสอบเกี่ยวกับความถูกตองของเอลิเมนตท่ีสรางขึ้นเทียบกับเอลิเมนต
ของโปรแกรมแอนซิส ซ่ึงเอลิเมนตท่ีใชในการตรวจสอบนี้คือเอลิเมนต solid45 ซ่ึงมีรายละเอียด
ดังตอไปนี้ 
 

 
 
ภาพท่ี 24  ขนาดรูปรางและการใสจุดยึดร้ังของกรณีศึกษาท่ี 1 
 
 จากภาพแบบจําลองในกรณีศึกษาท่ี 1 นี้จะเปนการสรางแบบจําลอง 1 เอลิเมนตซ่ึงไมมีการ
เสริมเหล็ก มีขนาดตามแกนรวม X, Y, Z เทากับ 5 ซม. มีเลขจุดตอ (node) และการใสจุดยึดร้ังดัง
ภาพท่ี 24 เพื่อใหเกิดการเคล่ือนท่ีอิสระในแนวแกนท่ีไมทําใหเกิดการหมุน การใสแรงใหกับ
แบบจําลองนี้จะแบงออกเปนสองรูปแบบ ดังแสดงในตาราง 
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ตารางท่ี 1  รูปแบบการใหแรงกับแบบจําลองในกรณีศึกษาท่ี 1 
 

รูปแบบท่ี จุดตอท่ีแรงกระทํา ขนาดของแรง (กก.) ทิศทางของแรง 
1 3 100 Z 
 4 100 Z 
 7 100 Z 
 8 100 Z 
2 3 100 Z 
    

 
 

   โดยในการสรางแบบจําลองนี้กําหนดให คาโมดูลัสยืดหยุน (E) เทากับ 250,000 กก./ซม2. 
และคาอัตราสวนปวซอง () เทากับ 0.17 จะไดผลลัพธดังนี้ 
 
ตารางท่ี 2  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 1 รูปแบบท่ี 1 วิเคราะหโดยใชเอลิเมนตท่ีนําเสนอ 
 

รูปแบบท่ี จุดตอ (node) เคล่ือนท่ีแกน X 
(ซม.) 

เคล่ือนท่ีแกน Y 
(ซม.) 

เคล่ือนท่ีแกน Z 
(ซม.) 

1 1 0 0 0 
 2 -5.44E-05 0 0 
 3 -5.44E-05 0 0.00032 
 4 0 0 0.00032 
 5 0 -5.44E-05 0 
 6 -5.44E-05 -5.44E-05 0 
 7 -5.44E-05 -5.44E-05 0.00032 
 8 0 -5.44E-05 0.00032 
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ตารางท่ี 3  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 1 รูปแบบท่ี 1 วิเคราะหโดยใชโปรแกรมแอนซิส 
 

รูปแบบท่ี จุดตอ (node) เคล่ือนท่ีแกน X 
(ซม.) 

เคล่ือนท่ีแกน Y 
(ซม.) 

เคล่ือนท่ีแกน Z 
(ซม.) 

1 1 0 0 0 
 2 -5.440E-05 0 0 
 3 -5.440E-05 -0.27105E-19 0.00032 
 4 0.26427E-18 0.94868E-19 0.00032 
 5 0.15882E-18 -5.440E-05 0 
 6 -5.440E-05 -5.440E-05 0 
 7 -5.440E-05 -5.440E-05 0.00032 
 8 0.29816E-18 -5.440E-05 0.00032 
     

 
ตารางท่ี 4  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 1 รูปแบบท่ี 2 วิเคราะหโดยใชเอลิเมนตท่ีนําเสนอ 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ (node) เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
2 1 0 0 0 
 2 -3.75E-05 0 0 
 3 -0.00027 0.00023 0.000604 
 4 -0.00023 9.73E-05 -0.00012 
 5 -0.00013 1.03E-05 0 
 6 -0.00012 -3.75E-05 0 
 7 -0.00022 0.00019 -0.00012 
 8 -0.00023 0.00011 -4.87E-05 
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ตารางท่ี 5  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 1 รูปแบบท่ี 2 วิเคราะหโดยใชโปรแกรมแอนซิส 
 

รูปแบบท่ี จุดตอ (node) เคล่ือนท่ีแกน X 
(ซม.) 

เคล่ือนท่ีแกน Y 
(ซม.) 

เคล่ือนท่ีแกน Z 
(ซม.) 

2 1 0 0 0 
 2 -3.75E-05 0 0 
 3 -0.00027 0.00023 0.000604 
 4 -0.00023 9.73E-05 -0.00012 
 5 -0.00013 1.03E-05 0 
 6 -0.00012 -3.75E-05 0 
 7 -0.00022 0.00019 -0.00012 
 8 -0.00023 0.00011 -4.87E-05 
     

 
วิเคราะหผลการตรวจสอบกรณีศึกษาท่ี 1 
 
 รูปแบบท่ี 1 
 
 จากผลลัพธท่ีไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมท้ังสองโปรแกรม จะเห็นวามีคาตรงกันโดย
การเคล่ือนท่ี ท่ีจุดตอท่ีใหแรงกระทําใหเกิดการเคล่ือนท่ีเทากัน แสดงวาการใสจุดยึดร้ังทําใหการ
เคล่ือนท่ีตามแนวเกิดอิสระ และเม่ือตรวจสอบคาการเคล่ือนที่จากโปรแกรมท้ังสอง กับการคํานวณ
ดวยทฤษฏีกลศาสตร จะเห็นวามีคาเทากัน จากสมการ 
 

                                                                          (61) 

 
 บางจุดตอผลลัพธท่ีไดจากโปรแกรมแอนซิสจะใหคาท่ีนอยมาก ๆ (10-18) แตไมเทากับศูนย 
แตผลท่ีไดจากโปรแกรมท่ีพฒันาข้ึน จะเทากับศูนย ในสวนนี้ผูวิจัยมีความเหน็วานาจะเกิดจาก
วิธีการท่ีใชในการคํานวณของโปรแกรมแอนซิส ซ่ึงนาจะใชวิธี Penalty Approach ซ่ึงจะใหคาไม
เทากับศูนยแตจะใหคาท่ีนอยมาก ๆ 
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 รูปแบบท่ี 2 
 
 จากผลลัพธในการใหแรงกระทํารูปแบบท่ี 2 ผลลัพธจากโปรแกรมแอนซิสและโปรแกรม
ท่ีพัฒนาขึ้นมีคาเทากัน รูปแบบการใหแรงนี้จะทําใหแรงไมสมดุลในหนาตัด กลาวคือ จดุตอในหนา
ตัด X-Y ไมไดเคล่ือนท่ีเทากัน จึงเปนการตรวจสอบโปรแกรมท่ีพัฒนาข้ึนไดดี อีกท้ังยังตอง
ตรวจสอบกับจุดตออ่ืน ๆ ท้ัง 8 จุดตอ และแรงท่ีกระทําก็จะตองเปล่ียนทิศทางใหครบท้ัง 3 ทิศทาง
เพื่อตรวจสอบความถูกตองของเอลิเมนต 
 
 จากผลการตรวจสอบทั้ง 2 รูปแบบการใหแรง แสดงถึงความถูกตองของเอลิเมนตท่ี
พัฒนาขึ้นเม่ือไมมีการจําลองเหล็กเสริมในแบบจําลอง และคาจากโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นและ
โปรแกรมแอนซิสใหคาท่ีเทากัน 
  

กรณีศึกษาท่ี 2 
 
 กรณีศึกษาท่ี 2 จะเปรียบเทียบการสรางแบบจําลองแบบกระจายตัวกับแบบจําลองแบบใช
เทคนิคการฝง เปรียบเทียบกบัเอลิเมนตของโปรแกรมแอนซิส ซ่ึงเอลิเมนตท่ีใชในการตรวจสอบนี้
คือเอลิเมนต solid65 ซ่ึงมีรายละเอียดดังภาพท่ี 25 
 

 
 
ภาพท่ี 25  ขนาดรูปรางและการใสจุดยึดร้ังของกรณีศึกษาท่ี 2 
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 จากภาพท่ี 25 แสดงขนาดของแบบจําลองขนาด กวาง ยาวและลึก 5 ซม. มีเหล็กเสริมท่ี
ตําแหนง 1 ซม. จากแกน X และ Y ดังแสดงในภาพท่ี 25 การสรางแบบจําลองแยกเปนสองรูปแบบ
คือ สรางดวยแบบจําลองแบบกระจายตัว (Smeared Model) และแบบจําลองดวยเทคนิคการฝง 
(Embedded model)  
 
 การสรางแบบจําลองโดยใชโปรแกรมแอนซิส แบบจําลองท่ีสรางข้ึนจะเปนแบบจําลอง
แบบกระจายตัว (Smeared Model) มีเอลิเมนตเดียวซ่ึงจะกระจายเหล็กเสริมไวในคุณสมบิตของเอลิ
เมนต เชนเดียวกับการสรางแบบจําลองดวยโปรแกรมที่นําเสนอ จะสรางข้ึนดวยวิธีสรางจําลอง
แบบใชเทคนิคการฝง (Embedded model) ดวยการสรางแบบจําลองแบบน้ีทําใหคํานึงถึงตําแหนง
ของเหล็กเสริมดวย การยึดร้ังใหยึดร้ังท่ีจุดตอ 4 จุดตอ ดังแสดงในภาพท่ี 25 เพื่อใหสามารถยืดหด
ตัวไดในแนวแกน X และ Y โดยท่ีเอลิเมนตไมเกิดการหมุน  
 

 
 
ภาพท่ี 26  ภาพตําแหนงแรงท่ีกระทํากับเอลิเมนตของการศึกษากรณีท่ี 2 
 
 การใหแรงกับเอลิเมนตแสดงดังภาพท่ี 26 กลาวคือใหแรง 100 กก. กระทําใหทิศทางแกน Z 
ท่ีจุดตอ 4, 3, 8 และ 7 โดยกําหนดใหคาคุณสมบัติของวัสดุแสดงดังตารางท่ี 6 การนั้นทําการ
คํานวณหาคาการเคล่ือนท่ีของจุดตอตาง ๆ เปรียบเทียบกัน โดยในกรณีศึกษาท่ี จะมุงประเด็นสนใจ
ไปท่ีการเคล่ือนท่ีแกน Z ซ่ึงเปนแกนท่ีแรงกระทําท่ีจุดตอท่ีรับแรงเทานั้นโดยจะเปรียบเทียบ
แบบจําลองท้ังสองรูปแบบ 
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ตารางท่ี 6  คุณสมบัติของวัสดุท่ีใชในแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 2 
 

คาคุณสมบัติ หนวย คาท่ีใชในแบบจําลอง 
อัตราสวนบัวซองของคอนกรีต;  C - 0.17 
อัตราสวนบัวซองของเหล็กเสริม;  S - 0.33 
โมดูลัสยืดหยุนของคอนกรีต ; cE  กก./ซม2. 250,000 
โมดูลัสยืดหยุนของเหล็กเสริม ; sE  กก./ซม2. 2,100,000 
ขนาดเสนผานศูนยกลางของเหล็กเสริม มม. 16 

 
ตารางท่ี 7  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 2  
 

จุดตอ (node) เคล่ือนท่ีแกน Z 
Smeared Model (ซม.) 

เคล่ือนท่ีแกน Z 
Embedded model (ซม.) 

3 1.943E-4 3.118E-04 
4 1.943E-4 -5.153E-06 
7 1.943E-4 3.619 E-04 
8 1.943E-4 3.118E-04 

 
วิเคราะหผลการตรวจสอบกรณีศึกษาท่ี 2 
 
 จากตารางท่ี 7 จะเห็นวาการเคล่ือนท่ีของแบบจําลองท้ังสองใหคาการเคล่ือนท่ีไมเทากัน 
โดยจะเห็นวาคาการเคล่ือนท่ี ท่ีไดจากวิธีสรางแบบจําลองแบบกระจายตัวใหคาท่ีจุดตอท่ีใหแรง
กระทําเทากันท้ัง 4 จุดตอ แสดงวาวิธีการสรางแบบจําลองดวยวิธีนี้ไมสนใจวาตําแหนงของเหล็ก
เสริมอยูท่ีตําแหนงใด แบบจําลองจะกระจายคาเมทริกซความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมเขาท่ีจุดตอ
ของเอลิเมนตคอนกรีตเทากันทุกจุด ตางกันกับการสรางแบบจําลองดวยการใชเทคนิคการฝงเหล็ก
เสริมคาท่ีไดจากแบบจําลองดวยการใชเทคนิคการฝงจะใหคาการเคล่ือนตัวนอยมาก ๆ ท่ีตําแหนง
จุดตอท่ีอยูใกลกับเหล็กเสริมและท่ีจุดตออ่ืน ๆ จะใหคาการเคล่ือนตัวมากหรือนอยข้ึนอยูกับ
ระยะหางจากตําแหนงของเหล็กเสริมนั้นเอง แสดงวาในแบบจําลองนี้การสรางแบบจําลองดวย
เทคนิคการฝง (Embedded model) ใหคาท่ีเหมาสมใกลเคียงกับความเปนจริงมากกวาการสราง
แบบจําลองแบบกระจายตัว (Smeared Model) 



 
 

 

59 

กรณีศึกษาท่ี 3 
 
 กรณีศึกษาท่ี 3 จะตรวจสอบเกี่ยวกับความถูกตองของเอลิเมนตท่ีสรางขึ้นเทียบกับเอลิเมนต
ของโปรแกรมแอนซิส ซ่ึงเอลิเมนตท่ีใชในการตรวจสอบนี้คือเอลิเมนต solid45 และ Link8 ซ่ึงมี
รายละเอียดดังตอไปนี้ 
 

 
 

ภาพท่ี 27  ขนาดรูปรางและการใสจุดยึดร้ังของกรณีศึกษาท่ี 3 
 
 ในกรณีศึกษาท่ี 3 นี้จะแตกตางกับกรณีศึกษาท่ี 1 และ 2 กรณีศึกษานีจ้ะมีการจาํลองเหล็ก
เสริมในแบบจาํลองดวย โดยเหล็กเสริมจะอยูท่ีขอบของกอนคอนกรีต เม่ือเปนเชนนีก้ารสราง
แบบจําลองของโปรแกรมแอนซิสและโปรแกรมท่ีพัฒนาขึ้นจะตางกันดงันี้ 
 
 การสรางแบบจําลองโดยใชโปรแกรมแอนซิส แบบจําลองท่ีสรางขึ้นจะเปนแบบจําลอง
แบบแยกตัว (Discrete Model) มีเอลิเมนตสองเอลิเมนตคือเอลิมเมนตคอนกรีตและเอลิเมนตเหล็ก
เสริม โดยเอลิเมนตคอนกรีตมีขนาด กวาง ยาวและลึก 5 ซม. และมีเอลิเมนตเหล็กเสริมใชจุดตอ
รวมกันเอลิเมนตคอนกรีต คือท่ีจุดตอ 1 และ 4 ดังภาพท่ี 27 
 

100 
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 การสรางแบบจําลองดวยเอลิเมนตและโปรแกรมท่ีเสนอ แบบจําลองจะถูกสรางข้ึนดวย
เทคนิคการฝงเหล็กเสริม (embedded reinforcement technique) จะมีเอลิเมนตเกิดข้ึนแคเอลิเมนต
เดียวคือเอลิเมนตทรงหกหนาในการศึกษานี้เรียกวาเอลิเมนตคอนกรีตเสริมเหล็กโดยมีขนาดเทากบั
แบบจําลองของโปรแกรมแอนซิส  
 
 โดยท้ังสองแบบจําลองมีรูปแบบแรงท่ีกระทํา และคาคุณสมบัติของวัสดุท่ีใช ดังนี ้
 
ตารางท่ี 8  รูปแบบการใหแรงของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 3 
 

รูปแบบท่ี จุดตอท่ีแรงกระทํา ขนาดของแรง (กก.) ทิศทางของแรง 
1 4 100 Z 
2 8 100 Z 

 
ตารางท่ี 9  คุณสมบัติของวัสดุท่ีใชในแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 3 
 

คาคุณสมบัติ หนวย คาท่ีใชในแบบจําลอง 
อัตราสวนบัวซองของคอนกรีต;  C - 0.17 
อัตราสวนบัวซองของเหล็กเสริม;  S - 0.33 
โมดูลัสยืดหยุนของคอนกรีต ; cE  กก./ซม2. 250,000 
โมดูลัสยืดหยุนของเหล็กเสริม ; sE  กก./ซม2. 2,100,000 
ขนาดเสนผานศูนยกลางของเหล็กเสริม มม. 16 
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 จากคาตาง ๆ ท่ีกําหนดใหกับโปรแกรมจะไดผลลัพธจากโปรแกรมท้ังสอง ดังนี้ 
 
ตารางท่ี 10  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 3 รูปแบบท่ี 1 วิเคราะหโดยใชเอลิเมนตท่ีนําเสนอ 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
1 1 0 0 0 
 2 -6.15E-06 0 0 
 3 3.14E-05 1.59E-05 -1.93E-05 
 4 3.76E-05 3.76E-05 9.90E-05 
 5 1.38E-05 -6.15E-06 0 
 6 1.55E-05 1.69E-06 0 
 7 3.14E-05 1.76E-05 -7.98E-06 
 8 2.97E-05 3.14E-05 -1.93E-05 

 
ตารางท่ี 11  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 3 รูปแบบท่ี 1 วิเคราะหโดยใชโปรแกรมแอนซิส 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
1 1 0 0 0 
 2 -6.15E-06 0 0 
 3 3.14E-05 1.59E-05 -1.93E-05 
 4 3.76E-05 3.76E-05 9.90E-05 
 5 1.38E-05 -6.15E-06 0 
 6 1.55E-05 0 0 
 7 3.14E-05 1.76E-05 -7.98E-06 
 8 2.97E-05 3.14E-05 -1.93E-05 
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ตารางท่ี 12  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 3 รูปแบบท่ี 2 วิเคราะหโดยใชเอลิเมนตท่ีนําเสนอ 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
2 1 0 0 0 
 2 4.21E-06 0 0 
 3 0.000139 -8.15E-05 -6.79E-05 
 4 0.000135 -0.00019 -1.93E-05 
 5 -0.00012 -4.36E-05 0 
 6 -0.00015 1.20E-05 0 
 7 9.10E-05 -6.94E-05 -0.00013 
 8 0.000127 -0.00024 0.000585 

 
ตารางท่ี 13  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 3 รูปแบบท่ี 2 วิเคราะหโดยใชโปรแกรมแอนซิส 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
2 1 0 0 0 
 2 4.21E-06 0 0 
 3 1.39E-04 -8.15E-05 -6.79E-05 
 4 1.35E-04 -1.92E-04 -1.93E-05 
 5 -1.18E-04 -4.36E-05 0 
 6 -1.54E-04 1.20E-05 0 
 7 9.10E-05 -6.94E-05 -1.26E-04 
 8 1.27E-04 -2.36E-05 5.85E-04 
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วิเคราะหผลการตรวจสอบกรณีศึกษาท่ี 3 
 
 รูปแบบท่ี 1 
 
 รูปแบบการใหแรงท่ี 1 ใหแรงท่ีจุดตอ 4 ซ่ึงเปนจุดตอท่ีมีเหล็กเสริมอยู โดยแบบจําลองของ
โปรแกรมแอนซิสใชแบบจําลองแบบแยกตัวในที่นี้คอนกรีตและเหล็กเสริมใชเอลิเมนตเดียวกัน 
จึงเปนแบบจําลองแรงยึดเหน่ียวแบบสมบรูณ เม่ือเปรียบเทียบผลลัพธท่ีไดแลว คาท่ีไดจาก
โปรแกรมท้ังสองมีคาแตกตางกันเพียงเล็กนอยประมาณรอยละ 0.002  
 
 รูปแบบท่ี 2 
 
 รูปแบบการใหแรงท่ี 2 ใหแรงท่ีจุดตอ 8 จุดตอนี้เปนจุดตอท่ีไมมีเหล็กเสริมอยู เพื่อดูการ
กระจายของคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมในเอลิเมนตคอนกรีตท่ีตําแหนงท่ีไมมีเหล็กเสริมอยู 
ผลลัพธท่ีไดโปรแกรมท้ังสองโปรแกรม มีคาแตกตางกันเพียงเล็กนอยคือประมาณรอยละ 0.003 
 
 จากผลลัพธท่ีไดจากรูปแบบการใหแรงทั้ง 2 รูปแบบ และการเปรียบเทียบกับโปรแกรม
แอนซิส จะเห็นวาคาการเคล่ือนท่ีแตกตางกันนอยมาก ท้ังจุดตอท่ีมีเหล็กเสริมและจุดตอท่ีไมมีเหล็ก
เสริม แสดงถึงการกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมเขาไปเอลิเมนตท่ีมีรูปแบบเหมือนกัน 
ท้ังแบบจําลองแบบแยกตัว และแบบจําลองท่ีใชเทคนิคการฝงเหล็กเสริม ในกรณีท่ีเหล็กจุดตอของ
เอลิเมนตเหล็กเสริมอยูท่ีตําแหนงเดียวกันกับจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีต นอกจากน้ีไดทําการ
ทดสอบการใหแรงแบบอ่ืน ๆ ในจุดตอทุกจุดไดผลลัพธคือ การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนจากท้ังสอง
โปรแกรมใหคาท่ีใกลเคียงกันและไปในทิศทางเดียวกัน 
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กรณีศึกษาท่ี 4 
 
 กรณีศึกษาท่ี 4 จะตรวจสอบเกี่ยวกับความถูกตองของเอลิเมนตในกรณีท่ีเหล็กเสริมไมได
อยูตําแหนงเดียวกันกับจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีต ซ่ึงมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 
 

 
 
ภาพท่ี 28  ขนาดรูปรางของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 4 
 
 จากรูปรางแบบจําลองของกรณีศึกษาท่ี 4 จะมีความแตกตางในการสรางแบบจําลองของ
โปรแกรมท้ังสอง คือ โปรแกรมและเอลิเมนตท่ีเสนอจะสามารถสรางแบบจําลองโดยอาศัย 
เอลิเมนตเพียงเอลิเมนตเดียวคือเอลิเมนตท่ีนําเสนอ แตโปรแกรมแอนซิสท่ีสรางแบบจําลองแบบ
แยกตัวจําเปนตองกําหนดใหจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีตและเหล็กเสริมอยูท่ีตําแหนงเดียวกัน  
จึงจําเปนตองสรางแบบจําลองซ่ึงมีเอลิเมนตคอนกรีต 2 เอลิเมนตเพ่ือใหตําแหนงของจุดตออยูท่ี
ตําแหนงเดียวกัน ดังภาพ 29 

100 
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ภาพท่ี 29  ขนาดรูปรางของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 4 เม่ือสรางแบบจําลองดวยโปรแกรมแอนซิส 
 
 จากการสรางแบบจําลองดวยวิธีสรางแบบจําลองแบบแยกตัว ของโปรแกรมแอนซิสจะเหน็
ถึงขอจํากัดของการสรางแบบจําลองแบบนี้คือ การแบงแบบจําลองออกเปนเอลิเมนตจะข้ึนอยูกับ
ตําแหนงของเหล็กเสริม ซ่ึงตางกับการสรางแบบจําลองดวยเทคนิคการฝงท่ีไมจําเปนตองคํานึงถึง
ตําแหนงของเหล็กเสริมในการแบงเอลิเมนต 
 
 การใสจุดยึดร้ังของแบบจําลองท้ังสองโปรแกรมกําหนดใหการยึดร้ังเปนดังภาพท่ี 30 
 

 
 
ภาพท่ี 30  การใสจุดยึดร้ังของแบบจําลองกรณีท่ี 4 
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 เพื่อใหเขาใจถึงการกระจายของคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริม ในกรณีศึกษานี้ 
จึงกําหนดใหมีรูปแบบการใหแรง และคาคุณสมบัติของวัสดุท่ีใชในการสรางแบบจําลอง ดังนี้ 
 
ตารางท่ี 14  รูปแบบการใหแรงของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 4 
 

รูปแบบท่ี จุดตอท่ีแรงกระทํา ขนาดของแรง (กก.) ทิศทางของแรง 
1 8 100 Z 
2 7 100 Z 

3 (ANSYS) 3 29.83875 Z 
 4 29.83875 Z 
 7 29.83875 Z 
 8 29.83875 Z 
 11 59.6775 Z 
 12 220.9675 Z 

3 (RC Element) 3 59.6775 Z 
 4 140.3225 Z 
 7 59.6775 Z 
 8 140.3225 Z 

 
ตารางท่ี 15  คาคุณสมบัติของวัสดุท่ีใชในแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 4 
 

คาคุณสมบัติ หนวย คาท่ีใชในแบบจําลอง 
อัตราสวนบัวซองของคอนกรีต;  C - 0.17 
อัตราสวนบัวซองของเหล็กเสริม;  S - 0.33 
โมดูลัสยืดหยุนของคอนกรีต ; cE  กก./ซม2. 250,000 
โมดูลัสยืดหยุนของเหล็กเสริม ; sE  กก./ซม2. 2,100,000 
ขนาดเสนผานศูนยกลางของเหล็กเสริม มม. 16 
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 จากคาตาง ๆ ท่ีไดกําหนดใหกับแบบจําลองของโปรแกรมท้ังสองจะไดคาผลลัพธดังนี้ 
 
ตารางท่ี 16  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 4 รูปแบบท่ี 1 วิเคราะหโดยใชเอลิเมนตท่ีนําเสนอ 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
1 1 0 0 0 
 2 1.95E-05 0 0 
 3 6.99E-06 -9.73E-05 7.32E-06 
 4 -1.25E-05 -0.00023 -0.00028 
 5 -0.00012 -1.23E-05 0 
 6 -0.00014 3.38E-06 0 
 7 -2.48E-05 -9.39E-05 -6.19E-05 
 8 3.61E-06 -0.00024 0.000441 

 
ตารางท่ี 17  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 4 รูปแบบท่ี 1 วิเคราะหโดยใชโปรแกรมแอนซิส 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
1 1 0 0 0 
 2 1.80E-06 0 0 
 3 7.01E-05 -1.24E-04 -8.80E-05 
 4 5.69E-05 -1.30E-04 -3.69E-05 
 5 -6.14E-05 7.03E-05 0 
 6 -1.02E-04 -1.23E-05 0 
 7 9.96E-05 -8.71E-05 -1.55E-04 
 8 1.28E-04 -2.65E-04 6.94E-04 
 9 -2.05E-05 5.18E-05 0 
 10 -3.27E-05 -8.00E-06 0 
 11 8.60E-05 -1.08E-04 -2.72E-06 
 12 8.67E-05 -1.81E-04 3.12E-05 
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ตารางท่ี 18  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 4 รูปแบบท่ี 2 วิเคราะหโดยใชเอลิเมนตท่ีนําเสนอ 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
2 1 0 0 0 
 2 7.20E-06 0 0 
 3 -5.25E-05 -0.00023 -0.00014 
 4 -5.97E-05 -9.73E-05 7.32E-06 
 5 0.000174 1.69E-06 0 
 6 0.000134 -3.52E-05 0 
 7 -5.80E-05 -0.00026 0.000585 
 8 -1.74E-05 -9.56E-05 -6.19E-05 

 
ตารางท่ี 19  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 4 รูปแบบท่ี 2 วิเคราะหโดยใชโปรแกรมแอนซิส 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
2 1 0 0 0 
 2 -3.33E-07 0 0 
 3 -8.80E-05 -1.50E-04 -6.48E-06 
 4 -9.61E-05 -1.26E-04 -8.80E-05 
 5 1.19E-04 -1.24E-05 0 
 6 7.61E-05 4.00E-05 0 
 7 -1.45E-04 -2.76E-04 7.25E-04 
 8 -1.10E-04 -8.60E-05 -1.55E-04 
 9 4.28E-05 -8.05E-06 0 
 10 2.65E-05 3.67E-05 0 
 11 -1.14E-04 -1.96E-04 1.16E-04 
 12 -1.06E-04 -1.08E-04 -9.18E-06 
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ตารางท่ี 20  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 4 รูปแบบท่ี 3 วิเคราะหโดยใชเอลิเมนตท่ีนําเสนอ 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
3 1 0 0 0 
 2 -3.25E-05 0 0 
 3 -3.24E-05 0 0.000191 
 4 0 0 0.000191 
 5 0 -3.25E-05 0 
 6 -3.25E-05 -3.25E-05 0 
 7 -3.24E-05 -3.25E-05 0.000191 
 8 0 -3.25E-05 0.000191 

 
ตารางท่ี 21  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 4 รูปแบบท่ี 3 วิเคราะหโดยใชโปรแกรมแอนซิส 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
3 1 0 0 0 
 2 -3.25E-05 0 0 
 3 -3.24E-05 3.62E-09 1.91E-04 
 4 3.00E-08 -1.5E-08 1.91E-04 
 5 -1.5E-08 -3.25E-05 0 
 6 -3.25E-05 -3.25E-05 0 
 7 -3.25E-05 -3.25E-05 1.91E-04 
 8 1.5E-08 -3.25E-05 1.91E-04 
 9 -6.73E-09 -1.62E-05 0 
 10 -3.25E-05 -1.62E-05 0 
 11 -3.24E-05 -1.62E-05 1.91E-04 
 12 2.56E-08 -1.62E-05 1.91E-04 
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วิเคราะหผลการตรวจสอบกรณีศึกษาท่ี 4 
 
 รูปแบบท่ี 1 
 
 จากรูปแบบการใหแรงท่ี 1 ใหแรงกระทําท่ีจุดตอ 8 ผลลัพธจากโปรแกรมทั้งสองใหคาไม
เทากัน การเคลื่อนตัวแนวแกน Z ท่ีจุดตอท่ี 8 ของโปรแกรมแอนซิสซ่ึงใชแบบจําลองแบบแยกตัว 
ใหคา 6.94E-04 ซม. สวนการเคล่ือนท่ีเดียวกันโดยใชโปรแกรมและเอลิเมนตท่ีนําเสนอใหคา 
0.000441 ซม. เห็นไดวาการเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในแบบจําลองแบบแยกตัวใหคามากกวา เนื่องจาก
จํานวนเอลิเมนตท่ีไมเทากันของสองแบบจําลอง และรูปแบบการกระจายความแข็งเกร็งของเหล็ก
เสริมท่ีไมเหมือนกันคือ การกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมในแบบจําลองท้ังสองจะเปน
ดังภาพท่ี 31 และภาพท่ี 32 
 

 
 

ภาพท่ี 31  การกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมในเอลิเมนตท่ีนําเสนอ ในกรณีศึกษาท่ี 4 
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ภาพท่ี 32  การกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมแบบจําลองแบบแยกตัว ในกรณีศึกษาท่ี 4 
 
 จากภาพการกระจายตัวของคาความแข็งเกร็งของแบบจําลองแบบแยกตัวจะกระจายคาเขาท่ี
จุดตอท่ีเอลิเมนตของเหล็กเสริมอยูเทานั้น แตเนื่องจากแบบจําลองท่ีใชเทคนิคการฝงเหล็กเสริม 
เหล็กเสริมไมไดอยูท่ีตําแหนงจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีต การกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็ก
เสริมจะกระจายเขาท่ีจุดตอท่ีอยูใกลกับเหล็กเสริม โดยอัตราการกระจายจะข้ึนอยูกับตําแหนงของ
เหล็กเสริมและตําแหนงของจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีตนั้นเอง 
 
 รูปแบบท่ี 2 
 
 การใหแรงรูปแบบที่ 2 ใหแรงท่ีจุดตอ 7 โปรแกรมใหคาการเคล่ือนท่ีท่ีจุดตอ 7 ในทิศแกน 
Z เทากับ -1.55E-04 ซม. และคาท่ีไดจากเอลิเมนตท่ีนําเสนอคือ 0.000585 ซม. คาท้ังสองท่ีไดมีคา
ไมเทากัน และมีทิศทางตรงกันขาม นั้นเพราะเกิดจากการที่จํานวนเอลิเมนตในการสรางแบบจําลอง
ไมเทากัน 
 
 รูปแบบท่ี 3 
 
 การใหแรงรูปแบบ 3 เปนการใหแรงโดยกําหนดใหพื้นท่ีหนาตัดของแบบจําลองรับแรง
รวม 400 ก.ก. จากนั้นกระจายแรงเขาท่ีจุดตอของแบบจําลองโดยคิดจากพื้นท่ีรับแรงของจุดตอนั้น 
ๆ และเปรียบเทียบการเคล่ือนตัวของแบบจําลองท้ังสอง กับการคํานวณดวยทฤษฏีกลศาสตร 
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                                                (62) 
 

จาก 

                                                           (63) 
 

                                                           (64) 
 

                                                         (65) 
 

 เม่ือ PC คือ แรงท่ีกระทําตอคอนกรีต, PS คือ แรงท่ีกระทําตอเหล็กเสริม, C คือการ
เคล่ือนท่ีของคอนกรีต, S คือการเคล่ือนท่ีของเหล็กเสริม เม่ือกําหนดใหการเคล่ือนท่ีของคอนกรีต
และเหล็กเสริมเทากันจะสามารถแกสมการหาคาการเคล่ือนท่ีไดเทากับ 0.000191 ซม. จากผลการ
คํานวณท่ีไดจากโปรแกรมท้ังสองโปรแกรมไดคาเทากับการคํานวณดวยทฤษฏีกลศาสตร 
 
 จากผลการคํานวณและผลการเปรียบเทียบกรณีศึกษาท่ี 2 และกรณีศึกษาท่ี 3 การกระจายคา
ความแข็งเกร็งเม่ือตําแหนงของเหล็กเสริมอยูท่ีตําแหนงจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีตแบบจําลองท้ัง
สองแบบจะกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมเขาท่ีจุดตอของคอนกรีตท่ีตําแหนงเหล็กเสริม
นั้นอยู ในอีกกรณีหนึ่งเม่ือตําแหนงเหล็กเสริมไมอยูท่ีตําแหนงเดียวกับจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีต 
กรณีนี้แบบจําลองแบบแยกตัวจะไมสามารถสรางแบบจําลองได แตแบบจําลองท่ีสรางดวยเทคนิค
การฝงเหล็กเสริมจะสรางแบบจําลองโดยการกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมเขากับจุดตอ
ของเอลิเมนตคอนกรีตท่ีอยูใกลกับจุดตอโดยอัตราการกระจายจะข้ึนอยูกับตําแหนงของเหล็กเสริม
และตําแหนงของจุดตอเอลิเมนตคอนกรีต 
 



 
 

 

73 

กรณีศึกษาท่ี 5 
 
 กรณีศึกษาท่ี 5 กําหนดรูปรางของแบบจําลองคอนกรีตเสริมเหล็กโดยใหเหล็กเสริมอยูท่ี
กึ่งกลางเอลิเมนตของคอนกรีตดังแสดงในภาพที่ 33 
 

 
 
ภาพท่ี 33  รูปรางของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 5 
 
 จากรูปรางของแบบจําลองกรณีท่ี 5 ตําแหนงของเหล็กเสริมอยูตรงกลางของเอลิเมนต
คอนกรีต แบบจําลองท่ีสรางดวยเอลิเมนตท่ีเสนอจะใชจํานวนเอลิเมนตท้ังหมดในการสราง
แบบจําลองเพียง 1 เอลิเมนต ในขณะเดียวกันแบบจําลองท่ีสรางจากโปรแกรมแอนซิสซ่ึงใช
แบบจําลองแบบแยกตัวจําเปนจะตองสรางจุดตอเพื่อรองรับตําแหนงของเหล็กเสริม ดังนั้นจึงตองมี
เอลิเมนตท้ังหมด  4  เอลิเมนตดังแสดงในภาพท่ี 34 และมีการใสจุดยึดร้ังดังแสดงในภาพที่ 35 
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ใน การ  
 
ภาพท่ี 34  รูปรางของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 5 หลังจากท่ีแบงเอลิเมนตแลว 
 

 
 
ภาพท่ี 35  แสดงจุดยึดร้ังของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 5 
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 ในกรณีศึกษานี้แบงรูปแบบการใหแรงออกเปน 2 รูปแบบ และคาคุณสมบัติของวัสดุตาง ๆ 
ท่ีใชดังแสดงในตาราง 
 
ตารางท่ี 22  รูปแบบการใหแรงของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 5 
 

รูปแบบท่ี จุดตอท่ีแรงกระทํา ขนาดของแรง ทิศทางของแรง 
(ANSYS) 10, 12, 16, 18 14.919375 Z 

 11, 13, 15, 17 29.83875 Z 
 14 220.9675 Z 

(RC Element) 3, 4, 7, 8 100 Z 
 
ตารางท่ี 23  คาคุณสมบัติของวัสดุท่ีใชในแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 5 
 

คาคุณสมบัติ หนวย คาท่ีใชในแบบจําลอง 
อัตราสวนบัวซองของคอนกรีต;  C - 0.17 
อัตราสวนบัวซองของเหล็กเสริม;  S - 0.33 
โมดูลัสยืดหยุนของคอนกรีต ; cE  กก./ซม2. 250,000 
โมดูลัสยืดหยุนของเหล็กเสริม ; sE  กก./ซม2. 2,100,000 
ขนาดเสนผานศูนยกลางของเหล็กเสริม มม. 16 

 
 จากคาตาง ๆ ท่ีไดกําหนดใหกับแบบจําลองของโปรแกรมท้ังสองจะไดคาผลลัพธดังนี้ 
 
ตารางท่ี 24  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 5 วิเคราะหโดยใชเอลิเมนตท่ีนําเสนอ 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
1 1 0 0 0 
 2 -3.25E-05 0 0 
 3 -3.25E-05 0 0.000191 
 4 0 0 0.000191 
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ตารางท่ี 24  (ตอ) 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
 5 0 -3.25E-05 0 
 6 -3.25E-05 -3.25E-05 0 
 7 -3.25E-05 -3.25E-05 0.000191 
 8 0 -3.25E-05 0.000191 

 
ตารางท่ี 25  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในกรณีศึกษาท่ี 5 วิเคราะหโดยใชโปรแกรมแอนซิส 
 
รูปแบบท่ี จุดตอ 

(node) 
เคล่ือนท่ีแกน X 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Y 

(ซม.) 
เคล่ือนท่ีแกน Z 

(ซม.) 
1 1 0 0 0 
 2 -1.62E-05 4.59E-09 0 
 3 -3.25E-05 0 0 
 4 4.59E-09 -1.62E-05 0 
 5 -1.62E-05 -1.62E-05 0 
 6 -3.25E-05 -1.62E-05 0 
 7 6.78E-20 -3.25E-05 0 
 8 -1.62E-05 -3.25E-05 0 
 9 -3.25E-05 -3.25E-05 0 
 10 -3.07E-09 -3.07E-09 1.91E-04 
 11 -1.62E-05 -6.63E-09 1.91E-04 
 12 -3.25E-05 -3.07E-09 1.91E-04 
 13 -6.63E-09 -1.62E-05 1.91E-04 
 14 -1.62E-05 -1.62E-05 1.91E-04 
 15 -3.25E-05 -1.62E-05 1.91E-04 
 16 -3.07E-09 -3.25E-05 1.91E-04 
 17 -1.62E-05 -3.25E-05 1.91E-04 
 18 -3.25E-05 -3.25E-05 1.91E-04 
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วิเคราะหผลการตรวจสอบกรณีศึกษาท่ี 5 
 

 
 

ภาพท่ี 36  การกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมในเอลิเมนตท่ีนําเสนอ ในกรณีศึกษาท่ี 5 
 

 
 
ภาพท่ี 37  การกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมแบบจําลองแบบแยกตัว ในกรณีศึกษาท่ี 5 
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 รูปแบบท่ี 2 
 
 การใหแรงรูปแบบ 2 เปนการใหแรงโดยกําหนดใหพื้นท่ีหนาตัดของแบบจําลองรับแรง
รวม 400 กก. จากนั้นกระจายแรงเขาท่ีจุดตอของแบบจําลองโดยคิดจากพื้นท่ีรับแรงของจุดตอนั้น ๆ 
และเปรียบเทียบการเคล่ือนตัวของแบบจําลองท้ังสอง กับการคํานวณดวยทฤษฏีกลศาสตร จากผล
การคํานวณจะเห็นวาคาจากท้ังสองโปรแกรมใหคาเทากับคาจากทฤษฏีกลศาสตร คือ 0.000191 ซม. 
จึงเปนการกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมท่ีถูกตองในท้ังสองแบบจําลอง ดังแสดง 
การกระจายตัวของคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมดังภาพท่ี 36 และภาพท่ี 37 
 
 ผลการทดสอบจากกรณีท่ี 5 เปนการสนับสนุนผลการทดสอบจากรณีท่ี 4 ซ่ึงสามารถสรุป
ไดถึงเง่ือนไขของการสรางแบบจําลองท้ังสองรูปแบบคือ การสรางแบบจําลองแบบแยกตัว 
จําเปนตองกําหนดใหจุดตอของคอนกรีตและเหล็กเสริมอยูท่ีตําแหนงเดียวกัน ตางกับแบบจําลองท่ี
สรางดวยเทคนิคการฝงซ่ึงไมมีเงื่อนไขในขอนี้ และในกรณีท่ีจุดตอของคอนกรีตอยูท่ีตําแหนง
เดียวกันกับตําแหนงเหล็กเสริมแบบจําลองท้ังสองแบบจะกระจายคาความแข็งเกร็งของเหล็กเสริม
เหมือนกันหากแตเม่ือ ตําแหนงของเหล็กเสริมไมตรงกับตําแหนงจุดตอของเอลิเมนตคอนกรีต
กระจายคาความแข็งเกร็งของแบบจําลองดวยเทคนิคการฝงจะข้ึนอยูกับตําแหนงของเหล็กเสริมและ
จุดตอเอลิเมนตคอนกรีตนั้นเอง  
 

กรณีศึกษาท่ี 6 
 
 กรณีศึกษาท่ี 6 กําหนดการสรางแบบจําลองในรูปรางของช้ินสวนคานคอนกรีตเสริมเหล็ก
เพื่อทดสอบความถูกตองของเอลิเมนตมีรูปรางแบบจําลองและรูปแบบการใสแรงดังนี้ 
 

 
 
ภาพท่ี 38  รูปรางของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 6 
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 คานมีขนาดยาว L = 2 เมตร และหนาตัดคานมีขนาดกวาง 10 ซม. และลึก 20 ซม. เหล็ก
เสริมท่ีใชมีขนาดเสนผานศูนยกลาง 16 มิลลิเมตรโดยจะทําการเปรียบเทียบกับโปรแกรมแอนซิส 
(ANSYS) กําหนดตําแหนงของเหล็กเสริมและ การแบงเอลิเมนตดังแสดงในภาพท่ี 39 
 

 
 
ภาพท่ี 39  ตําแหนงของเหล็กเสริมและรูปแบบการแบงเอลิเมนตของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 6 
 
 เม่ือขนาดของแบบจําลองเทากันและตําแหนงเหล็กเสริมอยูท่ีตําแหนงเดียวกันในท้ังสอง
โปรแกรม การแบงเอลิเมนตและการจัดขนาดของเอลิเมนตของคอนกรีตเสริมเหล็กของแบบจําลอง
ท้ังสองโปรแกรมจะแตกตาง  
 
 โปรแกรมที่เสนอจะใชการแบงเอลิเมนตใหเทากันทุกเอลิเมนตในระนาบ X-Y แตใน
โปรแกรมแอนซิส จะแบงเอลิเมนตใหจุดตอของคอนกรีตและจุดตอของเหล็กเสริมอยูท่ีจุดตอ
เดียวกัน การแบงขนาดของเอลิเมนตในทิศทาง Z เทากันคือแบงความยาวคานออกเปน 20 ชวง 
เอลิเมนต โดยจํานวนเอลิเมนตของแบบจําลองท้ังสองจะเทากันคือ 800 เอลิเมนต โดยท่ีตําแหนง
ของเหล็กเสริมอยูท่ีตําแหนงเดียวกันคือในระนาบของ X-Y ท่ีพิกัด (3,3) และ พิกัด (7,3) โดยเหล็ก
เสริมท่ีตําแหนงท้ังสองจะมีความยาวตลอดแนวความยาวของคานในแบบจําลองท้ังสอง 
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 ตําแหนงการใหแรงถูกกําหนดใหกระทําท่ีตําแหนงดังภาพท่ี 38 โดยแรงจะถูกเพิ่มข้ึนเร่ือย 
ๆ ในท้ังสองแบบจําลองเพื่อดูผลกระทบของการเพิ่มแรงกระทําและความถูกตองของเอลิเมนตโดย
มีคาคุณสมบัติวัสดุท่ีใชดังนี้ 
 
ตารางท่ี 26  คาคุณสมบัติของวัสดุท่ีใชในแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 6 
 

คาคุณสมบัติ หนวย คาท่ีใชในแบบจําลอง 
อัตราสวนบัวซองของคอนกรีต;  C - 0.17 
อัตราสวนบัวซองของเหล็กเสริม;  S - 0.33 
โมดูลัสยืดหยุนของคอนกรีต ; cE  กก./ซม2. 250,000 
โมดูลัสยืดหยุนของเหล็กเสริม ; sE  กก./ซม2. 2,100,000 
ขนาดเสนผานศูนยกลางของเหล็กเสริม มม. 16 
   

 
 จากคาคุณสมบัติของวัสดุ รูปรางของแบบจําลองและตําแหนงการใหแรงสามารถหาคาการ
เคล่ือนท่ีของแบบจําลองได ดังแสดงในกราฟความสัมพันธระหวางแรงและการเคล่ือนท่ีของ
แบบจําลอง 
 

 
 
ภาพท่ี 40  กราฟความสัมพันธระหวางแรงกระทําและการเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในทิศทางแนวแกน Y 
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ภาพท่ี 41  ลักษณะการใหแรงกับแบบจําลองในกรณีศึกษาท่ี 6 
 

 
 
ภาพท่ี 42  การเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนในแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 6 
 
วิเคราะหผลการตรวจสอบกรณีศึกษาท่ี 6 

 
 จากภาพท่ี ผลการทดสอบจะเห็นไดวาคาท่ีไดจากทั้งสองโปรแกรมมีคาใกลเคียงกันมาก
โดยมีความแตกตางสูงสุดเพียงรอยละ 0.022 เทานั้น เนื่องจากตําแหนงของเหล็กอยูตําแหนง
เดียวกันแตการแบงเอลิเมนตตางกันผลลัพธจึงตางกันดวย หากแตดวยผลลัพธท่ีใกลเคียงกันอาจ
กลาวไดวา การสรางแบบจําลองแบบแยกตัวและการสรางแบบจําลองดวยเทคนิคการฝงสามารถ
เปนตัวแทนซ่ึงกันและกันในการสรางแบบจําลองคอนกรีตเสริมเหล็กได ขอแตกตางท่ีเห็นไดอยาง
ชัดเจนคือขอจํากัดในการแบงเอลิเมนต ในกรณีศึกษาที่ 6 ขอจํากัดนี้อาจแสดงผลไดไมชัดเจน
เนื่องจากตําแหนงของเหล็กเสริมไมยุงยาก แตเม่ือแบบจําลองมีตําแหนงของเหล็กเสริมท่ียุงยากการ
แบงเอลิเมนตของแบบจําลองแบบแยกตัวจะกระทําไดยากยุงยากสับสนเนื่องจากตองวางตําแหนง
ของการแบงเอลิเมนตคอนกรีตใหจุดตออยูท่ีตําแหนงเดียวกันกับตําแหนงเหล็กเสริม 
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กรณีศึกษาท่ี 7 
 
 กรณีศึกษาท่ี 7 กําหนดการสรางแบบจําลองในรูปรางของช้ินสวนคานคอนกรีตเสริมเหล็ก
เพื่อทดสอบความถูกตองของเอลิเมนตมีรูปรางแบบจําลองและรูปแบบการใสแรงดังนี้ 
 

 
 

ภาพท่ี 43  รูปรางของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 7 
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ภาพท่ี 44  รูปรางของแบบจําลองและตําแหนงเหล็กเสริมกรณีศึกษาท่ี 7 
 
 จากรูปรางของแบบจําลองกรณีท่ี 7 จากภาพที่ 43 และภาพท่ี 44 จะเห็นวาแบบจําลองนี้ 
มีขนาด 10  x 10 x 5 ซม. ตําแหนงของเหล็กเสริมอยูท่ีตําแหนงหางจากขอบแบบจําลอง 2.70 ซม. 
ในแนวระนาบ X-Y โดยเหล็กเสริมมีความยาวท้ังส้ิน 5 ซม. ตามความยาวแนวแกน Z ของ
แบบจําลอง 
 
 การแบงเอลิเมนตจะแบงเปนสองกรณี กรณีแรก จะแบงเอลิเมนตแบบ Discrete Model  
ซ่ึงจะแบงเอลิเมนตโดยใหขนาดของเอลิเมนตไมเทากันโดยจะใหจุดตอของเอลิเมนตอยูท่ีตําแหนง
ของเหล็กเสริมเพื่อใหสามารถคํานวณดวยวิธีการของ Discrete Model ไดนั้นเอง กรณีท่ีสอง แบง 
เอลิเมนตโดยไมคํานึงถึงตําแหนงของเหล็กเสริมดังนั้นจะแบงเอลิเมนตใหขนาดของเอลิเมนต
เทากับ 1 x 1 x 1 ซม. ท้ังสองกรณีจะมีขนาดของเอลิเมนตในทิศทาง Z เทากัน คือเทากับ 1 ซม. 
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 การกําหนดแรงกระทํากับแบบจําลอง ไดกําหนดใหแรงกระทํากับแบบจําลองท้ังสองกรณี
มีลักษณะคลายกันคือพยายามจะกระจายแรงท่ีกระทําเทา ๆ กัน ในระบาย X-Y เพราะฉนั้นแรงท่ี
กระทําจะกระทําใหทิศทาง Z กับแบบจําลอง 
 

 
 

ภาพท่ี 45  การแบงเอลิเมนตของแบบจําลองดวยเทคนิคการฝง (Embedded model) กรณีศึกษาท่ี 7 
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ภาพท่ี 46  การแบงเอลิเมนตของแบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete Model) กรณีศึกษาท่ี 7 
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ภาพท่ี 47  การกําหนดจุดยึดร้ังของแบบจําลองดวยเทคนิคการฝง (Embedded Model) 
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ภาพท่ี 48  การกําหนดจุดยึดร้ังของแบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete Model) 
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ภาพท่ี 49 การกําหนดแรงกระทําของแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 7 
 

 สําหรับการยึดร้ังของแบบจําลองท้ังสอบกรณีกําหนดใหแบบจําลองถูกยึดร้ังท่ีระนาบ X-Y 
ท่ีตําแหนง Z = 0 โดยการยึดร้ังจะกําหนดใหแบบจําลองสามารถยึดและหดตัวในทิศทาง X และ Y 
ไดอยางอิสระ ดังแสดงในภาพ โดยมีคาคุณสมบัติวัสดุท่ีใชดังนี้ 
 
ตารางท่ี 27  คาคุณสมบัติของวัสดุท่ีใชในแบบจําลองกรณีศึกษาท่ี 7 
 

คาคุณสมบัติ หนวย คาท่ีใชในแบบจําลอง 
อัตราสวนบัวซองของคอนกรีต;  C - 0.17 
อัตราสวนบัวซองของเหล็กเสริม;  S - 0.33 
โมดูลัสยืดหยุนของคอนกรีต ; cE  กก./ซม2. 250,000 
โมดูลัสยืดหยุนของเหล็กเสริม ; sE  กก./ซม2. 2,100,000 
ขนาดเสนผานศูนยกลางของเหล็กเสริม มม. 16 
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ตารางท่ี 28  สรุปแบบจําลองท้ังสองกรณีท่ีใชใหนกรณีศึกษาท่ี 7 
 

รูปแบบ จํานวน 
เอลิเมนต 

จํานวน
จุดตอ 

แรงกระทํารวม
(กก.) 

ขนาดเสนผาน
ศูนยกลางเสริม (มม.) 

 
Discrete Model 

 
500 

 
726 1000 16 

 
Embedded Model 

 
500 

 
726 1000 16 

     
 
วิเคราะหผลการตรวจสอบกรณีศึกษาท่ี 7 
 

 
 
ภาพท่ี 50  แบบจําลองดวยเทคนิคการฝง (Embedded Model) หลังจากทําการวิเคราะหผล 
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ภาพท่ี 51  แบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete Model) หลังจากทําการวิเคราะหผล 
 

 
 

ภาพท่ี 52  ตําแหนงท่ีทําการเปรียบเทียบขอมูลการเคล่ือนท่ี 
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 จากภาพจะเห็นไดวาในกรณีศึกษาท่ี 6 นี้เราจะทําการเปรียบเทียบแบบจําลองท้ังสองแบบท่ี
จุด 1-9 โดยที่จุดเหลานี้จะเปนจุดรับแรงท่ีเกิดการเคล่ือนท่ีโดยที่พิกัดของจุดตอของแบบจําลองท้ัง
สองท่ีจุดตอเหลานี้จะอยูท่ีพิกัดเดียวกันในท้ังสองแบบจําลอง จึงสามารถเปรียบเทียบขอมูลไดอยาง
ถูกตองท่ีสุด จุดตาง ๆ ตั้งแตจุด ท่ี 1 ถึงจุดท่ี 9 อยูในระนาบ X-Y ตําแหนงท่ี Z = 5 ซม. 
 
ตารางท่ี 29  เปรียบเทียบการเคล่ือนท่ีในทิศทาง Z ของแบบจําลองท้ังสองกรณี 

 
ตําแหนงท่ีใชเปรียบเทียบ การเคล่ือนท่ีแกน Z 

Embedded Model 
การเคล่ือนท่ีแกน Z 

Discrete Model 
% เปรียบเทียบ
ความแตกตาง 

1 0.000182 0.000189 3.57 
2 0.000185 0.000190 2.60 
3 0.000205 0.000204 0.66 
4 0.000185 0.000190 2.60 
5 0.000187 0.000191 1.84 
6 0.000203 0.000202 0.44 
7 0.000205 0.000204 0.66 
8 0.000203 0.000202 0.44 
9 0.000203 0.000202 0.50 

 
 จากผลการวิเคราะหของแบบจําลองท้ังสองเม่ือเราเปรียบเทียบตําแหนงท่ีจุดตออยูพิกัด
เดียวกันแลวจะเห็นไดวาผลการเคล่ือนท่ีในทิศทางแกน Z ของแบบจําลองมีความแตกตางกันมาก
ท่ีสุดท่ีตําแหนงท่ี 1 และนอยท่ีสุดในตําแหนงท่ี 9 นั้นเกิดข้ันเพราะ เหล็กเสริมท่ีคิดดวยวิธีท่ี
แตกตางกันอยูในกับตําแหนงท่ี 1, 2, 4 และ 5 มากกวาตําแหนงท่ีเหลือ จึงทําใหอธิพลของคา 
stiffness ของเหล็กเสริมสงผลกับตําแหนงเหลานี้มากกวาตําแหนงท่ีเหลือ 
 
 อีกทั้งจะเห็นไดวาตําแหนงท่ี 1, 2, 4 และ 5 ท่ีตําแหนงเหลานี้การเคล่ือนท่ีของแบบจําลองท่ี
ใชเทคนิคการฝงจะไดผลการเคล่ือนท่ีนอยกวาแบบจําลองแบบแยกตัว นั้นเพราะการถายโอนคา 
stiffness ของแบบจําลองท้ังสองแบบไมเหมือนกันดังแสดงในภาพ 
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ภาพท่ี 53  เปรียบเทียบการถายโอนคาเมทริกซความแข็งเกร็ง ของแบบจําลอง 
 
 ในแบบจําลองท่ีใชเทคนิคการฝงจะใหคาท่ีนอยกวาเพราะวาเม่ือเหล็กเสริมไมไดอยูท่ี
ตําแหนงเดียวกับจุดตอทําใหเหล็กเสริมถายโอนคาความแข็งเกร็งใหกับจุดตอท้ัง 4 จุด ที่อยูใน 
เอลิเมนตท่ีเหล็กเสริมฝงอยู แตกตางกับวิธีแบบจําลองแยกตัว เหล็กเสริมจะใหคาความแข็งเกร็งของ
เหล็กเสริมกับจุดตอท่ีเอลิเมนตของเหล็กเสริมอยูเทานั้น ดังนั้น แบบจําลองท่ีใชเทคนิคการฝงจึงให
คาท่ีนอยกวา อีกท้ังคาการเคล่ือนท่ีท่ีแตกตางกันอาจข้ึนอยูกับผลของขนาดเอลิเมนตไดดวยเชนกัน 
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สรุปและขอเสนอแนะ 
 

สรุป 
 

 วิทยานิพนธนี้มีวัตถุประสงคในการศึกษาและพัฒนาการคํานวณดวยวิธีการทางไฟไนต 
เอลิเมนตในระบบ 3 มิติโดยมุงเนนการใชงานสําหรับวัสดุคอนกรีตเสริมเหล็ก และพัฒนา
โปรแกรมเพ่ือใชในการวิเคราะหไดอยางถูกตอง สําหรับในงานวิจัยคร้ังนี้ผูวิจัยไดเปรียบเทียบ
วิธีการสรางแบบจําลองสําหรับโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กในรูปแบบตาง ๆ  3 รูปแบบ คือ 
แบบจําลองแบบกระจายตัว (Smeared Model), แบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete Model) และ 
แบบจําลองดวยเทคนิคการฝง (Embedded Model) ซ่ึงมีขอดีและเสียแตกตางกันมีความเหมาะสม
สําหรับการใชงานท่ีแตกตางกัน ซ่ึงผูวิจัยไดเลือกใชวิธีการสรางแบบจําลองท่ีใชเทคนิคการฝง 
(Embedded Model) มาพัฒนาเปนโปรแกรมซ่ึงใชสําหรับวิเคราะหผลโดยเห็นวาการสราง
แบบจําลองดวยวิธีนี้มีขอดีท่ีนาสนใจและสามารถวิเคราะหผลไดอยางมีประสิทธิภาพ ในแตละ
ข้ันตอนของการวิจัยสามารถสรุปผลลัพธท่ีไดจากการวิเคราะหดังนี้ 
 
 1.  การสรางแบบจําลองของโครงสรางคอนกรีตใด ๆ โดยปราศจากเหล็กเสริม เอลิเมนต
ของโปรแกรม ANSYS (Solid 45) จะใหคาเทากับคาท่ีไดจากเอลิเมนตท่ีนําเสนอในโปรแกรมท่ีได
พัฒนาข้ึน นั้นแสดงถึงความถูกตองของเอลิเมนตของแข็ง 3 มิติท่ีนําเสนอ เม่ือวิเคราะหโดย
ปราศจากเหล็กเสริม 
  
 2.  เม่ือสรางแบบจําลองของโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กใด ๆ ท่ีมีเหล็กเสริมเปน
องคประกอบจะเห็นวาเอลิเมนตของโปรแกรม ANSYS (Solid 45) ซ่ึงเปนตัวแทนของแบบจําลอง
แยกตัว (Discrete Model) จะตองแบงเอลิเมนตใหจุดตอของคอนกรีตอยูจุดท่ีตําแหนงเดียวกันกับจุด
ตอของเอลิเมนตเหล็กเสริมเสมอ หากแตแบบจําลองท่ีเสนอโดยใชเทคนิคการฝง (Embedded 
Model) ไมมีขอจํากัดนี้ กลาวคือสามารถสรางแบบจําลองและแบงเอลิเมนตโดยไมตองคํานึงถึง
ตําแหนงของเหล็กเสริมนั้นเอง จะเห็นวาสามารถลดความยุงยากในข้ันตอนการแบงเอลิเมนตไดดี 
โดยเฉพาะเม่ือแบบจําลองคอนกรีตเสริมเหล็กมีรายละเอียดของเหล็กเสริมท่ีซับซอน 
 
 3.  การวิเคราะหแบบจําลองคอนกรีตเสริมเหล็กที่มีการแบงเอลิเมนตโดยใหจุดตอของ 
เอลิเมนตคอนกรีตและตําแหนงของเหล็กเสริมอยูตําแหนงเดียวกัน จะใหผลการวิเคราะหทีเทากัน
ท้ังในการวิเคราะหของโปรแกรม ANSYS และโปรแกรมท่ีนําเสนอ หมายความวาเม่ือแบง 
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เอลิเมนตโดยยึดหลักการแบงแบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete Model) จะใหผลลัพธเทากัน นั้นคือ
เอลิเมนตในโปรแกรมท่ีนําเสนอสามารถการวิเคราะหไดท้ังการวิเคราะหแบบจําลองแบบแยกตัว 
(Discrete Model) และแบบจําลองโดยใชเทคนิคการฝง (Embedded Model) โดยจะข้ึนอยูกับ
ตําแหนงของเหล็กเสริมท่ีกําหนดใหกับโปรแกรม 
 
 4.  เม่ือทําการวิเคราะหเปรียบเทียบโครงสรางคอนกรีตเสริมเหล็กโดยใชการสรางแบบ
แบบจําลองแบบแยกตัว (Discrete Model) และแบบจําลองโดยใชเทคนิคการฝง (Embedded Model) 
เปรียบเทียบกัน อางอิงจากกรณีศึกษาตาง ๆ  ในงานวิจัยนี้จะเห็นวา รอยละความแตกตางสูงสุดท่ี
เกิดข้ึนเม่ือเปรียบเทียบการเคล่ือนตัว คือประมาณ 3.57 เทานั้น และมีแนวโนมการเคล่ือนท่ีไปใน
ทิศทางเดียวกัน อาจกลาวไดวารอยละความแตกตางเกิดข้ึนนอยและยอมรับได จึงสามารถใช 
เอลิเมนตท่ีเสนอในการวิเคราะหไดอยางมีประสิทธิภาพ และสามารถใชแทนแบบจําลองแบบ
แยกตัว (Discrete Model) ได 
 
 ในการพัฒนาโปรแกรมโดยใชวิธีสรางแบบจําลองโดยใชเทคนิคการฝง (Embedded 
Model) ทําใหทราบถึงขอดีและขอเสียของวิธีการสรางแบบจําลองดวยเทคนิคนี้ และโปรแกรมท่ี
พัฒนาขึ้นนี้สามารถใชวิเคราะหแบบจําลองคอนกรีตเสริมเหล็กได ในชวงท่ีคาโมดูลัสยืดหยุนของ
วัสดุมีคาคงท่ี อีกทั้งโปรแกรมท่ีพัฒนาข้ึนอาจเปนอีกหนึ่งแนวทางในการพัฒนาโปรแกรมวิเคราะห
แบบจําลองดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตตอไปในอนาคต 

 
ขอเสนอแนะ 

 
 1.  โปรแกรมที่ไดนําเสนอมาในงานวิจัยนี้พัฒนาข้ึนโดยใชภาษาคอมพิวเตอร C# ซ่ึงมี
ความงายในการพัฒนาของภาษา หากแตความเหมาะสมสําหรับการพัฒนาเพื่อเปนโปรแกรมในการ
คํานวณท่ีซับซอนอาจขึ้นอยูกับความเร็วในการคํานวณเปนหลักโดยโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนนี้เม่ือ
เปรียบเทียบกับโปรแกรม ANSYS แลวถือวาทํางานไดชา ดังนั้นหากเปรียบเปนภาษาที่ทํางานได
เร็วกวาอาจจะเหมาะสมมากกวาในการพัฒนา 
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 2.  จะเห็นไดวาผูวิจัยไดใช OpenGL เปนเคร่ืองมือในการแสดงผล 3 มิติ แตยังมือเคร่ืองมือ
อ่ืน ๆ ท่ีใชสําหรับแสดงผล 3 มิติอีกมาก เชน Direct X หากมีการทําการเปรียบเทียบเคร่ืองมือตางๆ 
ในลักษณะของความยากงายในการทํางาน ความเร็วในการข้ึนรูป และความเขากันเม่ือใชกับ
คอมพิวเตอรตาง ๆ ในการพัฒนา  อาจทําใหมีความเหมาะสมในการพัฒนามากข้ึน 
 
 3.  โปรแกรมท่ีไดนําเสนอนี้วิเคราะหผลดวยวิธีทางไฟไนตเอลิเมนตโดยคาคุณสมบัติของ
วัสดุ คาโมดูลัสยืดหยุนจะใชเปนคาคงท่ี หากแตในความเปนจริงแลวคาโมดูลัสยืดหยุนของวัสดุจะ
ไมเปนคาคงท่ี เชนการวิเคราะหแบบไมเชิงเสนในโปรแกรม ANSYS ดังนั้นหากมีการพัฒนา
โปรแกรมตอไปเพ่ือใหสามารถรับคาโมดูลัสยืดหยุนแบบไมเปนคาคงท่ีได จะทําใหการวิเคราะห
แบบจําลองเขาใกลกับความเปนจริงมากข้ึน 
 
 4.  จะเห็นไดวาโปรแกรมวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตเชิงพาณิชยตาง ๆ เชน ANSYS และ 
ABACUS จะมีเอลิเมนตในโปรแกรมหลายเอลิเมนต เพื่อใหสามารถใชโปรแกรมสรางแบบจําลอง
ไดอยางเหมาะสมและครอบคลุมแบบจําลองหลาย ๆ ประเภท หากแตในงานวิจัยนี้สนใจใน
แบบจําลองของคอนกรีตเสริมเหล็กเทานั้น ดังนั้นโปรแกรมท่ีพัฒนาข้ึนจึงไมครอบคลุมและการ
สรางแบบจําลองประเภทอื่น ๆ จึงควรมีการพัฒนาเพ่ิมเอลิเมนตตาง ๆใหกับโปรแกรมเพื่อให
สามารถสรางแบบจําลองไดอยางครอบคลุมและเหมาะสมยิ่งข้ึน 
 
 

 
 
 



 
 

 

96 

เอกสารและสิ่งอางอิง 
 

Ngo, S.  1967.  Finite Element Analysis of Reinforced Concrete Beams.  ACI JOURNAL / 
MARCH 1967. 

 
Kwak H. G. and F. C. Filippou.  1990.  Finite Element Analysis of Reinforced Concrete 

Structures Under Monotonic Loads. Report No. UCB/SEMM-90/14, University of 
California, Berkeley. 

 
Alaa E. Elwi and Terry M. Hrudey.  1989.  Finite Element Model for Curved Embedded 

Reinforcement.  J. Engrg. Mech. Volume 115, Issue 4, pp. 740-754 (April 1989)  
 
 Fariborz Barzegar.  1994.  Generating Reinforcement in FE Modeling of Concrete 

Structures.  Journal of Structural Engineering, Vol. 120, No. 5, May 1994, pp. 1656-
1662 

 
H.M. Gomes, A.M. Awruch.  2000.  Some aspects on three-dimensional numerical modelling 

of reinforced concrete structures using the finite element method.  Graduate Program 
in Civil Engineering, Federal University of Rio Grande do Sul, Av. Osvaldo Aranha, 99, 
38 andar-90035-190, Porto Alegre, RS, Brazil 

 
Kitjapat Phuvoravan and Elisa D. Sotelino.  2003.  Nonlinear Finite Element for Reinforced 

Concrete Slabs.  Journal of Structural Engineering, Vol. 131, No. 4, April 2005, pp. 
643-649 

 
Libor Jendele, Jan Cervenka.  2006.  Finite element modelling of reinforcement with bond.  

Cervenka Consulting, Predvoje 22, 162 00 Prague, Czech Republic 
 

ปราโมทย เดชะอําไพ.  2550.  ไฟไนตเอลิเมนตในงานวิศวกรรม. สํานักพิมพแหงจุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัย, กรุงเทพฯ. 



 
 

 

97 

ปราโมทย เดชะอําไพ. 2546. ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในงานวิศวกรรม. สํานักพิมพแหงจฬุาลงกรณ
มหาวิทยาลัย, กรุงเทพฯ. 

 
J.L.Meek.  1991.  Computer Methods in Structural Analysis. Fong & Sons Printers Pte. Ltd., 

Singapore. 
 
Tirupathi R. Chandrupatla, Ashok D. Belegundu.  2002.  Introduction to Finite Elements in 

Engineering. Prentice Hall,Upper Saddle River, New Jersey. 
 
Erik G. Thompson.  2005.  Introduction to the Finite Elements Method Theory, 

Programming, and Applications. Hamilton Printing and Phoenix Color Corp, United 
States of America. 

 
M. Y. H. Bangash.  1989.  Concrete and Concrete Structures: Numerical Modelling and 

Applications. Elsevier Science Publishers, London. 
 
Helmut Hartl, Christoph Handel. 1998. 3D Finite Element Modeling of Reinforced Concrete 

Structures. Graz University of Technology, Institute for Structural Concrete, AUSTRIA. 
 
Clauve, J.D., Campos Filho.  1995.  A 3D Analysis of Reinforced Concrete Structures by the 

Finite Element Method. 13th International Conference on Structural Mechanics in 
Reactor Technology, Escola de Engenharia – Universidade Federal do Rio Grande do 
Sul, Porto, Alegre, Barzil. 

 
 

A. Nogueira, X.R. Nóvoa, M. Keddam et al. 2005.  Impedance Measurements in Reinforced 
Concrete and 3D FEM Simulations. the COMSOL Multiphysics User's Conference 
2005, Paris. 

 



 
 

 

98 

G. R. Liu, S. S. Quek. 2003.  The Finite Element Method A Practical Course. Elsevier Science 
Ltd., Oxford. 

 
Hill, F.S. (Francis S.). 2001.  Computer graphics : using OpenGL. Upper Saddle River, N.J. : 

Prentice Hall, New Jersey. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 

99 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

ภาคผนวก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 

100 

องคประกอบสวนตางๆ ของโปรแกรม 
 
โปรแกรมท่ีนาํเสนอนั้นไดพัฒนาโดยใชภาษาคอมพวิเตอร C# ในการพัฒนาโดยโปรแกรม

จะประกอบดวยสวนหลัก ๆ 4 สวนดวยกนั ดังนี ้
 
(1) สวนตอประสานกับผูใช (user interface, UI) 
(2) สวนของการแสดงผล 3 มิติ (3D Graphics) 
(3) สวนของการคํานวณ (calculation function) 
(4) สวนของการเก็บขอมูล (data read and write) 

 
สวนประกอบหลัก ๆ ของโปรแกรมท้ัง 4 สวนจะทํางานประสานกันเพือ่ใหโปรแกรม     

ทํางานไดอยางมีประสิทธิภาพโดยมีรายละเอียดสําคัญในโปรแกรมดงันี้ 
 

Class.Data ใชสําหรับเก็บขอมูลโดยประกอบไปตัวแปรสําคัญ ดังนี้ 
 
 PointData : ใชสําหรับเก็บขอมูลของจุดท่ีสรางข้ึนในแบบจําลอง 

LineData : ใชสําหรับเก็บขอมูลของเสนท่ีสรางข้ึนในแบบจําลอง 
AreaData : ใชสําหรับเก็บขอมูลพื้นท่ีในแบบจําลอง 
VolumeData : ใชสําหรับเกบ็ขอมูลรูปทรง 3 มิติ ท่ีสรางข้ึนในแบบจําลอง 
NodeData : ใชสําหรับเก็บขอมูลของจุดตอหลังจากแบงเอลิเมนต 
ElementData : ใชสําหรับเกบ็ขอมูลของเอลิเมนตท่ีเกิดขึน้หลังการแบงแบบจําลอง 
SteelPointData : ใชสําหรับเก็บขอมูลจุดของเหล็กเสริมท่ีสรางข้ึน 
SteelLineData : ใชสําหรับเกบ็ขอมูลของเสนเหล็กเสริมท่ีสรางในแบบจาํลอง 
ForceData : ใชสําหรับเก็บขอมูลแรงท่ีกระทําท่ีจุดตอตาง ๆ ของแบบจําลอง 
DisplacementData : ใชสําหรับเก็บขอมูลการยึดร้ังกอนการคํานวณและขอมูลผลการ
เคล่ือนท่ีหลังการคํานวณเสร็จ 
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Class.Matrix ใชสําหรับสราง function ในการคํานวณประกอบดวย function สําคัญ ดังนี ้
 
 Invert : ใชสําหรับหาอินเวอรสของเมทริกซ 

add : ใชสําหรับบวกเมทริกซ 
sub : ใชสําหรับลบเมทริกซ 
copy : ใชสําหรับการคัดลอกเมทริกซ 
Transpose : ใชสําหรับหาทรานสโพสเมทริกซ 
Multi : ใชสําหรับการคูณกนัของเมทริกซ 
scal : ใชสําหรับการคูณปริมาณสเกลารกับเมทริกซ 
LU_Decom : ใชสําหรับแกสมการเมทริกซโดยใชหลักการของ LU Decomposition 
Gauss : ใชสําหรับแกสมการเมทริกซโดยใชหลักการของ Gauss elimination 
 

Class.MainView ใชสําหรับสรางการแสดงผล 3 มิติ function สําคัญ ดังนี้ 
 
 glDraw : ใชสําหรับการแสดงผล 3 มิติโดยการวาดภาพตาง ๆ ในระบบ 3 มิติ 

Goforward/Gobackward : ใชสําหรับการยอขยายภาพ 
GoLeft/GoRight/GoUp/GoDown : ใชสําหรับการหมุนภาพ 
Redraw : ใชสําหรับการแสดงผลซํ้าไปซํ้ามาเพ่ือใหภาพเคล่ือนไหวหรือเปล่ียนแปลงตาม
คําส่ังตาง ๆ อยูเสมอ 

 
อยางไรก็ตามยังมีขอจํากดัท่ีโปรแกรมท่ีไดเสนอไมสามารถทําได เพื่อใหโปรแกรม

สมบรูณยิ่งข้ึน หรือก็คือส่ิงท่ีควรปรับปรุงในโปรแกรมนัน้เอง มีขอสําคัญหลัก ๆ ดังนี ้
- การใชลูกศรในการเลือกจุดตอหรือเอลิเมนต ในโปรแกรมไมสามารถทําได จึงทําให

ความสะดวกในการใชลดลง 
- การจัดเก็บขอมูลระหวางการคํานวณ เน่ืองดวยผูวิจยัตองการความถูกตองตามทฤษฏีท่ี

ไดนํามาใช เม่ือพัฒนาโปรแกรมจึงไมไดใชวิธีในการจัดเก็บในรูปแบบที่สามารถลด
หนวยความจําในการจดัเก็บ ดังนั้นโปรแกรมน้ีจึงใชคาหนวยความจําของคอมพิวเตอร
เก็บเมทริกซท้ังหมด 

- การคํานวณ หลักการคํานวณก็เชนเดยีวกบัหลักการเก็บขอมูลจึงทําใหเมทริกซท่ีมา
คํานวณมีขนาดใหญจึงทําใหการคํานวณตองการเวลาท่ีมาก 
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ขั้นตอนการใชงานโปรแกรมอยางงายมีอยู 9 ขั้นตอนดังนี ้
 
ข้ันตอนแรก เร่ิมจากการเปดโปรแกรม จะเห็นวามีหนาตางทางดานซายมือเปนแถบ

เคร่ืองมือสําหรับในการใชสรางแบบจําลองและคํานวณผล ดังภาพผนวกท่ี 1 
 

 
 

ภาพผนวกท่ี 1  หนาตางหนักของโปรแกรม (main user interface) 
 
 ข้ันตอนท่ีสอง เลือกเคร่ืองมือท่ีแถบดานซายเพื่อสรางรูปรางของแบบจําลองโดยเลือก 
Modeling>Create>Volumes>Rectangular จะปรากฏหนาตางสําหรับสรางแบบจําลองท่ีมีรูปราง
ความกวาง ยาวและลึกในระบบ X, Y และ Z ใหใสขนาดของแบบจําลอง ดังแสดงในภาพผนวกท่ี 2 
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ภาพผนวกท่ี 2  การสรางรูปรางของแบบจาํลอง 
 
 ข้ันตอนท่ีสาม  ในข้ันตอนนี้ จะทําการสร างแบบจํ าลองเหล็กเสริมโดยเ ลือก ท่ี 
Modeling>Create >Lines>Steel Line ในหนาตางท่ีเปดข้ึนมาใหกําหนดพิกัดจุดเร่ิมตนและ
จุดส้ินสุดของเหล็กเสริมดังแสดงในภาพผนวกท่ี 3 
 

 
 

ภาพผนวกท่ี 3  การใสเหล็กเสริมใหกับแบบจําลอง 
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ข้ันตอนท่ีส่ี ทําการแบงเอลิเมนตของแบบจําลองโดยเลือกท่ี Assign>Meshing>Auto Mesh 
จากนั้นใสขนาดของการแบงเอลิเมนตในแนวแกน X, Y และ Z เพื่อแบงเอลิเมนต ดังภาพผนวกท่ี 4 

 

 
 

ภาพผนวกท่ี 4  การแบงเอลิเมนตของแบบจําลอง 
 

ข้ันตอนท่ีหา กําหนดคาคุณสมบัติของวัสดุใหกับแบบจําลองโดยเลือกท่ี Assign>Material 
Props>Material Model ใสคาตาง ๆ ท่ีกําหนดคุณสมบัติของวัสดุ ดังภาพผนวกท่ี 5 

 

 
 

ภาพผนวกท่ี 5  การกําหนดคุณสมบัติของวสัดุใจแบบจําลอง 
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ข้ันตอนท่ีหก กําหนดจุดยึดร้ังใหกับแบบจําลองโดยเลือกท่ี Assign>Displacement>On 
Node เลือกจุดตอท่ีตองการยึดร้ังและใสคาการยึดร้ังเทากับ 0 ท่ีจุดตอนั้น ๆ ดังภาพผนวกท่ี 6 

 

 
 

ภาพผนวกท่ี 6  การใสจุดยึดร้ังใหกับแบบจําลอง 
 
ข้ันตอนท่ีเจ็ด กําหนดแรงท่ีกระทํากับแบบจําลองโดยเลือกท่ี Assign>Loads>On Node 

เลือกจุดตอท่ีตองการใสแรงกระทํา จากนั้นใสปริมาณแรงตามทิศทางดังแสดงในภาพผนวกท่ี 7 
 

 
 

ภาพผนวกท่ี 7  การกําหนดแรงใหกับแบบจําลอง 
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ข้ันตอนท่ีแปด ทําการคํานวณเพื่อหาคาการเคล่ือนท่ีท่ีเกิดข้ึนจากแรงท่ีกระทําของ
แบบจําลองโดยเลือกเคร่ืองมือ Solve>Auto Slove ดังแสดงในภาพผนวกท่ี 8 

 

 
 

ภาพผนวกท่ี 8 วิธีการคํานวณของโปรแกรม 
 
ข้ันตอนท่ีเกา ดูผลการคํานวณจากเครื่องมือ Table ซ่ึงจะสามารถแสดงผลของการคํานวณ

ออกมาเปนตารางดังแสดงในภาพผนวกท่ี 9 
 

 
 
ภาพผนวกท่ี 9  การดูผลการเคล่ือนท่ี ท่ีเกิดข้ึนกับแบบจําลองหลังการคํานวณ 
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Stiffness Matrix ของกรณีศึกษาท่ี 2 
 
ในกรณีศึกษานี้เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตจะประกอบไปดวยคุณสมบัติของ

คอนกรีตและเหล็กเสริมโดยในหวัขอนี้จะแสดงใหเห็นถึงเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตโดย
จะแสดงแยกใหเห็นคุณสมบติของคอนกรีตและเหล็กเสริมโดยจะกําหนดการแสดงผลดังนี้ 

 
เมทริกซของเอลิเมนตในกรณีศึกษาท่ี 3 มีขนาด 24x24 จะแสดงแยกโดยแบงการแสดงเมท

ริกซของความแข็งเกร็งออกเปน 4 สวนดังแสดงในภาพผนวกท่ี 10 โดยเมทริกซท่ีนํามาแสดงน้ีจะ
ถูกสรางข้ึนจากวิธีการสรางแบบจําลองดวยเทคนิคการฝง 

 

  
 

ภาพผนวกท่ี 10  การแบงการแสดงคาเมทริกซความแข็งเกร็ง 
 
เมทริกซความแข็งเกร็งของคุณสมบัติคอนกรีตมีคาดังแสดงในภาพผนวกท่ี 11 - 14 

 
 

ภาพผนวกท่ี 11  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติคอนกรีต สวนท่ี 1/4 
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ภาพผนวกท่ี 12  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติคอนกรีต สวนท่ี 2/4  
 

 
 
ภาพผนวกท่ี 13  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติคอนกรีต สวนท่ี 3/4  
 

 
 

ภาพผนวกท่ี 14  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติคอนกรีต สวนท่ี 4/4  
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เมทริกซความแข็งเกร็งของคุณสมบัติเหล็กเสริมมีคาดังแสดงในภาพผนวกท่ี 15 – 18 
 

 
 
ภาพผนวกท่ี 15  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติเหล็กเสริม สวนท่ี 1/4  
 

 
 

ภาพผนวกท่ี 16  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติเหล็กเสริม สวนท่ี 2/4  
 

 
 
ภาพผนวกท่ี 17  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติเหล็กเสริม สวนท่ี 3/4  
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ภาพผนวกท่ี 18  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติเหล็กเสริม สวนท่ี 4/4  
 

เมทริกซความแข็งเกร็งของคุณสมบัติคอนกรีตเสริมเหล็กมีคาดังแสดงในภาพผนวกท่ี 19 – 22 
 

 
 

ภาพผนวกท่ี 19  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติคอนกรีตเสริมเหล็ก สวนท่ี 1/4  
 

 
 

ภาพผนวกท่ี 20  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติคอนกรีตเสริมเหล็ก สวนท่ี 2/4  
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ภาพผนวกท่ี 21  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติคอนกรีตเสริมเหล็ก สวนท่ี 3/4  
 

 
 

ภาพผนวกท่ี 22  เมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนตคุณสมบัติคอนกรีตเสริมเหล็ก สวนท่ี 4/4  
 

จากภาพขางตนไดแสดงคาของเมทริกซความแข็งเกร็งของเอลิเมนต ซ่ึงเมทริกซความแข็ง
เกร็งของคอนกรีตเสริมเหล็กจะมีคาเทากบัผลรวมของเมทริกซความแข็งเกร็งของคอนกรีตและ
เหล็กเสริม จากรูปรางของแบบจําลองในกรณีศึกษาท่ี 2 จะเห็นวาตําแหนงของเหล็กเสริมจะอยูใกล
กับจุดตอท่ี 1 และ 4 มากท่ีสุด จึงทําใหคาของเมทริกซความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมและคอนกรีต
เสริมเหล็กจะมีคามากท่ีสุดท่ีตําแหนงจุดตอ ท่ี 1 และ 4 ในขณะเดยีวกันจุดตอท่ีอยูหางจากตําแหนง
เหล็กเสริมมากท่ีสุดคือ จุดตอท่ี 6 และ 7 ทําใหคาของเมทริกซความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมและ
คอนกรีตเสริมเหล็กมีคานอยท่ีสุดตําแหนงจุดตอท่ี 6 และ 7 ซ่ึงคาเมทริกซความแข็งเกร็งของเหล็ก
เสริมกอนท่ีจะใชเทคนิคการฝงน้ันจะมีขนาดเพียง 6 x 6 เทานั้น ดังภาพผนวกที่ 23 แตเม่ือเขาสู
กระบวนการฝงจะทําใหเมทริกซความแข็งเกร็งนี้กระจายไปตามจุดตอของคอนกรีตโดยจะมีขนาด
เมทริกซเปน 24 x 24 และจะยึดตําแหนงของเหล็กเสริมเปนตัวแปรสําคัญในการกระจายคาความ
แข็งเกร็ง 



 
 

 

112 

 
 
ภาพผนวกท่ี 23  เมทริกซความแข็งเกร็งของเหล็กเสริมกอนการกระจายดวยเทคนิคการฝง  
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