
 122 

⃗⃗  ⃗ 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ก. 
ชุดการสอนแบบ KWDL วชิากลศาสตร์วศิวกรรม1 เร่ืองระบบแรง 
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ก.6  ชุดการสอนแบบKWDLวชิากลศาสตร์วศิวกรรม 1 เร่ืองระบบ
แรง 

 
 
 

ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

 

ระบบแรง (Force  Systems)    
1. การรวมแรง 

2. เวคเตอร์ 

3. โมเมนต ์

4. แรงคู่ควบ 

 

    1.1การรวมแรง(Composition  of  Forces) 
     แรงเป็นปริมาณทางเวคเตอร์  ซ่ึงสามารถบวกลบกนัไดต้ามกฎเกณฑข์องปริมาณทางเวคเตอร์  
นัน่คือจะตอ้งค านึงถึงขนาดและทิศทางของปริมาณทางเวคเตอร์ดว้ย  แรงท่ีมีขนาด A และมีทิศทาง
ดงัรูปท่ี 1 จะเขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์   ⃗⃗   หรือ แทนดว้ยรูปเป็นเส้นตรงมีความยาวเป็นสัดส่วนกบั
ขนาดของแรง  หวัลูกศรท่ีปลายขา้งหน่ึงเพื่อแสดงถึงทิศทางของแรง 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 
 
การบวกลบเวคเตอร์  แสดงดว้ยรูปตวัอยา่งดงัต่อไปน้ี 

 
 

     จากตวัอยา่งขา้งบน  ⃗⃗  เป็นผลรวม(บวกหรือลบ  ข้ึนอยูก่บัทิศทางของ  ⃗⃗  และ  ⃗⃗ ) หรือผลลพัธ์
(resultant)ของ ⃗⃗  และ  ⃗⃗  

      หากแทน   ⃗⃗   ดว้ยเวคเตอร์  ⃗⃗  ท่ีมีขนาดเท่ากนั  แต่ทิศทางตรงกนัขา้ม จะมีผลท าใหผ้ลรวมของ 
 ⃗⃗ ,  ⃗⃗ และ  ⃗⃗  เป็นศูนย ์เรียกเวคเตอร์  ⃗⃗  วา่  ตวัท าใหส้มดุล หรือ แรงท าใหส้มดุล (equilibrium) ดงัรูปท่ี 
3 

=
= 

=
= 

=
= 

=
= 

รูปที ่2 
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หมายเหตุ ⃗⃗  = 0  ในท่ีน้ีมิไดห้มายความวา่ไม่มีเวคเตอร์  แต่หมายความวา่ผลของเวคเตอร์ทั้งสอง
หกัลา้งกนัพอดี 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ⃗⃗   ⃗⃗  
=
= 

=
= 

=
= 

 ⃗⃗  
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      ฤหน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 
 

        1.1.1  รูปส่ีเหลีย่มด้านขนานแทนแรง(Law  of parallelogram  of  forces) 
          ถา้แรงสองแรงตดักนัท่ีจุดๆ หน่ึง สามารถแทนทั้งขนาดและทิศทางดว้ยดา้นประชิดมุม   ของ
รูปส่ีเหล่ียมดา้นขนาน  ดา้นทแยงท่ีผา่นจุดตดักนัของส่ีเหล่ียมดา้นขนานนั้นจะแทนทั้งขนาดและ
ทิศทางของแรงลพัธ์  หรือ แรงรวม (resultant)ของแรงทั้งสองดงัรูปท่ี 4 

 
 

                                                               
                                                                    

  (     )         

                                                     
 

                                                                         =                  
 
                                                                         =              
 
                                                                         =                  
 
                                                                         =                    

 

      ดงันั้นขนาดของแรงลพัธ์  R  =  √                                                  
…………….......(2.1) 
      ทิศทางของแรงลพัธ์ ท ามุม   กบัแรง  ⃗⃗  โดยท่ี 

                                                   =  
     

       
                                               

………………..(2.2) 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 
 
 

       1.1.2  รูปสามเหลีย่มแทนแรง (Triangle  rule)  หากเขียนรูปแทนแรง  ⃗⃗  และ  ⃗⃗  ใน
ลกัษณะท่ีหวัลูกศรต่อกนัดงัรูปท่ี 5 (ข) ดา้นท่ีสามของสามเหล่ียมจะแทนทั้งขนาดและทิศทางของแรง
ลพัธ์  ⃗⃗  

 
 

        จะเห็นวา่รูปสามเหล่ียมแทนแรงก็คือคร่ึงหน่ึงของรูปส่ีเหล่ียมดา้นขนานแทนแรงนั้นเองขนาด
ของแรงลพัธ์  ⃗⃗  จะหาไดจ้ากกฎของ  Cosine’s Law หรือ Sine’s Law 
 

                                              R  =  √                                                         ……………………………(2.3) 

                                      ( เน่ืองจากมุม r มากกวา่ 180 -   จึงมีค่าติดลบ ) 
           หรือ        

                                
 

    
   

 

    
   

 

    
                                      ….…………………….…..(2.4) 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

ตัวอย่างที ่1 จงหาแรงลพัธ์ของ  ⃗⃗  และ  ⃗⃗   ในรูปพร้อมทั้งทิศทางของ   

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

 ⃗⃗   =  60  N ท ามุม  25 องศากบั  ⃗⃗  และท ามุม 45  องศา  กบัแนวแกน x 
 ⃗⃗   =  40  N  ท ามุม 20 องศากบัแนวแกน x 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

โจทยต์อ้งการทราบแรงลพัธ์  ⃗⃗  และทิศทาง   
ใชส้มการ  ⃗⃗   =  √                หรือ  ⃗⃗   =  √                 

ใชส้มการ Tan    =  
     

       
 

หรือ  

    
  =  

 

    
  =  

 

    
 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

 ⃗⃗      =  √                   
 

           =  √           (  )(  )             =  97.7 N 
 

    tan     =  
         

          
  =   

          

            
   =   0.268 

 
                                                   =            

 
                                                   = 15   

 

                  ดงันั้น         =  15   + 20    =    35  

หรือ 
  ⃗⃗     =  √                    

 

            =  √           (  )(  )              =  97.7 N 
 

                        
 

    
    =  

 

    
      

    

       
  =  

  

    
 

                                    

           q         =                     

    
  =       15  

Lค าตอบท่ีได ้
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการแกปั้ญหา 

ค าตอบ  97.7 N  ทิศทาง       

สรุปขั้นตอนการหาค าตอบ  
1.การหาแรงลพัธ์,  2. การหาทิศทาง 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 
 

   1.1.3 รูปหลายเหลีย่มแทนแรง(Force  polygon) 
    ในกรณีตอ้งการรวมแรงมากกวา่ สองแรงข้ึนไป สามารถใชรู้ปหลายเหล่ียมแทนแรง  โดยใหด้า้น
แต่ละดา้นแทนขนาดและทิศทางของแต่ละแรง โดยยดึหลกัน าหางของแรงหน่ึงต่อหวัของอีกแรง
หน่ึงจนครบทุกแรงท่ีตอ้งการ ดา้นสุดทา้ยท าใหเ้ป็นรูปปิดนั้นคือผลรวมของแรงทั้งหมดนั้นก็คือ 
แรงลพัธ์นั้นเอง 

 
 

การรวมแรงทั้ง 4 แรงขา้งตน้จะไดผ้ลลพัธ์เหมือนกนั  ไม่วา่จะเรียงล าดบัการรวมแรงใดก่อน-หลงั  
แต่ตอ้งใหทิ้ศทางของแรงทั้ง 4  วนรอบทิศทางเดียวกนัหมด ดงัรูปท่ี 7. 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

      1.2 การแตกแรงหรือแยกแรง (Resolution  of  Forces) 
       ในทางตรงกนัขา้มกบัการรวมแรง แรงใดๆ เม่ือเกิดเป็นแรงลพัธ์  ⃗⃗   จะสามารถแตกแรงออกเป็น
สองแรงยอ่ย (components) หรือหลายแรงไดโ้ดยอาศยัหลกัการของรูปส่ีเหล่ียมดา้นขนานหรือรูป
สามเหล่ียมแทนแรง โดยท่ีแรงยอ่ยของ   ⃗⃗   คือ   ⃗⃗    และ     ⃗⃗  ดงัรูปท่ี 8 

 
          1.2.1 การแตกแรงออกเป็นสองแรงย่อยทีต่ั้งฉากซ่ึงกนัและกนั(Rectangular  
components) 
                  แตกแรง   ⃗⃗   ออกเป็นแรงยอ่ยท่ีตั้งฉากซ่ึงกนัและกนั เป็น  ⃗⃗   และ   ⃗⃗   หรือ  ⃗  และ  ⃗⃗  ดงัรูป
ท่ี 9 
                                    ⃗⃗   =   ⃗⃗ + ⃗⃗  

                                           ⃗⃗   =   ⃗ + ⃗⃗  

                                           ⃗⃗   =   ⃗⃗ + ⃗  

 

ซ่ึงอาศยั  ทฤษฎพีธิากอรัส   

  √      
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

หากแตกแรง  ⃗⃗  ออกเป็น สองแรงยอ่ยตามแกน x และ y ดงัรูปท่ี 11 จะสามารถแตกแรงไดโ้ดยอาศยั
ตรีโกณมิติ จากรูปของ ทฤษฎพีธิากอรัส สามารถเช่ือมโยงกบัตรีโกมิติเพื่อท าการแตกแรงในแนวแกน 
x และ y โดย (b=X)และ(a=Y)และ(c=R)ไดด้งัน้ี 

                                               =      
ดา้นตรงขา้มมุม 

ดา้นตรงขา้มมุมฉาก
    =   

 

 
       =      

 

 
 

                          

                                      =      
ดา้นประชิดมุม 

ดา้นตรงขา้มมุมฉาก
     =    

 

 
      =     

 

 
                                

……………………………(   ) 
                           

                                      =      
ดา้นตรงขา้มมุม 

ดา้นประชิดมุม 
      =    

 

 
      =      

 

 
 

 
จากรูปท่ี 11 สามารถค านวณการแตกแรงตามแนวแกน x และ y 

 
                                                                                =           

 

 
 

                                                      
                                                           X           =         R      
                                                                                                                                                  ………………  …………  (   ) 

                                                                    =          
 

 
 

                                                      
                                                           Y           =         R      

 
         กรณีท่ีตอ้งการรวมแรงเพื่อหาแรงลพัธ์โดยการรวมแรงตามแนวแกน x และ y และสามารถหาได้
โดยใชท้ฤษฎพีธิากอรัส ดังนี้ 
                            
                                                                             R      =    √                                             … …  …………………… (  7) 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

           
   การหามุมของแรงตามแนวแกน x และ y สามารถหาไดโ้ดยอาศยัตรีโกณมิติเม่ือเราแตกแรงตาม
แนวแกน x และ y จากแรงลพัธ์  ⃗⃗  ออกมาแลว้นั้นก็หมายความวา่เราทราบค่า R,X,Y  ดงัน้ี 
                                                                                             =           

 

 
 

                                                       

                                                                              =         
 

 

   
       =             

 
 

                        
                       หรือ                                     =          

 

 
 

                                                                                                                                                          ……… ……………  (   ) 

                                                                               =         
 

 

   
       =             

 
    

                 
                        หรือ                                     =          

 

 
 

                                                      

                                                                               =         
 

 

    
        =             
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

ตัวอย่างที ่2 จงหาขนาดของแรงลพัธ์และทิศทางในรูป 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

    
⃗⃗⃗⃗ =130N  ท ามุม 15  กบัแกน x ,  2.   

⃗⃗⃗⃗ =75 N ท ามุม 30 กบัแกนx 
3.   

⃗⃗⃗⃗ =140N ท ามุม 45  กบัแกนx 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

- แรงลพัธ์และทิศทางของแรงลพัธ์ 
- แตกแรงทั้ง 3 ออกตามแนวแกน x และ yโดยใชต้รีโกณมิติ 
- รวมแรงในแนวแกน x และ y 
- น าผลรวมในแนวแกน x และ    มาหาแรงลพัธ์โดยใชส้มการ 

R      =    √∑   ∑   

หาทิศทางของแรงลพัธ์จาก   =        

 
 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

            =              =                        =     125.6   N  
                     =               =                      =    -33.6     N 
              =              =    7                  =    -65         N  
                     =               =    7                  =     -37.5    N 
               =              =                     =     -99        N  
                     =               =                        =      99        N 

รวมแรงในแต่ละแกน 
                     ∑    =       +      =     125.6+(-65)+(-99)     =  -38.4   N 
 
                 ∑     =       +       = (-33.6)+(-37.5)+(99)   =    27.9   N 
 

แรงลพัธ์     R    =  √∑ 
 
 ∑ 

 
     =   √(     )   7      =  47.5  N 

 

    =          ∑ 

∑ 
   =                  

(     )
   =  36  

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

  ⃗⃗  ⃗= 47.5 N และ ทิศทางแรงลพัธ์= 36  
1. แตกแรงแต่ละแกน 
2. รวมแรงแต่ละแกน 
3. หาแรงลพัธ์ 
4. หาทิศทาง 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 
 

   1.3 แรงในสามมติ ิ(Rectangular  Components  of a Force  in  Space) 

 
 

แรง  ⃗  ซ่ึงมีทิศทางและขนาดตามดา้นทแยงของรูปกล่อง ท ามุม    ,          กบัแกน x,y และ z 
ตามล าดบัเม่ือเขียนในรูปของเวคเตอร์จะได้ 
 
               ⃗   =       +     +    ⃗   เม่ือ   ,   ,  ⃗  เป็นเวคเตอร์หน่ึงหน่วย(unit vector) ในแนวแกน x,y,z ตามล าดบั
แรงยอ่ยของแรง  ⃗  ในแต่ละแกนจะสามารถหาไดจ้าก 
 
                                                                         ……………………………..(2.9) 
 

ค่า                   เรียกวา่โคซายน์ทิศทาง (direction  cosines) ของแรง  ⃗  เป็นค่าท่ีบอกทิศทาง
ของแรงเกิดจากสมการ(2.9) 
 

                                        F  =    
  

        
   =  

   

      
   =  

  

     
   ……………………………..(2.10) 

 

ขนาดของแรง  ⃗  สามารถหาไดจ้ากสมการ 
 
                                   F  =   √  

    
    

                                     …………...............................(2.11) 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

ตัวอย่างที ่3   จงหาแรงยอ่ยในแกน x,y,z ของแรง   ⃗   ในรูปของเวคเตอร์แบบพิกดัฉาก(Cartesian) 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

1.แรง F =80kN 
2.ความยาวแกน x=4m, แกน y=3m และแกน z= 2m 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

โจทยใ์หแ้ตกแรงในแนวแกน x,y,z ของแรง  F  ในรูปของเวคเตอร์แบบ
พิกดัฉาก 
1.แตกแรงในแนวแกนx,y,z 
2.หาความยาวของแรง F 

3.แตกแรงตามแนวแกนจาก   

 
  

  

 
 

  

 
 

 

 
 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

วธีิท า   
ความยาวเส้นทแยง L  = √             =    √           =  5.39 m 
ขนาดของแรงเป็นสัดส่วนโดยตรงกบัขนาดของเวคเตอร์ในแต่ละทิศทาง  
ดงัน้ี                        

  

 
  

  

 
 

  

 
 

 

 
 

             =   
 

 
      

  

    
               

 

             =   
 

 
      

  

    
               

 

             =   
 

 
      

  

    
         7   N 

 

               ⃗   =  (59.4   + 44.5   + 29.7 ⃗ ) kN 
Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ   ⃗   =  (59.4   + 44.5   + 29.7 ⃗ )  kN 

1. การหาความยาวของแรง F 
2. การแตกแรงตามแนวแกนจาก 

  

 
  

  

 
 

  

 
 

 

 
(ขนาดของแรง

เป็นสัดส่วนโดยตรงกบัขนาดของเวคเตอร์ในแต่ละทิศทาง) 
3. ค าตอบในรูปของพิกดัฉากตอ้งตอบในรูปแรงในแนวแกนx,y,z 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

    1.3.1  การรวมแรงใน 3 มิต ิ
 โดยแตกแรงยอ่ยในแกน x,y,z เสียก่อน  แลว้จึงรวมแรงยอ่ยในแต่ละแกน  และหาแรงลพัธ์ในท่ีสุด 
                                    ⃗⃗     =                     ⃗  

 
         โดยท่ี                     =  ∑  ,          =  ∑            =  

∑                     … ………………………………  (2.12) 
 

           ขนาดของแรงลพัธ์ คือ  R  =    

√  
    

    
                                      … ………………………… …….(2.13) 

 

          ทิศทาง              
  

 
 ,           

  

 
           

 
  

 
                     …   ……..…………………… … (    ) 
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ตัวอย่างที ่4  จงหาขนาดและทิศทางของแรงลพัธ์ของ   
⃗⃗⃗⃗   =   (200  +250  +(-150 ⃗ ))  N และ 

   
⃗⃗⃗⃗   =   (2500  +(-1500)  +4000 ⃗ )  N 

Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

  
⃗⃗⃗⃗   =   (200  +250  +(-150 ⃗ )) N และ   

⃗⃗⃗⃗   =   (2500  +(-1500)  +4000 ⃗ ) N 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

ขนาดและทิศทางของแรงลพัธ์ 
1.รวมแรงในแต่ละแกน, หาขนาดแรงลพัธ์,หาทิศทางของแรงลพัธ์ 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 
 
 
 
 

วธีิท า     รวมแรงยอ่ยในแต่ละแรง                                                                                                             
                          =  ∑     =  200+2500        =   2700  N 
                              =  ∑     =  250+(-1500)   =  -1250 N 

                              =  ∑      =  (-150)+4000   =   3850 N 

  ขนาดของแรงลพัธ์  R      =    √ 7    (     )        

                                                                  =     4870    N 

    ทิศทางของแรงลพัธ์            
  

 
     

                                                                         

 
                   

    
         =    56.3  

                                                       
  

 
     

                                                                         

 
                (     )

    
    =   

104.9  

                                                       
  

 
     

                                                                      

 
                    

    
         =    

37.80  
  
  R  =    4870    N ,    = 56.3  ,    = 104.9 ,    =  37.80  

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ 

R  =    4870    N ,    = 56.3  ,    = 104.9 ,    =  37.80  

การรวมแรงในแต่ละแกน,การหาขนาดแรงลพัธ์,การหาทิศทางของแรง
ลพัธ ์
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แบบฝึกหัด1-1และ 1-2 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

 สกรูในรูป ถูกกระท าดว้ยแรง 2 แรงจงหาขนาดและทิศทางของแรงลพัธ์ดว้ยวธีิส่ีเหล่ียมดา้นขนาน
แทนแรงและ 
วธีิสามเหล่ียมดา้นขนานแทนแรง 

 
Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์าม
อะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………… 

Dการด าเนินการ
แกโ้จทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
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แบบฝึกหัด1-3 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

จงหาขนาดและทิศทางของแรงลพัธ์ของระบบแรงดงัรูป 
 

 
 
 

Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 

 
 
 
 
 
 



 140 

แบบฝึกหัดที่1-4 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

จงหาขนาดและทิศทางของแรง  ⃗  ในรูป ตามแนวแกน x,y,z และเขียนแรง ⃗ ในรูปเวคเตอร์ 

 
 
Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………… 

Dการด าเนินการ
แกโ้จทยปั์ญหา 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัด1-1 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

สกรูในรูป ถูกกระท าดว้ยแรง 2 แรงจงหาขนาดและทิศทางของแรงลพัธ์ดว้ยวธีิส่ีเหล่ียมดา้นขนาน
แทนแรง 

 
 

Kโจทยก์ าหนดอะไรมาให้
บา้ง 

1.   
⃗⃗⃗⃗ =100N  ท ามุม 15  กบัแกน x   

2.   
⃗⃗⃗⃗ =150 N ท ามุม 10   กบัแกน y 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทยปั์ญหา 

1.แรงลพัธ์และทิศทางของแรงลพัธ์ 
2.หาขนาดของแรงลพัธ์จาก √                
3.หาทิศทางจาก           

     

       
 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

วธีิท ำ  
            √           (   )                    

 

           
     

       
 

 

                =       
         

             
 

 
                      
 
                          
 
                     7   

 

ทิศทางของแรงลพัธ์เม่ือเทียบกบัแนวระดบั 
                 7          7   

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ    ⃗⃗    =  212.6  N  และ ทิศทางแรงลพัธ์  = 54.76  
1.การหาแรงลพัธ์จากทฤษฎีส่ีเหล่ียมดา้นขนานแทนแรง 
2.การหาทิศทางของแรงลพัธ์ 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัด1-2 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

สกรูในรูป ถูกกระท าดว้ยแรง 2 แรงจงหาขนาดและทิศทางของแรงลพัธ์ดว้ยวธีิสามเหล่ียมดา้นขนาน
แทนแรง 

                  
Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

1.   
⃗⃗⃗⃗ =100N  ท ามุม 15  กบัแกน x    

2.   
⃗⃗⃗⃗ =150 N ท ามุม 10   กบัแกนy 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

1.แรงลพัธ์และทิศทางของแรงลพัธ์ 
2.หาขนาดของแรงลพัธ์จาก √                
3.หาทิศทางจาก Sine’ Law 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

วธีิท า   หาขนาดของแรงลพัธ์โดยใช ้Cosine’s Law (สามเหล่ียมแทนแรง) 
                 √           (   )                     

 

หาทิศทางโดยใช ้  Sine’s Law 

            
   

    
      

     

       
 

 

                     
          

     
 

 

                                       
 

                              7    
 

                  ทิศทางของแรงลพัธ์เม่ือเทียบกบัแนวระดบั 
                                             7          7    

 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ     
⃗⃗ ⃗⃗    =  212.6  N  และ ทิศทางแรงลพัธ์  = 54.76  

1.การหาแรงลพัธ์จากทฤษฎีสามเหล่ียมแทนแรง 
2.การหาทิศทางจาก Sine’s Law 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัด1-3 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

จงหาขนาดและทิศทางของแรงลพัธ์ของระบบแรงดงัรูป 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมาให้
บา้ง 

1.   
⃗⃗⃗⃗ =75kN  ท ามุม 20  กบัแกน x    

2.   
⃗⃗⃗⃗ =50kN ท ามุม 90   

3.   
⃗⃗⃗⃗  =40kN  ท ามุม 40  กบัแกน y    

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทยปั์ญหา 

จงหาแรงลพัธ์และทิศทางของแรงลพัธ์ 
1.แตกแรง   

⃗⃗⃗⃗ ,   
⃗⃗⃗⃗ ,   

⃗⃗⃗⃗  ออกในแนวแกน x และ y 
2.รวมแรงในแนวแกน x,y 
3.หา  ⃗⃗  จากสมการท่ี(2.7)   R      =    √      

4.หาทิศทางจากสมการ(2.8)     =         

 
 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

วธีิท า 
  
⃗⃗⃗⃗      7                        7   7    
              7                                  

  
⃗⃗⃗⃗         
                   

 

  
⃗⃗⃗⃗                                (    7 )    
                                                

 

          ∑   
⃗⃗⃗⃗  7  7  (    7 )        7     

          ∑   
⃗⃗⃗⃗                           

 

  √   7                                     
 

   =              

     
                                7     

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ    ⃗⃗    =  115.53  kN  และ ทิศทางแรงลพัธ์  = 67.16  
1.การแตกแรง   

⃗⃗⃗⃗ ,   
⃗⃗⃗⃗ ,   

⃗⃗⃗⃗  ในแนวแกน x,y 
2.การรวมแรงในแนวแกน x,y 
3.การหา  ⃗⃗  จากสมการท่ี(2.7)   R      =    √      

4.การหาทิศทางจากสมการ(2.8)     =         
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ใบเฉลยแบบฝึกหัดที่1-4 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 1 

จงหาขนาดและทิศทางของแรง  ⃗  ในรูป ตามแนวแกน x,y,z และเขียนแรง ⃗ ในรูปเวคเตอร์ 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 

1.แรง  ⃗  = 1500 N 
2.   7                     

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

หาขนาดและทิศทางของแรง  ⃗  ตามแนวแกน x,y,z และเขียนแรง    ในรูป
เวคเตอร์ 
1.ใชส้มการท่ี 2.9เพื่อหาแรง  ⃗  ตามแนวแกน x,y,z  ดงัน้ี 
                                             
2.ใชส้มการท่ี 2.11 หาขนาดของแรง  ⃗  ดงัน้ี 
    F  =   √  

    
    

  

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา   

วธีิท า 
             7               
 

                     77      
 

                              
 

      ⃗   =           77            ⃗  
 

    F  =  √         77                      
 

Lค าตอบท่ีได ้
 
 
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ   
           
     77      
          
 F  =            
 

1.การหาแรง  ⃗  ตามแนวแกน x,y,z 
2.การหาขนาดของแรง  ⃗  
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คร้ังที่ 2 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

2. เวคเตอร์(Vectors) 

     2.1เวคเตอร์ เม่ือกล่าวถึงปริมาณเวคเตอร์จะเป็นปริมาณท่ีมีทั้งขนาดและทิศทาง แรงเป็นปริมาณ
ทางเวคเตอร์ ในการแกปั้ญหาเก่ียวกบัแรงสามารถน าหลกัการทางเวคเตอร์มาใชช่้วยลดปัญหาการมอง
ภาพใน 3 มิติ 

         2.1.1เวคเตอร์ย่อยในระบบพกิดัฉาก 
                 เวคเตอร์  ⃗⃗  ใดๆ สามารถเขียนในรูปของเวคเตอร์ยอ่ยในระบบพิกดัฉากมือขวา (Right 
Handed Coordinate System) คือแกน x,y,z  ดงัรูปท่ี 13  
                                                                 ⃗⃗     

⃗⃗ ⃗⃗    
⃗⃗ ⃗⃗     

⃗⃗⃗⃗                            ……………………………(2.15) 

 
     2.1.2เวคเตอร์หน่ึงหน่วย (Unit  vector) 

       หมายถึง  เวคเตอร์ท่ีมีขนาดเท่ากบัหน่ึง  ดงันั้น ถา้เวคเตอร์หน่ึงหน่วยของเวคเตอร์  ⃗⃗  คือ   ⃗⃗ ⃗⃗   และ A 
เป็นขนาดของเวคเตอร์  ⃗⃗   ดังน้ัน 
                                                                         ⃗⃗ ⃗⃗    =     

 ⃗⃗ 

 
                       ……………………………(2.16) 

                                               
                  หรือ                               เวคเตอร์  ⃗⃗     =       A                  …………….………………(2.17) 
จะเห็นวา่ A  จะเป็นขนาดของเวคเตอร์  ⃗⃗  ในขณะท่ี    ⃗⃗ ⃗⃗  จะแสดงทิศทางของเวคเตอร์   ⃗⃗  ⃗ และไม่มีหน่วย 

 
ดงัรูปท่ี14(ก) 

รูปที ่13 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 
                                                            
ในระบบพิกดัฉาก เวคเตอร์หน่ึงหน่วยในแกน x,y,z คือ   ,  , ⃗   ดงัรูปท่ี 14(ข)   ดงันั้นเวคเตอร์  ⃗⃗   สามารถ
เขียนในรูปของเวคเตอร์หน่ึงหน่วยในระบบพิกดัฉากไดด้งัน้ี(รูปท่ี 15(ก)) 
                          
                                 ⃗⃗               ⃗                              ……………………………….(2.18) 

       2.1.3ขนาดของเวคเตอร์ 
 
        

 
            
            จากรูปท่ี 15 (ข)  ขนาดของเวคเตอร์  ⃗⃗   คือ 
  
                    A   =  √(  )    

    แต่   (  )     
    

  

 
ดงันั้น        A  =   √  

    
    

                                                     .....................................................(2.19) 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                      

คร้ังท่ี 2เ 
         2.1.4ทศิทางของเวคเตอร์ 
ทิศทางของเวคเตอร์  ⃗⃗  เม่ืออา้งอิงกบัระบบพิกดัฉาก x,y,z ดงัรูปท่ี16                                                                                                                

 
 
                             

  

 
 ,           

  

 
            

  

 
                    ………………………….(2.20) 

 
ซ่ึงเรียกวา่โคซายน์ทิศทาง(direction  cosines)ดงัรูปท่ี17 

 
จากสมการท่ี(2.16),(2.18)และ (2.20) เขียนเป็น    ⃗⃗ ⃗⃗   ไดด้งัน้ี 
 
                                 ⃗⃗ ⃗⃗       

  

 
   

  

 
   

  

 
 ⃗                                       ……………………………………… (    ) 

 

หรือ                            ⃗⃗ ⃗⃗  
      

                      ⃗                    ……………………………….(2.22) 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 
 

จากสมการ                         √  
    

    
  

                                                 
    

    
 ………………( ) 

จากสมการ                      
  

 
 ,           

  

 
            

  

 
     

 
                                                          

                                                                    น าไปแทนค่าใน(a) 
                                                     
 
                                                      +          +         

     
                                               (       +        +      ) 

 

                                       
  

             +        +       

                                              

                                            +        +        =    1                                  ………………………………(    ) 

 

        2.1.5การบวกและการลบเวคเตอร์ 

          ถา้เวคเตอร์ในระบบพิกดัฉากถูกเขียนในรูปของเวคเตอร์ยอ่ยในแต่ละแกน  ดงันั้นการบวกหรือ
การลบของเวคเตอร์  ก็คือการบวกหรือลบเวคเตอร์ในแต่ละแกนนั้นเอง ดงัรูปท่ี18                                                    

                                                        
ถา้  ⃗⃗  = Ax     + Ay     +  Az  ⃗  และ  ⃗⃗  = Bx      + By     + Bz  ⃗   ดงันั้น  เวคเตอร์ลพัธ์  ⃗⃗   จะมีองคป์ระกอบเป็น
ผลรวมสเกลาร์ขององคป์ระกอบ      ,    และ  ⃗  ของ  ⃗⃗  และ  ⃗⃗   นัน่คือ 
                         
                                     ⃗⃗    =  ⃗⃗   +  ⃗⃗  

                                                 = (Ax + Bx)    + (Ay + By)   + (Az + Bz ) ⃗             ………………………………(    ) 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 
 

           การลบเวคเตอร์จะพิจารณาเป็นกรณีพิเศษของการบวกเวคเตอร์  ในรูปอยา่งง่ายจะลบค่าสเกลาร์
ตามล าดบัขององคป์ระกอบ     ,    และ  ⃗  ของ  ⃗⃗  หรือ  ⃗⃗   ดงัตวัอยา่งเช่น 
 
                                    ⃗⃗    =    ⃗⃗  -  ⃗⃗  

                                               =  (Ax - Bx)    + (Ay - By)   + (Az - Bz ) ⃗               ………………………………… (2.25) 

           2.1.6เวคเตอร์ระบุต าแหน่ง(Position  Vectors) 
หมายถึงเวคเตอร์ท่ีแสดงต าแหน่งของจุดใดๆในท่ีวา่งหรือบริเวณเม่ือวดัอา้งอิงจากอีกจุดหน่ึง     

                                                  
        เช่น ต าแหน่งจุด A ในรูปท่ี19  เม่ือวดัจากจุดเร่ิมตน้ในระบบพิกดัฉาก(x,y,z) คือ (4,2,-6)  หรือ จุด
B =(0,2,0) หรือ จุด C =(6,(-1),4) สัญลกัษณ์ของเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง คือ ( r )สามารถหาไดจ้าก 
จุดส้ินสุด-จุดเร่ิมต้น   เช่น 
         เวคเตอร์ระบุต าแหน่งของเส้น   ⃗⃗⃗⃗  ⃗  นั้นคือทิศทางจากจุด A ไปยงัจุด B(Aเป็นจุดเร่ิมตน้และBเป็น
จุดส้ินสุด) 
              ดงันั้น     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       =        ⃗⃗  ⃗ -   ⃗⃗  ⃗ 

                                         =     (     )   +(     )  +(     ) ⃗                  … ……………………………  (    ) 

                                         =    (0-4)   + (2-2)   +(0-(-6) ⃗ )    

                                       =    (-4)  +0  +6 ⃗  

           ถา้ในกรณีท่ีจุดเร่ิมตน้เร่ิมจาก (0,0,0) เวคเตอร์ระบุต าแหน่งจะเป็นต าแหน่งของจุดส้ินสุด  เช่น
เวคเตอร์ระบุต าแหน่งของเส้น   ⃗⃗⃗⃗  ⃗  นั้นคือทิศทางจากจุด O ไปยงัจุด A 
                ดงันั้น     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     =    ⃗⃗  ⃗ -   ⃗⃗⃗⃗   

                                          =   (     )   +(     )  +(     ) ⃗   

                                          =  (4-0)   + (2-0)   +((-6)-0) ⃗     
                                    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   = (4,2,(-6)) 

               เน่ืองจากต าแหน่ง จุด O  คือ (0,0,0) 
               ดงันั้น     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     =        +      +    ⃗                                               …………………………(2.27) 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

⃗⃗  ⃗ 
 
 
 

         2.1.7เวคเตอร์ของแรงในทศิทางของเส้น 
 
 

            ในการเขียนเวคเตอร์ของแรงท่ีรู้ขนาดและทิศทางท่ีผา่นเส้นท่ีต่อระหวา่ง 2 จุดใดๆ เราจะตอ้ง
เขียนเวคเตอร์หน่ึงหน่วยของเส้นนั้น  แลว้คูณดว้ยขนาดของแรง  จะได้เวคเตอร์ของแรง ดงัรูปท่ี 20 
แรง  ⃗  มีทิศทางผา่นจาก M ไป N 
 

                       ขนาดของแรง  ⃗    =  F 

  
 
                                   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗      =     ((     )   +(     )  +(     ) ⃗  
                                                 
                                                =     i  +   j +   k    

    

   ขนาดของ|  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | =       =   √  
    

    
     =       

 

เวคเตอร์หน่ึงหน่วยของ   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      =     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   =  
  

  

⃗⃗⃗⃗  ⃗
 (      +      +    ⃗ )             …………………………..(2.28) 

  
      เวคเตอร์ของแรง F ในทิศทางของ MN คือ 
 
                                               ⃗⃗        ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    

 

 
(           )             ...........................................(2.29) 

 
 

รูปที ่20 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

ตัวอย่างที่1 ถา้แรง  ⃗  มีขนาด 140 N กระท าท่ีจุด A ในแนว AB ดงัรูป  จงแสดง  ⃗  ในรูปของพิกดัฉาก 

 
 
 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

แรง  ⃗ =140N,ต าแหน่งจุดA=(200,200,-100)และจุดB=(800,500,-300) 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

หาแรง  ⃗  ในรูปพิกดัฉาก 
1. หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    
2. หาขนาดของเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง 
3. หาเวคเตอร์หน่ึงหน่วย 
4. เขียนแรงในรูปพิกดัฉาก 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

วธีิท า  
                ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       =    (     )   +(     )  +(     ) ⃗  
                            =  (       )   +(       )  +(     (    )) ⃗  

                       =  (   )   ⃗+(   )  +(    ) ⃗  

           |   |   = √          (    )   =   700  mm 

             ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗      =    
   

   
   

   

   
   

   

   
 ⃗     

 จากสมการท่ี 2.29 
                ⃗    =       F     ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗   

                       =  140 (
   

    
   

   

   
   

   

   
 ⃗  )  

                 = (120   + 60  -40 ⃗ ) N 

 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ  = (120   + 60  -40 ⃗ ) N 

1.การหาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    
2.การหาขนาดของเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง 
3.การหาเวคเตอร์หน่ึงหน่วย 
4.เขียนแรงในรูปพิกดัฉาก 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

ตัวอย่างที ่2  ปลายบน B ของโครงสร้างเสาในรูปถูกโยงดว้ยสายเคเบิลท่ียดึติดกบัพื้นท่ี A ถา้แรงดึง
ในสายเคเบิ้ล คือ  ⃗ =2500 N จงเขียนแรง  ⃗  ท่ี A ในรูปของเวคเตอร์และทิศทางของแรง  ⃗  

 
Kโจทยก์ าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 

1.แรงดึงในสายเคเบิ้ล  ⃗ =2500N,2.ต าแหน่งจุดA=(40,0,(-30)) 3.ต าแหน่งจุด
B=(0,0,80) 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

ตอ้งการทราบแรง  ⃗  ท่ีจุด Aในรูปของเวคเตอร์ และ ทิศทางของแรง  ⃗  
1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่งของAB,   2.หาขนาดของเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง  ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
3.หาเวคเตอร์หน่ึงหน่วย,       4.เขียนแรง ⃗ ในรูปของเวคเตอร์ 
5.หาทิศทาง 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

วธีิท า   
1.    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗         =  (    )   +(    )  +(    ) ⃗     =  (      +8   +(-3 ) ⃗ )m 
 

2. |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    |  = √(   )      (   )    =   94.3  m 

 

3.    ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗       = 
(   )

    
   

  

    
   

(   )

    
 ⃗     

 

4.  ⃗  =     ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗   = 2500 (
(   )

    
   

  

    
   

(   )

    
 ⃗  ) 

                         = (-1060   + 2120  +(-795) ⃗ ) N 
 

5.        
  

 
 ,                   

 
             (   )

    
       =    115.1  

            
  

 
 ,                  

 
               

    
         =    32  

            
  

 
 ,                  

 
              (   )

    
      =    71.5  

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ       = (-1060   + 2120  -795 ⃗ ) N 

                 115.1  
                32  
                71.5  

1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่งของAB,2.หาขนาดของเวคเตอร์ระบุต าแหน่งAB 
3.หาเวคเตอร์หน่ึงหน่วย  4.เขียนแรง ⃗ ในรูปของเวคเตอร์ 
5.หาทิศทาง 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 
      2.1.8 ผลคูณสเกลาร์(Dot  product  or  scalar  product) 
       เป็นผลคูณแบบท่ีใชจุ้ด ( ) เป็นเคร่ืองหมายแทนการคูณระหวา่งปริมาณเวคเตอร์ท่ีคูณกนั ใชใ้น
กรณีของการแตกเวคเตอร์เป็นเวคเตอร์ยอ่ยในทิศทางท่ีขนานกบัเส้นใดๆกบัทิศทางท่ีตั้งฉาก  และใช้
ในกรณีท่ีตอ้งการหามุมระหวา่งเส้น 2 เส้นท่ีตดักนั 
       ผลคูณสเกลาร์ของเวคเตอร์  ⃗⃗  และ  ⃗⃗  คือ 
 
                                     ⃗⃗   ⃗⃗                                                        ………………………(2.30) 
                         = ผลคูณของขนาดของเวคเตอร์ทั้งสองและคูณดว้ยค่า cosine ของมุม   ระหวา่ง
เวคเตอร์ทั้ง    
                            สองดงัรูป ท่ี 21 และปริมาณท่ีไดจ้ากผลคูณจะเป็นปริมาณทางสเกลาร์  มีหน่วย
เท่ากบัผลคูณ 
                            ของหน่วยของเวคเตอร์ทั้งสอง 

 
                
        กฎการใช้งาน (Laws  of  Operation) 

1. กฎการสลบัท่ี(Communative  law) 
                         ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗  

 
2. กฎการคูณกบัปริมาณทางสเกลาร์(Associative  law) 

a( ⃗⃗   ⃗⃗ )  =  (a ⃗⃗  )    ⃗⃗    ⃗⃗  (a ⃗⃗  ) = ( ⃗⃗   ⃗⃗ )a 

 
3. กฎการกระจาย(Distributive  law) 

                ⃗⃗   ( ⃗⃗   ⃗ ) =  ( ⃗⃗   ⃗⃗ ) + ( ⃗⃗   ⃗ ) 
 
 
 

 

 ⃗⃗  

 ⃗⃗  

 ⃗⃗  

รูปที ่21 
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ใบความรู้เ  
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 
         ผลคูณสเกลาร์ในระบบพกิดัฉาก 
       ในระบบพิกดัฉากท่ีมีเวคเตอร์หน่ึงหน่วย   ,  , ⃗  ตั้งฉากซ่ึงกนัและกนั  ผลคูณสเกลาร์ของปริมาณ
เหล่าน้ีจะเป็นดงัน้ี 
                                    ( )( )           
                                    ( )( )          

 

             ดงันั้น           

                                               
                            ⃗   ⃗    
                                     
                                ⃗    

                             ⃗       

  ถา้เขียนเวคเตอร์  ⃗⃗  และ  ⃗⃗  ในรูปของพิกดัฉากเม่ือคูณกนัแบบสเกลาร์จะได ้
 
                           ⃗⃗   ⃗⃗  (             ⃗ )  (             ⃗ ) 
 

                                              (     )      (     )      (    ⃗ ) 
 

                                                (     )      (     )      (    ⃗ ) 
 

                                               ( ⃗    )      ( ⃗    )      ( ⃗   ⃗ ) 

           ดงันั้น            
                           ⃗⃗   ⃗⃗                               ...……………………………..(2.32) 
 

       การประยุกต์ใช้งาน 
       เราสามารถใชผ้ลคูณสเกลาร์ในการหาค่าต่างๆ ดงัน้ี 
1.หาค่ามุมระหวา่ง 2  เวคเตอร์ท่ีตดักนั  ถา้เวคเตอร์  ⃗⃗  และ  ⃗⃗  ตดักนัเป็นมุม             
                        
                                           ⃗⃗   ⃗⃗           
 

                                              
 ⃗⃗   ⃗⃗ 

  
 

 

             หรือ               (
 ⃗⃗   ⃗⃗ 

  
)  

              

(√  
    

    
 )(√  

    
    

 )
          ………………………………(2.33) 

 

โดยท่ี           
 
 
 

                 ……………………………(2.30) 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

       2.หาเวคเตอร์ยอ่ยในแนวขนานและแนวตั้งฉากกบัเส้นใดๆ 
          ถา้เวคเตอร์  ⃗⃗  ท ามุม   กบัเส้น  ดงัรูปท่ี 22 เวคเตอร์ยอ่ยของท่ี  ⃗⃗   ขนานกบัเส้น  คือ 

       
                    ⃗⃗   ขนาน  =  A cos   = ⃗⃗    ⃗                       ………………………………….(2.34) 
 
โดย   ⃗   =  เวคเตอร์หน่ึงหน่วยในแนว   
เวคเตอร์ยอ่ยของ  ⃗⃗   ในแนวตั้งฉากกบั  คือ 
    
              ⃗⃗  ตั้งฉาก  =   ⃗⃗ - ⃗⃗ ขนาน = √     ขนาน      ...…………………………………(2.35) 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 
 

ตัวอย่างที่ 3 จงหาค่ามุม   ระหวา่งเส้น AB  และ AC ในรูป 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมาให้
บา้ง 

1.ต าแหน่งจุดA=(4,3,2),2.ต าแหน่งจุดB=(6,1,(-2)) 3.ต าแหน่งจุด
C=(8,8,4) 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทยปั์ญหา 

ตอ้งการทราบมุม   ระหวา่งเส้น AB  และ AC 
1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่งของ    ⃗⃗  ⃗  และ     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     
2.หาขนาดของเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    ⃗⃗  ⃗  และ     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     
3.หามุม 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

วธีิท า   
1.    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗        =  (   )   +(   )  +(    ) ⃗     =  (    -2  -4 ⃗ )m 

2.    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗        =  (   )   +(   )  +(   ) ⃗         =  (    +5  +2 ⃗ )m 

3. |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    |  = √   (  )  (  )                       =   49  m 

4. |   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  |   = √          =   6.71  m 

5. น า   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = [2× 4] + [(-2)× 5)] + [(-4) ×  2] =  -10 m 
6.จากสมการท่ี 2.33         

   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

|   ||   |
 =      

(   )(    )
        

 
                                       (      )    7 7  

 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ    7 7  

 1.การหาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง 
2.การหาขนาดของเวคเตอร์ 
3.การหามุม           
4.การคูณปริมาณสเกลาร์ 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

ตัวอย่างที่4  แรง ⃗ =(300j)N กระท าท่ีจุด B ดงัรูป  จงหาขนาดของแรงยอ่ยของ   ⃗⃗ ในแนวขนานและตั้ง
ฉากกบั AB 

 
Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

1.แรง  ⃗ =300j,2.ต าแหน่งจุดB=(2,6,3) 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

ตอ้งการหาแรง  ⃗  ในแนวขนานและตั้งฉากกบัAB 
1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่งของ   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗        
2.หาขนาดของเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
3.หาแรง ⃗  ในแนวขนานAB จาก  ⃗       ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

4.หาแรง ⃗  ในแนวตั้งฉากกบัAB จาก  ⃗      
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Dการด าเนินการ
แกโ้จทยปั์ญหา 

วธีิท า   
1.    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗          =  (    +6  +3 ⃗ )m 

2. |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    |   = √          =   7  m 

3.    ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗          =  
 

 
   

 

 
   

 

 
 ⃗                 7         ⃗  

4.ขนาดของแรงยอ่ย  ⃗ ในแนวขนานกบั AB คือผลคูณสเกลาร์ระหวา่ง ⃗ และ   ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
     
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗       ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗  (     )(            7         ⃗ )  (        7) 

                                     = 257.1  N 

5.เขียนแรงยอ่ย    ในรูปเวคเตอร์ดงัน้ี 
      

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗         ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗    7  (            7         ⃗ ) 

              (7                ⃗ )  

6.แรงยอ่ยของ ⃗  ท่ีตั้งฉากกบัAB = F-   
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  (     )  (7                ⃗ ) 

                                                                                 = (-73.5  +80  -110 ⃗ )N 

7.ขนาดของ  ⃗  ตั้งฉากกบั   AB =√( 7    )      (     )           

Lค าตอบท่ีได ้
 
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

ตอบ  ขนาดของแรงยอ่ย  ⃗ ในแนวขนานกบั AB=257.1N 

           ขนาดของ  ⃗  ตั้งฉากกบัAB=154.6 N 

 1.การหาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง,2.การหาขนาดของเวคเตอร์,3.การหาเวคเตอร์
หน่ึงหน่วย,4.การคูณปริมาณสเกลาร์,5.การเขียนแรงในรูปเวคเตอร์,6.การหาแรง
ยอ่ยท่ีตั้งฉาก,7.การหาขนาดของแรงท่ีตั้งฉาก 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

        4.8 ผลคูณเวคเตอร์(Cross  product  or  vector  product) 
          ใชเ้คร่ืองหมายกากบาท (×)เป็นเคร่ืองหมายแทนการคูณระหวา่งปริมาณเวคเตอร์ท่ีคูณกนั  ซ่ึง
ใชใ้นโมเมนตข์องแรงในวชิากลศาสตร์  อตัราการหมุนของอนุภาคของไหล  ตลอดจนแรงในอนุภาค
ประจุในสนามแม่เหล็ก 
           ความหมาย 
           ผลคูณเวคเตอร์ของเวคเตอร์  ⃗⃗  และ  ⃗⃗  คือ 
                                  ⃗    =   ⃗⃗ × ⃗⃗                                     
 

                                         =  AB         ⃗⃗  ⃗                             ……………………………………….(2.36) 
 

 
      กฎการใช้งาน(Laws  of  Operation) 

1. กฎการสลบัท่ี(Commulative  law)  จะใชไ้ม่ไดคื้อ 
 ⃗⃗   ×   ⃗⃗   ≠   ⃗⃗   ×   ⃗⃗   แต่   ⃗⃗   ×   ⃗⃗   =  - ⃗⃗   ×   ⃗⃗    

เน่ืองจากมีทิศทางท่ีตรงกนัขา้ม ดงัรูปท่ี 24 

 
2. กฎการคูณกบัปริมาณทางสเกลาร์ (Associative  law) 

a( ⃗⃗ × ⃗⃗ )     =     (a ⃗⃗ )  ×   ⃗⃗      =   ⃗⃗   ×  (a ⃗⃗ )    =    ( ⃗⃗ × ⃗⃗ )a 

3. กฎการกระจาย(Distributive  law) 
 ⃗⃗   ×  ( ⃗⃗   +   ⃗⃗ )  =  ( ⃗⃗   ×   ⃗⃗   +  ( ⃗⃗   ×   ⃗⃗ ) 

 

 

 

รูปที ่24 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 
 

        ผลคูณเวคเตอร์ในระบบพกิดัฉาก 
         ในระบบพิกดัฉากท่ีมีเวคเตอร์หน่ึงหน่วย    ,   ,  ⃗   ตั้งฉากซ่ึงกนัและกนั  ผลคูณเวคเตอร์ของ
ปริมาณเหล่าน้ีจะเป็นดงัน้ี 
                        ×     ⃗   =  (1)(1)  sin  0              = 0 

                        ×        =  (1)(1)  sin  90        ⃗  =  ⃗  

                      ⃗ ×   ⃗    =  (1)(1)  sin  90   (-  )  = -   

               ดงันั้น   
                    ×        =  0                     ×       =   ⃗                       ⃗ ×  ⃗    =  -   

                       ×     ⃗   =  - ⃗                    ⃗ ×       =  0                      ⃗ ×   ⃗    =     ⃗                 
…………….…………..(2.37) 

                    ⃗   ×     ⃗  =                      ⃗   ×       =  -   ⃗                   ⃗   ×   ⃗⃗   =  0 

          เคร่ืองหมายหรือทิศทางของผลคูณเวคเตอร์  พิจารณาไดจ้ากกฎมือขวาหรืออาจดูไดจ้ากผงั
วงกลมในรูปท่ี 25(ข) 

 
        ถา้เขียนเวคเตอร์ในรูปพิกดัฉาก  เม่ือคูณกบัเวคเตอร์จะได ้
                           ⃗⃗   ⃗⃗  (             ⃗ )  (             ⃗ ) 
 

                                               (     )      (     )      (    ⃗ ) 
 

                                                   (     )      (     )      (    ⃗ ) 
 

                                                  ( ⃗    )      ( ⃗    )      ( ⃗   ⃗ ) 

                    
        ดงันั้น   ⃗⃗   ⃗⃗   =  (         )   - (         )    

+(         ) ⃗     ……………………….(2.38) 

        สามารถเขียนในรูปของดีเทอร์มิแนนท ์ดงัน้ี  ⃗⃗   ⃗⃗    =  

|

   
      

      

|    ....................................(2.39) 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 
 

     2.1.10ผลคูณผสมระหว่างสามเวคเตอร์(Mixed  triple  products)    
      เม่ือปริมาณเวคเตอร์  3  ปริมาณคูณกนัแบบผสมคือมีทั้งผลคูณสเกลาร์และผลคูณเวคเตอร์  เช่น 
  ⃗⃗  ⃗.( ⃗⃗   ⃗⃗ ) 

ผลลพัธ์จะเป็นดงัน้ี 

 ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗            ⃗   |

   
      

      

| 

 

                           เป็นมุมระหวา่ง   ⃗⃗  และ  ⃗⃗  
                            ดงันั้น   ⃗⃗   ⃗   =            

                                                                             =        +      +    ⃗         |

   
      

      

| 

                                     เป็นมุมระหวา่ง  ⃗⃗  และ   ⃗  

                                 นัน่คือ  ⃗⃗   ( ⃗⃗   ⃗⃗ )      |

      

      

      

|           ………………………………(2.40) 

ผลทีไ่ด้เป็นปริมาณทางสเกลาร์   การประยกุตใ์ชง้านของผลคูณเวคเตอร์และผลคูณผสมจะแสดงใน
หวัขอ้โมเมนตข์องแรง 
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แบบฝึกหัดที่2-1 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

จงหาขนาดของมุม θ และ   ในรูป  แลว้หาแรงยอ่ยของสายเคเบิลทั้งสองท่ีกระท าในแนวแกนของเสา 
OA 

 
Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์าม
อะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Dการด าเนินการ
แกโ้จทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัดที่2-1 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

จงหาขนาดของมุม θ และ  ในรูป  แลว้หาแรงยอ่ยของสายเคเบิลทั้งสองท่ีกระท าในแนวแกนของเสา 
OA 

 
 

Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

1.  
⃗⃗⃗⃗         

⃗⃗⃗⃗       
2.ขนาดของจุดต่างๆตามรูป 

Wโจทยถ์ามอะไร  
 
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

1.จงหาขนาดของมุม θ และ    
2. หาแรงยอ่ยของสายเคเบิ้ลทั้งสองท่ีกระท าในแนวแกนของเสา OA 
1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  และ   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
2.หาขนาด|   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |และ|   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | 
3.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   
4.น า |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |  |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | 
5.หามุม θ จาก 

        (
 ⃗⃗   ⃗⃗ 

  
)  

              

(√  
    

    
 ) (√  

    
    

 )

 

6.น า |   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |  |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | 
7.หามุม   จากสมการในขอ้(5) 
8.หาแรง   

⃗⃗⃗⃗  ท่ีกระท าต่อ OA 
9.หาแรง   

⃗⃗⃗⃗  ท่ีกระท าต่อ OA 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัดที่2-1(ต่อ) 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 2 

Dการด าเนินการ
แกโ้จทยปั์ญหา 

วธีิท า     หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่งและขนาดของ    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  และ   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ดงัน้ี 
   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       (   )   (   )   (   ) ⃗           (  ) ⃗  

|   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |  √      (  )  √   m 

   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     [(    )   (   )   (    ) ⃗ ]  (    )      (  ) ⃗  

|   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |  √(  )     (  )  √   m 

เวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (   )   (   ) ⃗  (  )   (  ) ⃗  √   m 

|   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |  |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   | =[        (  ) ⃗ ]   (  )   (  ) ⃗   
                        =(4×0)+(1×(-4))+((-6)×(-6)) = 32 
 

                   
    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

|   |  |   |
 

  

 √   √  
       

 
                                        

|   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |  |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   |=[(  )       (  ) ⃗ ]   (  )   (  ) ⃗   
                        =(-3×0)+(4×(-6))+((-6)×(-6)) = 12 
 

                   
    ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

|   |  |   |
 

  

 √   √   
       

 
                                 77     

แรง    ท่ีกระท าต่อ OA       77            

แรง    ท่ีกระท าต่อ OA                     

Lค าตอบท่ีได ้
 
 
 
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

ตอบ 
          
  77     

แรง    ท่ีกระท าต่อ OA          

แรง    ท่ีกระท าต่อ OA          

1.การหาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  และ   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
2.การหาขนาด|   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |และ|   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | 
3.การหาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   
4.การคูณของ |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |  |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | 
5.การหามุม θ จาก 

        (
 ⃗⃗   ⃗⃗ 

  
)  

              

(√  
    

    
 ) (√  

    
    

 )

 

6.การคูณ |   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |  |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | 
7.การหามุม   จากสมการในขอ้(5) 
8.การหาแรง   

⃗⃗⃗⃗  ท่ีกระท าต่อ OA 9.การหาแรง   
⃗⃗⃗⃗  ท่ีกระท าต่อ OA 
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คร้ังที่ 3 
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ใบความรู้ เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 
 

         3  โมเมนต์(Moment) 
          3.1 โมเมนต์  คือ  ความพยายามของแรงท่ีจะหมุนวตัถุรอบจุดหรือรอบแกน ๆ หน่ึงเป็น
ปริมาณทางเวคเตอร์ 

         3.1.1   โมเมนต์ของแรง( Moment  of  a  force) 
          โมเมนตข์องแรงใดๆ รอบจุดๆ หน่ึง(หรือแรงรอบแกนท่ีตั้งฉากกบัจุดนั้น)  มีค่าเท่ากบัแรงคูณ
ระยะทางท่ีตั้งฉากจากจุดหรือแกนนั้นไปยงัแนวแรงหรือเรียกวา่  แขนของโมเมนต์ 

 
 

                            ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   =       ×   ⃗                                                  ……………………………………(2.41) 
หรือเขียนขนาดเป็นปริมาณสเกลาร์  
                        Mo   =   Fr                                                    ……………………………………(2.42) 
โดยท่ี  Mo  =  โมเมนตข์องแรงรอบจุด O หรือรอบแกนตั้งฉากกบัหนา้กระดาษและผา่นจุด O ซ่ึง
เรียกวา่จุดหมุน  หรือ  แกนหมุน  หรือจุดศูนยก์ลางของโมเมนต ์(Center  of  moment)  มีหน่วยเป็น  
    
                       F    =      แรงมีหน่วยเป็น N 
                       d    =     แขนของโมเมนตมี์หน่วยเป็น m 
                           =     มุมระหวา่งเวคเตอร์     และ   ⃗  

 
 
 
 

 

รูปที ่26 

รูปที ่27 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 
 

         จากรูปท่ี  27  โมเมนตข์องแรง   ⃗   ในรูปท่ี 27 (ก) และ (ข) ต่างก็มีขนาดเท่ากนั  แต่มีทิศทางของ
การหมุนรอบจุด O  ตรงกนัขา้มคือตามเขม็นาฬิกา  และทวนเขม็นาฬิกา ตามล าดบั  ดงันั้นจึงตอ้งมีการ
ก าหนดเคร่ืองหมาย เพื่อบอกทิศทางของการหมุน  คือ 

                                                                         
 
   

หรือใชก้ฎมือขวา  ดงัรูปท่ี 29 

 
         3.1.2  ทฤษฎขีองโมเมนต์ ( Varignon’s  theorem  or  Principle  of  moments) 
          กล่าววา่  โมเมนตข์องแรงใดๆรอบจุดๆหน่ึงมีค่าเท่ากบัผลรวมของโมเมนตข์องแรงยอ่ยของแรง
นั้นรอบจุดเดียวกนั 

 
 
 

หมุนทวนเขม็นาฬิกาเป็น    +  หรือ 
หมุนตามเขม็นาฬิกาเป็น      -  หรือ 
ใชก้ฎมือขวาดงัรูปท่ี 29 
หมายเหตุ โมเมนตจ์ะมีค่าเป็นศูนยเ์ม่ือ 
  (ก)แรง F เป็นศูนย ์
  (ข)แรงF ผา่นจุดหมุนO ( d=0) 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 
 

         จากรูปท่ี 30 โมเมนตข์องแรง R  รอบจุด O มีค่า 
                      

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗   (     )  (     )  

        ดงันั้น  ถา้แรง   ⃗  =(  
⃗⃗⃗⃗    

⃗⃗⃗⃗ … … …… ……     
⃗⃗⃗⃗ )โมเมนตข์องแรง  ⃗  รอบจุด O คือ 

                   ⃗⃗  ⃗             (  ⃗⃗    ⃗⃗ … … … …     ⃗⃗ ) 

                              (     
⃗⃗⃗⃗ )  (     

⃗⃗⃗⃗ ) …… …… …… (     
⃗⃗⃗⃗ ) 

        3.1.3  โมเมนต์เทยีบเท่า(Equivalent  moments) 
         ถา้แรงสองแรงท่ีอยูใ่นระนาบเดียวกนั  ท าใหเ้กิดโมเมนตข์นาดเท่ากนัรอบจุดเดียวกนั เราเรียก
โมเมนต์เทยีบเท่า  ซ่ึงกนัและกนั 
ตัวอย่างที ่1  จงหาโมเมนตข์องแรงรอบจุด A  ในแต่ละกรณี 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 
 

ก. F=90N และ แขนของโมเมนต ์= 0.5 m 

ข. F=90N ,แนวแรงท ามุมกบัแกน x = 45 ,ระยะจากจุดAไปถึงจุดเร่ิมตน้
ของแนวแรง =  0.5 m 

Wโจทยถ์ามอะไร 
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

จงหาโมเมนตร์อบจุด A ทั้งกรณี ก.และข. 
ก. หาโมเมนตร์อบจุดAจาก M   =    Fd 
ข. หาแขนโมเมนต(์d)แลว้หาโมเมนตร์อบจุด A จาก M   =    Fd 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 
 

วธีิท า          (ก)  M   =    Fd    โดยท่ี    F   =  90    N,     d  =  0.5          

     = 90   ×  0.5  =    45N.m  

                         (ข)     M   =    Fd    โดยท่ี    F    =  90    N,     d  =  0.5        

                                                                          = 90   ×  0.5        =    31.8 N.m 

Lค าตอบท่ีได/้ความรู้
ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

1.การหาโมเมนตร์อบจุด 
2.การหาขนาดแขนของโมเมนต ์
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 
 
 

ตัวอย่างที่2  จงหาโมเมนตข์องแรงทั้งสองรอบจุด A   
 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 

1.แรง 9000 N  , แขนโมเมนต ์= 0.6 m 
2.แรง 13500 N, ระยะจากจุด A ถึงปลายแขน = 0.3 m  

Wโจทยถ์ามอะไร การ
วางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

จงหาโมเมนตร์อบจุด A ทั้งกรณี ก.และ ข. 
ก. หาโมเมนตร์อบจุดAจาก M   =    Fd 
ข. หาแขนโมเมนต(์d)แลว้หาโมเมนตร์อบจุด A จาก M   =    Fd 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 
 
 
 

วธีิท า  
     (ก)  M   =    Fd    โดยท่ี   F    =  9000    N,     d  =  0.6          

                                                          = 9000   ×  0.6  =    5400 N. m  
 

        (ข)  M   =    Fd    โดยท่ี    F   =  13500    N,     d  =  0.5        

 
                                                         = 13500   ×  0.3        =    3507 N. m 
 

ผลรวมของโมเมนตข์องแรงทั้งสองรอบจุด A คือ 

       ∑    ก   ข  (        7)          
 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ  โมเมนตร์อบจุด A = 1890     
1.การหาโมเมนตร์อบจุด,2.การหาขนาดแขนของโมเมนต,์3.การรวมโมเมนต ์
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 
        3.1.4  การเขยีนโมเมนต์โดยใช้เวคเตอร์ 
          การหาโมเมนตข์องแรงในสามมิติ  สามารถใชเ้วคเตอร์ในการหาโมเมนตซ่ึ์งจะสะดวกกวา่มาก 
          3.1.4.1 โมเมนต์ของแรงรอบจุด 
ค่าโมเมนตร์อบจุด O  ของแรง    ⃗               ⃗   ท่ีกระท า  ณ  ต าแหน่ง                  ⃗  ดงัรูปท่ี
31 

 

  จากสมการท่ี 2.39 จะมีค่าดงัน้ี 

   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗  |

   
      

      

|                                           ……………………………….(2.42) 

                       =   (           )  +(           )  +(          ) ⃗    ………………………………..(2.43) 
                       =                ⃗  

 
เทคนิคในการท าความเข้าใจ 

                          หา        ปิดคอลมัน์      แลว้น า    และ ⃗  คูณไขวก้นั  |
   
      

      

|  =  (           )   

   

                         หา        ปิดคอลมัน์      แลว้น า    และ ⃗  คูณไขวก้นั  |
   
      

      

|  =  (           )   

          

                        หา    ⃗    ปิดคอลมัน์   ⃗   แลว้น า   ⃗  และ   คูณไขวก้นั  |
   
      

      

|  =  (          ) ⃗              

ขนาดของโมเมนตคื์อ 
                         |  

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|   √  
    

    
                                 ……………………………….(2.44) 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 
ทศิทางของ    

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗หมุนรอบแกนท่ีตั้งฉากกบัระนาบของ   ⃗⃗ และ   ⃗   ผา่นจุด O โดยใชก้ฎมือขวาดงัรูปท่ี29(
ก)   
 

 
 
 
 
                           ซ่ึงจะค านวณไดจ้ากโคซายน์ทิศทางดงัน้ี 
                                       

  

|  
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

 

    

                                       
  

|  
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

 

 

                                        
  

|  
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

                

   
 
 
 
 
 
 

……………………………………..(2.45) 
 



 172 

ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 

ตัวอย่างที ่3  ถา้แรง  ⃗  ในรูปมีขนาด 840 N จงหา 
                         ก.โมเมนตข์องแรง  ⃗  รอบจุด B 
                         ข.ทิศทางของเวคเตอร์หน่ึงหน่วยของโมเมนตร์อบจุดBท่ีท ามุมกบัแกน x,y,z 
                         ค.ระยะตั้งฉาก d จากจุด Bไปยงัแนวแรง  ⃗  

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

1.แรง  ⃗  = 840 N 
2.ต าแหน่งจุด A =(200,275,400) 
3.ต าแหน่งจุด B =(375,250,(-200)) 

Wโจทยถ์ามอะไร  
 
 
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

ก.โมเมนตข์องแรง  ⃗  รอบจุด B 
ข.ทิศทางของเวคเตอร์หน่ึงหน่วยของโมเมนตร์อบจุดBท่ีท ามุมกบัแกน 
x,y,z 
ค.ระยะตั้งฉาก d จากจุด Bไปยงัแนวแรง  
1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      
2.หาขนาดแรง  ⃗  
3.เขียนแรง ⃗  ในรูปพิกดัฉาก 
4.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   
5.น าค่าของแรง ⃗  ในรูปพิกดัฉากและเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ใส่ใน

|

   
      

      

| 

6.หาขนาดของโมเมนตจ์าก√  
    

    
  

7.ทิศทางของเวคเตอร์หน่ึงหน่วยของโมเมนตร์อบจุดBท่ีท ามุมกบัแกน 
x,y,z 
8.ระยะตั้งฉาก d จากจุด Bไปยงัแนวแรง  ⃗  
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 

Dการ
ด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

วธีิท า    (ก)  เขียนแรง  ⃗  และต าแหน่งท่ีแรงกระท าอา้งอิงจากจุด B (=   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ในรูปของ
เวคเตอร์ดงัน้ี 
                    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     =   (200+275+400) 
 

                  | |  =  √      7          =    525 
 

                  เขียนแรง  ⃗  ในรูปพิกดัฉาก  ดงัน้ี 
              ⃗   =     ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   =  840(

   

   
   

   

   
   

   

   
 ⃗ )      = (320  +440  +640 ⃗ )N 

ต าแหน่งจุดA=(200+275+400)   และ  ต าแหน่งจุด B=(375+250+(-200)) 

                       ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     =   (200-375)  +(275-250)  +(400-200) ⃗  

                                 =    ((-0.175)  +0.025  +0.2 ⃗ )m 

     
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗  |

   

(    7 )         
         

|  

  [(0.025×640)-(0.2×440)]  -[(-0.175×640)-(0.2×320)]  + 

    [(-0.175×440)- (0.025×320)] ⃗  
 

                               =  ((-226)  +288  +(-85) ⃗ )  N   

 (ข) ขนาดของโมเมนต ์|  |⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   =   √  
    

    
  

                                                                                      =   √(    )       (   )       =  375.8 N 

   ทิศทางของเวคเตอร์หน่ึงหน่วยของโมเมนต ์    ท่ีท  ามุมกบัแกน x,y,z คือ 
                            (

  

|  ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗|
)           (

    

     
)            

                                       (
  

|  ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗|
)          (

   

     
)           

                                 (
  

|  ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗|
)          (

   

     
)       7    

        (ค)ระยะตั้งฉาก d  หาไดจ้าก..........................(2.31) 
                  |  

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|   =   d | |    
 

    d   =   
     

   
  =   0.447  m 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีได้
จากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ  (ก) ((-226)  +288  +(-85) ⃗ )  N  ,(ข)                       

        7 ,(ค) 0.447  m 

1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ,      2.หาขนาดแรง F 
3.เขียนแรงF ในรูปพิกดัฉาก,            4.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

5.หา   
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ โดยใช|้

   
      

      

|           6.หาขนาดของโมเมนตจ์าก√  
    

    
  

7.ทิศทางของเวคเตอร์หน่ึงหน่วยของโมเมนตร์อบจุดBท่ีท ามุมกบัแกน x,y,z 8.ระยะตั้ง
ฉาก d จากจุด Bไปยงัแนวแรง  ⃗  
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 
 

3.1.4.2 โมเมนต์ของแรงรอบแกนใดๆ  ในกรณีตอ้งการหาค่าโมเมนตร์อบแกนอ่ืนๆ เช่นแกน OB ในรูป
ท่ี33 ไม่ตั้งฉากกบัระนาบของแรง  ⃗   และต าแหน่ง   ⃗⃗ จะหาไดจ้าก 
 
                                                  

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗     
⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗  

 

             เม่ือ    ⃗⃗ ⃗⃗  = เวคเตอร์หน่ึงหน่วยในแนวแกน OB 
 
                       

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   = โมเมนตย์อ่ยของ   
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ท่ีแตกในแนว OB นั้นเอง 

 
           เขียน    

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ในรูปของดิเทอร์มิแนนทต์ามสมการท่ี(2.29) 
 

                       
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   =  |

      

      

      

|                                      ……………………………………….(2.46) 

  
 
 
 

       
ดงันั้น     

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   =    [           ] -   [           ] +   [          ]      

…………………….………(2.47) 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 
 

ตัวอย่างที่4  ถา้แรง  ⃗   = ((-40)  +20  +10 ⃗ ) N กระท าท่ี A ดงัรูปจงหาโมเมนตข์องแรง  ⃗  รอบแกน x 
และ 
แกนoa 

  
Kโจทยก์ าหนดอะไรมาให้
บา้ง 

1.  ⃗   = ((-40)  +20  +10 ⃗ ) 
 2. ต าแหน่งจุด A =(-3  +4  +6 ⃗ ) 

Wโจทยถ์ามอะไร  
 
การวางแผนแกโ้จทยปั์ญหา 

1.โมเมนตข์องแรง  ⃗  รอบแกน x 
2.โมเมนตข์องแรง   ⃗⃗ รอบแกน oa 
1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง  ⃗⃗  ⃗ 

2.หาโมเมนตข์องแรง  ⃗  รอบแกน x จาก|

      

      

      

| 

3.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
4.หาขนาด|   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| 

5.หาโมเมนตข์องแรง  ⃗  รอบแกน oa จาก|

      

      

      

| 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

วธีิท า  
เขียนต าแหน่งท่ีแรง   ⃗   กระท าในรูปของเวคเตอร์    ⃗⃗⃗⃗  (           ⃗ )  
       เวคเตอร์หน่ึงหน่วยของแกน X คือ   ⃗⃗⃗⃗     

      จากสมการท่ี(2.46) จะไดโ้มเมนตข์องแรง  ⃗  รอบแกน x =      ⃗⃗⃗⃗   ⃗     

                    =  |
      

      

      

|   =    |
   

(  )   

(   )     
|    

= 1[(4×6)-(6×20)]  -  0[((-3)×10) – (6×(-40))] +0[((-3)×200 –(4×(-40))]  

=  (-80) N m 

เคร่ืองหมาย – แสดงวา่ทิศทางของ     ตรงกนัขา้มกบัแกน x 
โมเมนตข์องแรง  ⃗  รอบแกน  oa  =    ⃗⃗⃗⃗   ⃗     

 
                                ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   =   (0-3)  +(4-0)   ⃗ =   (-3)  +4   
                          

                                  |   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|  =  √(  )         

                                 

                                   
 
   
⃗⃗⃗⃗  ⃗    =  

(  )

 
   

 

 
   ⃗ 

 

                                     
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    |

(  )

 

 

 
 

(  )   

(   )     

| 

               

   =   
(  )

 
 [(4×10)-(6×20)]  - 

 

 
 [((-3)×10) – (6×(-40))]  

         +0[((-3)×20–(4×(-40))] 
 
   =  (-120) N m 
 

เคร่ืองหมาย – แสดงวา่ทิศทางของ    
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ มีทิศทางจาก  a ไป o 

Lค าตอบท่ีได ้
 
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ 
       1.โมเมนตข์องแรง F รอบแกน x = (-80) N m 
        2.โมเมนตข์องแรง F รอบแกน oa = (-120) N m 
    1.การหาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง  ⃗⃗⃗⃗ ,      2.การหาโมเมนตข์องแรง F รอบแกน x 

จาก|

      

      

      

| 

    3.การหาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ,    4.การหาขนาด|   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| 

    5.การหาโมเมนตข์องแรง  ⃗  รอบแกน oa จาก|

      

      

      

| 
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แบบฝึกหัดที่3-1 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 

 จงหาผลรวมของโมเมนตข์องแรงทั้งส่ีรอบจุด O 
 

 
Kโจทย์
ก าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 

…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์าม
อะไร  
การวางแผน
แกโ้จทย์
ปัญหา 

…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 

Dการ
ด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีได้
จากการ
แกปั้ญหา 

…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………… 
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แบบฝึกหัดที่3-2 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 

ชายคนหน่ึงออกแรงดึงยอดเสา A ขนาด  ⃗ = 20N จงหาโมเมนตข์องแรงรอบจุด O โดยใชเ้วคเตอร์ระบุ
ต าแหน่ง    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗        
      

 
Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์าม
อะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Dการด าเนินการ
แกโ้จทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
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แบบฝึกหัดที่3-3 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 

จงหาขนาดโมเมนตข์องแรง  ⃗ =534N รอบแกน OB 
 

 
 

Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์าม
อะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Dการ
ด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัดที่3-1 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 

จงหาผลรวมของโมเมนตข์องแรงทั้งส่ีรอบจุด O 
 

 
 

Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

1.แรง 50,60,20 และ 40N 
2.แรง 60 ท ามุมกบัแกน y = 30  
3.ระยะของต าแหน่งต่างๆตามรูป 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

จงหาผลรวมของโมเมนตข์องแรงทั้งส่ีรอบจุด O 
1.หาโมเมนตข์องแต่ละแรง 
2.ท าการรวมโมเมนต์ 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

(ก)50 ×  2 = 100       
(ข)60 ×  0 = 0           

(ค)40 ×  (4+3cos30 ) = 263       
(ง)20 ×  (3sin 30 ) = 30       

ผลรวมของโมเมนต ์= (-100)+(-263)+30  =  333       
Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ  333       
1.การหาโมเมนตข์องแต่ละแรง 
2.การรวมโมเมนต ์
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ใบเฉลยแบบฝึกหัดที่3-2 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 

ชายคนหน่ึงออกแรงดึงยอดเสา A ขนาด  ⃗ = 20N จงหาโมเมนตข์องแรงรอบจุด O โดยใชเ้วคเตอร์ระบุ
ต าแหน่ง    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

 
Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

1.แรง  ⃗  = 20N 
2.ขนาดของแนวต่างๆ 

Wโจทยถ์าม
อะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

จงหาโมเมนตข์องแรงรอบจุด O โดยใชเ้วคเตอร์ระบุต าแหน่ง    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   
1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
2.หาขนาด|   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | 
3.หาเวคเตอร์หน่ึงหน่วย   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
4.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   
5.หาโมเมนต ์ ⃗⃗⃗   

Dการ
ด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

วธีิท า  
           ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   = (4-0)  +((-3)-0)  +(1.5-10.5) ⃗  

         ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   = 4  +(-3)  +(-9) ⃗  

      |   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | = √   (  )  (  )          

 

เวคเตอร์หน่ึงหน่วย     
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗        ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗    (

 

     
   

(  )

     
   

(  )

     
 ⃗ ) 

                                              ⃗⃗⃗⃗  = 7.77  +(-5.83)  +(-17.4) ⃗  

เวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   =  10.5  ⃗  

         
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   |

   
      

7 77 (     ) (  7  )
| 

 
                                                  = (10.5 (     ))   (     7 77)   
 
                                      = 61.21  +81.58   

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

ตอบ  (61.2i+81.58j) 
1.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ,   2.หาขนาด|   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |,   3.หาเวคเตอร์หน่ึงหน่วย   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
4.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ,   5.หาโมเมนต ์  

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัดที่3-3 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 

 จงหาขนาดโมเมนตข์องแรง  ⃗  = 534 N รอบแกน OB 
 

 
 

Kโจทยก์ าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 

1.แรง ⃗ =534  N 
2.ขนาดของต าแหน่งต่างๆตามรูป 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

1.หำขนำดโมเมนต์ของแรง  ⃗ =534N รอบแกน OB 

1.เขียนแรง F กระท าในรูปเวคเตอร์ 
2.หาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

3.หาขนาด|   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | 

4.หาเวคเตอร์หน่ึงหน่วย   ⃗⃗ ⃗⃗   

5.เขียน F ในรูปเวคเตอร์     
6.หาโมเมนต ์F รอบ OB  =     ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗     

7.หาค่า   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ จาก OB 

8.ขนาด |  | 

9.หา  ⃗⃗⃗   |

      

      

      

| 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัดที่3-3(ต่อ) 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 3 

Dการด าเนินการ
แกโ้จทยปั์ญหา 

วธีิท า  เขียนแรง F กระท าในรูปเวคเตอร์   ⃗⃗  ⃗                ⃗  

เวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ( 7     )   (     )   (     ) ⃗  
                                  
                                           ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (   )         (    ) ⃗   

 
                        ขนาด|   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |    √(   )       (    )      

 

     เวคเตอร์หน่ึงหน่วย   ⃗⃗ ⃗⃗   
(   )

   
   

   

   
   

(    )

   
 ⃗  

เขียน F ในรูปเวคเตอร์        (   )

   
   

       

   
   

    (    )

   
 ⃗  

   
                                    F   =    (-50)  +350  +(-400) ⃗  
         โมเมนต ์ ⃗⃗   รอบ OB  =     ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗     

              หาค่า   ⃗⃗ ⃗⃗   จาก OB = 275  +150 ⃗   

                       ขนาด |  ⃗⃗⃗⃗  ⃗|  √ 7               
                                         ⃗⃗ ⃗⃗   = 

   

   
   

   

   
 ⃗     7      7 ⃗  

 

                                          
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  |

      

      

      

|  |
   7     7
       
         

| 

 

                                                  =  0.87 ×(400×350)  +0.47×(325×350) ⃗  
 

                                                  =121800  -53462.5 ⃗   =  
       

    
  N.m 

 
                                                   =  68.3375  N.m 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

ตอบ  =  68.3375   N.m 
1.การเขียนแรง  ⃗  กระท าในรูปเวคเตอร์,2.การหาเวคเตอร์ระบุต าแหน่ง    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
3.การหาขนาด|   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |,   4.หาเวคเตอร์หน่ึงหน่วย   ⃗⃗ ⃗⃗  ,  5.การเขียน F ในรูปเวคเตอร์     
6.การหาโมเมนต ์ ⃗  รอบ OB  =     ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗    ,  7.การหาค่า   ⃗⃗ ⃗⃗   จาก OB 

8.การขนาด |  | 

9.   
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  |

      

      

      

| 
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คร้ังที่ 4 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
       4. แรงคู่ควบ (Couple) 
         4.1แรงคู่ควบ หมายถึง แรงสองแรงท่ีมีขนาดเท่ากนั กระท าอยูใ่นระนาบเดียวกนั  มีทิศทาง
ขนานกนัแต่ตรงกนัขา้ม และไม่อยูใ่นแนวเส้นตรงเดียวกนั  ดงัรูปท่ี34  ระยะตั้งฉากระหวา่งแรงทั้ง
สองเรียกวา่  แขนของแรงคู่ควบ (arm  of  the  couple) 

  
 
        แรงคู่ควบจะพยายามท าใหเ้กิดการหมุนต่อวตัถุ โดยไม่มีผลต่อการเคล่ือนท่ีในแนวเส้นตรงแต่
อยา่งใด เน่ืองจากแรงลพัธ์ของแรงคู่ควบเป็นศูนย ์

 
       4.1.1  โมเมนต์ของแรงคู่ควบ (Moment  of a couple) 
         หมายถึง  ผลบวกของโมเมนตร์อบจุดใด ๆ อนัเกิดจากแรงทั้งสองของแรงคู่ควบ  เรียกวา่

โมเมนตข์องแรงคู่ควบดงัรูปท่ี 35  
 
 
 

 

รูปที ่34 

รูปที ่35 



 186 

 
 

ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
                                     
                 ∑     +Fx – F(x+d)  =  +Fx  -  Fx-Fd   =  -Fd 

            นัน่คือ     ∑      Fd    แสดงวา่โมเมนตข์องแรงคู่ควบไม่ข้ึนอยูก่บัระยะจากจุด  A 
เพราะฉะนั้นถา้หาค่าโมเมนตข์องแรงทั้งสองรอบจุดอ่ืนๆท่ีไม่ใช่จุด A  ก็จะไดผ้ลลพัธ์  = Fd 
เหมือนเดิม =   (โมเมนตข์องแรงคู่ควบ) 
หมายเหตุ        1.โมเมนตข์องแรงคู่ควบ  ไม่ข้ึนกบัจุดหมุนเลยแต่จะมีค่าคงท่ีข้ึนอยูก่บัขนาดของแรง  
F และ 
                           ระยะห่าง d ระหวา่งแรงคู่ควบ   

               2.โมเมนตข์องแรงคู่ควบจะไม่เป็นศูนย ์ ดงันั้นวตัถุท่ีถูกกระท าดว้ยแรงคู่ควบเพียง
อยา่งเดียว           

                            จะไม่หยดุน่ิงแต่จะหมุนไปในทิศทางของโมเมนตข์องแรงคู่ควบ 
ดว้ยเหตุน้ีบางคร้ังจึงเรียกโมเมนตข์องแรงคู่ควบวา่  โมเมนตล์ว้น (Pure  moment) ซ่ึงเป็นปริมาณทาง
เวคเตอร์ เขียนในรูปของเวคเตอร์ไดด้งัน้ี  
 
                                 

⃗⃗⃗⃗  ⃗        ⃗  

                  ขนาด   |  
⃗⃗⃗⃗  ⃗|              

 

          โดยท่ี    เป็นมุมระหวา่ง      และ   ⃗   ดงัรูปท่ี36  และทิศทางของ     เป็นไปตามกฎมือขวา คือ
ข้ึนขา้งบน 

 
           

โดยทัว่ไปการแกปั้ญหาโดยใชว้ธีิเวคเตอร์  เหมาะสมกบัปัญหาใน 3 มิติ  ซ่ึงยากแก่การมองและท า
ความเขา้ใจ  ส าหรับระบบแรงในระนาบเดียวกนั  มกัจะแกปั้ญหาไดโ้ดยใชว้ธีิทางสเกลาร์ 
 
 
 
 
 

รูปที ่36 
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ใบความรู้เ 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
       4.1.2  แรงคู่ควบเทยีบเท่า (Equivalent  couples) 
        แรงคู่ควบหลายคู่ใดๆ ท่ีกระท าอยูใ่นระนาบเดียวกนั  และมีโมเมนตเ์ท่ากนั  เราเรียกแรงคู่ควบ
เหล่านั้นวา่เป็น  แรงคู่ควบเทียบเท่าซ่ึงกนัและกนั  นั้นคือมีผลท่ีพยายามท าใหเ้กิดการหมุนดว้ยขนาด
ของโมเมนตท่ี์เท่ากนั 
ตัวอย่างที ่1  จงหาขนาดของโมเมนตข์องแรงคู่ควบ  ในการเปล่ียนยางรถ  ถา้ออกแรงแต่ละขา้ง  100 N ดงั
รูป 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 

1.แรง  ⃗  = 100 N,       2.ความยาวกากบาท=375 mm 

Wโจทยถ์ามอะไร 
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

1.ขนาดของโมเมนตข์องแรงคู่ควบ   
1.ค  านวณจากสมการ       ⃗  

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

วธีิท า      โมเมนตข์องแรงคู่ควบ         7      
                                                         =    7                  

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

 
 7                  
การหาขนาดของโมเมนตข์องแรงคู่ควบ   

       4.1.3  การรวมแรงคู่ควบ 
        ในกรณีท่ีมีแรงคู่ควบหลายคู่กระท าบนวตัถุเราสามารถรวมโมเมนตข์องแรงคู่ควบเหล่านั้นเขา้
ดว้ยกนั  เหมือนกบัการรวมปริมาณทางเวคเตอร์ทัว่ไปดงัรูปท่ี 37 
            

    
+   
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
 

ตัวอย่างที ่2 แรงคู่ควบ 4 คู่ในรูปมีขนาด |  
⃗⃗⃗⃗ |  7      |  

⃗⃗⃗⃗ |         |  
⃗⃗⃗⃗ |          และ 

|  
⃗⃗⃗⃗ |         จงหาขนาดและทิศทางของแรงคู่ควบรวมของแรงคู่ควบ ทั้ง 4 คู่ 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมาให้
บา้ง 

1.|  
⃗⃗⃗⃗ |  7      |  

⃗⃗⃗⃗ |         |  
⃗⃗⃗⃗ |        |  

⃗⃗⃗⃗ |         

2. ,มุมของโมเมนตร์อบ        กบัแกนy 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทยปั์ญหา 

1.ขนาดและทิศทางของแรงคู่ควบรวมของแรงคู่ควบ ทั้ง 4 คู่ 
1.หาแรงคู่ควบในแกน x,y,z 
2.รวมโมเมนตข์องแกน x,y,z  
3.หาขนาดโมเมนตแ์รงคู่ควบลพัธ์จาก   √  

    
    

  

4.หาทิศทางของแรงคู่ควบจาก        
  

(
∑   

|  |
) 

 

                                                                                       (
∑  

|  |
   

 

                                                                  (
∑  

|  |
)                             
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

วธีิท า    
         ท  าการรวมแรงคู่ควบในแต่ละแกน 
                 ∑       7      
 
                    ∑                               7       
 
                    ∑                                      

          แรงคู่ควบรวมเขียนในรูปของเวคเตอร์ไดด้งัน้ี 
              ⃗   ∑   ∑   ∑   
                  
                      (7      7         ⃗ )    

          
         ขนาดของแรงคู่ควบรวม 
 
             |  |   √7     7          = 181.7        

              
         ทิศทางของแรงคู่ควบรวม            (

∑  

|  |
)         (

  

     
)          

 

                                                                      (
∑  

|  |
)         (

     

     
)          

 

                                                                        (
∑  

|  |
)         (

   

     
)     7      

Lค าตอบท่ีได ้
 
 
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

|  |⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  = 181.7         
 
               
               
          7      
 

1.หาแรงคู่ควบในแกน x,y,z 
2.รวมโมเมนตข์องแกน x,y,z   
3.หาขนาดโมเมนตแ์รงคู่ควบลพัธ์จากสมการท่ี 2.39 

4.หาทิศทางของแรงคู่ควบจาก        
  

(
∑   

|  |
) 

 

                                                                                         (
∑  

|  |
   

 

                                                                   (
∑  

|  |
)                             
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
     4.2 การรวมแรงและแตกแรงทีข่นานกนั 
      เราอาจรวมแรงหลายแรงท่ีขนานกนัใหเ้หลือแรงๆ เดียว  หรือแตกแรงแรงๆ เดียวออกเป็นหลาย
แรงท่ีขนานกนั  หรือแตกแรงๆ เดียวเป็นแรงๆ เดียวกบัแรงคู่ควบ  โดยท่ีการรวมแรงหรือแตกแรงจะ
ไม่ท าใหผ้ลของแรงเหล่านั้นต่อวตัถุท่ีถูกกระท าเปล่ียนแปลงแต่อยา่งใด  ถา้หากวา่แรงรวมและแรง
ยอ่ยเหล่านั้นเป็นไปตามสมการ 2 สมการต่อไปน้ี 
              ∑   ของแรงรวมและแรงยอ่ยเท่ากนั                      .....................................................(2.48) 
              ∑  รอบจุดใดๆ ของแรงรวมและแรงยอ่ยเท่ากนั  .....................................................(2.49) 

    4.2.1 การแตกแรงๆ หน่ึงออกเป็นแรงสองแรงที่ขนานกนั 
     แรง F กระท าท่ีจุด C สามารถแตกแรงออกเป็นแรง 2 แรงคือ    กระท าท่ีจุด A และ     กระท าท่ี 
B โดยแรงทั้ง 3 ขนานกนัหมดจากสมการ (2.48) 

 
 
                        …………………………………………….…….(1) 
จากสมการ(2.44)  หาโมเมนตร์อบจุด C 
โมเมนตข์องแรง F รอบจุด C = ผลบวกของโมเมนตร์อบแรง    และ   รอบจุด C 
                                               

                                                                 ……………………………………(2) 
    ถา้  a  +  b  =  l    แกส้มการท่ี(1)  และ (2)  
              b  ×    ตลอด 
                               ……………………………………..…….(3) 
น าสมการท่ี   + 
                                       
 
                                               (   )                  
       
 

รูปที ่38 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
 
                                       

  

(   )
 

                 
                      เม่ือ a  +  b  =  l                

 

 
 

 
                       และน า a คูณตลอดในสมการท่ี          
                                     ……………………………………….(5) 
 
                          น าสมการท่ี  - ⑤ ไดด้งัน้ี 
 

                  
                              

            
  
 
                                 (    )       
 
 

                                               
   

(    )
   

 
                                

                                              
   

 (   )
 

                               
                                    

  

(   )
                    เม่ือ   a  +  b  =  l       

 
                                    

 

 
   

 
ดังน้ัน       

 

 
  และ      

 

 
                                ……………………………(2.50) 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
 

ตัวอย่างที ่3  จงหาขนาดและทิศทางและต าแหน่งท่ีกระท าของแรงลพัธ์ของแรงทั้งส่ีท่ีกระท าบนคาน
ในรูป 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

1.แรง  ⃗  = 2,1,4 และ3 kN    
2.ระยะทางของแนวแรงท่ีห่างจากจุด A(ดงัรูป) 

Wโจทยถ์ามอะไร  
 
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

จงหาขนาดและทิศทางและต าแหน่งท่ีกระท าของแรงลพัธ์ของแรงทั้งส่ีท่ี
กระท าบนคาน 
1.รวมแรง 
2.รวมโมเมนต ์
3.หาต าแหน่งท่ีกระท าของแรงลพัธ์ 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

วธีิท า 
                                     ∑                  
 
                                                       

                     
                           (8x)  =  [(2×3)+(3×1)-(1×1.25)+(4×1.5)]  =  12.5  kN 
 

                               x      =   
    

 
         

Lค าตอบท่ีได ้
 
 
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ 
1.ขนาดและทิศทาง         

2.ต าแหน่งท่ีกระท าของแรงลพัธ์        

1.การรวมแรง 
2.การรวมโมเมนต ์
3.การหาต าแหน่งท่ีกระท าของแรงลพัธ์ 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
 

     4.3 ระบบแรงและแรงคู่ควบ(A  Force  and Couple  System) 
      แรงหลายแรงท่ีกระท าบนวตัถุสามารถรวมเหลือเพียงแรงๆเดียว  แรงๆ เดียวมีผลเหมือนกบัแรง
หน่ึงแรงท่ีกระท าผา่นจุดๆหน่ึงบวกกบัแรงคู่ควบ  และแรงคู่ควบหลายคู่อาจรวมกนัเป็นแรงคู่ควบ
เพียงคู่เดียวเรียกวา่ ระบบแรงและแรงคู่ควบ (a force  and  couple  system) ดงัรูปท่ี 39 
                      
                      แรงลพัธ์     

⃗⃗ ⃗⃗  ∑ ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 
                                                                   

⃗⃗⃗⃗    
⃗⃗⃗⃗    

⃗⃗⃗⃗       

                  โมเมนตล์พัธ์รอบจุด  O 
 
                                        ⃗⃗⃗    

 
                                             ∑  

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 
                                             ⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗    (  ⃗⃗  ⃗    

⃗⃗⃗⃗ )  (      
⃗⃗⃗⃗ )  (      

⃗⃗⃗⃗ ) 

 

 
 
 
 

 

รูปที ่39 
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ใบความรู้ 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
 

ตัวอย่าง 4  จงหาระบบแรงเทียบเท่าท่ี A ของแรงต่างๆ ในรูป 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมาให้
บา้ง 

 1.ขนาดของแรง 1.57N, 900N,675,และ 225 N 
 2.ระยะของแรงจากจุด A = 0.1,0.4,0.7 และ 1 m ตามล าดบั 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทยปั์ญหา 

จงหาระบบแรงเทียบเท่าท่ี A 
1.รวมแรงในแนวแกน y 
2.รวมโมเมนตร์อบจุด A 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

วธีิท า 
        ∑   (   7 )      (  7 )  (    ) 
 
                   =   -1575  N  
 
         ∑                         

 

                     (   7     )  (       )  (  7    7)  (     
 ) 

                    =  -495  N     

 

Lค าตอบท่ีได ้
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ 
    ∑    -1575  N    

   ∑      -495  N     

1.การรวมแรงในแนวแกน y 
2.การรวมโมเมนตร์อบจุด A 
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แบบฝึกหัดที่4-1 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 

 

จงหาขนาดและทิศทางของโมเมนตข์องแรงคู่ควบ 
 

 
Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์าม
อะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Dการด าเนินการ
แกโ้จทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
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แบบฝึกหัดที่4-2 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 

จงหาขนาดและทิศทางของโมเมนตแ์รงคู่ควบในรูป 

 
Kโจทยก์ าหนด
อะไรมาใหบ้า้ง 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 

Dการด าเนินการ
แกโ้จทยปั์ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้าก
การแกปั้ญหา 

………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
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แบบฝึกหัด4-3 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 

จงทดแทนแรงระบบแรงในรูปดว้ยระบบเทียบเท่าของแรง 1 แรงโดยการหาขนาดและต าแหน่งท่ีแรงนั้น
กระท า 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
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แบบฝึกหัด4-4 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 

 
จงตรวจสอบวา่ระบบแรงในแต่ละคู่เป็นระบบเทียบเท่าซ่ึงกนัและกนัหรือไม่ 

 
 

Kโจทยก์ าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 

Wโจทยถ์ามอะไร  
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
 

Lค าตอบท่ีได ้
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ 
แกปั้ญหา 

……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………………… 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัดที่4-1 

วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 
 

จงหาขนาดและทิศทางของโมเมนตข์องแรงคู่ควบในรูป 
 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไร
มาใหบ้า้ง 

1.แรง  ⃗  = 4 kN  ท ามุมกบัแกน z = 30  
2.ความยาวจุดต่างๆดงัรูป 

Wโจทยถ์ามอะไร 
  
การวางแผนแก้
โจทยปั์ญหา 

จงหาขนาดและทิศทางของโมเมนตข์องแรงคู่ควบ 
 

1.หาขนาดแขนของโมเมนต ์  
2.หาโมเมนตแ์รงคู่ควบ 

Dการด าเนินการแก้
โจทยปั์ญหา 

วธีิท า 
หาขนาดแขนของโมเมนต ์  √           
 
                     
 

Lค าตอบท่ีได ้
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ           

 

1.หาขนาดแขนของโมเมนต ์  
2.หาโมเมนตแ์รงคู่ควบ 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัดที่4-2 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 

จงหาขนาดและทิศทางของโมเมนตแ์รงคู่ควบในรูป 
 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

1.แรง  ⃗  = 200 N 
2.ระยะOA = 4m 
3.ระยะOB = 2m 

Wโจทยถ์ามอะไร  
 
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

จงหาขนาดและทิศทางของโมเมนตแ์รงคู่ควบ 
 

1.หาโมเมนตร์อบจุด A 
2.หาโมเมนตร์อบจุด B 
3.รวมโมเมนต ์       

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

วธีิท า 
                  
 
                  
 
            
 
                              

 
Lค าตอบท่ีได ้
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ  ขนาดและทิศทางของโมเมนตแ์รงคู่ควบ =            

 
1.การหาโมเมนตร์อบจุด A 
2.การหาโมเมนตร์อบจุด B 
3.การรวมโมเมนต ์       
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ใบเฉลยแบบฝึกหัด4-3 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 

จงทดแทนแรงระบบแรงในรูปดว้ยระบบเทียบเท่าของแรง 1 แรงโดยการหาขนาดและต าแหน่งท่ีแรงนั้น
กระท า 

 
Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

1.แรง 400  N,200 N,300 N 
2.ระยะทางจากจุด P = 7 m,4m,2m ตามล าดบั 

Wโจทยถ์ามอะไร  
 
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

จงทดแทนแรงระบบแรงในรูปดว้ยระบบเทียบเท่าของแรง 1 แรงโดยการหา
ขนาดและต าแหน่งท่ีแรงนั้นกระท า 
1.หาแรงลพัธ์ R 
2.หาโมเมนตแ์ต่ละจุด 
3.รวมโมเมนตใ์นแต่ละจุด 
4.หาต าแหน่งท่ีแรงลพัธ์กระท า 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

วธีิท า 
R  =  (-400)+(-200)+300  =  (-300) N 
   ∑    ของแรงทั้งสาม 
พิจารณาโมเมนตท่ี์จุด P 
(-300)  (    7)  (     )  (     )  
                             
   

                      
    

   
          

Lค าตอบท่ีได ้
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ R       (-300) N 
                          จากจุด P 
1.การหาแรงลพัธ์ R 
2.การหาโมเมนตแ์ต่ละจุด 
3.การรวมโมเมนตใ์นแต่ละจุด 
4.การหาต าแหน่งท่ีแรงลพัธ์กระท า 
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ใบเฉลยแบบฝึกหัด4-4 
วชิา กลศาสตร์วศิวกรรม1      หน่วยท่ี   2    ช่ือหน่วย  ระบบแรง(Force  Systems)                       
คร้ังท่ี 4 

 
จงตรวจสอบวา่ระบบแรงในแต่ละคู่เป็นระบบเทียบเท่าซ่ึงกนัและกนัหรือไม่ 

 
 

Kโจทยก์ าหนดอะไรมา
ใหบ้า้ง 

1.(ก) แรงคู่ควบ  20 N   โมเมนต ์= 5 N.m 
2.(ข)แรง 20 N และ 10 N  โมเมนต ์=  3  N.m 
3.ระยะตามรูป(ก)และ(ข) ตามรูปโดยพิจารณาท่ีจุด A และ B  

Wโจทยถ์ามอะไร  
 
การวางแผนแกโ้จทย์
ปัญหา 

จงตรวจสอบวา่ระบบแรงในแต่ละคู่เป็นระบบเทียบเท่าซ่ึงกนัและกนั
หรือไม่ 
 
1.พิจารณาโมเมนตท่ี์จุด Aและ B 
2.หาโมเมนตแ์ละรวมโมเมนตข์องภาพ(ก)และ(ข) 
3.เปรียบเทียบผลของโมเมนตข์องภาพ(ก)และ(ข) 

Dการด าเนินการแกโ้จทย์
ปัญหา 

วธีิท า  
พิจารณาโมเมนตท่ี์จุด A และ B ในขอ้(ก) และ (ข) ตามล าดบั 

(ก) (20× 0.4)+5 = 13 N.m 
(ข) (10× 0.2)+3  = 5    N.m 
ไม่เท่า 

 
Lค าตอบท่ีได ้
 
ความรู้ท่ีไดจ้ากการ
แกปั้ญหา 

ตอบ   
ระบบแรงทั้งคู่เป็นระบบท่ีไม่เทียบเท่า 
 
1.การหาโมเมนตแ์ละรวมโมเมนต์ 
2.การเปรียบเทียบผลของโมเมนต์ 
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