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บทคดัยอ่ 

 

โครงการวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีนาํเสนอการวิเคราะห์ผลกระทบของของไหลภายในท่อต่อการแอ่นตวัมาก

ในสภาวะสมดุลทางสถิตของท่อลาํเลียงแบบแคทีนารีในนํ้ าทะเล การวิเคราะห์ใชห้ลกัการของงาน

เสมือนของระบบซ่ึงประกอบด้วย งานเสมือนของแรงดึงในแนวราบ งานเสมือนของนํ้ าหนัก

ประสิทธิผล และงานเสมือนจากของไหลภายในท่อ แบบจาํลองน้ีใชค้วามยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียง

เป็นตวัแปรอิสระ วิธีการวิจยัใชร้ะเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตร่์วมกบักระบวนการทาํซํ้ าของนิวตนั-ราฟ

สันเพื่อหาผลเฉลยเชิงตัวเลข การตรวจสอบความถูกต้องของผลเฉลยเชิงตัวเลขซ่ึงทาํโดยการ

เปรียบเทียบผลลพัธ์ท่ีได้จากการคาํนวณเชิงตวัเลขและจากสมการแคทีนารี พบว่า ผลลพัธ์ท่ีได้

สอดคลอ้งกนัเป็นอย่างดี ตวัแปรในการศึกษาน้ีแสดงผลกระทบของของไหลภายในท่อต่อสภาวะ

สมดุลสถิตในท่อลาํเลียงแบบแคทีนารี เม่ือจุดปลายของท่อลาํเลียงมีความต่างระดบัต่างกนั 

 

คาํสาํคญั : ของไหลภายในท่อ / ท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี / ระเบียบวิธีไฟลไนตเ์อลิเมนต ์ / 

วิธีการงานเสมือน / วิธีการทาํซํ้ าของนิวตนัราฟสนั  
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Abstract 

 

This special research study presents the effect of internal flow on static equilibrium configuration of 

catenary riser in sea water. The virtual work method is used to formulate the model of the catenary 

riser which consists of the virtual work of horizontal top tension, effective weight of the riser, and 

internal fluid flow. The riser arc-length is used as an independent variable. The finite element 

method and Newton-Raphson iterative process are used to solve the problem. The model 

formulation is validated by comparing the numerical results with the catenary equation, and they are 

found to be in a very good agreement. The parametric studies are given to show the effects of 

internal flow on equilibrium configuration for various support elevations of the catenary riser. 

 

Keywords:  Catenary Riser / Finite Element Method / Internal Flow / Newton-Raphson Method / 

Virtual Work Method /  

 

    



 ง 

กติติกรรมประกาศ 

 

โครงการวิจยัเฉพราะเร่ืองฉบบัน้ีไดส้าํเร็จลุล่วง และสาํเร็จเป็นอย่างดีเน่ืองดว้ยไดรั้บความอนุเคราะห์

จาก ศ.ดร.สมชาย  ชูชีพสกุล อาจารยท่ี์ปรึกษาโครงการวิจยัอย่างดียิ่ง ท่ีไดมี้ความกรุณาให้คาํปรึกษา 

เสนอความคิดเห็นขอ้แนะนาํ และความรู้ท่ีมีประโยชน์อนัลํ้าค่า ใหข้อ้เสนอเก่ียวกบัขอ้บกพร่องในทุกๆ

ดา้น อีกทั้งแนวทางในการศึกษาต่างๆอยา่งดียิ่งเสมอมา ขอขอบพระคุณ ผศ. ดร.ชยัณรงค ์อธิสกุล และ 

ดร.บุญมี  ชินนาบุญ ท่ีเป็นกรรมการสอบโครงการวิจยัท่ีกรุณาใหค้าํแนะนาํต่างๆจนทาํใหโ้ครงการวิจยั

น้ีมีความถูกตอ้งและสมบูรณ์เป็นอย่างดี ขอขอบคุณ คุณสุชาดา ไวยวุทธิ ท่ีไดท้าํให้มีแรงกระตุน้ และ

อาํนวยความสะดวกในการทาํโครงการวิจยัใหส้าํเร็จลุล่วงไปดว้ยดี  และท่ีลืมไม่ไดแ้ละสาํคญัท่ีสุด คือ

ขอขอบพระคุณมารดาของขา้พเจา้ นางสาํราญ  ศิริ ท่ีคอยเป็นแรงผลกัดนั และกาํลงัใจอย่างดียิ่งทาํให้

โครงการวิจยัน้ีสาํเร็จอยา่งแทจ้ริง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 



จ 

สารบัญ 
 

  หน้า 

 

บทคดัยอ่ภาษาไทย ข 

บทคดัยอ่ภาษาองักฤษ ค 

กิตติกรรมประกาศ ง 

สารบญั จ 

รายการตาราง ช 

รายการรูปประกอบ ซ 

รายการสญัลกัษณ์ ฌ 

 

บทที ่

1. บทนํา  1 

   1.1 ความสาํคญัและท่ีมาของงานวิจยั   1 

        1.2 งานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้ง   1 

        1.3 วตัถุประสงคข์องงานวิจยั   3 

        1.4 ขอบเขตงานวจิยั   3 

        1.5 ประโยชนแ์ละผลท่ีคาดวา่จะไดรั้บจากงานวิจยั  3 

 

2. แบบจําลองทางคณติศาสตร์   4 

 2.1 สถิตศาสตร์ของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี  4 

 2.2 สมมติฐานการวิเคราะห์   5 

 2.3 สมการสมดุล           5 

 2.4 การวิเคราะห์แบบจาํลองโดยวิธีแปรผนั          7 

 2.4.1 งานเสมือนท่ีเกิดจากแรงอดักระทาํท่ีปลาย          8 

 2.4.2 งานเสมือนท่ีเกิดจากนํ้าหนกัประสิทธิผล          10 

 2.4.3 งานเสมือนท่ีเกิดของไหลภายในท่อ           11 

 

3. การวเิคราะห์เชิงตัวเลข  14 

 3.1 การแกปั้ญหาดว้ยระเบียบไฟไนตเ์อลิเมนต ์  14 

 3.2 การแกส้มการแบบไม่เป็นเชิงเสน้   19 



ฉ 

  

 3.3 เง่ือนไขของเขตของจุดรองรับ   20 

 

4. ผลการวเิคราะห์  21 

 4.1 การเปรียบเทียบผลกบัการคาํนวณเชิงตวัเลขกบัสมการแคทีนารี  21 

 4.2 สมดุลเม่ือเปล่ียนแปลงแรงดึงในแนวราบท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั  23 

 4.3 สภาวะสมดุลของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงความเร็วท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั 24 

 4.4 สภาวะสมดุลของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงแรงดึงท่ีปลายบน  26 

4.5 สภาวะสมดุลของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงค่าความยาวส่วนโคง้  27 

4.6 สภาวะสมดุลของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง  29 

 

5. สรุปผลการวจัิย  31 

 5.1 ขอ้เสนอแนะ  31 

 

เอกสารอ้างองิ  32 

 

ภาคผนวก   33 

 ก   ระเบียบวิธีการสาํหรับการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารี  34 

 ข   โปรแกรมคอมพิวเตอร์  40 

 

ประวตัิผู้วจัิย   54 

 



ช 

รายการตาราง 

 

ตาราง หน้า 

 

4.1 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์เคเบิลแบบเสน้โคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดบั  21 

4.2 ผลการเปรียบเทียบคาํตอบเชิงตวัเลขกบังานวิจยัอ่ืน  22 

4.3 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั  24 

 โดยเปล่ียนแปลงค่าความเร็วของของไหลภายในท่อลาํเลียง 

4.4 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีความเร็วของของไหล  26 

 ภายในท่อในสภาวะสมดุล ในกรณีท่ีเปล่ียนแปลงค่าแรงดึงท่ีจุดปลายบน 

 ของท่อลาํเลียงของไหลแบบแอ่นตวัมาก 

4.5 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีความยาวส่วนโคง้ของท่อ  28 

 ลาํเลียงของไหลในสภาวะสมดุล 

4.6 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีระยะระหวา่งจุดรองรับ  29 

 ในแนวด่ิงของท่อลาํเลียงของไหลในสภาวะสมดุล 

ก.1     พารามิเตอร์ในการวเิคราะห์เคเบิลแบบเสน้โคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั        38 

 



ซ 

รายการรูปประกอบ 

 

รูป หน้า 

 

2.1 สภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี  4 

2.2 ท่อลาํเลียงของไหลภายใตส้ภาวะสมดุล และช้ินส่วนยอ่ยของท่อภายใต ้  6 

 สภาวะสมดุล 

3.1 ลกัษณะค่าพิกดัท่ีสภาวะสมดุล  14 

4.1 แสดงรายละเอียดของเสน้โคง้แคทีนารีแบบยกระดบั  22 

4.2 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงของเคเบิลท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั  23 

 โดยทาํการเปล่ียนแปลงค่าแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของเคเบิล  

4.3 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงความเร็วของท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั  25 

4.4 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงความเร็วของท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั และ               25

เปล่ียนแปลงค่าความยาวส่วนโคง้ 

4.5 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงของท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั  27 

 โดยทาํการเปล่ียนแปลงค่าแรงดึงท่ีจุดปลายบนทางแนวราบของท่อลาํเลียงของไหล 

 แบบแอ่นตวัมาก 

4.6 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงของท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั  28 

 โดยทาํการเปล่ียนแปลงค่าความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหลแบบแอ่นตวัมาก  

4.7 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงของท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั  30 

 โดยทาํการเปล่ียนแปลงค่าการยกระดบัของจุดยดึทั้งสองดา้นของท่อลาํเลียงของไหล 

 แบบแอ่นตวัมาก  

ก.1 รายละเอียดของเสน้โคง้แบบแคทีนารียกระดบั  34 

ก.2 รายละเอียดแรงดึงของเสน้โคง้แบบแคทีนารียกระดบั  37 

   

 

 

 

  



ฌ 

รายการสัญลกัษณ์ 

 

𝐴𝑒  = พื้นท่ีหนา้ตดัภายนอกท่อ 

𝐴𝑖  = พื้นท่ีหนา้ตดัภายในท่อ 

𝐴𝑝  = พื้นท่ีหนา้ตดัของท่อ 

𝑑𝑠  = ความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนยอ่ย 

𝐹𝑛  = แรงกระทาํในแนวตั้งฉากกบัท่อ 

𝐹𝑡  = แรงกระทาํในแนวสมัผสักบัท่อ 

𝑔  = ความเร่งเน่ืองจากแรงโนม้ถ่วงของโลก 

𝑖  = ลาํดบัท่ีของดีกรีอิสระ 

⌊𝐾⌋  = สติฟเนสเมตริกซ์แบบไม่เชิงเสน้ของระบบรวม 

𝑙  = ความยาวส่วนโคง้ยอ่ย 

𝑁  = จาํนวนช้ินส่วนยอ่ยทั้งหมด 

𝑛  = แกนตั้งฉากกบัแนวแกนช้ินส่วนยอ่ย 

⌊𝑁⌋  = เมตริกซ์แถวของฟังกช์นัรูปร่าง 

⌊𝑁′⌋ = อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของฟังกช์ั้นรูปร่าง 

⌊𝑁′′⌋  = อนุพนัธ์อนัดบัสองของฟังกช์ั้นรูปร่าง 

𝑃𝑛   = แรงกระทาํในแนวตั้งฉากกบัท่อ 

𝑃𝑡   = แรงกระทาํในแนวสมัผสักบัท่อ 

{𝑄} = เวกเตอร์ของดีกรีอิสระของระบบรวม 

{𝑞} = เวกเตอร์ของดีกรีอิสระของช้ินส่วนยอ่ย 

{𝑅} = เวกเตอร์ของแรงในระบบรวม 

𝑠𝑡   = ความยาวส่วนโคง้ 

𝑇  = แรงดึงตามแนวแกนท่อ 

𝑡  = แกนสมัผสักบัแนวแกนช้ินส่วนยอ่ย 

𝑇𝐻   = แรงดึงตามแนวราบท่ีปลายบน 

𝑇𝑉   = แรงดึงตามแนวด่ิงท่ีปลายบน 

𝑣  = ความเร็วของของไหลภายในท่อ 

𝑊   = งานเสมือนเน่ืองจากแรงภายนอก 

𝑊𝑇  = งานเสมือนเน่ืองจากแรงดึงท่ีปลาย 

𝑊𝑊  = งานเสมือนเน่ืองจากนํ้าหนกัประสิทธิผล 

𝑊𝑒   = งานเสมือนเน่ืองจากนํ้าหนกัประสิทธิผลของท่อต่อหน่วยความยาวของท่อ 
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𝑊𝑖   = งานเสมือนเน่ืองจากของไหลภายในท่อ 

𝑥𝐻   = ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวราบ 

𝑥𝑠   = ตาํแหน่งวางตวัของท่อทางแกน x สภาวะสมดุล 

𝑥𝑠′   = อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของ x เทียบกบั s 

𝑦𝑎   = ค่าระยะแอ่นตวัแบบไม่เป็นเชิงเสน้ 

𝑦𝐻   = ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง 

𝑦𝐿   = ค่าระยะแอ่นตวัแบบเชิงเสน้ 

𝑦𝑠   = ค่าระยะแอ่นตวัแบบเชิงเสน้ 

𝑦𝑠′   = ค่าระยะแอ่นตวัแบบเชิงเสน้ 

𝑦𝑠′′   = ค่าระยะแอ่นตวัแบบเชิงเสน้ 

∆𝑥   = ผลรวมระยะเคล่ือนท่ีในแนวแกน x 

∆𝑦   = ผลรวมระยะเคล่ือนท่ีในแนวแกน y 

𝛿  = สญัลกัษณ์การแปรผนั 

𝜅   = ค่าความโคง้  

𝜌𝑒   = ความหนาแน่นของนํ้าทะเล 

𝜌𝑖   = ความหนาแน่นของของไหลภายในท่อ 

𝜌𝑝   = ความหนาแน่นของท่อ  

𝜋  = ฟังกช์นัพลงังาน 

𝜋𝑘  = ฟังกช์นัพลงังานของช้ินส่วนยอ่ย 

 



บทที ่1 บทนํา 

 

1.1 ความสําคญัและทีม่าของงานวจิัย 
ในปัจจุบนัการผลิตปิโตรเลียมนอกชายฝ่ังทะเลมีปริมาณมากข้ึนและอยูใ่นนํ้ าทะเลท่ีมีระดบัความลึก

มาก ดงันั้นจึงมีความจาํเป็นท่ีจะตอ้งมีเทคโนโลยีและโครงสร้างท่ีเหมาะสมสําหรับการสํารวจหา

แหล่งนํ้ ามนัและผลิตนํ้ ามนัในนํ้ าทะเลลึก ท่อลาํเลียงของไหล (marine risers) เป็นส่วนหน่ึงของ

โครงสร้างนอกชายฝ่ังท่ีสําคญัอนัหน่ึงท่ีใชใ้นการลาํเลียงปิโตรเลียมระหว่างพื้นทะเลกบัแท่นผลิต 

หรือ แท่นขุดเจาะซ่ึงอยู่ท่ีระดับผิวนํ้ า ท่อลาํเลียงของไหลนอกจากจะตอ้งสามารถรับแรงกระทาํ

เน่ืองจากสภาพแวดลอ้มในนํ้ าทะเลลึกแลว้ ยงัตอ้งสามารถรับแรงเน่ืองจากความเร็วของของไหล

ภายในท่อท่ีเกิดข้ึนอีกดว้ย ความเขา้ใจถึงพฤติกรรมท่อลาํเลียงของไหลจึงเป็นส่ิงจาํเป็นสาํหรับวิศวกร

นอกชายฝ่ัง (offshore engineers)ท่ีจะตอ้งเรียนรู้เพื่อการวิเคราะห์ และออกแบบท่อลาํเลียงของไหลท่ี

เหมาะสมเพื่อใหท้นต่อสภาพแวดลอ้มต่างๆได ้

 

1.2 งานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 
งานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัเสถียรภาพของท่อท่ีมีของเหลวไหลอยูภ่ายในท่อตั้งแต่อดีตจนถึงปัจจุบนัไดรั้บ

การศึกษาอยา่งกวา้งขวางจากนกัวิจยัหลายท่านทั้งทางดา้นสถิตศาสตร์และพลศาสตร์ซ่ึงแต่ล่ะท่านได้

ใช้กระบวนการวิเคราะห์หาผลเฉลยท่ีมีความแตกต่างกันในส่วนโครงการวิจัยเฉพาะเร่ืองน้ีได้

ทาํการศึกษางานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งบางส่วนเก่ียวกบัการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลดว้ยการหาผลเฉลย

เชิงตวัเลขโดยใชว้ิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์

 

Moe และ Chucheepsakul [1] ศึกษาผลกระทบของของไหลแบบคงท่ีภายในท่อลาํเลียงท่ีอยูใ่นแนว

เกือบจะตั้งฉาก มีแรงดึงท่ีปลายบนคงท่ี และท่อลาํเลียงมีความแข็งมาก พิจารณาโดยใชส้มการเชิง

อนุพนัธ์เพื่อทาํการประมาณค่า และวิเคราะห์โดยวิธีการเชิงตวัเลขท่ีแตกต่างกันหลายวิธีซ่ึงจาก

งานวิจยัพบวา่การพิจารณาโดยวิธีการแบบ Closed form มีความแม่นยาํมากท่ีสุดในการวิเคราะห์น้ี 

 

Patel และ Seyed [2] งานวิจยัน้ีศึกษาพฤติกรรมของของไหลภายในท่อลาํเลียงของไหลแบบยืดหยุน่

ได ้การกระจายตวัของแรงดนัและพฤติกรรมของของไหลภายในท่อลาํเลียงของไหลแบบยดืหยุน่ไดน้ี้

มีผลกระทบต่อการวิเคราะห์พฤติกรรมทางสถิตศาสตร์และพลศาสตร์ วิเคราะห์โดยใชห้ลกัการของ 

Governing equations ในสองมิติ ร่วมกับสมการของการไหลของท่อโลหะ พบว่า หลกัการ 

Frequency-domain numerical solution สามารถอธิบายแบบจาํลองของพฤติกรรมทั้งระบบได ้ซ่ึง

ประกอบดว้ยแรงจากภายนอกและแรงจากของไหลภายในท่อลาํเลียงของไหล 
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งานวิจยัของ Wu และ Lon [3] ผลกระทบของความแขง็แกร่งของท่อ และของไหลภายในท่อลาํเลียง

ของไหลในทะเลแบบพลศาสตร์โดยการสร้างแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์ท่ีเคล่ือนท่ีทางดา้นขา้งเพื่อ

นาํมาตรวจสอบพฤติกรรมของท่อลาํเลียงแบบพลศาสตร์ ซ่ึงพิจารณาทั้งของไหลแบบคงท่ีภายในท่อ

ลาํเลียงร่วมกบัแรงท่ีกระทาํภายนอกท่อลาํเลียง พบวา่ ของไหลภายในท่อทาํหนา้ท่ีลดผลกระทบท่ีเกิด

จากแรงดึงท่ีปลายบนแต่เม่ือแรงดึงท่ีปลายบนมีค่ามากจะส่งผลต่อท่อลาํเลียงของไหลแบบพลศาสตร์ 

 

Huang [4] กลศาสตร์การเคล่ือนท่ีของการลาํเลียงมวลภายในท่อลาํเลียงของไหลและท่อ พิจารณา

ความเร่งเน่ืองจากนํ้าหนกัทั้งของเหลว และอนุภาคของของแขง็ท่ีถูกลาํเลียงภายในท่อลาํเลียงของไหล

ในทะเล ใชห้ลกัการของ ลากรานจ์ ออยเลอร์ และ แรงคอริออลิส (coriolis force) พบว่า เม่ือท่อ

ลาํเลียงเกิดการเคล่ือนท่ีมากจะถูกอิทธิพลของแรงเฉ่ือยเน่ืองจากความเร่งทาํให้การเคล่ือนท่ีของท่อ

ลาํเลียงของไหลบางกรณีเกิดการเคล่ือนท่ีไดน้้อยลง ความเร่งดังกล่าวจะสังเกตไดช้ัดเจนเม่ือท่อ

ลาํเลียงของไหลเกิดการเคล่ือนท่ีและมีความเร็ว 

 

Chucheepsakul และ Huang [5] อิทธิพลของการเคล่ือนท่ีของมวลภายในท่อลาํเลียงของไหลท่ีส่งผล

ต่อสภาวะสมดุล งานวิจยัน้ีพิจารณาในกรณี 2 มิติ และเปล่ียนแปลงแรงดึงท่ีปลายบน พบว่า ท่อ

ลาํเลียงของไหลจะเกิดการเคล่ือนท่ีเพิ่มมากข้ึนเม่ือทาํลาํเลียงของไหลมีความเร็วเพิ่มข้ึน และความยาว

ส่วนโคง้ทั้งหมดจะข้ึนอยูก่บัขนาดของแรงดึงท่ีปลายบน 

 

งานวิจยัของ Moe, Stromsed และ Fylling [6] ศึกษาเก่ียวกบัพฤติกรรมของของไหลภายในท่อลาํเลียง

ของไหลภายใตเ้ง่ือนไขขอบเขตต่างๆ ซ่ึงในงานวิจยัน้ีแสดงใหเ้ห็นว่าแรงหนีศูนยก์ลางเน่ืองจากของ

ไหลภายในท่อลาํเลียงสามามรถป้องกนัไดโ้ดยการเพิ่มแรงตามแนวแกน ผลท่ีไดจ้ากงานวิจยัน้ีคือ

ความเครียดรวม (combined tension) 

 

งานวิจยัของ Chucheepsakul, Huang และ Monprapussorn [7] ศึกษาเก่ียวกบัการวิบติัของท่อแบบอีลา

สติคคา(elastica pipe)แบบไม่เชิงเส้นและคาํนึงถึงการเคล่ือนท่ีของของไหลภายในท่อโดยวิธีการ

วิเคราะห์แบบปัญหาเง่ือนไขขอบเขต ซ่ึงพบว่าการเคล่ือนท่ีของของไหลภายในท่อทาํให้ท่อเกิดการ

เสียรูปร่างมากอีกทั้งแรงดึงปลายบนของท่อมีค่ามากข้ึนเน่ืองจากนํ้ าหนกัของท่อทาํให้ความสามารถ

ใชง้านของท่อนั้นมีค่าลดลงแต่จาํกดัท่ีระดบันํ้าต้ืนเท่านั้น 
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1.3 วตัถุประสงค์ของงานวจิัย 

เพื่อพฒันาการวางตวัของเคเบิลท่ีสภาวะสมดุล ภายใตน้ํ้ าหนกัของตวัเอง และของไหลภายในท่อ โดย

มีวตัถุประสงคข์องงานวิจยั ดงัต่อไปน้ี  

1. พฒันาแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์โดยวิธีการแปรผนัของท่อลาํเลียงของไหลใตท้ะเลท่ีวางตวั

ในสองมิติภายใตแ้รงกระทาํเน่ืองจากของไหลภายในท่อและแรงอ่ืนๆท่ีเก่ียวขอ้ง โดยอาศยั

หลกัการของงานเสมือน 
2. พฒันากระบวนการแกปั้ญหาเชิงตวัเลขโดยวธีิไฟไนตเ์อลิเมนตข์องท่อลาํเลียงของไหล 

3. ศึกษาพฤติกรรมของท่อลาํเลียง และผลกระทบเน่ืองจากความเร็วของไหลและตวัแปรอ่ืนๆ

ต่อการวางตวัของท่อลาํเลียงของไหล ณ สภาวะสมดุล 

 

1.4  ขอบเขตงานวจิัย 

งานวิจยัน้ีนาํเสนอการวเิคราะห์ผลกระทบเน่ืองจากแรงกระทาํของของไหลภายในท่อต่อสภาวะสมดุล

ท่อลาํเลียงของไหลในทะเลลึก และแรงกระทาํเน่ืองจากกระแสนํ้ า โดยใชร้ะเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต์

ร่วมกบักระบวนการกระทาํซํ้ าของนิวตนั-ราฟสันในการหาคาํตอบเชิงตวัเลข ซ่ึงมีขอบเขตในการ

วิเคราะห์ดงัต่อไปน้ี 

1. พิจารณาแบบจาํลองในการวิเคราะห์เป็นแบบสองมิติ 

2. พิจารณารูปร่างการวางตวัของท่อลาํเลียงของไหลแบบสมดุลสถิต 

3. พิจารณาความเร็วของของไหลแบบคงท่ีภายในท่อ 

4. พิจารณาการไหลของของไหลภายในท่อเป็นแบบราบเรียบ (laminar flow) ใน 1 มิติตามแนว

สมัผสั ของแกนท่อ 

5. ไม่พิจารณาผลของแรงเสียดทานท่ีเกิดข้ึนระหวา่งผวิสมัผสัของท่อกบัของไหลภายในท่อ 

6. ไม่พิจารณาผลของแรงดดัท่ีเกิดข้ึนภายในท่อ 

 

1.5  ประโยชน์และผลทีค่าดว่าจะได้รับจากงานวจิัย 
ประโยชน์ท่ีไดรั้บจากการศึกษาเฉพาะเร่ืองน้ีสรุปเป็นประเดน็หลกัๆได ้ดงัน้ี 

1. ทาํใหเ้ขา้ใจและเรียนรู้วิธีการคาํนวณเชิงตวัเลขโดยวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์

2. ทาํใหเ้ขา้ใจพฤติกรรมสถิตของท่อลาํเลียงเม่ือเทียบกบัของไหลท่ีไม่มีความเร็ว 

3. ทาํให้รู้ถึงพฤติกรรมของท่อลาํเลียงแบบแคทีนารีท่ีมีของไหลอยู่ภายในท่อในกรณีท่ีมี

ความเร็วของไหลแปรเปล่ียนและในกรณีปลายทั้งสองของท่อลาํเลียงมีความต่างระดบักนั 

  



บทที ่2 แบบจําลองทางคณติศาสตร์ 

 

โครงการวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีมีวตัถุประสงคเ์พื่อการวิเคราะห์ผลกระทบเน่ืองจากของเหลวท่ีไหลภายในท่อ

ดว้ยความเร็วคงท่ีต่อสภาวะสมดุลสถิตในแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์โดยใชค้วามยาวส่วนโคง้เป็นตวั

แปรอิสระ และให้ระยะท่ีวดัจากแนวราบท่ีกาํหนดในตาํแหน่งสมดุลต่างๆของท่อเป็นตวัแปรตาม โดย

อาศยัหลกัการแปรผนังาน พลงังานของระบบท่อลาํเลียง และวิธีการไฟไนตเ์อลิเมนตแ์บบไม่เชิงเส้นเพื่อ

หาผลลพัธ์เชิงตวัเลขของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี โดยมีทฤษฎีในการวิเคราะห์ต่างๆดงัน้ี 

 

2.1 สถิตศาสตร์ของท่อลาํเลยีงของไหลแบบแคทนีารี 

การวางตวัของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีระหว่างจุด 2 จุดโดยจุดดา้นล่างเป็นแบบยึดหมุนได ้

(hinge support) เปรียบเสมือนตวัคํ้ายนัท่อลาํเลียงของไหล และจุดดา้นบนเป็นแบบเคล่ือนท่ีได ้(roller 

support) ซ่ึงเคล่ือนท่ีได้เฉพาะในแนวราบเปรียบเสมือนแท่นขุดเจาะนํ้ ามันแบบลอยนํ้ า (floating 

platform) และมีแรงดึงในแนวราบ (𝑇𝐻) กระทาํเพื่อรักษาสภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหล ดงัแสดง

ในรูปท่ี 2.1 

 
 

รูปที ่2.1 สภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี 
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จะเห็นไดว้่าท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีนั้นวางตวัอยูร่ะหว่างจุดยึดทั้งสองดา้นแต่มีความต่างระดบั

ของจุดยดึทั้งสองดา้น (𝑌𝐻) ท่อประเภทน้ีมกันาํมาใชง้านเป็นท่ีแพร่หลายในงานขดุเจาะนํ้ามนันอกชายฝ่ัง

ทะเลลึกโดยทาํหนา้ท่ีเป็นท่อลาํเลียงนํ้ ามนั (riser) จากปากหลุมเจาะท่ีนาํนํ้ ามนัข้ึนมาจากใตพ้ื้นทะเลท่ีมี

ความลึกมากๆโดยจุดปลายบนทาํการยดึติดกบัแท่นขดุเจาะแบบต่างๆ ซ่ึงมีทั้งแท่นขดุเจาะนํ้ ามนั และเรือ

ขุดเจาะประเภทต่างๆตามความเหมาะสม ส่วนปลายด้านล่างนั้นอยู่บนพื้นทะเล ซ่ึงในการวิเคราะห์

งานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีจะทาํการวิเคราะห์ในสภาวะท่ีมีการแอ่นตวัมากภายในสภาวะสมดุล โดยตวัแปรท่ี

สาํคญัในงานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีเนน้พฤติกรรมแบบสถิตของท่อลาํเลียงของไหลท่ีไหลดว้ยความเร็วภายใน

ท่อ 

 

2.2 สมมตฐิานการวเิคราะห์ 

สมมติฐานท่ีใชใ้นการวิเคราะห์มีดงัต่อไปน้ี 

1. ไม่คาํนึงถึงผลของการยดืตวัหรือหดตวัตามแนวแกนท่อเม่ือรับแรง 

2. ไม่คาํนึงถึงผลของแรงเฉือน 

3. การแอ่นตวัของท่อมีค่ามาก แต่ความเครียดมีค่านอ้ย 

4. ไม่คาํนึงถึงผลของแรงเสียดทานระหวา่งท่อ และจุดรองรับ 

5. ไม่คาํนึงถึงผลของแรงดดัในเบ้ืองตน้ 

6. ไม่คาํนึงถึงแรงภายนอกท่ีมากระทาํ นอกจากนํ้าหนกัของท่อ และแรงกระทาํจากของไหลในท่อ 

 

2.3 สมการสมดุล 

พิจารณารูปท่ี 2.2 จะพบว่าประกอบดว้ยแรงกระทาํดงัต่อไปน้ี แรงตามแนวแกนในแนวราบ (𝑇𝐻) แรง

เน่ืองจากนํ้ าหนกัของท่อลาํเลียงของไหล (𝑊𝑒) และแรงเน่ืองจากความเร็วของของไหลภายในท่อ (𝑊𝑖) 

อีกทั้งมีแรงกระทาํตลอดความยาวส่วนโคง้ของท่อซ่ึงประกอบดว้ย แรงกระทาํตามแนวสัมผสักบัแนวท่อ 

(𝑃𝑡) แรงกระทาํตั้งฉากกบัแนวท่อ (𝑃𝑛) และแรงจากความเร็วของของไหลภายในท่อจากแรงดงักล่าว

สามารถหาสมการสมดุล จากสมการสมดุลของแรงกระทาํต่อท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีในสภาวะ

สมดุลซ่ึงทาํการวิเคราะห์ตามความยาวส่วนโคง้ 𝑠 โดยจะทาํการแบ่งท่อลาํเลียงของไหลดงักล่าวออกเป็น
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ช้ินส่วนยอ่ยๆ การทาํการวิเคราะห์ ตามความยาวส่วนโคง้ยอ่ยๆน้ี เรียกวา่ 𝑑𝑠 ดงันั้นความยาวส่วนโคง้จาก

จุดยดึแบบไม่เคล่ือนท่ีเร่ิมตน้ไปจนถึงจุดปลายท่ีสามารถเคล่ือนท่ีไดต้ามแนวราบ ไดด้งัต่อไปน้ี 

 

 

 

รูปที ่2.2 ท่อลาํเลียงของไหลภายใตส้ภาวะสมดุลและช้ินส่วนยอ่ยของท่อภายใตส้ภาวะสมดุล 

 

เม่ือสมดุลของแรงในทิศทางตั้งฉากกบัแนวท่อ (∑𝐹𝑛 = 0) จะได ้

 

−𝑇
𝑑𝜃
𝑑𝑠

+ 𝑃𝑛 +
𝑚𝑣2

𝑅
= 0 (2.1) 

  
 

เม่ือสมดุลของแรงในทิศทางสมัผสักบัแนวท่อ ∑𝐹𝑡 = 0 จะได ้

 

𝑑𝑇
𝑑𝑠

+ 𝑃𝑡 = 0 (2.2) 

 

เม่ือทาํการวิเคราะห์ค่าความยาวโคง้ตามช้ินส่วนยอ่ยๆ สามารถหาอตัราการเปล่ียนแปลงมุมต่อความยาว

เสน้โคง้ (𝑑𝜃) จะไดค้วามสมัพนัธ์ดงัน้ี 
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𝜅 =
𝑑𝜃
𝑑𝑠

=
1
𝜌

 (2.3) 

 

เม่ือ       𝑑𝑠 คือ  ความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนยอ่ยของท่อ 

𝜃 คือ ค่ามุมของท่อลาํเลียงของไหลวดัจากแนวราบไปยงัแนวแกน 

𝜅 คือ ค่าความโคง้ 

                𝜌 คือ รัศมีความโคง้ 

 

เม่ือแทนค่าแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนย่อยต่างๆ และในแบบจาํลองน้ี

กาํหนดให้ไม่คิดค่าของแรงดัด ดังนั้น 𝐸𝐼 = 0 ดงันั้น ค่าแรงเฉือนในสมการจึงไม่นํามาวิเคราะห์ใน

แบบจาํลองน้ี 

 

 2.4 การวเิคราะห์แบบจําลองโดยวธีิแปรผนั 

จากการวิเคราะห์แรงต่างๆท่ีกระทาํต่อท่อเลียงของไหลในสภาวะสมดุลนั้น ทาํให้เกิดสมการเชิงอนุพนัธ์

แบบไม่เป็นเชิงเส้น ดงัสมการท่ี (2.4) เน่ืองจากสมการดงักล่าวสามารถทาํการวิเคราะห์หาผลเฉลยเชิง

ตวัเลขได ้แต่ในการวิเคราะห์โดยใชส้มการหาผลเชิงตวัเลขนั้นมีความยุง่ยากในการวิเคราะห์เป็นอยา่งมาก 

ดงันั้น จึงไดน้าํวิธีการสร้างฟังก์ชนังานและพลงังานข้ึนเพื่อใชใ้นการช่วยทาํการวิเคราะห์แบบจาํลองน้ี 

สมการพลงังานคือแรงท่ีเกิดข้ึนภายในของท่อลาํเลียงของไหลและงานเสมือนคือแรงกระทาํท่ีเกิดข้ึน

ภายนอกของท่อลาํเลียงของไหล ซ่ึงประกอบดว้ยหลกัการดงัต่อไปน้ี 

จากความสมัพนัธ์ระหวา่งแรงดดัและความโคง้ของช้ินส่วนยอ่ย สามารถแสดงแรงดดัใหอ้ยูใ่นพจน์ของ 𝑦 

ไดด้งัต่อไปน้ี 

ในพจน์ของ 𝑑𝑦 และ 𝑑𝑠 สามารถพิจารณาไดจ้ากมุม sin𝜃 ไดด้งัน้ี 

 

sin𝜃 =
𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠

 (2.4) 
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สามารถเปล่ียนรูปสมการ (2.4) ใหอ้ยูใ่นรูปมุม ไดด้งัน้ี 

 

𝜃 = sin−1 �
𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠 �

 (2.5) 

       

เม่ือทาํการหาอนุพนัธ์เทียบกบั 𝑠 ทั้งสองขา้งจะไดส้มการดงัน้ี 

 

𝜅 =
𝑑𝜃
𝑑𝑠

=
𝑦𝑠′′

(1 − 𝑦𝑠′2)
1
2

 (2.6) 

 

โดยท่ี                  𝑦𝑠′ คือ  อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของ 𝑦 เทียบกบั 𝑠 

  𝑦𝑠′′ คือ  อนุพนัธ์อนัดบัสองของ 𝑦 เทียบกบั 𝑠 

 

2.4.1 งานเสมอืนทีเ่กดิจากแรงดงึกระทาํทีป่ลาย 

เม่ือท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีมีพฤติกรรมการวางตวัโดยมีปลายทั้งสองดา้นอยูใ่นสภาวะท่ีมีความ

ต่างระดบักนัโดยปลายดา้นบนจุดยดึแบบเป็นลอ้เล่ือนท่ีสามารถทาํการเคล่ือนท่ีไดใ้นแนวราบ  และปลาย

ดา้นล่างเป็นเป็นจุดยึดรองรับเป็นแบบหมุนท่ีสามารถเคล่ือนท่ีได ้ดงันั้นเม่ือจุดยึดท่ีปลายดา้นบนถูกแรง

กระทาํในแนวด่ิง (𝑇𝑉) และ แรงกระทาํในแนวราบ (𝑇𝐻) จุดยึดแบบเป็นลอ้เล่ือนจะทาํการเคล่ือนท่ีใน

แนวราบทาํให้ท่อลาํเลียงของไหลเกิดพฤติกรรมการแอ่นตวัเกินข้ึนจนในท่ีสุดแรงกระทาํดงักล่าวไดด้นั

ลอ้เล่ือนไปถึงจุดจุดหน่ึงจะทาํให้ท่อลาํเลียงของไหลสามารถอยู่ไดใ้นสภาวะสมดุลไดจ้ากพฤติกรรม

ดงักล่าวของท่อลาํเลียงของไหลสามารถนาํมาวิเคราะห์และเขียนสมการความสมัพนัธ์ดงักล่าวไดด้งัน้ี 

 

𝑑𝑠2 = (𝑑𝑥 − 𝑑𝑢)2 + 𝑑𝑦𝑠2 (2.7) 
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นาํค่า 𝑑𝑠2 หารสมการ (2.7) โดยตลอด จะไดส้มการ ดงัต่อไปน้ี 

 

�
𝑑𝑠
𝑑𝑠�

2

= �
𝑑𝑥 − 𝑑𝑢
𝑑𝑠 �

2

+ �
𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠 �

2

 (2.8) 

 

เม่ือค่าของ 𝑑𝑥 มีค่าเท่ากบั 𝑑𝑠 ตามแนวแกน 𝑥 ดงันั้น 

 

𝑑𝑥 = 𝑑𝑠 (2.9) 

 

เม่ือนาํค่าจากสมการ (2.9) แทนค่าในสมการ (2.8) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑢′ = �1 − (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2� 𝑑𝑠 (2.10) 

 

เม่ือเปล่ียนรูปของความสมัพนัธ์ระหวา่งระยะเคล่ือนท่ีตามแนว 𝑥 คือ 𝑑𝑢 กบัความยาวส่วนโคง้คือ 𝑑𝑠 จะ

ไดส้มการระยะการเคล่ือนท่ี ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑑𝑢 = �1 − (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2� 𝑑𝑠 (2.11) 

 

เปล่ียนรูปความสัมพนัธ์โดยการอินทิเกรทสมการ (2.11) จะสามารถหาผลรวมระยะเคล่ือนท่ีในแนวแกน 

 𝑥 ไดเ้ท่ากบั ∆𝑥 ตามสมการ ดงัต่อไปน้ี 

 

∆𝑥= � �1 − (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2� 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.12) 

 

เพราะฉนั้นจากสมการทั้งหมดท่ีกล่าวมานั้นจะสามารถแสดงให้เห็นสมการงานเสมือนจากแรงภายนอก

ทั้งหมดจากการวิเคราะห์ ดงัน้ี 
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𝑊𝑇 = �𝑇𝐻∆𝑥|𝑠𝑡 + 𝑇𝑉∆𝑦�
𝑠𝑡� (2.13) 

 

จากการวิเคราะห์พบว่าท่อลาํเลียงของไหลมีการเคล่ือนท่ีตามแนวแกน  𝑥 เท่านั้น เน่ืองจากการเคล่ือนท่ี

ตามแนวแกน 𝑦 นั้นมีค่านอ้ยมากจนเกือบเท่ากบัศูนย ์ดงันั้นสมการงานเสมือนท่ีจุดรองรับจึงไม่นาํค่าตาม

แนวแกน 𝑦 มาทาํการวิเคราะห์ในแบบจาํลองน้ี ดงันั้นจึงทาํใหเ้กิดสมการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑊𝑇 = � �𝑇𝐻 �1 − (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2�� 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.14) 

 

ดงันั้นสามารถเขียนสมการในรูปการแปรผนั ดงัต่อไปน้ี 

 

𝛿𝑊𝑇 = � �𝑇𝐻
𝑦𝑠′

(1 − 𝑦𝑠′2)
1
2
� 𝛿𝑦𝑠′𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.15) 

 

2.4.2 งานเสมอืนทีเ่กดิจากนํา้หนักประสิทธิผล 

เม่ือท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีมีแรงกระทาํจากภายนอกเกิดข้ึนและอยู่ภายในสภาวะสมดุล จึง

ส่งผลให้แรงท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากนํ้ าหนักประสิทธิผลของท่อลาํเลียงของไหลนั้นแผ่กระจายไปตลอดทั้ง

ความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหลจึงทาํใหท่้อเกิดพฤติกรรมการเคล่ือนตวัเกิดข้ึนเน่ืองจากนํ้ าหนกั

ของท่อลาํเลียงของไหล ดงันั้นในการวิเคราะห์แบบจาํลองน้ีจึงไดน้าํหลกัการงานเสมือนมาใชใ้นการ

วิเคราะห์แรงเน่ืองจากนํ้าหนกัประสิทธิผลของท่อลาํเลียงของไหลไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑊𝑤 = −� 𝑤𝑒𝑦𝑠𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.16) 
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เม่ือ 𝑤𝑒 คือ แรงท่ีเกิดเน่ืองจากนํ้ าหนักประสิทธิผลของท่อรวมกบัของไหลภายในท่อ ดงันั้นจะได้

สมการ 

 

𝑊𝑤 = �𝜌𝑝𝐴𝑝 − 𝜌𝑒𝐴𝑒 + 𝜌𝑖𝐴𝑖�𝑔 (2.17) 

 

เม่ือ 𝐴𝑒 คือ พื้นท่ีหนา้ตดัภายนอกท่อ 

 𝐴𝑖 คือ พื้นท่ีหนา้ตดัภายในท่อ 

 𝐴𝑝 คือ พื้นท่ีหนา้ตดัของท่อ 

 𝑔 คือ ความเร่งเน่ืองจากแรงโนม้ถ่วงของโลก 

 𝜌𝑒 คือ ความหนาแน่นของนํ้าทะเล 

 𝜌𝑖 คือ ความหนาแน่นของของไหลภายในท่อ 

 𝜌𝑝 คือ ความหนาแน่นของท่อ 

 

โดยสามารถเปล่ียนรูปใหอ้ยูใ่นรูปสมการการแปรผนัได ้ดงัต่อไปน้ี 

𝛿𝑊𝑤 = −� 𝑤𝑒𝛿𝑦𝑠𝑑𝑠

𝑆𝑡

0

 (2.18) 

 

2.4.3 งานเสมอืนทีเ่กดิจากของไหลภายในท่อ 

เม่ือท่อลาํเลียงของไหลมีของไหลไหลอยูภ่ายในท่อ จะส่งผลทาํใหเ้กิดแรงเน่ืองจากความเร็วของของไหล

ข้ึนซ่ึงความเร็วของของไหลภายในท่อน้ีมีทิศทางของความเร็วเน่ืองจากการไหลในทิศแนวแรงของแกน 𝑦 

และส่งผลต่อพฤติกรรมของท่อตลอดความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหล ดงันั้นในการวิเคราะห์

แบบจาํลองท่อลาํเลียงของไหลน้ีจึงสามารถเขียนสมการงานเสมือนท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากความเร็วของของ

ไหลภายในท่อ ดงันั้น จากรูปท่ี 2.2 ซ่ึงแสดงช้ินส่วนยอ่ยของท่อภายใตส้ภาวะสมดุลสามารถเขียนสมการ

ความเร็วของของไหลภายในท่อตามทิศทางแนวแกน 𝑦 เท่านั้น ไม่คาํนึงถึงการแปรเปล่ียนในทิศทาง

แนวแกน 𝑥 เน่ืองจากไม่มีการเคล่ือนท่ีเกิดข้ึนหรือมีการเคล่ือนท่ีน้อยมากจนเขา้ใกลศู้นย ์ไดด้งัสมการ 
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(2.19) ซ่ึงแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างนํ้ าหนักของของไหลภายในท่อท่ีกระทาํต่อความยาวส่วนโคง้

ทั้งหมด สามารถแสดงดงัสมการต่อไปน้ี 

 

𝑑𝐹𝑖 = −
𝑚𝑣2

𝑅
𝑑𝑠 (2.19) 

 

เม่ือเปล่ียนสมการ (2.19) ให้อยู่ในรูปของสมการความสัมพนัธ์ระหว่างระยะเคล่ือนท่ีตามแนวแกน 𝑦 

(𝑑𝐹𝑖𝑦) กบัความยาวส่วนโคง้ยอ่ย (𝑑𝑠) จะไดส้มการความสมัพนัธ์ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑑𝐹𝑖𝑦 = −
𝑚𝑣2

𝑅
cos 𝜃 𝑑𝑠 (2.20) 

 

ดงันั้นจะไดส้มการความเร็วของของไหลภายในท่อจากการวิเคราะห์แบบจาํลองโดยวิธีงานเสมือนได้

ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑑𝑊𝑖 = 𝑑𝐹𝑖𝑦𝑦𝑠 (2.21) 

 

จากการวิเคราะห์พบว่าความเร็วท่ีเกิดจากของไหลภายในท่อลาํเลียงของไหลนั้นมีการเคล่ือนท่ีตาม

แนวแกน 𝑦 แรงของความเร็วท่ีเกิดข้ึนนั้นส่งผลเป็นแรงแผก่ระจายตลอดความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียง

ของไหล อีกทั้งนํ้ าหนักประสิทธิผลของของไหลภายในท่อนั้นเกิดข้ึนพร้อมกบัความเร็วเช่นเดียวกนั 

ดงันั้นจึงสามารถวิเคราะห์สมการของความเร็วของท่อลาํเลียงของไหลไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑊𝑖 = � 𝑑𝑊𝑖 =  � −
𝑚𝑣2

𝑅
cos 𝜃 𝑑𝑠 𝑦𝑠

𝑠𝑡

0

𝑠𝑡

0

 (2.22) 
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เม่ือทาํการแทนค่าสมการ (2.20) และ (2.21) ลงในสมการ (2.22) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑊𝑖 = −� �
𝑚𝑣2

𝑅
cos 𝜃�  𝑦𝑠 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.23) 

 

ดงันั้นเม่ือเปล่ียนรูปสมการ (2.23) จะไดส้มการการแปรผนั ดงัต่อไปน้ี 

 

𝛿𝑊𝑖 = −� �
𝑚𝑣2

𝑅
cos𝜃�  𝛿𝑦𝑠 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.24) 

 

เม่ือแทนค่าส่วนโคง้จากสมการ (2.6) แทนในสมการ (2.24) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝛿𝑊𝑖 = −�{𝑚𝑣2𝑦𝑠′′  } 𝛿𝑦𝑠 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.25) 

 

จะไดส้มการผลรวมของงานเสมือนของช้ินส่วนยอ่ยของท่อลาํเลียงของไหล ดงัน้ี 

 

𝛿𝜋 = 𝛿𝑊𝑇 + 𝛿𝑊𝑤 + 𝛿𝑊𝑖 (2.26) 

 

โดยการแทนสมการ (2.15), (2.18) และ(2.25) ลงในสมการ (2.26) จะได ้

 

𝛿𝜋 = � �𝑇𝐻
𝑦𝑠′

(1 − 𝑦𝑠′2)
1
2
− 𝑤𝑒 −𝑚𝑣2𝑦𝑠′′  �𝛿𝑦𝑠𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.27) 

 

 



บทที ่3 การวเิคราะห์เชิงตวัเลข 

 

จากทฤษฎีการวิเคราะห์และแกปั้ญหาสมการแบบไม่เป็นเชิงเส้นในบทท่ี 2 จะเห็นไดว้่าสามารถทาํการ

วิเคราะห์แบบจาํลองทางคณิตศาสตร์ของงานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีไดซ่ึ้งนาํการวิเคราะห์เชิงตวัเลขโดยการนาํ

ระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตม์าใชเ้พื่อหาคาํตอบ โดยการแปรผนัฟังกช์นัของพลงังานและงานเสมือนเพื่อ

เขา้สู่การสร้างแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์โดยการแบ่งท่อลาํเลียงของไหลให้เป็นช้ินส่วนย่อยๆโดยมี

อตัราส่วนเท่าๆกันในแต่ละช้ินส่วน กาํหนดเง่ือนไขค่าขอบเขตและทาํการอินทิเกรตเชิงตวัเลขแบบ 

Gaussian quadrature ในแต่ละช้ินส่วนย่อยๆเพื่อหาค่าตวัแปรท่ีเหลือทั้งหมดใหข้องระบบรวม และหา

คาํตอบของสมการแบบไม่เป็นเชิงเสน้โดยใชก้ระบวนการทาํซํ้าแบบนิวตนั-ราฟสนั 

 

3.1 การแก้ปัญหาด้วยระเบียบไฟไนต์เอลเิมนต์ 

ในการแกปั้ญหาดว้ยระเบียบไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถทาํไดโ้ดยการแบ่งท่อลาํเลียงของไหลตามความยาว

ส่วนโคง้ออกเป็นช้ินส่วนย่อยๆ และทาํการสร้างแบบจาํลองในการวิเคราะห์โดยการกาํหนดจุดปลายทั้ง

สองดา้นของช้ินส่วนย่อยของท่อลาํเลียงของไหล ซ่ึงในการวิเคราะห์แบบจาํลองทางคณิตศาสตร์น้ีจะมี

ดีกรีอิสระจาํนวน 4 ตวั ประกอบดว้ยดีกรีอิสระของการแอ่นตวั (𝑦𝑠) และค่ามุมท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากการ

แอ่นตวัของท่อลาํเลียงของไหลตามช้ินส่วนยอ่ยๆ (𝑦𝑠′) ซ่ึงในการวิเคราะห์แบบจาํลองดงักล่าวน้ีจะทาํการ

พิจารณาในกรณีระยะแอ่นตวัในแนวแกน 𝑦  

 
รูปที ่3.1 ลกัษณะค่าพกิดัท่ีสภาวะสมดุล 
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จากรูปท่ี 3.1 ท่อลาํเลียงของไหลประกอบดว้ยพิกดัของช้ินส่วนย่อยโดยสามารถนาํเขียนเป็นสมการได้

ดงัน้ี  

 

𝑦𝑠 = 𝑦𝐿 − 𝑦𝑎 (3.1) 

 

เม่ือ 

 𝑦𝑠 คือ ค่าระยะแอ่นตวัตามแกน 𝑦 ณ ความยาวส่วนโคง้ท่ีพิจารณา 

 𝑦𝐿 คือ ค่าระยะแอ่นตวัแบบไม่เชิงเสน้ 

 𝑦𝑎 คือ ค่าระยะแอ่นตวัแบบไม่เชิงเสน้ 

 

ณ ตาํแหน่งต่างๆของท่อลาํเลียงของไหลน้ีสามารถทาํการประมาณค่าระยะแอ่นตวัแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

(𝑦𝑎) ไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝑎 = ⌊𝑁⌋{𝑞} (3.2) 

 

เม่ือ       ⌊𝑁⌋ คือ  เมตริกซ์แถวของฟังกช์นัรูปร่าง 

{𝑞} คือ  เวคเตอร์ของดีกรีอิสระของช้ินส่วนยอ่ย 

 

 ดังนั้ น สามารถแสดงสมการในรูปแบบของฟังก์ชันรูปร่างของเมตริกซ์สําหรับการเคล่ือนท่ีจากช้ิน

ส่วนยอ่ยของท่อลาํเลียงของไหลโดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตซ่ึ์งมีจาํนวนดีกรีอิสระจาํนวน 4 ตวัได้

ดงัต่อไปน้ี 

 

⌊𝑁⌋ = ⌊𝑁1    𝑁2    𝑁3    𝑁4⌋ (3.3) 

 

เม่ือเขา้สู่ระบบการวิเคราะห์โดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถทาํการเขียนค่าตวัแปรของดีกรีอิสระ

ไดด้งัน้ี 
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𝑁1 = 1 − 3
𝑠2

𝑙2
+ 2

𝑠3

𝑙3
 

 

𝑁2 = 𝑠 − 2
𝑠2

𝑙
+
𝑠3

𝑙2
 

 

𝑁3 = 3
𝑠2

𝑙2
− 2

𝑠3

𝑙3
 

 

𝑁4 = −
𝑠2

𝑙
+
𝑠3

𝑙2
 

(3.4a) 

 

(3.4b) 

 

(3.4c) 

 

(3.4d) 

 

เม่ือช้ินส่วนยอ่ยประกอบดว้ยเวกเตอร์ของดีกรีอิสระ {𝑞} ดงัน้ี 

 

{𝑞} = �

𝑞1
𝑞2
𝑞3
𝑞4

� =

⎩
⎨

⎧
𝑦𝑎(0)
𝑦𝑎′(0)
𝑦𝑎(𝑙)
𝑦𝑎′(𝑙)⎭

⎬

⎫
 (3.5) 

 

อนุพนัธ์สมการ (3.1) เทียบกบั 𝑑𝑠 จะไดส้มการความสมัพนัธ์ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠

=
𝑑𝑦𝐿
𝑑𝑠

−
𝑑𝑦𝑎
𝑑𝑠

 (3.6) 

 

จากกฎลูกโซ่ (chain rule) จะได ้

 

𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠

= �
𝑑𝑦𝐿
𝑑𝑥 � �

𝑑𝑥
𝑑𝑠�

−
𝑑𝑦𝑎
𝑑𝑠

 (3.7) 

 

ดงันั้น 

 

𝑑𝑦𝐿
𝑑𝑥

=
𝑦𝐻
𝑥𝐻

 (3.8) 
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และ ในฟังกช์นัของค่ามุมท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากการแอ่นตวัของท่อลาํเลียงของไหลตามช้ินส่วนยอ่ยๆ 𝑦𝑠′                       

ทาํใหส้ามารถเขียนสมการใหอ้ยูใ่นรูปของ  
𝑑𝑥
𝑑𝑠

  ไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑥𝑠′ =
𝑑𝑥
𝑑𝑠

=  (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2 (3.9) 

 

เม่ือ 

  𝑥𝑠′  คือ อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของ 𝑥 เทียบกบั 𝑠 

 

จากสมการขา้งตน้แสดงค่ามุมท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากการแอ่นตวัของท่อลาํเลียงของไหลตามช้ินส่วนย่อย         

ซ่ึงสมการท่ีไดน้ี้เป็นสมการแบบไม่เชิงเส้น (nonlinear equation) ดงันั้นจะสามารถคาํนวณหาค่าไดก้็

ต่อเม่ือทราบค่า 𝑦𝐻 และ 𝑥𝐻 จากสมการ (3.8) และ (3.9) ทาํใหเ้ขียนสมการ (3.10) ไดด้งัน้ี 

 

𝑦𝑠′ =
𝑦𝐻
𝑥𝐻

 [1 − 𝑦𝑠′2]
1
2 − 𝑦𝑎′  (3.10) 

 

โดยท่ี  𝑥𝐻 คือ ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวราบ 

  𝑦𝐻 คือ ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง 

  𝑦𝑠′ คือ อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของ 𝑦𝑠 เทียบกบั 𝑠  

 

 และเม่ือทาํการหาอนุพนัธ์ของสมการ (3.2) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี    

 

𝑦𝑎′ = ⌊𝑁′⌋{𝑞} (3.11) 

 

เม่ือ                       𝑦𝑎′  คือ อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของค่าการแอ่นตวัแบบไม่เป็นเชิงเสน้เทียบกบั 𝑠  

  ⌊𝑁′⌋ คือ อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของฟังกช์นัรูปร่าง 
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ดงันั้น เม่ือทาํการหาอนุพนัธ์ของสมการ (3.10) จะไดส้มการความสมัพนัธ์ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝑠′′ = −
𝑦𝑎′′

�1 + 𝑦𝐻
𝑥𝐻

 𝑦𝑠′

�1 − 𝑦𝑠′2
�
 

(3.12) 

 

และทาํการอนุพนัธ์สมการ (3.11) จะไดส้มการความสมัพนัธ์ ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝑎′′ = ⌊𝑁′′⌋{𝑞} (3.13) 

 

เม่ือ                       𝑦𝑎′′ คือ อนุพนัธ์อนัดบัสองของ 𝑦 เทียบกบั 𝑠 

  ⌊𝑁′′⌋ คือ อนุพนัธ์อนัดบัสองของฟังกช์นัรูปร่าง 

 

เม่ือแบ่งท่อลาํเลียงของไหลออกเป็นช้ินส่วนยอ่ยๆตามความยาวส่วนโคง้จาํนวณ N ช้ิน ทาํใหส้ามารถหา

ค่าระยะแอ่นตวัตามแกน  𝑦  ณ ความยาวส่วนโคง้ท่ีพิจารณา  𝑦𝑠 ไดโ้ดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์ซ่ึง

แต่ละช้ินมีความยาวเท่ากบั  𝑙  โดยสามารถทาํการคาํนวณไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑙 =
𝑠𝑡
𝑁

 (3.14) 

 

โดยท่ี  𝑙 คือ ความยาวส่วนโคง้ยอ่ย 

  𝑁 คือ จาํนวนช้ินส่วนยอ่ยทั้งหมด 

  𝑠𝑡 คือ ความยาวส่วนโคง้ทั้งหมด 

 

จากสมการทั้งหมดท่ีกล่าวมาขา้งตน้ทาํให้สามารถเขียนสมการของระบบพลงังานของช้ินส่วนย่อยได้

ดงัต่อไปน้ี 
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𝜋 = �𝜋𝑘

𝑁

𝑘=1

 (3.15) 

เม่ือ   คือ ฟังกช์นัพลงังานของช้ินส่วนยอ่ย 

 

ในการหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัพลงังานของช้ินส่วนย่อย โดยเขียนให้อยู่ในรูปสมการการแปรผนัของ

พลงังานรวมทั้งหมดจะเท่ากบัศูนยเ์ม่ืออยูใ่นสภาวะสมดุล 

 

𝜕𝜋𝑘
𝜕𝑞𝑖

= ��⌊𝑁⌋𝑇𝑤𝑒 − ⌊𝑁′⌋𝑇𝑇𝐻
𝑦𝑠′

(1 − 𝑦𝑠′2)
1
2
− ⌊𝑁′′⌋𝑇𝑚𝑣2𝑦𝑠′′� 𝑑𝑠 = 0

𝑙

0

 (3.16) 

 

โดยท่ี คือ เวกเตอร์ของดีกรีอิสระของระบบรวมทั้งหมด 

 

ดงันั้นสามารถแสดง  สมการในรูป ระบบรวมไดด้งัน้ี 

 

�
𝜕𝜋
𝜕𝑄𝑖

� = 0 (3.17) 

 

3.2 การแก้สมการแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

ในการแกส้มการแบบไม่เป็นเชิงเส้นสามารถกระทาํไดด้ว้ยการใชว้ิธีของนิวตนั-ราฟสัน ซ่ึงจะทาํให้ได้

สมการท่ีใชค้าํนวณหาระบบการเพิ่มค่าตวัแปร (incremental equation) ดงัน้ี 

 

�
𝜕2𝜋

𝜕𝑄𝑖𝜕𝑄𝑗
� {∆𝑄} = −�

𝜕𝜋
𝜕𝑄𝑖

� (3.18) 

 

เม่ือ     𝑖, 𝑗    คือ  ลาํดบัท่ีของดีกรีอิสระซ่ึงมีค่าเท่ากบั 1,2,…,n    จึงสามารถเขียนสมการไดใ้หม่เป็น 

ดงัน้ี 

 

kπ

{ }iQ
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[𝐾]{∆𝑄} = −{𝑅} (3.19) 

 

ดงัแสดงค่าสติฟเนสเมตริกแบบไม่เป็นเป็นเชิงเส้นของระบบรวม และ สมการแสดงค่าเวกเตอร์ของแรง

ในระบบรวม ดงัต่อไปน้ี 

 

 
(3.20) 

 

และ 

 
(3.21) 

 

เม่ือ   คือ สติฟเนสเมตริกซ์แบบไม่เป็นเชิงเสน้ของระบบรวม 

   คือ เวกเตอร์ของแรงในระบบรวม 

 

ดงันั้น ค่าสติฟเนสเมตริกแบบไม่เป็นเชิงเส้นของระบบรวมในสภาวะสมดุลท่ีทาํให้ค่า {∆𝑄} = 0                

และ {𝑅} = 0 สามารถเขียนสมการระบบรวมไดด้งัน้ี 

 

 
(3.22) 

           

3.3 เงือ่นไขขอบเขตของจุดรองรับ 

เง่ือนไขขอบเขตของเคเบิลแบบแคทีนารีท่ีปลายทั้งสองเป็นดงัน้ี 

 ท่ีจุดปลายล่างหรือจุดเร่ิมตน้             𝑠 = 0        จะมีค่า    𝑦𝑠(0) = 0      

 ท่ีจุดปลายบนหรือจุดปลายสุดทา้ย         𝑠 = 𝑠𝑡   จะมีค่า             𝑦𝑠(𝑠𝑡) = 𝑦𝐻 

[ ]












∂∂
∂

=
ji QQ

K π2

{ } 







∂
∂

=
iQ

R π

[ ]K

{ }R

    dsN
y

TN
qq

l

s

H
T

ji

k ∫
































−
=

∂∂
∂

0 2
3

2

'
)'1(

1'π



บทที ่4 ผลการวเิคราะห์ 

 

โครงการวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีไดท้าํการศึกษาแบบจาํลองของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีเม่ือท่อลาํเลียง

ของไหลอยู่ในสภาวะสมดุล โดยมีผลกระทบเน่ืองจากแรงภายนอก นํ้ าหนกัประสิทธิผลของท่อลาํเลียง

ของไหล และแรงเน่ืองจากความเร็วของของไหลภายในท่อลาํเลียงของไหล ซ่ึงแรงทั้งหมดท่ีกล่าวมา

ขา้งตน้ส่งผลกระทบต่อพฤติกรรมของท่อลาํเลียงของไหลในทะเลลึก จึงทาํให้แบบจาํลองน้ีตอ้งทาํการ

วิเคราะห์และเปรียบเทียบกบังานวิจยัอ่ืน อีกทั้งทาํการเปรียบเทียบในกรณีท่ีเปล่ียนแปลงค่าแรงดึงท่ีปลาย

บนของเคเบิล (𝑇𝐻) การเปล่ียนแปลงค่าความเร็ว (𝑣) การเปล่ียนแปลงความยาวส่วนโคง้ (𝑠𝑡) และการ

เปล่ียนแปลงค่ายกระดบั (𝑌𝐻) โดยการนาํผลท่ีวิเคราะห์ไดจ้ากโปรแกรมฟอร์แทนมาทาํการแสดงผลใน

รูปแบบกราฟและเปรียบเทียบผล ดงัต่อไปน้ี 

 

4.1 การเปรียบเทยีบผลกบัการคาํนวณเชิงตวัเลขกบัสมการแคทนีารี 

ก่อนทาํการศึกษาวิเคราะห์พารามิเตอร์จาํเป็นตอ้งตรวจสอบความถูกตอ้งของแบบจาํลองโดยนาํผลท่ีไดม้า

เปรียบเทียบผลจากการวิเคราะห์ของโปรแกรม และผลการวิเคราะห์จากงานวิจยัของ Cella [8] โดยการ

เปรียบเทียบกบังานวิจยัของ Cella [8] นั้นไดน้าํผลท่ีไดจ้ากตวัโปรแกรมไปวิเคราะห์เปรียบเทียบกบั

สมการความแม่นตรงของแคทีนารีเม่ืออยู่ในสภาวะท่ีจุดยึดปลายทั้งสองดา้นของท่อลาํเลียงของไหลอยู่

ต่างระดบักนัซ่ึงอยู่ในกรณีเดียวกนักบังานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ี พบว่า ผลเฉลยท่ีไดจ้ากสมการแม่นตรงมี

ความสอดคลอ้งกบัผลท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์ของโปรแกรม ซ่ึงนาํพารามิเตอร์ในการวิเคราะห์เคเบิลแบบ

เส้นโคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนัดงัแสดงในตารางท่ี 4.1 ประกอบดว้ยคุณสมบติัดงัต่อไปน้ี 

ความยาวของเสน้โคง้แคทีนารี นํ้ าหนกัประสิทธิผล และค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยดึท่ีปลายทั้ง

สอง พร้อมทั้งผลจากการเปรียบเทียบขอ้มูลในตารางท่ี 4.2 พบวา่ผลท่ีไดมี้ความสอดคลอ้งกนัดงัต่อไปน้ี 

 

ตารางที ่4.1 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์เคเบิลแบบเสน้โคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั 

คุณสมบติัของเคเบิล สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

1. ความยาวของเสน้โคง้แคทีนารี 𝑙 305 เมตร 

2. นํ้าหนกัประสิทธิผล w 13 นิวตนัต่อเมตร 

3. ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยดึท่ีปลายทั้งสอง yℎ  36 เมตร 

4. แรงปฎิกิริยาแนวราบท่ีจุดรองรับ 𝑇𝑥 8153.69 นิวตนั 
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รูปที ่4.1 แสดงรายละเอียดของเสน้โคง้แคทีนารีแบบยกระดบั 

 

ตารางที ่4.2 ผลการเปรียบเทียบคาํตอบเชิงตวัเลขกบังานวิจยัอ่ืน 

คุณสมบติัของเคเบิล หน่วย งานวิจยัของ 

Cella [8] 

งานวิจยัน้ี 

1. ระยะในแนวราบระหวา่งจุดรองรับ (𝐿) เมตร 300 300 

2. ระยะในแนวราบระหว่างจุดรองรับท่ีสูงสุดจนถึง

ระยะแอ่นตวัตํ่าสุดของเคเบิล (𝐿𝐵) 
เมตร 224.3770 223.8400 

3. ระยะในแนวด่ิงระหว่างจุดรองรับท่ีสูงสุดจนถึง

ระยะแอ่นตวัตํ่าสุดของเคเบิล (𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) 
เมตร 40.5644 40.5436 

 

จากตารางท่ี 4.2 จะแสดงให้เห็นว่าเม่ือทาํการเปรียบเทียบตวัแปรในการวิเคราะห์จะทาํให้ได้ผลการ

เปรียบเทียบท่ีมีความสอดคลอ้งกนัดงัต่อไปน้ี ทาํการกาํหนดค่าความยาวส่วนโคง้ นํ้ าหนักแผ่กระจาย 

ความต่างระดบัในแนวด่ิง และแรงปฎิกิริยาในแนวราบท่ีจุดรองรับให้มีค่าท่ีเท่ากนั เม่ือทาํการวิเคราะห์

จากโปรแกรม และคาํนวนจากสมการผลเฉลยของงานวิจยั พบว่า ระยะในแนวราบระหว่างจุดรองรับ 

ระยะในแนวราบระหว่างจุดรองรับท่ีสูงสุดจนถึงระยะแอ่นตวัตํ่าสุดของเคเบิล และระยะในแนวด่ิง

ระหว่างจุดรองรับท่ีสูงสุดจนถึงระยะแอ่นตวัตํ่าสุดของเคเบิล มีค่าใกลเ้คียงกนัเป็นอย่างมากดงัขอ้มูลท่ี

แสดงในตารางท่ี 4.2 
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4.2 สมดุลของเคเบิลเมือ่เปลีย่นแปลงแรงดงึในแนวราบทีม่จุีดรองรับระดบัเดยีวกนั 

ในกรณีน้ีไดแ้สดงผลโดยทาํการเปล่ียนแปลงแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของเคเบิลท่ีมีจุดรองรับระดบั

เดียวกนั  โดยกาํหนดให้มีความยาวท่ีเท่ากนัและนาํผลท่ีไดม้าทาํการแสดงผลในรูปแบบกราฟ โดยมี

คุณสมบติัของเคเบิลดังน้ี ไม่มีการยกระดบัในแนวด่ิง และไม่มีความเร็วในเคเบิลในทุกกรณี โดยใช้

ช้ินส่วนทั้งหมดในการคาํนวณจาํนวน 20 ช้ิน 
 
 

 
รูปที ่4.2 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงของเคเบิลท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนัโดยทาํการเปล่ียนแปลงค่าแรง                                       

 ดึงในแนวราบท่ีปลายบนของเคเบิล 

 

จากรูปท่ี 4.2 จะแสดงให้เห็นว่าเม่ือทาํการเปรียบเทียบตัวแปรในการวิเคราะห์จะทาํให้ได้ผลการ

เปรียบเทียบท่ีมีความสอดคลอ้งกนัดงัต่อไปน้ี เม่ือทาํการกาํหนดค่าความยาวส่วนโคง้ และนํ้ าหนักแผ่

กระจายให้มีค่าคงท่ีในทุกเส้นของเคเบิล แต่ทาํการเปล่ียนแปลงแรงปฎิกิริยาในแนวราบท่ีจุดรองรับให้มี

ค่าแตกต่างกนัพบว่า เม่ือแรงปฎิกิริยานั้นมีค่าลงเร่ือยๆสายเคเบิลในแต่ละเส้นจะมีความแอ่นตวัเพิ่มมาก

ข้ึนเร่ือยๆจนเขา้ใกลศู้นยใ์นท่ีสุด และมีค่ามุมท่ีปลายบนลดลง จนกระทัง่เคเบิลทั้งสองอยูใ่นสภาวะสมดุล
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แบบวางตวัขนานกนัในแนวด่ิง และมีค่ามุมท่ีปลายของเคเบิลเป็นศูนย ์ดงันั้นจากรูปแสดงให้เห็นอย่าง

ชดัเจนวา่เม่ือลดแรงปฎิกิริยาลงนัน่หมายความว่าค่าแรงดึงลดลงทาํใหส้ายเคเบิลเกิดการหยอ่นตวัเพิ่มมาก

ข้ึนเร่ือยๆนัน่เอง 

 

4.3 สภาวะสมดุลของเคเบิลเมือ่เปลีย่นแปลงความเร็วที่มจุีดรองรับระดบัเดยีวกนั 

ในกรณีน้ีไดแ้สดงผลโดยทาํการเปล่ียนแปลงค่าความเร็วภายในท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั  

โดยกาํหนดใหมี้ความยาวท่ีเท่ากนัและนาํผลท่ีไดม้าทาํการแสดงผลในรูปแบบกราฟ โดยมีคุณสมบติัของ

ท่อลาํเลียงดงัน้ี ไม่มีการยกระดบัในแนวด่ิง มีค่าแรงดึงท่ีปลายบนเท่ากนั มีค่าความยาวส่วนโคง้เท่ากนั แต่

มีการเปล่ียนแปลงความเร็วในท่อลาํเลียง ดงัแสดงขอ้มูลการวิเคราะห์ใหเ้ห็นในตารางท่ี 4.3 ดงัน้ี 

 

ตารางที ่4.3 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั โดยเปล่ียนแปลงค่า     

      ความเร็วของของไหลภายในท่อลาํเลียง 

คุณสมบติัของท่อลาํเลียงของไหล สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

1. แรงดึงท่ีปลายบน 𝑇𝐻 5000 กิโลนิวตนั 

2. ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง 𝑌𝐻 0 เมตร 

3. ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡 900 เมตร 

4. ความเร็วของของไหลภายในท่อ 𝑣 8, 10, 12, 13, 14 เมตรต่อวินาที 

 

จากรูปท่ี 4.3 แสดงพฤติกรรมการเปล่ียนแปลงความเร็วของท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนัจะเห็น

ว่าเม่ือทาํการวิเคราะห์แบบจาํลอง สามารถแสดงผลดงัต่อไปน้ีกาํหนดค่าความยาวส่วนโคง้ แรงปฎิกิริยา

ในแนวราบท่ีจุดรองรับ และนํ้ าหนักแผ่กระจายให้มีค่าคงท่ีในทุกเส้นของท่อลาํเลียง  แต่ทาํการ

เปล่ียนแปลงความเร็วภายในท่อลาํเลียงให้มีค่าแตกต่างกนัพบว่า เม่ือเพิ่มความเร็วภายในท่อลาํเลียงจะมี

ความแอ่นตวัเพิ่มมากข้ึนจนมีค่าเขา้ใกลค่้าศูนยใ์นท่ีสุด ดงันั้นจากรูปท่ี 4.3 แสดงให้เห็นอยา่งชดัเจนว่า

เม่ือเพิ่มความเร็วภายในท่อลาํเลียง ตั้งแต่ค่า 8, 10, 12, 13 และ 14 เมตรต่อวินาที หากใส่ค่าความเร็วมาก

เกิน 14 เมตรต่อวินาทีแลว้จะทาํใหก้ราฟท่ีไดเ้กิดการหกังอและไม่เป็นเส้นโคง้แคทีนารี ค่าความเร็วของ

ของไหลภายในท่อลาํเลียงท่ีนาํมาวิเคราะห์ทั้งหมดจึงน้อยกว่า 14 เมตรต่อวินาที นั่นหมายความเม่ือ

ความเร็วเพิ่มข้ึนจะทาํใหท่้อลาํเลียงเกิดการหยอ่นตวัเพิ่มมากข้ึนนัน่เอง และรูปท่ี 4.4 แสดงพฤติกรรมการ

เปล่ียนแปลงความเร็วของท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั และทาํการเปล่ียนแปลงค่าความยาวส่วน
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โคง้จะเห็นไดว้่าเม่ือเพิ่มค่าความยาวส่วนโคง้จะทาํให้ระยะตามแนวแกน 𝑥 มีค่าใกลเ้คียงกันมากจน

เปรียบเสมือนเป็นจุดเดียวกนั 

 
รูปที ่4.3 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงความเร็วของท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั 

 

 
รูปที ่4.4 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงความเร็วของท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับระดบัเดียวกนั และ   

 เปล่ียนแปลงค่าความยาวส่วนโคง้ 
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4.4 สภาวะสมดุลของเคเบิลเมือ่เปลีย่นแปลงแรงดงึทีป่ลายบน 

สภาวะสมดุลของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงแรงดึงท่ีปลายบนทางแนวราบท่ีแตกต่างกนัและนาํผลท่ีไดม้าทาํ

การแสดงผลในรูปแบบกราฟ โดยมีคุณสมบติัของท่อลาํเลียงดงัน้ี ความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของ

ไหล ระยะระหว่างจุดรองรับในแนวด่ิงหรือระยะยกของท่อลาํเลียงของไหล และความเร็วของของไหล

ภายในท่อมีค่าคงท่ีในทุกกรณี ดงัท่ีแสดงขอ้มูลการวิเคราะห์ใหเ้ห็นในตารางท่ี 4.4 ซ่ึงเปล่ียนแปลงเพียง

ค่าแรงดึงท่ีปลายบน ดงัน้ี 

 

ตารางที ่4.4 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีความเร็วของของไหลภายในท่อในสภาวะ      

        สมดุล ในกรณีท่ีเปล่ียนแปลงค่าแรงดึงท่ีจุดปลายบนของท่อลาํเลียงของไหลแบบแอ่นตวัมาก 

คุณสมบติัของท่อลาํเลียงของไหล สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

1. แรงดึงท่ีปลายบน  
𝑇𝐻 

1000, 2000, 4000, 6000, 

8000 

กิโลนิวตนั 

2. ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง 𝑌𝐻 200 เมตร 

3. ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡 900 เมตร 

4. ความเร็วของของไหลภายในท่อ 𝑣 5 เมตรต่อวินาที 

 

จากรูปท่ี 4.5 จะแสดงใหเ้ห็นว่าเม่ือทาํการกาํหนดค่าความยาวส่วนโคง้ ระยะระหว่างจุดรองรับในแนวด่ิง 

ความเร็วของของไหลภายในท่อ และนํ้ าหนกัแผก่ระจายให้มีค่าคงท่ีในทุกเส้นของท่อลาํเลียง แต่ทาํการ

เปล่ียนแปลงแรงดึงท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงของไหลให้มีค่าแตกต่างกนัพบว่า เม่ือเพิ่มค่าแรงดึงท่ีปลาย

บนของท่อลาํเลียงของไหลเพิ่มมากข้ึนท่อลาํเลียงของไหลในแต่ละเส้นจะมีความแอ่นตวัลดลงจนมีความ

ค่ามุมท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงเพิ่มมากข้ึน การแอ่นตวัลดลง ดงันั้นจากรูปแสดงให้เห็นอย่างชดัเจนว่า

เม่ือเพิ่มค่าแรงดึงท่ีปลายบนของท่อลาํเลียง จะทาํให้ท่อลาํเลียงของไหลมีค่าความแอ่นตวัลดลงทาํให้ค่า

มุมท่ีปลายบนมีค่าเพิ่มข้ึนซ่ึงในทางตรงกนัขา้มเม่ือลดค่าแรงดึงท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงจะทาํให้ท่อ

ลาํเลียงของไหลมีค่าความแอ่นตวัมาข้ึนทาํใหค่้ามุมท่ีปลายบนมีค่าลดลงตามไปดว้ย  
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รูปที ่4.5 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงของท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนัโดยทาํการ 

 เปล่ียนแปลงค่าแรงดึงท่ีจุดปลายบนทางแนวราบของท่อลาํเลียงของไหลแบบแอ่นตวัมาก 
 

 

4.5 สภาวะสมดุลของเคเบิลเมือ่เปลีย่นแปลงค่าความยาวส่วนโค้ง 

สภาวะสมดุลของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงค่าความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี  โดย

กาํหนดให้มีความยาวท่ีแตกต่างกนัและนาํผลท่ีไดม้าแสดงผลในรูปแบบกราฟ โดยมีคุณสมบติัของท่อ

ลาํเลียงของไหลดงัน้ี แรงดึงท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงของไหล ระยะระหว่างจุดรองรับในแนวด่ิงหรือ

ระยะยกของท่อลาํเลียงของไหล และความเร็วของของไหลภายในท่อมีค่าคงท่ีในทุกกรณี ดงัท่ีแสดง

ขอ้มูลการวิเคราะห์ใหเ้ห็นในตารางท่ี 4.5 ซ่ึงเปล่ียนแปลงเพียงค่าความยาวส่วนโคง้ ดงัน้ี 
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ตารางที ่4.5 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหล     

        ในสภาวะสมดุล  

คุณสมบติัของท่อลาํเลียงของไหล สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

1. แรงดึงท่ีปลายบน  𝑇𝐻 1000 กิโลนิวตนั 

2. ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง 𝑌𝐻 100 เมตร 

3. ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡 800, 900, 1000, 1100, 1200 เมตร 

4. ความเร็วของของไหลภายในท่อ 𝑣 0 เมตรต่อวินาที 

 

 
รูปที ่4.6 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงของท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนัโดยทาํการ 

 เปล่ียนแปลงค่าความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหลแบบแอ่นตวัมาก 
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จากรูปท่ี 4.6 แสดงให้เห็นถึงความสอดคล้องของเส้นทางเดินท่ีจุดตํ่ าสุดของเส้นโค้งเม่ือมีการ

เปล่ียนแปลงความยาวส่วนโคง้ในกรณีต่างๆ พบว่า ส่วนโคง้ของการแสดงผลในรูปแบบกราฟมีแนวโนม้

อยูใ่นแนวเดียวกนัโดยสังเกตไดจ้ากเส้นท่ีเช่ือมต่อระหว่างจุดตํ่าสุดของเส้นโคง้ในทุกๆการเปล่ียนแปลง

ความยาวส่วนโคง้ และเม่ือมีการเปล่ียนแปลงความยาวส่วนโคง้ระยะท่ีจุดปลายของท่อลาํเลียงของไหลจะ

ขยบัเขา้ใกลศู้นย ์เม่ือลดความยาวส่วนโคง้ลง อีกทั้งมุมท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงของไหลในแต่ละเส้นจะ

มีมุมท่ีมีองศาใกลเ้คียงกนัจึงทาํใหเ้สน้ทางเดินท่ีจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้เป็นไปในทิศทางเดียวกนั 

 

4.6 สภาวะสมดุลของเคเบิลเมือ่เปลีย่นแปลงระยะระหว่างจุดรองรับในแนวดิง่ 

สภาวะสมดุลของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิงของท่อลาํเลียงของไหลแบบแค

ทีนารี  โดยมีการเปล่ียนแปลงระยะระหว่างจุดรองรับในแนวด่ิงท่ีแตกต่างกนัและนาํผลท่ีไดม้าทาํการผล

ในรูปแบบกราฟ โดยมีคุณสมบติัของท่อลาํเลียงของไหลดงัน้ี แรงดึงท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงของไหล 

ความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหล และความเร็วของของไหลภายในท่อลาํเลียงใหมี้ค่าคงท่ีในทุก

กรณี ดงัท่ีแสดงขอ้มูลการวิเคราะห์ใหเ้ห็นในตารางท่ี 4.6 ซ่ึงเปล่ียนแปลงเพียงระยะระหว่างจุดรองรับใน

แนวด่ิง ดงัน้ี 

 

ตารางที ่4.6 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิงของท่อ 

      ลาํเลียงของไหลในสภาวะสมดุล 

คุณสมบติัของท่อลาํเลียงของไหล สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

1. แรงดึงท่ีปลายบน  𝑇𝐻 1000 กิโลนิวตนั 

2. ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง 𝑌𝐻 0, 20, 40, 60, 80, 100, 150 เมตร 

3. ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡 900 เมตร 

4. ความเร็วของของไหลภายในท่อ 𝑣 0 เมตรต่อวินาที 
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รูปที ่4.7 พฤติกรรมการเปล่ียนแปลงของท่อลาํเลียงของไหลท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนัโดยทาํการ 

 เปล่ียนแปลงค่าการยกระดบัของจุดยดึทั้งสองดา้นของท่อลาํเลียงของไหลแบบแอ่นตวัมาก 

 

จากรูปท่ี 4.7 แสดงให้เห็นถึงความสอดคล้องของเส้นทางเดินท่ีจุดตํ่ าสุดของเส้นโค้งเม่ือมีการ

เปล่ียนแปลงระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิงแสดงใหเ้ห็นวา่มีแนวโนม้การเปล่ียนแปลงการแสดงผลใน

รูปแบบกราฟแนวเดียวกนัในทุกๆกรณีโดยสงัเกตไดจ้ากเส้นท่ีเช่ือมต่อระหว่างจุดตํ่าสุดของเส้นโคง้ของ

การเปล่ียนแปลงระยะระหว่างจุดรองรับในแนวด่ิง และแสดงให้เห็นว่าเม่ือท่อลาํเลียงของไหลน้ีมีระยะ

ความยาวส่วนโคง้คงท่ีในทุกกรณีแต่ยกระดบัในระยะท่ีแตกต่างกนัทาํให้เคเบิลเกิดการแอ่นตวัและมีค่า

มุมท่ีปลายบนสอดคลอ้งกนัหรือเกือบเท่ากนั ดงันั้นแนวโนม้ของแบบจาํลองในกรณีเปล่ียนแปลงค่าต่าง

ระดบัจะมีทิศทางของเสน้ทางเดินท่ีจุดตํ่าสุดไปในทิศทางท่ีสอดคลอ้งกนั 

 

 
 



บทที ่5 สรุปผลการวจัิยและข้อเสนอแนะ 

 

โครงการวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีไดท้าํการศึกษาแบบจาํลองของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีเม่ือท่อลาํเลียง

ของไหลอยูใ่นสภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลในทะเล ทาํการศึกษาโดยใชท้ฤษฎีการวิเคราะห์ดว้ย

วิธีการแปรผนัสมการเชิงอนุพนัธ์แบบไม่เชิงเส้นวิเคราะห์โดยหลกัการงานพลงังาน ซ่ึงทาํการวิเคราะห์

จากความเร็วของของไหลภายในท่อ นํ้ าหนักประสิทธิผล และแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของท่อ

ลาํเลียงของไหล และเพื่อให้การวิเคราะห์สะดวกยิ่งข้ึนจึงทาํการวิเคราะห์โดยใชร้ะเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิ

เมนต ์รวมกบักระบวนการทาํซํ้ าของวิธีนิวตนั-ราฟสัน โปรแกรมคอมพิวเตอร์จึงถูกพฒันาข้ึนเพื่อใชใ้น

การหาผลเฉลยเชิงตวัเลข และนาํผลท่ีไดม้าทาํการเปรียบเทียบกบังานวิจยัระเบียบวิธีการสาํหรับการหาผล

เฉลยของสมการแคทีนารี โดยการใชร้ะเบียบวิธีสาํหรับหาผลเฉลยแบบแม่นตรง (exact solution) ของ

สมการแคทีนารีแบบยกระดบั พบว่า ผลท่ีไดมี้ความสอดคลอ้งกนั และทาํการเปรียบเทียบผลท่ีไดจ้าก

โปรแกรมโดยการแสดงผลในรูปแบบกราฟ จึงสามารถสรุปผลไดด้งัต่อไปน้ี 

1. เม่ือเพิ่มแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของเคเบิลท่ีระดบัเดียวกนั ค่าความแอ่นตวัของเคเบิลจะมีค่า

ลดลง และมีค่ามุมท่ีปลายบนเพิ่มข้ึน 

2. เม่ือเพิ่มความเร็วของของไหลภายในเคเบิลท่ีระดบัเดียวกนัค่าความแอนตวัของเคเบิลจะมีค่าเพิ่ม

มากข้ึน และมีค่ามุมท่ีปลายบนเพิ่มมากข้ึน 

3. เม่ือเพิ่มค่าแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีแบบยกระดบั จะมี

ค่ามุมท่ีปลายบนเพิ่มข้ึน ในทางกลบักนัจะมีค่ามุมท่ีปลายล่างลดลง 

4. เม่ือเพิ่มความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี พบว่า ค่าแรงดึงในแนวราบท่ี

ปลายบนของท่อลาํเลียงของไหลจะมีค่าเพิ่มข้ึน 

5. เม่ือเพิ่มค่ายกระดบั หรือ ระยะระหว่างจุดรองรับในแนวด่ิง ค่ามุมท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงของ

ไหลแบบแคทีนารีจะมีค่าใกลเ้คียงกนั 

 

5.1 ข้อเสนอแนะ 

1. พิจารณาการยดืตวัของท่อลาํเลียงของไหล 

2. พิจารณาการสัน่แบบอิสระของท่อลาํเลียงของไหล 

3. พิจารณาพฤติกรรมทางสถิตศาสตร์ และพลศาสตร์ของท่อลาํเลียงของไหลเม่ือมีแรงภายนอก

กระทาํ 
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ก.ระเบียบวธีิการสําหรับการหาผลเฉลยของสมการแคทนีารี 

สาํหรับงานวิจยัน้ีเป็นงานวิจยัท่ีเก่ียวกบัการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารีท่ีประกอบดว้ย

องคป์ระกอบทางเรขาคณิต โดยสมการแคทีนารีน้ีมีค่าการยกระดบัท่ีจุดปลายบนของเคเบิลจึงมี

ความแตกต่างจากงานวิจยัอ่ืน อีกทั้งงานวิจยัดงักล่าวน้ีมีความสอดคลอ้งกบัท่อลาํเลียงของไหลแบบ

แคทีนารีในแบบจาํลองทางคณิตศาตร์ของโครงงานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ี จึงไดน้าํงานวิจยัระเบียบ

วิธีการสําหรับการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารีมาทาํการวิเคราะห์ซ่ึงงานวิจัยประกอบดว้ย

รายละเอียดดงัต่อไปน้ี 

 

รูปที ่ก.1 รายละเอียดของเสน้โคง้แบบแคทีนารียกระดบั 

คาํนิยาม 

𝐿  = ระยะทางตามแนวราบของจุดยดึท่ีปลายทั้งสอง 

     𝑦ℎ  = ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยดึท่ีปลายทั้งสอง 

 𝑙  = ความยาวของเสน้โคง้แคทีนารี 

𝑠       = ความยาวส่วนโคง้ของเสน้โคง้แคทีนารีระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้   

จนถึงจุดใดๆ (𝑥, 𝑦) 

𝐿𝐵     = ระยะทางในแนวราบระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ถึงจุดยดึท่ีปลายบน

ของเสน้โคง้ 
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𝑦𝐵    = ความสูงท่ีสูงข้ึนไปจากจุดเร่ิมตน้ของแกนจนถึงจุดยดึท่ีปลายบนของ

เสน้โคง้ 

𝑠𝐵    = ความยาวส่วนโคง้ของเสน้โคง้แคทีนารีระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้

จนถึงจุดยดึท่ีปลายบนของเสน้โคง้ 

𝑦𝐶   = ระยะจากจุดตํ่าสุดของแกน y จนถึงจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ 

 

จากสมการเบ้ืองตน้ 

 

𝑦 = 𝑦𝐶 cosh
𝑥
𝑦𝐶

 (ก.1) 

  

𝑠 = 𝑦𝐶 sinh
𝑥
𝑦𝐶

  (ก.2) 

  

𝑇 = 𝑤𝑦𝐶 cosh
𝑥
𝑦𝐶

 (ก.3) 

 

จากสมการเบ้ืองตน้ทั้งสามสมการตามงานวิจยัดงักล่าวพบว่าจะมีจาํนวนตวัแปรหลกัทั้งหมดส่ีตวัท่ี

ตอ้งการหาผลเฉลย ไดแ้ก่  𝑳,𝒚𝒉, 𝒍  และ 𝒚𝑩−𝑪 ซ่ึงถา้สามารถทาํการหาตวัแปรหลกัไดจ้าํนวนสาม

ในส่ีตวัแลว้กจ็ะสามารถทราบรูปทรงและขนาดของเสน้โคง้แคทีนารีได ้ 

จากสมการท่ี (ก.1) เม่ือเทียบกบัจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝐵 = 𝑦𝐶 cosh
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.4) 

และสมการ 

𝑦𝐴 = 𝑦𝐶 cosh
𝐿 − 𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.5) 

 

จากสมการท่ี (ก.2) เม่ือเทียบกบัจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑠𝐵 = 𝑦𝐶 sinh
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.6) 
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และ 

𝑙 − 𝑠𝐵 = 𝑦𝐶 sinh
𝐿 − 𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.7) 

จากสมการทั้งหมดเม่ือนาํสมการไฮเปอร์โบลิกทางคณิตศาสตร์เขา้มาช่วยในการหาค่าผลเฉลย จะ

ไดส้มการทั้งหมดท่ีใชใ้นการหาค่าตวัแปรหลกัทั้งส่ีตวัแปรได ้ดงันั้นในงานวิจยัดงักล่าวจึงแนะนาํ

ใหห้าค่าตวัแปร  𝑦𝐶  เป็นอนัดบัแรกเน่ืองจากเป็นค่าตวัแปรท่ีมีความซบัซอ้นท่ีสุด ซ่ึงจะสามารถหา

ไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

 
𝐿𝐵
𝑦𝐶

=
𝐿

2𝑦𝐶
+ tanh−1

𝑦ℎ
𝑙

 (ก.8) 

และสมการ 

𝑙 = 𝑦𝐶 sinh �
𝐿

2𝑦𝐶
+ tanh−1

𝑦ℎ
𝑙 �

− 𝑦𝐶 sinh �
𝐿

2𝑦𝐶
+ tanh−1

𝑦ℎ
𝑙 �

 (ก.9) 

 

จากรูปท่ี (ก.1)  𝒚𝑩 = 𝒚𝑪 + (𝒚𝑩 − 𝒚𝑪) นาํไปแทนค่าในสมการท่ี (ก.4) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝐵 = 𝑦𝐶 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) = 𝑦𝐶 cosh
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.10) 

เม่ือทาํการคาํนวณค่า  𝑦𝐶   ค่าจากสมการท่ี (ก.9) , ใชส้มการท่ี (ก.8) หาค่า 𝐿𝐵 และใชส้มการท่ี (ก.

10) ในการคาํนวณหาค่า 𝑦𝐵 − 𝑦𝐶  ถา้เกิดกรณีนอกเหนือจากท่ีกล่าวมาแลว้ทั้ง 3 กรณีท่ีกล่าวมาแลว้

สามารถทาํการคาํนวณค่าต่างๆไดด้งัน้ี 

ในกรณีท่ีไม่ทราบค่า  𝑙   หาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦ℎ = 𝑦𝐵 − 𝑦𝐶 cosh �
𝐿
𝑦𝐶

− cosh−1
𝑦𝐵
𝑦𝐶
� (ก.11) 

ในกรณีท่ีไม่ทราบค่า  𝑦ℎ  หาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑙 = 𝑦𝐶 sinh �cosh−1
𝑦𝐵
𝑦𝐶
� + 𝑦𝐶 sinh �

𝐿
𝑦𝐶

− cosh−1
𝑦𝐵
𝑦𝐶
� (ก.12) 
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รูปที ่ก.2 รายละเอียดแรงดึงของเสน้โคง้แบบแคทีนารียกระดบั 

วิธีการแกปั้ญหาทางเรขาคณิตจากรูปท่ี ก.2 สามารถทาํการคาํนวณแรงดึงตามแนวราบไดด้งัต่อไปน้ี 

ท่ีจุดท่ีมีการแอ่นตวัท่ี  𝑥 = 0 , cosh 𝑥
𝑦𝐶

= 1   และ  cos 𝜃 = 1   นาํค่าทั้งหมดแทนในสมการ 

 

𝑇𝑥 = 𝑤𝑦𝐶  (ก.13) 

จากรูปท่ี ก.2 สามารถทาํการคาํนวณแรงดึงตามแนวด่ิงไดด้งัต่อไปน้ี นาํค่า 𝑠 จากสมการ (ก.2) แทน

ลงในสมการ (ก.13) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑇𝑦 = 𝑤𝑠 sinh
𝑥
𝑦𝐶

 (ก.14) 

ดงันั้น นั้นค่าแรงดึงสูงสุดท่ีปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารีน้ีสามารถหาค่าไดจ้าก 

 

𝑇 = 𝑤𝑠 cosh
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.15) 
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ก.1 ตัวอย่างการคาํนวณ 

เม่ือศึกษาทฤษฏีงานวิจัยการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารีท่ีประกอบด้วยองค์ประกอบทาง

เรขาคณิตเป็นท่ีเรียบร้อยแลว้ต่อไปจะแสดงตวัอยา่งการคาํนวณท่ีใชเ้ปรียบเทียบค่าจากโปรแกรม

โดยมีพารามิเตอร์ท่ีใช้ในการวิเคราะห์เคเบิลแบบเส้นโคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดับกัน 

ประกอบดว้ยความยาวของเส้นโคง้แคทีนารี นํ้ าหนกัประสิทธิผล ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของ

จุดยึดท่ีปลายทั้งสอง แรงปฎิกิริยาแนวราบท่ีจุดรองรับ และระยะในแนวราบระหว่างจุดรองรับ ดงั

แสดงในตารางท่ี ก.1 

 

ตารางที ่ก.1 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์เคเบิลแบบเสน้โคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั 

 

คุณสมบติัของเคเบิล สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

1. ความยาวของเสน้โคง้แคทีนารี 𝑙 305 เมตร 

2. นํ้าหนกัประสิทธิผล w 13 นิวตนัต่อเมตร 

3. ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยดึท่ีปลายทั้ง

สอง 
yℎ  36 เมตร 

4. แรงปฎิกิริยาแนวราบท่ีจุดรองรับ 𝑇𝑥 8153.69 นิวตนั 

5. ระยะในแนวราบระหวา่งจุดรองรับ 𝐿 300 เมตร 

จากสมการ (ก.9) สามารถหาค่าของระยะจุดตํ่าสุดของแกน 𝑦 จนถึงจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ (𝑦𝑐) ได้

ดงัน้ี 

305 = 𝑦𝐶 sinh �
300
2𝑦𝐶

+ tanh−1
36

305�
− 𝑦𝐶 sinh �

300
2𝑦𝐶

+ tanh−1
36

305�
  

𝑦𝐶 = 627.2069   เมตร  

 

เม่ือไดค่้าจุดอา้งอิงตํ่าสุดเป็นท่ีเรียบร้อยแลว้ จากสมการ (ก.8) สามารถหาค่าระยะทางในแนวราบ

ระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ถึงจุดยดึท่ีปลายบนของเสน้โคง้ (𝐿𝐵) ไดด้งัน้ี 

 
𝐿𝐵

627.2069
=

300
2(627.2069)

+ tanh−1
36

305
  

𝐿𝐵 = 224.3777  เมตร  
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จากรูปท่ี ก.1 สามารถหาค่าระดบัจากจุดตํ่าสุดจนถึงจุดปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารี (𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) 

ไดด้งัต่อไปน้ี 

 

627.2069 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) = 627.2069 cosh
224.3777
627.2069

  

(𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) = 40.5644  เมตร  

นอกจากระยะต่างๆของเส้นโคง้แคทีนารีแลว้ สามารถหาค่าแรงปฎิกิริยาท่ีจุดรองรับท่ีปลายบนได้

โดยค่าแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารีสามารถหาไดจ้ากสมการ (ก.13) ไดด้งัน้ี 

 

𝑇𝑥 = 13(627.2069) = 8153.69  นิวตนั  

  

 

และแรงดึงในแนวด่ิงท่ีปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารี จากสมการ (ก.14) ดงัน้ี 

 

𝑇𝑦 = 13(627.2069) sinh
224.3777
627.2069

  

𝑇𝑦 = 2979.53  นิวตนั  

 

ดงันั้น ผลรวมของแรงดึงทั้งหมดสามารถหาค่าไดจ้ากสมการ (ก.3) 

 

𝑇 = 13(627.2069) cosh
224.3777
627.2069

  

𝑇 = 8681.03  นิวตนั  
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ภาคผนวก ข 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ 
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ข.1 ตัวแปรทีสํ่าคญัในโปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

 

EF( )  = เวกเตอร์ของแรงท่ีกระทาํต่อช้ินส่วนยอ่ย 

EI  = ผลคูณของโมดูลสัความยดืหยุน่กบัโมเมนตค์วามเฉ่ือย 

EK(,)  = สติฟเนสเมตริกซ์ของช้ินส่วนยอ่ย 

H  = ความยาวของช้ินส่วนยอ่ยตามส่วนโคง้ 

IB  = เง่ือนไขขอบเขตของจุดรองรับของช้ินส่วนยอ่ย 

ITMAX  = จาํนวนคร้ังของการกระทาํซํ้ามากท่ีสุดท่ีกาํหนด 

MBAND = จาํนวนแถวของแบนตเ์มตริกซ์ 

NDF  = จาํนวนดีกรีอิสระต่อจุดขั้ว 

NEL  = ลาํดบัท่ีของช้ินส่วนยอ่ย 

NELEM = จาํนวนช้ินส่วนยอ่ย 

NODE  = ลาํดบัท่ีของจุดขั้ว 

NODI( ) = ลาํดบัท่ีของจุดขั้วดา้นซา้ยของช้ินส่วนยอ่ย 

NODJ( ) = ลาํดบัท่ีของจุดขั้วดา้นขวาของช้ินส่วนยอ่ย 

NUMDF = จาํนวนดีกรีอิสระของระบบรวม 

NUMNP = จาํนวนจุดขั้วของระบบรวม 

Q( )  = ดีกรีอิสระของช้ินส่วนยอ่ย 

QO( )  = ดีกรีอิสระของระบบรวม 

SH( )  = แรงเฉือนท่ีเกิดข้ึน 

SK(, )  = สติฟเนสเมตริกซ์แบบไม่เป็นเชิงเสน้ของระบบรวม 

SL  = ระยะช่วงพาด 

ST  = ความยาวส่วนโคง้ 

TF( )  = เวกเตอร์ของแรงท่ีกระทาํต่อท่อ 

TH  = แรงดึงตามแนวราบท่ีปลายบน 

TOLER  = ค่าความคลาดเคล่ือนท่ีกาํหนด 

WT( )                 = ค่าสมัประสิทธ์ิถ่วงนํ้าหนกัสาํหรับจุดในการอินทิเกรตของ    

Gauss 

XH                     = ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวราบ 

XT( )                  = ค่าของตาํแหน่งของจุดในการอินทิเกรทของGauss 

YH                     = ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง 
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ข.2 โปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

 

C Program "Riser.for" 

C Finite element computer program for static equilibrium analysis of 

C     inextensible cables with internal flow using Lagrangian coordinates  

C     and cubic polynomials shape functions      

C     Revised 14 October 2014 

C  

 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      COMMON/PASS1/FTOP,W,C,ST,H,CK 

      COMMON/BLKN/NEL 

      COMMON/COM2/NDF,NUMNP,NELEM 

      COMMON/CINT/XT(4),WT(4) 

      DIMENSION SK(200,4),EK(4,4),KON(200),QO(200),Q(4),KK(4),NODI(100) 

      DIMENSION NODJ(100),TF(200),EF(4),P(4),R(4),S(4),IB(6),DQO(200) 

 DIMENSION SX(200),TENODE(200),DYSND(200) 

 CHARACTER*20 OUT 

  901 FORMAT(A) 

      OPEN(UNIT=5,FILE='Riser_input',STATUS='UNKNOWN') 

 WRITE(*,902) 

  902 FORMAT(' OUTPUT FILE NAME : ',\)   

      READ(*,901) OUT 

 OPEN(6,FILE=OUT,STATUS='NEW') 

 READ(5,*) LSTEP 

 WRITE(6,2001) 

 2001 FORMAT('OUTPUT OF LAGRANGIAN CABLE PROGRAM "Riser.for"'/) 

      READ(5,*) NELEM,ITMAX,TOLER,YH,ST,FTOP,WE,DE,DI,V,DENP,DENE,DENI 

 2002 FORMAT(10X,'NUMBER OF ELEMENTS           ',I5,/ 

      *       10X,'NUMBER OF ITERATIONS         ',I5,/ 

     *       10X,'TOLERANCE                    ',F12.6,/ 

*       10X,'SUPPORT ELEVATION            ',F12.6,/   
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*       10X,'TOTAL ARC LENGTH             ',F12.6,5X,'M'/ 

*       10X,'TENSION                      ',F12.6,5X,'KN'/ 

*       10X,'DISTRIBUTED LOAD             ',F12.6,5X,'KN/M'/ 

*       10X,'OUTSIDE DIAMETER             ',F12.6,5X,'M'/ 

*       10X,'INSIDE DIAMETER              ',F12.6,5X,'M'/ 

*       10X,'INTERNAL VELOCITY            ',F12.6,5X,'M/SEC'/ 

*       10X,'DENSITY OF PIPE              ',F12.6,5X,'KG/M^3'/  

*       10X,'DENSITY OF SEA WATER         ',F12.6,5X,'KG/M^3'/  

*       10X,'DENSITY OF INTERNAL FLUID    ',F12.6,5X,'KG/M^3'/)  

      PI=3.1415926 

      GRAV=9.81 

      NDF=2 

      MBAND=4 

      NUMNP=NELEM+1 

      NUMDF=NUMNP*NDF 

      H=ST/FLOAT(NELEM) 

      DS=H/2. 

 AE=PI*(DE**2)/4.D0 

 AI=PI*(DI**2)/4.D0        

 AP=AE-AI 

 IF(WE.EQ.0.) THEN 

 WE=GRAV*(DENP*AP-DENE*AE+DENI*AI)/1000. 

 END IF 

 MI=DENI*AI 

      WRITE(6,2002) NELEM,ITMAX,TOLER,YH,ST,FTOP,WE,DE,DI,V,DENP,DENE, 

 *     DENI 

      DO 100 J=1,NELEM 

      N1=2*(J-1) 

      KON(N1+1)=J 

      KON(N1+2)=J+1 

      NODI(J)=J 
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      NODJ(J)=J+1 

  100 CONTINUE 

      DO 25 I=1,2 

      L1=(NDF+1)*(I-1)+1 

      IB(L1)=NELEM*(I-1)+1 

      IB(L1+1)=0 

      IB(L1+2)=1 

 IB(L1+3)=1 

   25 CONTINUE 

C 

      CALL SETINT 

C 

      DO 55 I=1,NUMDF 

      QO(I)=0. 

   55 CONTINUE 

 IF(LSTEP.EQ.1) THEN  

 GOTO 57 

 END IF 

C 

   56 READ(5,*,END=3000) YH,ST,FTOP,WE,DE,DI,V,DENP,DENE 

 IF(WE.EQ.0.) THEN 

 WE=GRAV*(DENP*AP-DENE*AE+DENI*AI)/1000. 

 END IF     

C 

   57 CONTINUE 

 DYS=0. 

      DO 50 ITER=1,ITMAX 

      DO 10 I=1,NUMDF 

      TF(I)=0. 

      DO 10 J=1,MBAND 

   10 SK(I,J)=0. 
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 IF(ITER.EQ.1) THEN  

 CK=0. 

 ELSE 

 CK=YH/SL 

 END IF 

      DO 1000 NEL=1,NELEM 

      CALL ELEQ(KON,QO,Q) 

      DO 20 I=1,4 

      EF(I)=0. 

      DO 20 J=1,4 

   20 EK(I,J)=0. 

      DO 30 L=1,4 

      CALL SHAPE1(XT(L),P,R,S,DS,Q,DYS,DYSM1,DDYS) 

      DO 40 I=1,4 

      EF(I)=EF(I)-FTOP*WT(L)*R(I)*DYS/DYSM1**0.5*DS 

     *           -WE*WT(L)*P(I)*DS-MI*V**2*DDYS*WT(L)*P(I)*DS 

      DO 40 J=1,4 

      EK(I,J)=EK(I,J)+FTOP*WT(L)*R(I)*R(J)/DYSM1**1.5*DS 

   40 CONTINUE 

   30 CONTINUE 

C 

      KK(2)=2*NODI(NEL) 

      KK(4)=2*NODJ(NEL) 

      KK(1)=KK(2)-1 

      KK(3)=KK(4)-1 

      DO 400 I=1,4 

      II=KK(I) 

      TF(II)=TF(II)-EF(I) 

      DO 400 J=1,4 

      IF(KK(J).LT.II) GOTO 400 

      JJ=KK(J)-II+1 
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      SK(II,JJ)=SK(II,JJ)+EK(I,J) 

  400 CONTINUE 

 1000 CONTINUE 

C 

C  INSERT BOUNDARY CONDITIONS 

C 

      CALL BOUND(SK,TF,IB,NUMDF,MBAND) 

C 

C  SOLVE SIMULTENEOUS EQUATIONS 

C 

      CALL BANSOL(SK,TF,NUMDF,MBAND,200,4) 

C 

C  INCREMENTAL PROCESS 

C 

      SUM=0. 

      DO 70 I=1,NUMDF 

      TEMP=QO(I) 

      DQO(I)=TF(I) 

      QO(I)=QO(I)+DQO(I) 

      DIFF=ABS(TEMP-QO(I)) 

      SUM=SUM+DIFF 

   70 CONTINUE 

      SL=0. 

      DO 1010 NEL=1,NELEM 

      CALL ELEQ(KON,QO,Q) 

      SG=0. 

      DO 60 L=1,4 

      CALL SHAPE1(XT(L),P,R,S,DS,Q,DYS,DYSM1,DDYS) 

   60 SG=SG+WT(L)*DYSM1**0.5*DS 

      SL=SL+SG 

 ND=NEL+1 
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 SX(1)=0. 

 SX(ND)=SL 

 IF(NEL.EQ.1)THEN 

 SII=0.D0 

      CALL SHAPE1(SII,P,R,S,DS,Q,DYS,DYSM1,DDYS) 

C      DYSND(1)=DYS 

C  UPDATE DYS 

 DYSND(1)=CK*(DYSM1)**0.5-QO(2)       

C  UPDATE DYS  NO2 

 DYSND(1)=CK*(1.-DYSND(1)**2)**0.5-QO(2) 

C  UPDATE DYS  NO3 

 DYSND(1)=CK*(1.-DYSND(1)**2)**0.5-QO(2) 

C  UPDATE DYS  NO4... 

 DYSND(1)=CK*(1.-DYSND(1)**2)**0.5-QO(2) 

 SII=1.D0 

      CALL SHAPE1(SII,P,R,S,DS,Q,DYS,DYSM1,DDYS) 

 DYSND(2)=DYS 

 DYSND(2)=CK*(1.-DYSND(2)**2)**0.5-Q(4) 

 ELSE 

 SII=1.D0 

      CALL SHAPE1(SII,P,R,S,DS,Q,DYS,DYSM1,DDYS) 

      DYSND(ND)=DYS 

 END IF 

 1010 CONTINUE 

C 

C  COMPUTE AXIAL TENSION  

C 

      SUM1=0. 

      DO 500 NODE=1,NUMNP 

      ND=2*NODE-1 

 NDM1=ND+1 
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      CALL SHAPE1(XT(L),P,R,S,DS,Q,DYS,DYSM1,DDYS) 

 SKL=YH/SQRT(SL**2+YH**2) 

 TAN=YH/SL 

      ZETAT=ASIN(SKL)-ASIN(QO(NUMDF)) 

      ZETA=ASIN(SKL)-ASIN(QO(ND+1)) 

 ZETAN=ASIN(QO(ND+1)) 

      FTOPL=FTOP/COS(ASIN(DYSND(NUMNP))) 

 TENODE(NODE)=FTOPL-WE*(YH-(TAN*SX(NODE)-QO(ND))) 

  500 CONTINUE 

      IF(ABS(SUM).LE.TOLER) GOTO 90 

      WRITE(6,*) 

      WRITE(6,107) ITER 

  107 FORMAT(/10X,'NUMBER OF ITERATION          ',I5) 

C  PRINT OUT THE RESULTS 

      CALL RESULT(QO,SL,YH,SX,TENODE,FTOPL,DYSND,V) 

C  TEST FOR CONVERGENCE 

   50 CONTINUE 

      WRITE(*,108) 

  108 FORMAT(10X,'NO CONVERGENCE') 

   90 CONTINUE 

C 

      GOTO 56 

 3000 STOP 

      END 

 

 

      SUBROUTINE SETINT 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      COMMON/CINT/XI(4),W(4) 

      XI(1)=-0.861136311594053D0 

      XI(2)=-0.339981043584856D0 
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      XI(3)=-XI(2) 

      XI(4)=-XI(1) 

      W(1)=0.347854845137453D0 

      W(2)=0.652145154862546D0 

      W(3)=W(2) 

      W(4)=W(1) 

      RETURN 

      END 

 

 

      SUBROUTINE ELEQ(KON,QO,Q) 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      DIMENSION KON(200),QO(200),Q(4) 

      COMMON/PASS1/FTOP,W,C,ST,H,CK 

      COMMON/BLKN/NEL 

      L=2*(NEL-1) 

      N1=KON(L+1) 

      N2=KON(L+2) 

      K1=2*(N1-1) 

      K2=2*(N2-1) 

      DO 2 I=1,2 

      J1=K1+I 

      J2=K2+I 

      Q(I)=QO(J1) 

    2 Q(I+2)=QO(J2) 

      RETURN 

      END 

 

 

      SUBROUTINE SHAPE1(SI,P,R,S,DS,Q,DYS,DYSM1,DDYS) 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
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      COMMON/PASS1/FTOP,W,C,ST,H,CK 

      COMMON/BLKN/NEL 

      DIMENSION P(4),R(4),S(4),Q(4) 

      XI=(1.+SI)*DS 

      P(1)=1.-3.*XI**2/H**2+2.*XI**3/H**3 

      P(2)=XI*(1.-2.*XI/H+XI**2/H**2) 

      P(3)=3.*XI**2/H**2-2.*XI**3/H**3 

      P(4)=XI*(-XI/H+XI**2/H**2) 

      R(1)=(-6.*XI/H+6.*XI**2/H**2)/H 

      R(2)=1.-4.*XI/H+3.*XI**2/H**2 

      R(3)=(6.*XI/H-6.*XI**2/H**2)/H 

      R(4)=-2.*XI/H+3.*XI**2/H**2 

      S(1)=-6./H**2+12.*XI/H**3 

      S(2)=(-4.+6.*XI/H)/H 

      S(3)=6./H**2-12.*XI/H**3 

      S(4)=(-2.+6.*XI/H)/H 

      YA=P(1)*Q(1)+P(2)*Q(2)+P(3)*Q(3)+P(4)*Q(4) 

      DYA=R(1)*Q(1)+R(2)*Q(2)+R(3)*Q(3)+R(4)*Q(4) 

 DDYA=S(1)*Q(1)+S(2)*Q(2)+S(3)*Q(3)+S(4)*Q(4) 

 DYAM1=1.-DYA**2 

 DYS1=CK*SQRT(1.-DYS**2)-DYA 

      DYSM=1.-DYS1**2. 

 FDYS=DYS1-CK*SQRT(DYSM)+DYA 

 DFDYS=1.+CK*DYS1/SQRT(DYSM) 

 DYS=DYS1-FDYS/DFDYS 

 DYSM1=1.-DYS**2 

 DDYS=-DDYA/(1.+CK*DYS/((1.-DYS**2)**0.5)) 

      RETURN 

      END 
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      SUBROUTINE BOUND(SK,TF,IB,NUMDF,MBAND) 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      COMMON/COM2/NDF,NUMNP,NELEM 

      DIMENSION SK(200,4),TF(200),IB(6) 

      DO 100 L=1,2 

      L1=(NDF+1)*(L-1)+1 

      NO=IB(L1) 

      K1=NDF*(NO-1) 

      DO 90 I=1,NDF 

      L2=L1+I 

      IF(IB(L2)) 90,10,90 

   10 KR=K1+I 

      DO 50 J=2,MBAND 

      KV=KR+J-1 

      IF(NUMDF-KV) 30,20,20 

   20 SK(KR,J)=0. 

   30 KV=KR-J+1 

      IF(KV) 50,50,40 

   40 SK(KV,J)=0. 

   50 CONTINUE 

      SK(KR,1)=1. 

      TF(KR)=0. 

   90 CONTINUE 

  100 CONTINUE 

      RETURN 

      END 

 

 

      SUBROUTINE BANSOL(S,R,NSIZE,MBAND,NDIM,MDIM) 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      DIMENSION S(NDIM,MDIM),R(NDIM) 
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  700 DO 790 N=1,NSIZE 

      DO 780 L=2,MBAND 

      IF(S(N,L).EQ.0.) GOTO 780 

      I=N+L-1 

      C=S(N,L)/S(N,1) 

      J=0 

      DO 750 K=L,MBAND 

      J=J+1 

  750 S(I,J)=S(I,J)-C*S(N,K) 

      S(N,L)=C 

  780 CONTINUE 

  790 CONTINUE 

  800 DO 830 N=1,NSIZE 

      DO 820 L=2,MBAND 

      IF(S(N,L).EQ.0.) GOTO 820 

      I=N+L-1 

      R(I)=R(I)-S(N,L)*R(N) 

  820 CONTINUE 

  830 R(N)=R(N)/S(N,1) 

      DO 860 M=2,NSIZE 

      N=NSIZE+1-M 

      DO 850 L=2,MBAND 

      IF(S(N,L).EQ.0.) GOTO 850 

      K=N+L-1 

      R(N)=R(N)-S(N,L)*R(K) 

  850 CONTINUE 

  860 CONTINUE 

      RETURN 

      END 
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      SUBROUTINE RESULT(QO,SL,YH,SX,TNODE,FTOPL,DYSND,V) 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      COMMON/PASS1/FTOP,W,C,ST,H,CK 

      COMMON/COM2/NDF,NUMNP,NELEM 

      COMMON/BLKN/NEL 

      DIMENSION X(200),QO(200),SX(200),TNODE(200),DYSND(200) 

      WRITE(6,110) FTOPL,FTOP,YH,SL,V 

  110 FORMAT(10X,'IN-LINE TENSION OF CABLE (FTOPL)  ',F10.4,5X,'kN'/ 

     *       10X,'HORIZONTAL TENSION (FTOP)         ',F10.4,5X,'kN'/ 

 *       10X,'SUPPORT ELEVATION                 ',F10.4,5X,'M'/ 

     *       10X,'CABLE SPAN LENGTH                 ',F10.4,5X,'M'/ 

 *       10X,'INTERNAL VELOCITY                 ',F10.4,5X,'M/SEC'/) 

 TAN=YH/SL 

 SK=YH/SQRT(SL**2+YH**2) 

      WRITE(6,111) 

      DO 80 L=1,NUMNP 

      NL=NUMNP-L 

      NL1=NL+1 

      DTS=NL*H 

      K1=NDF*NL+1 

      K2=K1+1 

      X(K1)=TAN*SX(NL1)-QO(K1) 

      SLOPE=ASIN(SK)-ASIN(QO(K2)) 

 X(K2)=SIN(SLOPE) 

   80 WRITE(6,112) NL1,DTS,SX(NL1),X(K1),X(K2),DYSND(NL1) 

     *,ASIN(DYSND(NL1)),TNODE(NL1),TNODE(NL1)*COS(ASIN(DYSND(NL1))) 

  111 FORMAT(10X,'NODE',7X,'LENGTH S',5X,'COOR. X',3X,'DISPL.Y(S)',6X, 

     *'DY/DS',8X,'DYSND',6X,'ZETA(rad)',5X,'TENSION(kN)',8X,'TH(kN)'/) 

  112 FORMAT(7X,I5,5X,5F12.4,3X,F12.6,3X,F12.4,3X,F12.4) 

      RETURN 

      END 
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