
บทที ่3 การวเิคราะห์เชิงตวัเลข 

 

จากทฤษฎีการวิเคราะห์และแกปั้ญหาสมการแบบไม่เป็นเชิงเส้นในบทท่ี 2 จะเห็นไดว้่าสามารถทาํการ

วิเคราะห์แบบจาํลองทางคณิตศาสตร์ของงานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีไดซ่ึ้งนาํการวิเคราะห์เชิงตวัเลขโดยการนาํ

ระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตม์าใชเ้พื่อหาคาํตอบ โดยการแปรผนัฟังกช์นัของพลงังานและงานเสมือนเพื่อ

เขา้สู่การสร้างแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์โดยการแบ่งท่อลาํเลียงของไหลให้เป็นช้ินส่วนย่อยๆโดยมี

อตัราส่วนเท่าๆกันในแต่ละช้ินส่วน กาํหนดเง่ือนไขค่าขอบเขตและทาํการอินทิเกรตเชิงตวัเลขแบบ 

Gaussian quadrature ในแต่ละช้ินส่วนย่อยๆเพื่อหาค่าตวัแปรท่ีเหลือทั้งหมดใหข้องระบบรวม และหา

คาํตอบของสมการแบบไม่เป็นเชิงเสน้โดยใชก้ระบวนการทาํซํ้าแบบนิวตนั-ราฟสนั 

 

3.1 การแก้ปัญหาด้วยระเบียบไฟไนต์เอลเิมนต์ 

ในการแกปั้ญหาดว้ยระเบียบไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถทาํไดโ้ดยการแบ่งท่อลาํเลียงของไหลตามความยาว

ส่วนโคง้ออกเป็นช้ินส่วนย่อยๆ และทาํการสร้างแบบจาํลองในการวิเคราะห์โดยการกาํหนดจุดปลายทั้ง

สองดา้นของช้ินส่วนย่อยของท่อลาํเลียงของไหล ซ่ึงในการวิเคราะห์แบบจาํลองทางคณิตศาสตร์น้ีจะมี

ดีกรีอิสระจาํนวน 4 ตวั ประกอบดว้ยดีกรีอิสระของการแอ่นตวั (𝑦𝑠) และค่ามุมท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากการ

แอ่นตวัของท่อลาํเลียงของไหลตามช้ินส่วนยอ่ยๆ (𝑦𝑠′) ซ่ึงในการวิเคราะห์แบบจาํลองดงักล่าวน้ีจะทาํการ

พิจารณาในกรณีระยะแอ่นตวัในแนวแกน 𝑦  

 
รูปที ่3.1 ลกัษณะค่าพกิดัท่ีสภาวะสมดุล 
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จากรูปท่ี 3.1 ท่อลาํเลียงของไหลประกอบดว้ยพิกดัของช้ินส่วนย่อยโดยสามารถนาํเขียนเป็นสมการได้

ดงัน้ี  

 

𝑦𝑠 = 𝑦𝐿 − 𝑦𝑎 (3.1) 

 

เม่ือ 

 𝑦𝑠 คือ ค่าระยะแอ่นตวัตามแกน 𝑦 ณ ความยาวส่วนโคง้ท่ีพิจารณา 

 𝑦𝐿 คือ ค่าระยะแอ่นตวัแบบไม่เชิงเสน้ 

 𝑦𝑎 คือ ค่าระยะแอ่นตวัแบบไม่เชิงเสน้ 

 

ณ ตาํแหน่งต่างๆของท่อลาํเลียงของไหลน้ีสามารถทาํการประมาณค่าระยะแอ่นตวัแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

(𝑦𝑎) ไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝑎 = ⌊𝑁⌋{𝑞} (3.2) 

 

เม่ือ       ⌊𝑁⌋ คือ  เมตริกซ์แถวของฟังกช์นัรูปร่าง 

{𝑞} คือ  เวคเตอร์ของดีกรีอิสระของช้ินส่วนยอ่ย 

 

 ดังนั้ น สามารถแสดงสมการในรูปแบบของฟังก์ชันรูปร่างของเมตริกซ์สําหรับการเคล่ือนท่ีจากช้ิน

ส่วนยอ่ยของท่อลาํเลียงของไหลโดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตซ่ึ์งมีจาํนวนดีกรีอิสระจาํนวน 4 ตวัได้

ดงัต่อไปน้ี 

 

⌊𝑁⌋ = ⌊𝑁1    𝑁2    𝑁3    𝑁4⌋ (3.3) 

 

เม่ือเขา้สู่ระบบการวิเคราะห์โดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถทาํการเขียนค่าตวัแปรของดีกรีอิสระ

ไดด้งัน้ี 
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𝑁1 = 1 − 3
𝑠2

𝑙2
+ 2

𝑠3

𝑙3
 

 

𝑁2 = 𝑠 − 2
𝑠2

𝑙
+
𝑠3

𝑙2
 

 

𝑁3 = 3
𝑠2

𝑙2
− 2

𝑠3

𝑙3
 

 

𝑁4 = −
𝑠2

𝑙
+
𝑠3

𝑙2
 

(3.4a) 

 

(3.4b) 

 

(3.4c) 

 

(3.4d) 

 

เม่ือช้ินส่วนยอ่ยประกอบดว้ยเวกเตอร์ของดีกรีอิสระ {𝑞} ดงัน้ี 

 

{𝑞} = �

𝑞1
𝑞2
𝑞3
𝑞4

� =

⎩
⎨

⎧
𝑦𝑎(0)
𝑦𝑎′(0)
𝑦𝑎(𝑙)
𝑦𝑎′(𝑙)⎭

⎬

⎫
 (3.5) 

 

อนุพนัธ์สมการ (3.1) เทียบกบั 𝑑𝑠 จะไดส้มการความสมัพนัธ์ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠

=
𝑑𝑦𝐿
𝑑𝑠

−
𝑑𝑦𝑎
𝑑𝑠

 (3.6) 

 

จากกฎลูกโซ่ (chain rule) จะได ้

 

𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠

= �
𝑑𝑦𝐿
𝑑𝑥 � �

𝑑𝑥
𝑑𝑠�

−
𝑑𝑦𝑎
𝑑𝑠

 (3.7) 

 

ดงันั้น 

 

𝑑𝑦𝐿
𝑑𝑥

=
𝑦𝐻
𝑥𝐻

 (3.8) 
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และ ในฟังกช์นัของค่ามุมท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากการแอ่นตวัของท่อลาํเลียงของไหลตามช้ินส่วนยอ่ยๆ 𝑦𝑠′                       

ทาํใหส้ามารถเขียนสมการใหอ้ยูใ่นรูปของ  
𝑑𝑥
𝑑𝑠

  ไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑥𝑠′ =
𝑑𝑥
𝑑𝑠

=  (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2 (3.9) 

 

เม่ือ 

  𝑥𝑠′  คือ อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของ 𝑥 เทียบกบั 𝑠 

 

จากสมการขา้งตน้แสดงค่ามุมท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากการแอ่นตวัของท่อลาํเลียงของไหลตามช้ินส่วนย่อย         

ซ่ึงสมการท่ีไดน้ี้เป็นสมการแบบไม่เชิงเส้น (nonlinear equation) ดงันั้นจะสามารถคาํนวณหาค่าไดก้็

ต่อเม่ือทราบค่า 𝑦𝐻 และ 𝑥𝐻 จากสมการ (3.8) และ (3.9) ทาํใหเ้ขียนสมการ (3.10) ไดด้งัน้ี 

 

𝑦𝑠′ =
𝑦𝐻
𝑥𝐻

 [1 − 𝑦𝑠′2]
1
2 − 𝑦𝑎′  (3.10) 

 

โดยท่ี  𝑥𝐻 คือ ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวราบ 

  𝑦𝐻 คือ ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง 

  𝑦𝑠′ คือ อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของ 𝑦𝑠 เทียบกบั 𝑠  

 

 และเม่ือทาํการหาอนุพนัธ์ของสมการ (3.2) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี    

 

𝑦𝑎′ = ⌊𝑁′⌋{𝑞} (3.11) 

 

เม่ือ                       𝑦𝑎′  คือ อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของค่าการแอ่นตวัแบบไม่เป็นเชิงเสน้เทียบกบั 𝑠  

  ⌊𝑁′⌋ คือ อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของฟังกช์นัรูปร่าง 
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ดงันั้น เม่ือทาํการหาอนุพนัธ์ของสมการ (3.10) จะไดส้มการความสมัพนัธ์ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝑠′′ = −
𝑦𝑎′′

�1 + 𝑦𝐻
𝑥𝐻

 𝑦𝑠′

�1 − 𝑦𝑠′2
�
 

(3.12) 

 

และทาํการอนุพนัธ์สมการ (3.11) จะไดส้มการความสมัพนัธ์ ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝑎′′ = ⌊𝑁′′⌋{𝑞} (3.13) 

 

เม่ือ                       𝑦𝑎′′ คือ อนุพนัธ์อนัดบัสองของ 𝑦 เทียบกบั 𝑠 

  ⌊𝑁′′⌋ คือ อนุพนัธ์อนัดบัสองของฟังกช์นัรูปร่าง 

 

เม่ือแบ่งท่อลาํเลียงของไหลออกเป็นช้ินส่วนยอ่ยๆตามความยาวส่วนโคง้จาํนวณ N ช้ิน ทาํใหส้ามารถหา

ค่าระยะแอ่นตวัตามแกน  𝑦  ณ ความยาวส่วนโคง้ท่ีพิจารณา  𝑦𝑠 ไดโ้ดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์ซ่ึง

แต่ละช้ินมีความยาวเท่ากบั  𝑙  โดยสามารถทาํการคาํนวณไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑙 =
𝑠𝑡
𝑁

 (3.14) 

 

โดยท่ี  𝑙 คือ ความยาวส่วนโคง้ยอ่ย 

  𝑁 คือ จาํนวนช้ินส่วนยอ่ยทั้งหมด 

  𝑠𝑡 คือ ความยาวส่วนโคง้ทั้งหมด 

 

จากสมการทั้งหมดท่ีกล่าวมาขา้งตน้ทาํให้สามารถเขียนสมการของระบบพลงังานของช้ินส่วนย่อยได้

ดงัต่อไปน้ี 
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𝜋 = �𝜋𝑘

𝑁

𝑘=1

 (3.15) 

เม่ือ   คือ ฟังกช์นัพลงังานของช้ินส่วนยอ่ย 

 

ในการหาอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัพลงังานของช้ินส่วนย่อย โดยเขียนให้อยู่ในรูปสมการการแปรผนัของ

พลงังานรวมทั้งหมดจะเท่ากบัศูนยเ์ม่ืออยูใ่นสภาวะสมดุล 

 

𝜕𝜋𝑘
𝜕𝑞𝑖

= ��⌊𝑁⌋𝑇𝑤𝑒 − ⌊𝑁′⌋𝑇𝑇𝐻
𝑦𝑠′

(1 − 𝑦𝑠′2)
1
2
− ⌊𝑁′′⌋𝑇𝑚𝑣2𝑦𝑠′′� 𝑑𝑠 = 0

𝑙

0

 (3.16) 

 

โดยท่ี คือ เวกเตอร์ของดีกรีอิสระของระบบรวมทั้งหมด 

 

ดงันั้นสามารถแสดง  สมการในรูป ระบบรวมไดด้งัน้ี 

 

�
𝜕𝜋
𝜕𝑄𝑖

� = 0 (3.17) 

 

3.2 การแก้สมการแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

ในการแกส้มการแบบไม่เป็นเชิงเส้นสามารถกระทาํไดด้ว้ยการใชว้ิธีของนิวตนั-ราฟสัน ซ่ึงจะทาํให้ได้

สมการท่ีใชค้าํนวณหาระบบการเพิ่มค่าตวัแปร (incremental equation) ดงัน้ี 

 

�
𝜕2𝜋

𝜕𝑄𝑖𝜕𝑄𝑗
� {∆𝑄} = −�

𝜕𝜋
𝜕𝑄𝑖

� (3.18) 

 

เม่ือ     𝑖, 𝑗    คือ  ลาํดบัท่ีของดีกรีอิสระซ่ึงมีค่าเท่ากบั 1,2,…,n    จึงสามารถเขียนสมการไดใ้หม่เป็น 

ดงัน้ี 

 

kπ

{ }iQ
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[𝐾]{∆𝑄} = −{𝑅} (3.19) 

 

ดงัแสดงค่าสติฟเนสเมตริกแบบไม่เป็นเป็นเชิงเส้นของระบบรวม และ สมการแสดงค่าเวกเตอร์ของแรง

ในระบบรวม ดงัต่อไปน้ี 

 

 
(3.20) 

 

และ 

 
(3.21) 

 

เม่ือ   คือ สติฟเนสเมตริกซ์แบบไม่เป็นเชิงเสน้ของระบบรวม 

   คือ เวกเตอร์ของแรงในระบบรวม 

 

ดงันั้น ค่าสติฟเนสเมตริกแบบไม่เป็นเชิงเส้นของระบบรวมในสภาวะสมดุลท่ีทาํให้ค่า {∆𝑄} = 0                

และ {𝑅} = 0 สามารถเขียนสมการระบบรวมไดด้งัน้ี 

 

 
(3.22) 

           

3.3 เงือ่นไขขอบเขตของจุดรองรับ 

เง่ือนไขขอบเขตของเคเบิลแบบแคทีนารีท่ีปลายทั้งสองเป็นดงัน้ี 

 ท่ีจุดปลายล่างหรือจุดเร่ิมตน้             𝑠 = 0        จะมีค่า    𝑦𝑠(0) = 0      

 ท่ีจุดปลายบนหรือจุดปลายสุดทา้ย         𝑠 = 𝑠𝑡   จะมีค่า             𝑦𝑠(𝑠𝑡) = 𝑦𝐻 
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