
บทที ่2 แบบจําลองทางคณติศาสตร์ 

 

โครงการวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีมีวตัถุประสงคเ์พื่อการวิเคราะห์ผลกระทบเน่ืองจากของเหลวท่ีไหลภายในท่อ

ดว้ยความเร็วคงท่ีต่อสภาวะสมดุลสถิตในแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์โดยใชค้วามยาวส่วนโคง้เป็นตวั

แปรอิสระ และให้ระยะท่ีวดัจากแนวราบท่ีกาํหนดในตาํแหน่งสมดุลต่างๆของท่อเป็นตวัแปรตาม โดย

อาศยัหลกัการแปรผนังาน พลงังานของระบบท่อลาํเลียง และวิธีการไฟไนตเ์อลิเมนตแ์บบไม่เชิงเส้นเพื่อ

หาผลลพัธ์เชิงตวัเลขของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี โดยมีทฤษฎีในการวิเคราะห์ต่างๆดงัน้ี 

 

2.1 สถิตศาสตร์ของท่อลาํเลยีงของไหลแบบแคทนีารี 

การวางตวัของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีระหว่างจุด 2 จุดโดยจุดดา้นล่างเป็นแบบยึดหมุนได ้

(hinge support) เปรียบเสมือนตวัคํ้ายนัท่อลาํเลียงของไหล และจุดดา้นบนเป็นแบบเคล่ือนท่ีได ้(roller 

support) ซ่ึงเคล่ือนท่ีได้เฉพาะในแนวราบเปรียบเสมือนแท่นขุดเจาะนํ้ ามันแบบลอยนํ้ า (floating 

platform) และมีแรงดึงในแนวราบ (𝑇𝐻) กระทาํเพื่อรักษาสภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหล ดงัแสดง

ในรูปท่ี 2.1 

 
 

รูปที ่2.1 สภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี 
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จะเห็นไดว้่าท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีนั้นวางตวัอยูร่ะหว่างจุดยึดทั้งสองดา้นแต่มีความต่างระดบั

ของจุดยดึทั้งสองดา้น (𝑌𝐻) ท่อประเภทน้ีมกันาํมาใชง้านเป็นท่ีแพร่หลายในงานขดุเจาะนํ้ามนันอกชายฝ่ัง

ทะเลลึกโดยทาํหนา้ท่ีเป็นท่อลาํเลียงนํ้ ามนั (riser) จากปากหลุมเจาะท่ีนาํนํ้ ามนัข้ึนมาจากใตพ้ื้นทะเลท่ีมี

ความลึกมากๆโดยจุดปลายบนทาํการยดึติดกบัแท่นขดุเจาะแบบต่างๆ ซ่ึงมีทั้งแท่นขดุเจาะนํ้ ามนั และเรือ

ขุดเจาะประเภทต่างๆตามความเหมาะสม ส่วนปลายด้านล่างนั้นอยู่บนพื้นทะเล ซ่ึงในการวิเคราะห์

งานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีจะทาํการวิเคราะห์ในสภาวะท่ีมีการแอ่นตวัมากภายในสภาวะสมดุล โดยตวัแปรท่ี

สาํคญัในงานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีเนน้พฤติกรรมแบบสถิตของท่อลาํเลียงของไหลท่ีไหลดว้ยความเร็วภายใน

ท่อ 

 

2.2 สมมตฐิานการวเิคราะห์ 

สมมติฐานท่ีใชใ้นการวิเคราะห์มีดงัต่อไปน้ี 

1. ไม่คาํนึงถึงผลของการยดืตวัหรือหดตวัตามแนวแกนท่อเม่ือรับแรง 

2. ไม่คาํนึงถึงผลของแรงเฉือน 

3. การแอ่นตวัของท่อมีค่ามาก แต่ความเครียดมีค่านอ้ย 

4. ไม่คาํนึงถึงผลของแรงเสียดทานระหวา่งท่อ และจุดรองรับ 

5. ไม่คาํนึงถึงผลของแรงดดัในเบ้ืองตน้ 

6. ไม่คาํนึงถึงแรงภายนอกท่ีมากระทาํ นอกจากนํ้าหนกัของท่อ และแรงกระทาํจากของไหลในท่อ 

 

2.3 สมการสมดุล 

พิจารณารูปท่ี 2.2 จะพบว่าประกอบดว้ยแรงกระทาํดงัต่อไปน้ี แรงตามแนวแกนในแนวราบ (𝑇𝐻) แรง

เน่ืองจากนํ้ าหนกัของท่อลาํเลียงของไหล (𝑊𝑒) และแรงเน่ืองจากความเร็วของของไหลภายในท่อ (𝑊𝑖) 

อีกทั้งมีแรงกระทาํตลอดความยาวส่วนโคง้ของท่อซ่ึงประกอบดว้ย แรงกระทาํตามแนวสัมผสักบัแนวท่อ 

(𝑃𝑡) แรงกระทาํตั้งฉากกบัแนวท่อ (𝑃𝑛) และแรงจากความเร็วของของไหลภายในท่อจากแรงดงักล่าว

สามารถหาสมการสมดุล จากสมการสมดุลของแรงกระทาํต่อท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีในสภาวะ

สมดุลซ่ึงทาํการวิเคราะห์ตามความยาวส่วนโคง้ 𝑠 โดยจะทาํการแบ่งท่อลาํเลียงของไหลดงักล่าวออกเป็น
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ช้ินส่วนยอ่ยๆ การทาํการวิเคราะห์ ตามความยาวส่วนโคง้ยอ่ยๆน้ี เรียกวา่ 𝑑𝑠 ดงันั้นความยาวส่วนโคง้จาก

จุดยดึแบบไม่เคล่ือนท่ีเร่ิมตน้ไปจนถึงจุดปลายท่ีสามารถเคล่ือนท่ีไดต้ามแนวราบ ไดด้งัต่อไปน้ี 

 

 

 

รูปที ่2.2 ท่อลาํเลียงของไหลภายใตส้ภาวะสมดุลและช้ินส่วนยอ่ยของท่อภายใตส้ภาวะสมดุล 

 

เม่ือสมดุลของแรงในทิศทางตั้งฉากกบัแนวท่อ (∑𝐹𝑛 = 0) จะได ้

 

−𝑇
𝑑𝜃
𝑑𝑠

+ 𝑃𝑛 +
𝑚𝑣2

𝑅
= 0 (2.1) 

  
 

เม่ือสมดุลของแรงในทิศทางสมัผสักบัแนวท่อ ∑𝐹𝑡 = 0 จะได ้

 

𝑑𝑇
𝑑𝑠

+ 𝑃𝑡 = 0 (2.2) 

 

เม่ือทาํการวิเคราะห์ค่าความยาวโคง้ตามช้ินส่วนยอ่ยๆ สามารถหาอตัราการเปล่ียนแปลงมุมต่อความยาว

เสน้โคง้ (𝑑𝜃) จะไดค้วามสมัพนัธ์ดงัน้ี 
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𝜅 =
𝑑𝜃
𝑑𝑠

=
1
𝜌

 (2.3) 

 

เม่ือ       𝑑𝑠 คือ  ความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนยอ่ยของท่อ 

𝜃 คือ ค่ามุมของท่อลาํเลียงของไหลวดัจากแนวราบไปยงัแนวแกน 

𝜅 คือ ค่าความโคง้ 

                𝜌 คือ รัศมีความโคง้ 

 

เม่ือแทนค่าแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนย่อยต่างๆ และในแบบจาํลองน้ี

กาํหนดให้ไม่คิดค่าของแรงดัด ดังนั้น 𝐸𝐼 = 0 ดงันั้น ค่าแรงเฉือนในสมการจึงไม่นํามาวิเคราะห์ใน

แบบจาํลองน้ี 

 

 2.4 การวเิคราะห์แบบจําลองโดยวธีิแปรผนั 

จากการวิเคราะห์แรงต่างๆท่ีกระทาํต่อท่อเลียงของไหลในสภาวะสมดุลนั้น ทาํให้เกิดสมการเชิงอนุพนัธ์

แบบไม่เป็นเชิงเส้น ดงัสมการท่ี (2.4) เน่ืองจากสมการดงักล่าวสามารถทาํการวิเคราะห์หาผลเฉลยเชิง

ตวัเลขได ้แต่ในการวิเคราะห์โดยใชส้มการหาผลเชิงตวัเลขนั้นมีความยุง่ยากในการวิเคราะห์เป็นอยา่งมาก 

ดงันั้น จึงไดน้าํวิธีการสร้างฟังก์ชนังานและพลงังานข้ึนเพื่อใชใ้นการช่วยทาํการวิเคราะห์แบบจาํลองน้ี 

สมการพลงังานคือแรงท่ีเกิดข้ึนภายในของท่อลาํเลียงของไหลและงานเสมือนคือแรงกระทาํท่ีเกิดข้ึน

ภายนอกของท่อลาํเลียงของไหล ซ่ึงประกอบดว้ยหลกัการดงัต่อไปน้ี 

จากความสมัพนัธ์ระหวา่งแรงดดัและความโคง้ของช้ินส่วนยอ่ย สามารถแสดงแรงดดัใหอ้ยูใ่นพจน์ของ 𝑦 

ไดด้งัต่อไปน้ี 

ในพจน์ของ 𝑑𝑦 และ 𝑑𝑠 สามารถพิจารณาไดจ้ากมุม sin𝜃 ไดด้งัน้ี 

 

sin𝜃 =
𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠

 (2.4) 
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สามารถเปล่ียนรูปสมการ (2.4) ใหอ้ยูใ่นรูปมุม ไดด้งัน้ี 

 

𝜃 = sin−1 �
𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠 �

 (2.5) 

       

เม่ือทาํการหาอนุพนัธ์เทียบกบั 𝑠 ทั้งสองขา้งจะไดส้มการดงัน้ี 

 

𝜅 =
𝑑𝜃
𝑑𝑠

=
𝑦𝑠′′

(1 − 𝑦𝑠′2)
1
2

 (2.6) 

 

โดยท่ี                  𝑦𝑠′ คือ  อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงของ 𝑦 เทียบกบั 𝑠 

  𝑦𝑠′′ คือ  อนุพนัธ์อนัดบัสองของ 𝑦 เทียบกบั 𝑠 

 

2.4.1 งานเสมอืนทีเ่กดิจากแรงดงึกระทาํทีป่ลาย 

เม่ือท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีมีพฤติกรรมการวางตวัโดยมีปลายทั้งสองดา้นอยูใ่นสภาวะท่ีมีความ

ต่างระดบักนัโดยปลายดา้นบนจุดยดึแบบเป็นลอ้เล่ือนท่ีสามารถทาํการเคล่ือนท่ีไดใ้นแนวราบ  และปลาย

ดา้นล่างเป็นเป็นจุดยึดรองรับเป็นแบบหมุนท่ีสามารถเคล่ือนท่ีได ้ดงันั้นเม่ือจุดยึดท่ีปลายดา้นบนถูกแรง

กระทาํในแนวด่ิง (𝑇𝑉) และ แรงกระทาํในแนวราบ (𝑇𝐻) จุดยึดแบบเป็นลอ้เล่ือนจะทาํการเคล่ือนท่ีใน

แนวราบทาํให้ท่อลาํเลียงของไหลเกิดพฤติกรรมการแอ่นตวัเกินข้ึนจนในท่ีสุดแรงกระทาํดงักล่าวไดด้นั

ลอ้เล่ือนไปถึงจุดจุดหน่ึงจะทาํให้ท่อลาํเลียงของไหลสามารถอยู่ไดใ้นสภาวะสมดุลไดจ้ากพฤติกรรม

ดงักล่าวของท่อลาํเลียงของไหลสามารถนาํมาวิเคราะห์และเขียนสมการความสมัพนัธ์ดงักล่าวไดด้งัน้ี 

 

𝑑𝑠2 = (𝑑𝑥 − 𝑑𝑢)2 + 𝑑𝑦𝑠2 (2.7) 
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นาํค่า 𝑑𝑠2 หารสมการ (2.7) โดยตลอด จะไดส้มการ ดงัต่อไปน้ี 

 

�
𝑑𝑠
𝑑𝑠�

2

= �
𝑑𝑥 − 𝑑𝑢
𝑑𝑠 �

2

+ �
𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠 �

2

 (2.8) 

 

เม่ือค่าของ 𝑑𝑥 มีค่าเท่ากบั 𝑑𝑠 ตามแนวแกน 𝑥 ดงันั้น 

 

𝑑𝑥 = 𝑑𝑠 (2.9) 

 

เม่ือนาํค่าจากสมการ (2.9) แทนค่าในสมการ (2.8) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑢′ = �1 − (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2� 𝑑𝑠 (2.10) 

 

เม่ือเปล่ียนรูปของความสมัพนัธ์ระหวา่งระยะเคล่ือนท่ีตามแนว 𝑥 คือ 𝑑𝑢 กบัความยาวส่วนโคง้คือ 𝑑𝑠 จะ

ไดส้มการระยะการเคล่ือนท่ี ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑑𝑢 = �1 − (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2� 𝑑𝑠 (2.11) 

 

เปล่ียนรูปความสัมพนัธ์โดยการอินทิเกรทสมการ (2.11) จะสามารถหาผลรวมระยะเคล่ือนท่ีในแนวแกน 

 𝑥 ไดเ้ท่ากบั ∆𝑥 ตามสมการ ดงัต่อไปน้ี 

 

∆𝑥= � �1 − (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2� 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.12) 

 

เพราะฉนั้นจากสมการทั้งหมดท่ีกล่าวมานั้นจะสามารถแสดงให้เห็นสมการงานเสมือนจากแรงภายนอก

ทั้งหมดจากการวิเคราะห์ ดงัน้ี 
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𝑊𝑇 = �𝑇𝐻∆𝑥|𝑠𝑡 + 𝑇𝑉∆𝑦�
𝑠𝑡� (2.13) 

 

จากการวิเคราะห์พบว่าท่อลาํเลียงของไหลมีการเคล่ือนท่ีตามแนวแกน  𝑥 เท่านั้น เน่ืองจากการเคล่ือนท่ี

ตามแนวแกน 𝑦 นั้นมีค่านอ้ยมากจนเกือบเท่ากบัศูนย ์ดงันั้นสมการงานเสมือนท่ีจุดรองรับจึงไม่นาํค่าตาม

แนวแกน 𝑦 มาทาํการวิเคราะห์ในแบบจาํลองน้ี ดงันั้นจึงทาํใหเ้กิดสมการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑊𝑇 = � �𝑇𝐻 �1 − (1 − 𝑦𝑠′2)
1
2�� 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.14) 

 

ดงันั้นสามารถเขียนสมการในรูปการแปรผนั ดงัต่อไปน้ี 

 

𝛿𝑊𝑇 = � �𝑇𝐻
𝑦𝑠′

(1 − 𝑦𝑠′2)
1
2
� 𝛿𝑦𝑠′𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.15) 

 

2.4.2 งานเสมอืนทีเ่กดิจากนํา้หนักประสิทธิผล 

เม่ือท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีมีแรงกระทาํจากภายนอกเกิดข้ึนและอยู่ภายในสภาวะสมดุล จึง

ส่งผลให้แรงท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากนํ้ าหนักประสิทธิผลของท่อลาํเลียงของไหลนั้นแผ่กระจายไปตลอดทั้ง

ความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหลจึงทาํใหท่้อเกิดพฤติกรรมการเคล่ือนตวัเกิดข้ึนเน่ืองจากนํ้ าหนกั

ของท่อลาํเลียงของไหล ดงันั้นในการวิเคราะห์แบบจาํลองน้ีจึงไดน้าํหลกัการงานเสมือนมาใชใ้นการ

วิเคราะห์แรงเน่ืองจากนํ้าหนกัประสิทธิผลของท่อลาํเลียงของไหลไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑊𝑤 = −� 𝑤𝑒𝑦𝑠𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.16) 

 



11 

เม่ือ 𝑤𝑒 คือ แรงท่ีเกิดเน่ืองจากนํ้ าหนักประสิทธิผลของท่อรวมกบัของไหลภายในท่อ ดงันั้นจะได้

สมการ 

 

𝑊𝑤 = �𝜌𝑝𝐴𝑝 − 𝜌𝑒𝐴𝑒 + 𝜌𝑖𝐴𝑖�𝑔 (2.17) 

 

เม่ือ 𝐴𝑒 คือ พื้นท่ีหนา้ตดัภายนอกท่อ 

 𝐴𝑖 คือ พื้นท่ีหนา้ตดัภายในท่อ 

 𝐴𝑝 คือ พื้นท่ีหนา้ตดัของท่อ 

 𝑔 คือ ความเร่งเน่ืองจากแรงโนม้ถ่วงของโลก 

 𝜌𝑒 คือ ความหนาแน่นของนํ้าทะเล 

 𝜌𝑖 คือ ความหนาแน่นของของไหลภายในท่อ 

 𝜌𝑝 คือ ความหนาแน่นของท่อ 

 

โดยสามารถเปล่ียนรูปใหอ้ยูใ่นรูปสมการการแปรผนัได ้ดงัต่อไปน้ี 

𝛿𝑊𝑤 = −� 𝑤𝑒𝛿𝑦𝑠𝑑𝑠

𝑆𝑡

0

 (2.18) 

 

2.4.3 งานเสมอืนทีเ่กดิจากของไหลภายในท่อ 

เม่ือท่อลาํเลียงของไหลมีของไหลไหลอยูภ่ายในท่อ จะส่งผลทาํใหเ้กิดแรงเน่ืองจากความเร็วของของไหล

ข้ึนซ่ึงความเร็วของของไหลภายในท่อน้ีมีทิศทางของความเร็วเน่ืองจากการไหลในทิศแนวแรงของแกน 𝑦 

และส่งผลต่อพฤติกรรมของท่อตลอดความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหล ดงันั้นในการวิเคราะห์

แบบจาํลองท่อลาํเลียงของไหลน้ีจึงสามารถเขียนสมการงานเสมือนท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากความเร็วของของ

ไหลภายในท่อ ดงันั้น จากรูปท่ี 2.2 ซ่ึงแสดงช้ินส่วนยอ่ยของท่อภายใตส้ภาวะสมดุลสามารถเขียนสมการ

ความเร็วของของไหลภายในท่อตามทิศทางแนวแกน 𝑦 เท่านั้น ไม่คาํนึงถึงการแปรเปล่ียนในทิศทาง

แนวแกน 𝑥 เน่ืองจากไม่มีการเคล่ือนท่ีเกิดข้ึนหรือมีการเคล่ือนท่ีน้อยมากจนเขา้ใกลศู้นย ์ไดด้งัสมการ 
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(2.19) ซ่ึงแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างนํ้ าหนักของของไหลภายในท่อท่ีกระทาํต่อความยาวส่วนโคง้

ทั้งหมด สามารถแสดงดงัสมการต่อไปน้ี 

 

𝑑𝐹𝑖 = −
𝑚𝑣2

𝑅
𝑑𝑠 (2.19) 

 

เม่ือเปล่ียนสมการ (2.19) ให้อยู่ในรูปของสมการความสัมพนัธ์ระหว่างระยะเคล่ือนท่ีตามแนวแกน 𝑦 

(𝑑𝐹𝑖𝑦) กบัความยาวส่วนโคง้ยอ่ย (𝑑𝑠) จะไดส้มการความสมัพนัธ์ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑑𝐹𝑖𝑦 = −
𝑚𝑣2

𝑅
cos 𝜃 𝑑𝑠 (2.20) 

 

ดงันั้นจะไดส้มการความเร็วของของไหลภายในท่อจากการวิเคราะห์แบบจาํลองโดยวิธีงานเสมือนได้

ดงัต่อไปน้ี 

 

𝑑𝑊𝑖 = 𝑑𝐹𝑖𝑦𝑦𝑠 (2.21) 

 

จากการวิเคราะห์พบว่าความเร็วท่ีเกิดจากของไหลภายในท่อลาํเลียงของไหลนั้นมีการเคล่ือนท่ีตาม

แนวแกน 𝑦 แรงของความเร็วท่ีเกิดข้ึนนั้นส่งผลเป็นแรงแผก่ระจายตลอดความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียง

ของไหล อีกทั้งนํ้ าหนักประสิทธิผลของของไหลภายในท่อนั้นเกิดข้ึนพร้อมกบัความเร็วเช่นเดียวกนั 

ดงันั้นจึงสามารถวิเคราะห์สมการของความเร็วของท่อลาํเลียงของไหลไดด้งัต่อไปน้ี 

 

𝑊𝑖 = � 𝑑𝑊𝑖 =  � −
𝑚𝑣2

𝑅
cos 𝜃 𝑑𝑠 𝑦𝑠

𝑠𝑡

0

𝑠𝑡

0

 (2.22) 
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เม่ือทาํการแทนค่าสมการ (2.20) และ (2.21) ลงในสมการ (2.22) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑊𝑖 = −� �
𝑚𝑣2

𝑅
cos 𝜃�  𝑦𝑠 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.23) 

 

ดงันั้นเม่ือเปล่ียนรูปสมการ (2.23) จะไดส้มการการแปรผนั ดงัต่อไปน้ี 

 

𝛿𝑊𝑖 = −� �
𝑚𝑣2

𝑅
cos𝜃�  𝛿𝑦𝑠 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.24) 

 

เม่ือแทนค่าส่วนโคง้จากสมการ (2.6) แทนในสมการ (2.24) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝛿𝑊𝑖 = −�{𝑚𝑣2𝑦𝑠′′  } 𝛿𝑦𝑠 𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.25) 

 

จะไดส้มการผลรวมของงานเสมือนของช้ินส่วนยอ่ยของท่อลาํเลียงของไหล ดงัน้ี 

 

𝛿𝜋 = 𝛿𝑊𝑇 + 𝛿𝑊𝑤 + 𝛿𝑊𝑖 (2.26) 

 

โดยการแทนสมการ (2.15), (2.18) และ(2.25) ลงในสมการ (2.26) จะได ้

 

𝛿𝜋 = � �𝑇𝐻
𝑦𝑠′

(1 − 𝑦𝑠′2)
1
2
− 𝑤𝑒 −𝑚𝑣2𝑦𝑠′′  �𝛿𝑦𝑠𝑑𝑠

𝑠𝑡

0

 (2.27) 

 

 


