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บทคดัยอ่ 
 

โครงการวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีมีวตัถุประสงคเ์พื่อนาํเสนอการวิเคราะห์การยืดตวัตามแนวแกนท่ีมีผลต่อ

สภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลในทะเลลึก วิธีการวิเคราะห์ท่ีใชใ้นการศึกษาเร่ิมจากการสร้าง

สมการรวมของงานเสมือนประกอบไปดว้ย งานเสมือนจากแรงดึงในแนวราบ และงานเสมือนจาก

นํ้ าหนกัของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี โดยให้ความยาวของเคเบิลก่อนการยืดตวัเป็นตวัแปร

อิสระเพื่อนาํมาแกปั้ญหาการหาตาํแหน่งสมดุลและตาํแหน่งท่ีทาํให้เกิดความเครียดซ่ึงเป็นตวัแปรท่ี

ไม่ทราบค่า การหาผลเฉลยเชิงตวัเลขสาํหรับใชใ้นการแกปั้ญหาท่ีไม่เป็นสมการเชิงเส้นใชว้ิธีไฟไนต์

เอลิเมนต ์และกระบวนการทาํซํ้ าแบบนิวตนั-ราฟสัน การตรวจสอบความถูกตอ้งของแบบจาํลองใน

การวิเคราะห์ใช้กระบวนการแปรผนัของสมการงานและพลังงานทาํให้ได้สมการออยเลอร์ซ่ึง

เหมือนกนักบัสมการสมดุลของช้ินส่วนย่อย งานวิจยัน้ียงัไดเ้สนอตวัแปรท่ีแสดงให้เห็นผลกระทบ

ของการยดืตวัในแนวแกนต่อตาํแหน่งสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี 

 

คาํสาํคญั : การยดืตวัตามแนวแกน / ระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์ / สมการแคทีนารี /สมการการแปร
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Abstract 

 

This special research study presents the effect of axial deformation on equilibrium configuration of 

catenary risers in sea water. The method of analysis is based on the virtual work formulation which 

involves the virtual work of the horizontal tension and self-weight of the catenary. The unstrained 

arc length of the cable is used as the independent variable. The equilibrium position and the axial 

strain are the unknowns which are solved numerically by using the finite element method and 

Newton-Raphson iterative process. The model formulation is validated by performing variation of 

the virtual work expression to obtain the Euler equation, which is identical to the one obtained by 

the equilibrium equation of a catenary segment. Parametric studies are given to demonstrate the 

effects of an axial deformation on the equilibrium configurations of catenary riser. 

 

 

Keywords :  Axial deformation/Finite Element Analysis/Steel Catenary Riser/Variation 

formulation  
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s0  = ความยาวส่วนโคง้ขณะเกิดความเครียด 

st  = ความยาวส่วนโคง้ทั้งหมดของเคเบิล 

T  = แรงดึงภายในของเคเบิล 

TH  = แรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของเคเบิล 

TL  = แรงดึงในแนวแกนท่ีปลายบนของเคเบิล 

w  = นํ้าหนกัประสิทธิผลของเคเบิล 

wc  = นํ้าหนกัของเคเบิลในอากาศ 

W  = งานเน่ืองจากแรงภายนอก 
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WT  = งานเสมือนเน่ืองจากแรงดึงท่ีกระทาํท่ีปลายบนของเคเบิล 

Ww  = งานเสมือนเน่ืองจากนํ้าหนกัประสิทธิผลของเคเบิล 

xo   = ตาํแหน่งของเคเบิลในแนวระดบัท่ีสภาวะสมดุล 

xo′    = การทาํดิฟเฟอเรนชิเอต  xo  เทียบกบั s 

yL  = องคป์ระกอบของการเคล่ือนท่ีท่ีเป็นเชิงเสน้กบั s 

ya  = องคป์ระกอบของการเคล่ือนท่ีท่ีไม่เป็นเชิงเสน้กบั s 

yo   = ตาํแหน่งของเคเบิลในแนวด่ิงท่ีสภาวะสมดุล 

yo′    = การทาํดิฟเฟอเรนชิเอต  yo  เทียบกบั S 

θ  = มุมท่ีปลายบนของเคเบิล กระทาํกบัแนวระดบั 

δ  = การแปรผนั 

εo  = ความเครียดในแนวแกน ณ ตาํแหน่งสมดุล 

ρw  = ความหนาแน่นของนํ้าทะเล 

π  = งาน-พลงังานรวมของระบบ 

 

 



                                           บทที ่1 บทนํา 

 

1.1 ความสําคญั และทีม่าของปัญหา 

ในงานวิศวกรรมนอกชายฝ่ังในปัจจุบนัแพร่หลายมากข้ึน ท่อลาํเลียงของไหล (Riser) เป็น

องคป์ระกอบสาํคญัท่ีใชใ้นงานวิศวกรรมนอกฝ่ังทั้งการขุดเจาะและการลาํเลียงปิโตรเลียมจากหลุม

ผลิตและใชใ้นการขนถ่ายปิโตรเลียมระหว่างแท่นผลิตซ่ึงแหล่งปิโตรเลียมในทะเลท่ีคน้พบใหม่ใน

ปัจจุบนัมกัอยู่ในระดบัท่ีมีความลึกมากข้ึน มีแรงกระทาํท่ีจะทาํให้เกิดการยืดตวัของท่อลาํเลียงของ

ไหลเม่ือเวลาผ่านไป การเลือกท่อลาํเลียงของไหลท่ีเหมาะสมจึงมีความสําคญัมากต่อแหล่งผลิต

ปิโตรเลียม  

 

งานวิจยัเก่ียวกบัท่อลาํเลียงของไหลในทะเล โดยทัว่ไปจะไม่คาํนึงถึงผลของการยืดตวัตามแนวแกน 

ถา้ท่อลาํเลียงเกิดความเครียดในแนวแกนนอ้ย ผลการวิเคราะห์อยุใ่นเกณฑท่ี์สามารถยอมรับได ้แต่ถา้

ท่อลาํเลียงมีความเครียดในแนวแกนมาก ความสามารถในการยืดตวัสูง ผลการวิเคราะห์โดยไม่

คาํนึงถึงผลของการยดืตวัตามแนวแกนจะมีความผดิพลาดสูง ซ่ึงไม่ตรงกบัสภาพความเป็นจริงของท่อ

ลาํเลียง ดงันั้นงานวิจยัน้ีจะมุ่งศึกษาเกียวกบัการยดืตวัต่อสภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลในทะเล

ลึกโดยใชค้วามยาวเป็นตวัแปรอิสระ 

 

1.2 งานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 

งานวิจยัในอดีตท่ีเก่ียวขอ้งกบัผลกระทบของการยดืตวัต่อสภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงสรุปไดด้งัน้ี 

 

Huang [1] ทาํการสร้างแบบจาํลองเพื่อวิเคราะห์สภาวะสมดุลสถิตยข์องเคเบิลในทะเล 2 มิติ และ

คาํนึงถึงการยืดตวัตามแนวแกนของเคเบิล แต่ไม่คาํนึงถึงผลกระทบเน่ืองจากอตัราส่วนปัวซอง 

แบบจาํลองครอบคลุมทั้ง 2 กรณีคือ กรณีท่ีทราบค่าแรงดึงท่ีปลายบน และกรณีท่ีทราบค่าความยาว

ของเคเบิลวิเคราะห์โดยวิธีแปรผนั โดยแบบจาํลองน้ีสามารถบอกการเคล่ือนท่ีไปในแนวราบเน่ืองจาก

ผลของแรงดึงและการยดืตวัของเคเบิลได ้

 

Chucheepsakul, et al. [2] ทาํการศึกษาถึงผลของการยดืตวัตามแนวแกนและอตัราส่วนปัวซองท่ีมีต่อ

สภาวะสมดุลของเคเบิลในทะเลโดยใหค้วามลึกของระดบันํ้ าทะเลเป็นตวัแปรอิสระ พบว่า ถา้เคเบิลมี

ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นน้อยผลของการยืดตัวตามแนวแกนจะทําให้ตาํแหน่งสมดุลของเคเบิลมีค่า

เปล่ียนแปลงไปมาก ถา้เคเบิลมีค่าโมดูลสัความยืดหยุ่นสูงผลของการยืดตวัตามแนวแกน จะทาํให้

ตาํแหน่งสมดุลของเคเบิลเปล่ียนแปลงไปนอ้ยมาก ในทุกกรณี ผลของการแปรเปล่ียนค่าอตัราส่วนปัว
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ซอง จะมีผลต่อตาํแหน่งสมดุลเพียงเลก็นอ้ย โดยเฉพาะเคเบิลท่ีมีค่าโมดูลสัความยดืยุน่ สูง ๆ ผลของ

อตัราส่วนปัวซองสามารถตดัท้ิงได ้

 

Huang และ Chucheepsakul [3] ทาํการวิเคราะห์ผลกระทบของการยืดตวัต่อความถ่ีธรรมชาติของ

เคเบิลในทะเล โดยคาํนึงถึงการยดืตวัตามแนวแกนของเคเบิล จากงานวิจยัน้ีพบว่าความถ่ีธรรมชาติจะ

เพิ่มข้ึนเม่ือแรงดึงจะเพิ่มข้ึน และในทางเดียวกัน เม่ือค่าโมดูลัสความยืดหยุ่นเพิ่มข้ึนค่าความถ่ี

ธรรมชาติก็จะเพิ่มข้ึนดว้ยกล่าวคือถา้ค่าโมดูลสัความยืดหยุ่นน้อยค่าความถ่ีธรรมชาติของเคเบิลใน

ทะเลจะนอ้ย ถา้ค่าโมดูลสัความยดืหยุน่มากค่าความถ่ีธรรมชาติของเคเบิลในทะเลจะมากข้ึนดว้ย 

 

Thai  และ Kim [4]  เสนอการวิเคราะห์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างของเคเบิลซ่ึงมีการวิเคราะห์

แรงกระทาํทั้งสมดุลสถิตยแ์ละพลศาสตร์โดยพิจารณาผลกระทบจากนํ้ าหนักและแรงดึงต่อความ

ยืดหยุ่นของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี โดยเป็นการพฒันาโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื่อศึกษา

วิเคราะห์โครงสร้างของเคเบิลแบบตาข่าย พบวา่โปรแกรมคอมพิวเตอร์น้ีสามารถใชเ้วลาในการหาผล

เฉลยในเวลาอนัสั้นและใชไ้ดดี้กวา่โปรแกรมวิเคราะห์โครงสร้างทัว่ไป 

 

Punjarat และ Chucheepsakul [5] ทาํการวิเคราะห์การแอ่นตวัมากในสภาวะสมดุลทางสถิตของท่อ

ลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีในทะเลลึก โดยหลกัการแปรผนัของงานและพลงังานซ่ึงประกอบไป

ดว้ยงานเสมือนจากนํ้ าหนักประสิทธิผล แรงลากจากความเร็วกระแสนํ้ า และแรงดึงตามแนวราบท่ี

ปลายบนสมการงานและพลังงานเป็นฟังก์ชันของความยาวส่วนโค้งในพิกัดลากรานจ์ การ

เปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขในกรณีของคาน เคเบิล และท่อลาํเลียงของไหลของจากงานวิจยัน้ีกบั

งานวิจยัท่ีผา่นมาพบว่า มีความสอดคลอ้งกนัเป็นอยา่งดี นอกจากน้ีงานวิจยัน้ียงัศึกษาเก่ียวกบัผลของ

แรงดึงตามแนวราบท่ีมีต่อปลายบนต่อพิกดัการวางตวัในสภาวะสมดุล 

 

Greco, et al. [7] นาํเสนอการวิเคราะห์เคเบิลแบบเป็นตาข่ายโดยวิเคราะห์แคทีนารี แบบสามมิติท่ียดื

ตวัได ้พิจารณาสภาวะสมดุลของจุดเช่ือมเคเบิลและการเสียรูปของเคเบิลโดยออกแบบจาํลองโดยใช้

กระบวนการนิวตนั-ราฟสนัเพื่อหาค่าความเคน้เร่ิมตน้ของเคเบิลและการเสียรูปของเคเบิลแบบเป็นตา

ข่าย วิธีการน้ีจะสามารถหาผลการยดืตวัของตาข่ายในรูปแบบสามมิติได ้
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1.3  วตัถุประสงค์ของงานวจิัย 

 

1     เพื่อพฒันาแบบจาํลองเพื่อใชใ้นการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลท่ียดืตวัไดใ้นสองมิติ 

ภายใตน้ํ้ าหนกับรรทุกของตวัเอง และแรงดึงท่ีปลายบน 

2 ศึกษาผลกระทบของค่าความยดืหยุน่ต่อสภาวะสมดุลของท่อลาํเลียง 

 

1.4    ขอบเขตงานวจิัย   

แบบจาํลองท่ีพฒันาข้ึนอาศยัหลกัการของงานเสมือนของแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนและงาน

เสมือนของนํ้าหนกับรรทุกประสิทธิผลของท่อลาํเลียงโดยมีขอบเขตการศึกษาดงัต่อไปน้ี  

1.แบบจาํลองเป็นแบบสองมิติ 

2.การยดืตวัเป็นแบบเสน้ตรงเป็นไปตามกฎของฮุค 

      3.ไม่คาํนึงถึงแรงภายนอกอ่ืนนอกจากนํ้าหนกับรรทุกของท่อลาํเลียงและแรงดึง 

 4.ไม่คิดผลของการดดัและแรงเฉือน 

 



 
 

บทที ่2 

แบบจําลองทางคณติศาสตร์ของท่อลาํเลยีงของไหลทีย่ดืตวัได้ 

 

ในบทน้ีจะกล่าวถึงทฤษฎีการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีท่ีสภาวะสมดุลเน่ืองจากแรง

กระทาํรูปแบบต่าง ๆ เช่นนํ้ าหนักประสิทธิผล แรงดึงท่ีปลายบนตามแนวราบโดยการใชค้วามยาว

ส่วนโคง้ทั้งหมดเป็นตวัแปรอิสระ โดยคาํนึงถึงการยดืตวัตามแนวแกนของท่อลาํเลียงของไหลดว้ย 

 

2.1 สมดุลสถิตหรือสถิตศาสตร์ของท่อลาํเลยีงแบบแคทนีารี 

โครงสร้างท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีตามทฤษฎีท่ีใชว้ิเคราะห์น้ี  ไดจ้าํลองโครงสร้างเป็น

รูปแบบของท่อท่ีวางตวัอยู่ระหว่างจุดรองรับท่ีปลายทั้งสองดา้นโดยท่ีท่อลาํเลียงของไหลมีลกัษณะ

การวางตัวแบบแคทีนารี จะถูกยึดร้ังท่ีปลายทั้ งสองขา้งโดยปลายบนจะยึดร้ังกับวตัถุลอย หรือ

โครงสร้างท่ีอยูร่ะดบัผวินํ้าใหอ้ยูก่บัท่ีและปลายล่างยดึติดกบัอุปกรณ์บริเวณพื้นทะเล ดงัแสดงในรูปท่ี 

2.1  ในสภาวะสมดุลท่ีอยูใ่ตท้ะเลจะมีแรงกระทาํในรูปแบบต่างๆ เช่น  แรงกระทาํเน่ืองจากความเร็ว

ของกระแสนํ้ า  แรงดนันํ้ าภายนอก   แรงลอยตวั  และนํ้ าหนักของท่อลาํเลียงของไหล  ซ่ึงตวัแปร

เหล่าน้ีเป็นตวัแปรสาํคญัในการวิเคราะห์ปัญหา งานวิจยัน้ีไดใ้ชท้ฤษฎีการวิเคราะห์แบบมีการแอ่นตวั

มาก ในการวิเคราะห์ท่อลาํเลียงของไหลในสภาวะสมดุล 

                                 

 

 
 

รูปที ่2.1  สภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารี 
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2.2 สมมุตฐิานของการวเิคราะห์ 

สมมุติฐานท่ีใชใ้นการวิเคราะห์มีดงัต่อไปน้ี  

1.   เน้ือวสัดุของท่อสมํ่าเสมอเป็นเน้ือเดียวกนัและมีคุณสมบติัทางกายภาพเหมือนกนัในทุกทิศทาง

ตลอดความยาวท่อ 

2.   วสัดุท่ีใชใ้นการวิเคราะห์มีความยดืหยุน่เชิงเสน้ 

3.   ไม่คาํนึงถึงผลของแรงเฉือนและแรงดดั 

4.  ไม่คาํนึงถึงผลของแรงเสียดทานระหวา่งท่อและจุดรองรับ 

 

2.3 ความยาวส่วนโค้งก่อนเกดิความเครียดและหลงัจากเกดิความเครียด 

การวิเคราะห์น้ีใชต้วัแปร 𝑠 เป็นตวัแปรอิสระกาํหนดแรงดึงท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงของไหลมาให ้

สามารถเขียนตาํแหน่งสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลเป็นระยะทางในแนวราบ 𝑥0(𝑠) และระยะทาง

ในแนวด่ิง 𝑦0(𝑠)โดยท่ีตวัหอ้ย (subscript) 0 ของตวัแปรใดๆ แสดงใหเ้ห็นวา่เป็นค่าของตวัแปรนั้นใน

สภาวะสมดุล 

 

พิจารณารูป 2.1 จะไดค้วามสมัพนัธ์ต่าง ๆ ดงัน้ี 

 

sin𝜃 = 𝑑𝑦0
𝑑𝑠0

                                                       (2.1) 

 

cos 𝜃 = 𝑑𝑥0
𝑑𝑠0

                                                         (2.2) 

จากนิยามความเครียดจะไดว้า่ 

 

𝜀0 = 𝑑𝑠0−𝑑𝑠
𝑑𝑠

= 𝑑𝑠0
𝑑𝑠
− 1                                                      (2.3) 

 
𝑑𝑠0
𝑑𝑠

= 1 + 𝜀0                                                           (2.4) 

 

โดยท่ี 𝜀0 คือความเครียดในแนวแกน ซ่ึงเป็นฟังกช์นัของตวัแปร 𝑠0 

            𝑑𝑠 คือความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนเลก็ ๆ ขณะท่ียงัไม่เกิดความเครียด (unstrained arc length) 

            𝑑𝑠0 คือความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนเลก็ ๆ ขณะความเครียด (strained arc-length) 
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2.4 สมการการสมดุลของช้ินส่วนเคเบิล 

 

เม่ือพิจารณาท่อลาํเลียงแบบแคทีนารีซ่ึงรับแรงกระทาํต่าง ๆ ในสภาวะสมดุล โดยให้ความยาวส่วน

โคง้เท่ากบั s จากจุดเร่ิมตน้ แบ่งท่อลาํเลียงของไหลออกเป็นช้ินส่วนยอ่ยท่ีมี ความยาวในแนวระดบั 

𝑑𝑥0   ความยาวในแนวด่ิง  𝑑𝑦0 และความยาวส่วนโคง้ขณะเกิดความเครียด 𝑑𝑠0 สามารถแสดง

ช้ินส่วนอิสระของช้ินส่วนยอ่ยและแรงกระทาํต่างๆ ในสภาวะสมดุลไดด้งัรูป 2.1  

 
 

รูปที ่2.2  ช้ินส่วนอิสระของช้ินส่วนยอ่ยภายใตส้ภาวะสมดุล 

 

พิจารณาสมดุลของแรงในทางแกน 𝑥  

 

∑𝐹𝑥 = 0:;                                        (𝑇 + 𝑑𝑇) cos(𝜃 + 𝑑𝜃) − 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0                                               (2.5) 

 

สาํหรับค่ามุมท่ีนอ้ยมากๆ จะได ้ sin𝑑𝜃 ≈ 𝑑𝜃 ,   cos𝑑𝜃 ≈ 1 

𝑠𝑖𝑛(𝜃 + 𝑑𝜃) = sin𝜃 + cos𝜃.𝑑𝜃,   และ  cos(𝜃 + 𝑑𝜃) = cos 𝜃 − sin𝜃.𝑑𝜃 

 

จดัรูปสมการ (2.5) ใหม่ไดด้งัน้ี 

 

𝑇 cos𝜃 − 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃 + 𝑑𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑑𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃 − 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 
 

−𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃 + 𝑑𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 

 

𝑑(𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃) = 0                                                                (2.6) 
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ดงันั้น 

𝑑 �𝑇 𝑑𝑥0
𝑑𝑠0
� = 0                                  (2.7) 

 

𝑑(𝑇𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃) = 𝑑(𝑇𝐻) = 0                         (2.8) 

 

𝑇𝐻 = 𝑇𝐿 cos 𝜃                                                                                              (2.9) 

 

จะไดค้วามสมัพนัธ์ระหวา่งค่าแรงดึงในแนวระดบัและแรงดึงในแนวแกนซ่ึงเป็นค่าคงท่ี 

 

พิจารณาสมดุลของแรงในทางแกน 𝑦 

 

∑𝐹𝑦 = 0 ;                                   (𝑇 + 𝑑𝑇) sin(𝜃 + 𝑑𝜃) − 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑤𝑑𝑠0
(1+𝜀0)

= 0                                (2.10) 

 

สาํหรับค่ามุมท่ีนอ้ยมากๆ จะได ้ 𝑠𝑖𝑛 𝑑𝜃 ≈ 𝑑𝜃 , cos𝑑𝜃 ≈  1 

 

ดงันั้น 

𝑠𝑖𝑛(𝜃 + 𝑑𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑐𝑜𝑠𝜃.𝑑𝜃,        และ         𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝑑𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑖𝑛𝜃.𝑑𝜃 

 

 

จดัรูปสมการใหม่ไดด้งัน้ี 

𝑇 sin𝜃 + 𝑇 cos𝜃𝑑𝜃 + 𝑑𝑇 sin𝜃 + 𝑑𝑇 cos 𝜃𝑑𝜃 − 𝑤𝑑𝑠0
(1+𝜀0)

= 0                            (2.11) 

 

ผลคุณของเทอมท่ีมีค่านอ้ยคูณกนั ผลลพัธ์จะมีค่านอ้ย สามารถตดัท้ิงได ้จะได ้

𝑇 cos𝜃𝑑𝜃 + 𝑑𝑇 sin𝜃 − 𝑤𝑑𝑠0
(1+𝜀0)

= 0                                            (2.12) 

 

𝑑(𝑇 sin𝜃) − 𝑤𝑑𝑠0
(1+𝜀0)

= 0                                                           (2.13) 

 

แทนค่า sin𝜃  และ  cos 𝜃 จากสมการ (2.1) และ (2.2) ลงในสมการ (2.13)  จะได ้

 

𝑑 �𝑇 𝑑𝑦0
𝑑𝑠0
� − 𝑤𝑑𝑠0

(1+𝜀0)
= 0                                         (2.14) 

หรือ 

𝑑
𝑑𝑠0

�
𝑇𝐻

cos𝜃 �
𝑑𝑦0
𝑑𝑠

𝑑𝑠
𝑑𝑠0

�� −  
𝑤

(1 + 𝜀0) = 0 
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𝑑
𝑑𝑠0

⎝

⎜
⎛ 𝑇𝐻
𝑑𝑥0
𝑑𝑠

𝑑𝑠
𝑑𝑠0

�
𝑑𝑦0
𝑑𝑠

𝑑𝑠
𝑑𝑠0

�

⎠

⎟
⎞
−  

𝑤
(1 + 𝜀0) = 0 

 
𝑑
𝑑𝑠0

�𝑇𝐻
𝑦0′

𝑥0′
� − 𝑤

(1+𝜀0)
= 0                                                               (2.15) 

 

หรือ 
𝑑
𝑑𝑠
�𝑇𝐻

𝑦0′

𝑥0′
� − 𝑤 = 0    (2.16) 

 

โดยท่ี 𝑥0′ = 𝑑𝑥0 𝑑𝑠⁄  และ 𝑦0′ = 𝑑𝑦0 𝑑𝑠⁄  

 

สมการ (2.9) และ (2.10) เป็นสมการอนุพนัธ์ของปัญหาเคเบิลท่ียดืตวัไดรั้บนํ้ าหนกับรรทุกของตวัเอง

หรือปัญหาแคทีนารี 

 

2.5 สมการแรงดงึของเคเบิล 

เม่ือพิจารณาสภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลจากการวางตวัของท่อลาํเลียงดงัแสดงในรูป 2.3 จุด

รองรับท่ีปลายทั้งสองขา้งโดยปลายบนจะยดึร้ังกบัวตัถุลอย จะไดร้ะยะต่าง ๆ ของสมดุลในเคเบิลดงัน้ี 

 

 
 

รูปที ่2.3 สภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลภายใตแ้รงกระทาํท่ีปลายบน 
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ตาํแหน่งสมดุลท่ีวดัในแนวด่ิงจากแนวเอียงจากระนาบวดัระยะไดด้งัน้ี 

 

𝑦𝐿  =   𝑦0 +  𝑦𝑎  

 

ดงันั้นระยะสมดุลของท่อลาํเลียงวดัจากแนวราบ (แกน X) คือ 

 

𝑦0  =   𝑦𝐿 −  𝑦𝑎  

 

ทาํการดิฟเฟอเรนชิเอต 𝑦0เทียบกบั 𝑠 จะได ้

 
𝑑𝑦0
𝑑𝑠

 =  𝑑𝑦𝐿
𝑑𝑠

± 𝑑𝑦𝑎
𝑑𝑠

                                                                          (2.17)            

โดยกฎลูกโซ่จะได ้
𝑑𝑦0
𝑑𝑠

 =  𝑑𝑦𝐿
𝑑𝑠

𝑑𝑥
𝑑𝑠

±  𝑑𝑦𝑎
𝑑𝑠

                                                                    (2.18)            

 

𝑑𝑦0
𝑑𝑠

=  𝑡𝑎𝑛 ∝  �1 − �𝑑𝑦𝑠
𝑑𝑠
�
2

±  𝑑𝑦𝑎
𝑑𝑠

                                  (2.19)     

 

โดยท่ี    𝑡𝑎𝑛 ∝ =  𝑑𝑦𝐿
𝑑𝑥

=  𝑦𝐻
𝑥𝐻

        

 

ในท่ีน้ีความชนัของจุด 𝑦0 หาไดโ้ดย 

 

𝑦0′ = 𝑡𝑎𝑛 ∝ �1 − 𝑦𝑠′
2  ±  𝑦𝑎′                                                 (2.20) 

 

เม่ือพิจารณาสมดุลของแรงกระทาํต่างๆ ภายใตส้ภาวะสมดุลในแนวสัมผสั (tangenal direction) ดงั

แสดงในรูป 2.2 

 

𝑑𝑇 =  𝑤𝑑𝑠0
(1+𝜀0)

𝑑𝑦0
𝑑𝑠0

                                          (2.21) 

 

                                                     

𝑑𝑇 = 𝑤𝑑𝑠0
(1+𝜀0)

sin𝜃                                         (2.22) 

จากกฎของฮุค ( Hooke’ law) จะได ้ 

𝑇(𝑠0) = 𝐸𝐴𝜀0                                            (2.23) 
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ทาํการอินทิเกรตสมการ (2.22) จะได ้

                               

∫ 𝑑𝑇𝑠𝑡
𝑠0

= ∫ 𝑑(𝐸𝐴𝜀0)𝑠𝑡
𝑠0

=  ∫ 𝑤
(1+𝜀0)

𝑑𝑦0
𝑠𝑡
𝑠0

                                                     (2.24) 

 

เขียนสมการ (2.24) ใหม่จะได ้

 

                              ∫ 𝑑𝑇𝑠𝑡
𝑠0

= 𝑇(𝑠𝑡) − 𝑇(𝑠0)                                                    (2.25)   

 

                 𝑇(𝑠𝑡) −  𝑇(𝑠0) =  ∫ 𝑤
(1+𝜀0)

𝑑𝑦0
𝑠𝑡
𝑠0

                                                  (2.26) 

   

แทนค่าสมการ (2.23) ลงใน (2.26)จะได ้

 

𝑇(𝑠0) = 𝐸𝐴𝜀0 =  𝑇𝐿 − ∫ 𝑤
(1+𝜀0)

𝑑𝑦0
𝑠𝑡
𝑠0

                   (2.27) 

 

โดยท่ี  𝑇𝐿   คือแรงดึงในแนวแกนกบัท่อลาํเลียง 

 

𝑇(𝑠0) = 𝑇𝐿 −
𝑤

(1+𝜀0)
[𝑦0(𝑠𝑡) − 𝑦0(𝑠0)]                                                                         (2.28) 

 

ในท่ีน้ี 

𝑦0(𝑠𝑡) = 𝑦𝐻  

 

และ 

𝑦0(𝑠0) = 𝑦𝐿 − 𝑦𝑎 
 

 

 

สมการของแรงดึงในท่อลาํเลียงท่ีตาํแหน่งใด ๆ หาไดโ้ดยสมการ (2.29) 

 

𝑇(𝑠0) = 𝐸𝐴𝜀0 =  𝑇𝐿 −
𝑤

(1+𝜀0)
.𝑦𝐻 + 𝑤

(1+𝜀0)
[tan ∝⋅ 𝑥 − 𝑦𝑎]                                      (2.29) 
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2.5.1 แรงดงึประสิทธิผล (effective tension) 

แรงดึงประสิทธิผลเป็นแรงดึงภายในท่อลาํเลียงท่ีเกิดจากแรงดึงท่ีเกิดข้ึนจริงตามสมการ 

 

𝑇 = 𝐸𝐴𝜀0                                                                     (2.30) 

 

โดยท่ี 𝑇   คือ  แรงดึงประสิทธิผล 

 𝐸  คือ  โมดูลสัของความยดืหยุน่ 

 

2.5.2 นํา้หนักประสิทธิผล (effective weight) 

 

นํ้ าหนักประสิทธิผลเป็นผลต่างระหว่างนํ้ าหนักของท่อลาํเลียงของไหลในอากาศและแรงลอยตวัท่ี

เกิดข้ึนจากการท่ีท่อลาํเลียงไปแทนท่ีนํ้าทะเล สมการของนํ้าหนกัประสิทธิผลเขียนไดด้งัน้ี 

 

𝑤 = 𝑤𝑐 − 𝜌𝑤𝑔𝐴                                                     (2.31) 

 

โดยท่ี   𝑤  คือ  นํ้าหนกัประสิทธิผลของท่อลาํเลียงต่อหน่วยความยาวขณะท่ียงัไม่เกิด 

   ความเครียด 

 𝑤𝑐   คือ นํ้าหนกัของท่อลาํเลียงในอากาศต่อหน่วยความยาวขณะท่ียงัไม่เกิด 

   ความเครียด 

 𝜌𝑤 คือ ความหนาแน่นของนํ้าทะเล 

 𝑔 คือ ความเร่งเน่ืองจากแรงโนม้ถ่วงของโลก 

 

 ความสัมพนัธ์ระหว่างนํ้ าหนักประสิทธิผลของเคเบ้ิลกบัความยาวส่วนโคง้ขณะท่ียงัไม่เกิด

ความเครียด และขณะท่ีเกิดความเครียด เป็นดงัน้ี 

 

𝑤𝑑𝑠 = 𝑤𝑑𝑠0
(1+𝜀0)

                                                              (2.32) 
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2.6 สมการของการแปรผนั (variational formulation) 

ในส่วนน้ีจะเป็นการสร้างแบบจาํลองของเคเบิลท่ียืดตัวได้โดยใช้หลักการของงานเสมือนซ่ึง

ประกอบดว้ยงานเสมือนท่ีเกิดจากแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนและงานเสมือนท่ีเกิดจากนํ้ าหนัก

ประสิทธิผลขณะเกิดความเครียดซ่ึงรายละเอียดจะกล่าวต่อไป 

 

2.6.1   งานเสมือนทีเ่กดิจากแรงดงึในแนวราบทีป่ลายบน 

จากรูปสามเหล่ียมของช้ินส่วนเล็กของเคเบิลในรูปท่ี 2.2 สามารถเขียนความสัมพนัธ์ทางรูปร่างได้

ดงัน้ี 

𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑑𝑦0
𝑑𝑠0

                                                             (2.33) 

 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑑𝑥0
𝑑𝑠0

                                                            (2.34) 

 

โดยท่ีให ้ 𝑑𝑠0   คือความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนเลก็ ๆ ขณะเกิดความเครียด (strained arc-length)  

จะได ้

𝑑𝑠0
2 = 𝑑𝑥0

2 + 𝑑𝑦0
2                                          (2.35) 

 

𝑑𝑥0
2 = 𝑑𝑠0

2 − 𝑑𝑦0
2                                           (2.36) 

 

𝑑𝑥0
2 = (1 + 𝜀0)2𝑑𝑠2 − 𝑑𝑦0

2                          (2.38) 

 

โดยท่ี  𝜀0  คือ ความเครียดในแนวแกนซ่ึงเป็นฟังกช์นัของ 𝑠0 

 

หาร 𝑑𝑠2 ตลอดสมการ (2.38) จะได ้

 

�𝑑𝑥0
𝑑𝑠
�
2

= (1 + 𝜀0)2 − �𝑑𝑦0
𝑑𝑠
�
2

                               (2.39) 

 

𝑑𝜆 = 𝑑𝑠0 − 𝑑𝑥0                                               (2.40) 

 

โดยท่ี (′) หมายถึงการทาํดิฟเฟอเรนชิเอตเทียบกบั s ดงันั้น 𝑦0′ = 𝑑𝑦0
𝑑𝑠

  สมการ จึงเขียนใหม่ได ้
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𝑑𝑥0 = ��(1 + 𝜀02) − 𝑦0′
2� 𝑑𝑠                                       (2.41) 

 

แทนค่าสมการ  (2.4) และ (2.41)  ลงในสมการ (2.40) จะได ้

 

𝑑𝜆 = (1 + 𝜀0)𝑑𝑠 − ��(1 + 𝜀02) − 𝑦0′
2� 𝑑𝑠                (2.42) 

 

งานเสมือนเน่ืองจากแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนเขียนไดด้งัน้ี 

 

𝛿𝑊T = −𝛿 ∫ 𝑇𝐻𝑑𝜆
𝑠𝑡
0                                                   (2.43) 

 

แทนค่า 𝑑𝜆 จากสมการ (2.42) ลงในสมการ  (2.43)  

𝛿𝑊T = −𝛿 ∫ 𝑇𝐻 �(1 + 𝜀0) −�(1 + 𝜀02) − 𝑦0′
2� 𝑑𝑠𝑠𝑡

0         (2.44) 

 

การแปรผนัสมการงานเสมือนเน่ืองจากแรงดึงกระทาํท่ีปลายเท่ากบั 

 

δ𝑊T = −∫ 𝑇𝐻 �
𝑦0′

�(1+𝜀02)−𝑦′02
� δ𝑦′0𝑑𝑠

𝑠𝑡
0                    (2.45) 

 

2.6.2       งานเสมือนทีเ่กดิจากนํา้หนักประสิทธิผลขณะเกดิความเครียด 

แรงจากนํ้ าหนกัประสิทธิผลจะกระทาํแผก่ระจายตลอดความยาวส่วนโคง้ของท่อลาํเลียงของไหลซ่ึง

ทาํใหเ้กิดงานเสมือนจากนํ้าหนกัดงัสมการ 

𝛿𝑊𝑤 = −𝛿 ∫ 𝑤𝑦0𝑑𝑠
𝑠𝑡
0                                                         (2.46) 

 

เม่ือ  𝑤 คือแรงต่อหน่ึงหน่วยความยาวซ่ึงเกิดข้ึนเน่ืองจากนํ้าหนกัประสิทธิผลของท่อรวมกบัของไหล

ภายในท่อ ดงัสมการ 

𝑤 = �𝜌𝑝𝐴𝑝 + 𝜌𝑒𝐴𝑒 + 𝜌𝑖𝐴𝑖�𝑔                                           (2.47) 

 

การแปรผนัสมการ สามารถแสดงไดด้งัน้ี 

 𝛿𝑊𝑤 = −∫ 𝑤𝛿𝑦0𝑑𝑠
𝑠𝑡
0                                                                     (2.48) 
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โดยท่ี 

𝐴𝑒  คือ พื้นท่ีหนา้ตดัภายนอกท่อ 

𝐴𝑖  คือ พื้นท่ีหนา้ตดัภายในท่อ 

𝐴𝑝 คือ พื้นท่ีหนา้ตดัของท่อ 

𝑔 คือ ความเร่งเน่ืองจากแรงโนม้ถ่วงของโลก 

𝜌𝑒  คือ ความหนาแน่นของนํ้าทะเล 

𝜌𝑖  คือ ความหนาแน่นของของไหลภายในท่อ 

𝜌𝑝 คือ ความหนาแน่นของท่อ 

 

ผลรวมการแปรผนัสมการงานเสมือนเน่ืองจากแรงดึงกระทาํท่ีปลายท่ีสภาวะสมดุล 

 

δ𝑊 = δ𝑊w + δ𝑊T = 0                                            (2.49) 

 

δ𝑊 = ∫ 𝑇𝐻 �
𝑦0′

�(1+𝜀02)−𝑦0′
2
� δ𝑦0′𝑑𝑠

𝑠𝑡
0 + ∫ 𝑤𝛿𝑦0

𝑠𝑡
0 𝑑𝑠 = 0              (2.50) 

 

โดยการกระบวนการแปรผนัจะไดส้มการอนุพนัธ์ออยเลอร์ (Euler’s Equation) ซ่ึงเป็นสมการของแรง

ในแนวราบตรงกบัสมการท่ี (2.9) และ (2.10) รายละเอียดแสดงไวใ้นภาคผนวก ก 

 

จากสมการ (2.27) และ (2.50) พบว่ามีตวัแปรไม่อิสระ 2 ตวัคือ 𝑦0 และ 𝜀0 ซ่ึงจะสามารถแกปั้ญหา

เพื่อหาคาํตอบของตวัแปรได ้เม่ือไดค่้าของ 𝑦0 และ 𝜀0 แลว้สามารถนาํไปหาค่าความยาวของท่อ

ลาํเลียงได ้

 

 



บทที ่3 การวเิคราะห์เชิงตวัเลขด้วยวธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

 

สมการท่ีใชใ้นการวิเคราะห์ ปัญหาของท่อลาํเลียงเป็นสมการแบบไม่เป็นเชิงเส้นซ่ึงเป็นการหาในรูปแบบ

ปิด (closed-form solution) นั้นทาํไดย้ากในงานวิจยัน้ีจึงใชก้ระบวนการไฟไนตเ์อลิเมนตเ์พื่อหาคาํตอบ

โดยเร่ิมจากการแบ่งโครงสร้างของท่อลาํเลียงออกตามความยาวส่วนโคง้ออกเป็นช้ินส่วนย่อยท่ีมีความ

ยาวเท่าๆกนั  จากนั้นทาํการกาํหนดค่าขอบเขตของตวัแปรอิสระท่ีทราบค่าในแต่ละช้ินส่วนย่อยใชก้าร

อินทิเกรตชิงตวัเลขแบบ Gaussian quadrature เพื่อหาค่าตวัแปรต่าง ๆ ท่ีใหก้บัระบบจะติดอยูใ่นรูปของ

การอินทิเกรต จากนั้นทาํการรวม (assemble) ช้ินส่วนยอ่ยให้อยูใ่นระบบรวม และใชก้ระบวนการทาํซํ้ า

แบบนิวตนั-ราฟสนั ในการหาคาํตอบของสมการแบบไม่เป็นเชิงเสน้ของท่อลาํเลียง 

 

3.1 การสร้างสมการไฟไนต์เอลเิมนต์ 

หลกัการของวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์คือการแบ่งท่อลาํเลียงของไหลตามความยาวส่วนโคง้ออกเป็นช้ิน

ส่วนยอ่ยๆโดยแต่ละช้ินส่วนมีความยาวเท่ากนัซ่ึงจาํนวนช้ินส่วนยอ่ยท่ีถูกแบ่งมีผลกบัความแม่นยาํในการ

หาคาํตอบเชิงตวัเลข  หลงัจากนั้น ทาํการจาํลองดีกรีอิสระไวท่ี้ปลายทั้งสองขา้งของท่อลาํเลียง แบบ 2 มิติ 

จะมีดีกรีอิสระจาํนวน 4 ตวั จากสมการและพลงังานรวมของระบบ จะมีตวัแปรอิสระ s โดยแบ่งท่อ

ลาํเลียงเป็นช้ินเลก็ ๆ ความยาว 𝑙 ซ่ึงมีขอบเขตคือ 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑠𝑡    เม่ือ 𝑠𝑡  คือความยาวทั้งหมดของท่อ

ลาํเลียงโดยเราจะแบ่งท่อลาํเลียงออกเป็น  𝑁 ช้ินส่วนยอ่ยจะได ้

𝑙 =
𝑠𝑡
𝑁

 

 

เม่ือ           𝑙   คือ   ความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนยอ่ย 

                 𝑠𝑡   คือ   ความยาวส่วนโคง้ทั้งหมดของท่อลาํเลียง 

                𝑁   คือ   จาํนวนของช้ินส่วนยอ่ยทั้งหมด 

ดงันั้นสมการงานรวมของระบบ 𝜋 สามารถเขียนในรูปของช้ินส่วนยอ่ยไดด้งัน้ี 

𝜋 = �𝜋𝑘

𝑁

𝑘=1

 

โดยท่ี 𝜋𝑘คือค่าของ 𝜋 ของช้ินส่วนยอ่ยท่ี 𝑘 
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ในแต่ละช้ินส่วนยอ่ย การเคล่ือนท่ีของท่อลาํเลียง 𝑦0(𝑠)ประกอบไปดว้ย 2 ส่วนคือ 𝑦𝐿และ 𝑦𝑎 

                                                            𝑦(𝑠0) = 𝑦𝐿 + 𝑦𝑎                                                                                                (3.1) 

 

โดยท่ี  𝑦𝐿 คือ  องคป์ระกอบของการเคล่ือนท่ีเป็นเชิงเสน้กบั 𝑠 

           𝑦𝑎 คือ  องคป์ระกอบของการเคล่ือนท่ีไม่เป็นเชิงเสน้กบั 𝑠 

 

องคป์ระกอบการเคล่ือนท่ีท่ีเป็นเชิงเส้น 𝑦𝐿  หาไดโ้ดยพิจารณาตาํแหน่งปลายบนและปลายล่างของเคเบิล 

ส่วนองคป์ระกอบท่ีไม่เป็นเชิงเส้น 𝑦𝑎   หาจากการประมาณค่าใชโ้พลิโนเมียลอนัดบัท่ี 3 ในเทอม 𝑠0 จาก

วิธีการของไฟไนทเ์อเลเมนท ์ดงันั้นสมการ 𝑦𝑎 เขียนไดด้งัน้ี 

 

𝑦𝑎 = ⌊𝑁⌋{𝑞}                                                          (3.2) 

 

เม่ือ 

⌊𝑁⌋ คือ  เมตริกซ์แถวของฟังกช์นัรูปร่าง 

{𝑞} คือ  เวคเตอร์ของดีกรีอิสระของช้ินส่วนยอ่ย 

 

 ดังนั้น สามารถแสดงสมการในรูปแบบของฟังก์ชันรูปร่างของเมตริกซ์สําหรับการเคล่ือนท่ีจากช้ิน

ส่วนยอ่ยของท่อลาํเลียงของไหลโดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตซ่ึ์งมีจาํนวนดีกรีอิสระจาํนวน 4 ตวัได้

ดงัต่อไปน้ี 

 

⌊𝑁⌋ = ⌊𝑁1    𝑁2    𝑁3    𝑁4⌋                                                (3.3) 
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เม่ือเขา้สู่ระบบการวิเคราะห์โดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถทาํการเขียนค่าตวัแปรของดีกรีอิสระ

ไดด้งัน้ี 

 

𝑁1 = 1 − 3 𝑠2

𝑙2
+ 2 𝑠3

𝑙3
                                              (3.4ก) 

 

𝑁2 = 𝑠 − 2 𝑠2

𝑙
+ 𝑠3

𝑙2
                                                           (3.4ข) 

 

𝑁3 = 3 𝑠2

𝑙2
− 2 𝑠3

𝑙3
                                                           (3.4ค) 

 

𝑁4 = −𝑠 𝑠
2

𝑙
+ 𝑠3

𝑙2
                                                                 (3.4ง) 

                                        

เม่ือช้ินส่วนยอ่ยประกอบดว้ยเวกเตอร์ของดีกรีอิสระ {𝑞} ดงัน้ี 

 

{𝑞} = �

𝑞1
𝑞2
𝑞3
𝑞4

� =

⎩
⎨

⎧
𝑦𝑎(0)
𝑦𝑎′(0)
𝑦𝑎(𝑙)
𝑦𝑎′(𝑙)⎭

⎬

⎫
                                                     (3.5) 

 

ความเครียดในแนวแกน 𝜀0หาไดจ้ากการประมาณค่าโดยใชโ้พลิโนเมียลเชิงเส้นในเทอม 𝑠 โดยวิธีการไฟ

ไนทเ์อเลเมนทจ์ะไดส้มการ 𝜀0 ดงัน้ี 

 

                                                      𝜀0 = ⌊𝑀⌋{𝑑}                                                                                       (3.6) 

 

โดยท่ี  ⌊𝑀⌋  คือ  เมตริกซ์แถวของฟังกช์นัรูปร่าง 

           {𝑑}   คือ  ดีกรีอิสระของการเคล่ือนท่ีของช้ินส่วนยอ่ย 
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⌊𝑀⌋ = ⌊𝑀1    𝑀2 ⌋                                                               (3.7) 

 

โดยท่ี 

𝑀1 = 1 − 𝑠
𝑙
 ,                                      

                                                                      𝑀2 = 𝑠
𝑙
                                                                             (3.8)                                        

โดยท่ี                                                                                                                                                                       

                                                    {𝑑} = �𝜀0(0)
𝜀0(𝑙)�                                                                                    (3.9) 

งาน-พลงังานรวมของระบบ  𝜋 นาํมาเขียนให้อยูใ่นรูปช้ินส่วนยอ่ยและเม่ือระบบอยูใ่นสภาวะสมดุลการ

แปรเปล่ียนของงานรวมทั้งหมดจะเป็นศูนย ์หรือ 𝛿𝜋 = 0   โดยดิฟเฟอเรนชิเอทสมการ  (3.6)  เทียบกบั  

𝑞𝑖  จะได ้

𝜕𝜋𝑘
𝜕𝑞𝑖

= ∫ �[𝑁′]𝑇𝑤 + [𝑁]𝑇 𝑇𝐻𝑦0′

�(1+𝜀)2−𝑦0′
2
�𝑙

0 𝑑𝑠                                   (3.10) 

 

3.2   เงือ่นไขขอบเขต   

พิกดัปลายบนของท่อลาํเลียงของไหลคือ 𝑦(𝑥𝐻 ,𝑦𝐻) และจุดพิกดัปลายล่างของท่อลาํเลียงคือ (0,0) 

ดงันั้น      𝑦(0) = 0 

    𝑦(𝐿) = 𝑦𝐻                                                                                   (3.11) 

แต่ละค่าของ   𝑦0 = 𝑦𝐿 + 𝑦𝑎 

ทาํให ้   𝑦𝑎(0) = 0 และ 𝑦𝑎(𝐻) = 0                                    (3.12)
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3.3 การแก้สมการแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

ในการแกส้มการแบบไม่เป็นเชิงเสน้สามารถทาํการแกไ้ขไดด้ว้ยการใชว้ิธีของนิวตนั-ราฟสนั โดยมีระบบ

การเพิ่มค่าดงัน้ี 

 

� 𝜕2𝜋
𝜕𝑄𝑖𝜕𝑄𝑗

� {∆𝑄} = � 𝜕𝜋
𝜕𝑄𝑖
�                                                (3.13) 

 

เม่ือ   

        𝑖, 𝑗     คือ ลาํดบัท่ีของดีกรีอิสระซ่ึงมีค่าเท่ากบั 1,2….., 𝑛    จึงสามารถเขียนสมการไดใ้หม่

เป็นดงัน้ี 

 

[𝐾]{∆𝑄} = −{𝑅}                   (3.14) 

 

ดงัแสดงดงัสมการแสดงค่าสติฟเนสเมตริกแบบไม่เป็นเป็นเชิงเส้นของระบบรวม และ สมการแสดงค่า

เวกเตอร์ของแรงในระบบรวม ดงัต่อไปน้ี   

    

                                                                                     [𝐾] = � 𝜕2𝜋
𝜕𝑄𝑖𝜕𝑄𝑗

�                                            (3.15) 

และ 

{𝑅} = � 𝜕𝜋
𝜕𝑄𝑖
�                  (3.16) 

 

 

เม่ือ 

  [𝐾] คือ สติฟเนสเมตริกซ์แบบไม่เป็นเชิงเสน้ของระบบรวม 

  {𝑅} คือ เวกเตอร์ของแรงในระบบรวม 
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ดังนั้ นค่าสติฟเนสเมตริกแบบไม่เป็นเชิงเส้นของระบบรวมในสภาวะสมดุลท่ีทาํให้ค่า {∆𝑄} = 0                

และ {𝑅} = 0 สามารถเขียนสมการระบบรวมไดด้งัน้ี 

 

𝜕𝜋𝑘
𝜕𝑄𝑖𝜕𝑄𝑗

= ∫

⎩
⎨

⎧
[𝑁′]𝑇 𝑇𝐻(1+𝜀0)2

��(1+𝜀0)2−𝑦0′
2�

3
2�

[𝑁′]

⎭
⎬

⎫
𝑑𝑠𝑙

0     (3.17) 

 

 

 

 

 

 

 

 



บทที ่4 ผลและการวเิคราะห์ 

 

วตัถุประสงคใ์นงานวิจยัน้ีคือการวิเคราะห์การยืดตวัในสภาวะสมดุลทางสถิตของท่อลาํลาํเลียงของ

ไหลแบบคาทีนารีในทะเลลึก โดยแนวทางการศึกษาจะใชว้ิธีเปล่ียนแปลงค่าตวัแปรบางตวัเพื่อท่ีจะ

ทราบถึงผลกระทบของตวัแปรนั้นต่อสภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลในทะเล โดยใชห้ลกัการ

แปรผนัของสมการงานและพลงังานใชค้วามโคง้เป็นตวัแปรอิสระ โดยผลการวิเคราะห์ท่ีไดไ้ดม้าจาก

การวิเคราะห์โดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตแ์ละกระบวนการทาํซํ้ าของนิวตนั-ราฟสันซ่ึงจะทาํการ

วิเคราะห์เปรียบเทียบผลกบังานวิจยัอ่ืนเพื่อให้มัน่ใจว่าผลท่ีไดมี้ความถูกตอ้ง งานวิจยัน้ีจะพิจารณา

ตวัอย่างทั้งในกรณีของการวิเคราะห์ของคานช่วงเดียวของท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับในระดบัเดียวกนั 

และท่อลาํเลียงท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั จากนั้นจะทาํการวิเคราะห์เปรียบเทียบผลของแรงดึงใน

แนวราบท่ีกระทาํท่ีปลายบนและค่าความแข็งแรงของวสัดุต่อพิกดัการวางตวัในสภาวะสมดุลและ

ความยาวส่วนโคง้ทั้งหมด 

 

4.1 ผลการวเิคราะห์เปรียบเทยีบกบัการคาํนวณเชิงตวัเลขกบัสมการแคทนีารี 

ก่อนท่ีจะทาํการศึกษาผลกระทบของตวัแปรต่าง ๆ ท่ีมีต่อสภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงในทะเลจาํเป็น

จะตอ้งมีการตรวจสอบและเปรียบเทียบผลการวิเคราะห์ท่ีไดจ้ากงานวิจยัน้ี เปรียบเทียบกบัการคาํนวณ

สมการแคทีนารีเพื่อตรงสอบความถูกตอ้งของสมการและแบบจาํลอง การตรวจสอบจะตรวจสอบโดย

การวิเคราะห์เคเบิลท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนัดงัแสดงในรูปท่ี 4.1 กาํหนดแรงดึงท่ีปลายบนและไม่

คาํนึงถึงการยืดตวัตามแนวแกน การเปรียบเทียบคาํตอบเชิงตวัเลขกบังานวิจยั [6]ใชข้อ้มูลในการ

วิเคราะห์ดงัน้ี 

 

ตารางที ่4.1 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์เปรียบเทียบการคาํนวณเชิงตวัเลขกบัสมการแคทีนารี 

 

พารามิเตอร์ สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

แรงดึงท่ีปลายบน 𝑇𝐻 8153.69 นิวตนั 

ความลึกของระดบันํ้าทะเล 𝐻 36 เมตร 

ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡  305 เมตร 

นํ้าหนกัสุทธิของเคเบิล 𝑤 13 นิวตนัต่อเมตร 
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รูปที ่4.1 รายละเอียดของเสน้โคง้แบบแคทีนารียกระดบั 

 

ตารางที ่4.2 ผลการเปรียบเทียบคาํตอบเชิงตวัเลขกบัการคาํนวณเชิงตวัเลขกบัสมการแคทีนารี 

 

พารามิเตอร์ (เมตร) สญัลกัษณ์ Pual Cella [6] งานวิจยัน้ี 

ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวระนาบ 𝐿 300 300 

ระยะจากจุดตํ่าสุดถึงปลายบนของเคเบิลในแนวระนาบ 𝐿𝐵  224.1477 223.9334 

ระยะจากจุดตํ่าสุดถึงปลายบนของเคเบิลในแนวด่ิง 𝑦𝐻  40.5644 40.5643 

 

การเปรียบเทียบคาํตอบเชิงตวัเลขจากระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตก์บังานวิจยั Pual Cella [6]พบว่า

งานวิจยัน้ีไดค้าํตอบเชิงตวัเลขมีค่าใกลเ้คียงอยู่ในเกณฑ์ท่ียอมรับได ้ตวัอย่างการคาํนวณของ Pual 

Cella [6] ไดแ้สดงไวใ้นภาคผนวก ก. 

 

  



23 
 

4.2 สภาวะสมดุลของเคเบิลเมื่อแปรเปลี่ยนแรงดึงในแนวราบที่ปลายบนของ

เคเบิลทีม่จุีดรองรับระดบัเดยีวกนัภายใต้สภาวะสมดุล 

การวิเคราะห์ความสมัพนัธ์ระหวา่งค่าแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของเคเบิลท่ีมีจุดรองรับในระดบั

เดียวกนัต่าง ๆ ท่ีเปล่ียนแปลงไปโดยใหค้วามยาวก่อนการยดืตวัคงท่ี นํ้าหนกัของเคเบิลคงท่ีตลอด

ความยาว โดยใหเ้คเบิลน้ีไม่เกิดการยดืตวัตามแนวแกนใชข้อ้มูลในการวิเคราะห์ดงัน้ี 

ตารางที ่4.3 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์การเปล่ียนแปลงแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบน 

 

พารามิเตอร์ สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

แรงดึงท่ีปลายบน 𝑇𝐻 1, 10, 100, 300, 

500, 1000, 10000 

นิวตนั 

ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡  869 เมตร 

นํ้าหนกัสุทธิของเคเบิล 𝑤 9.48 นิวตนัต่อเมตร 

โมดูลสัความยดืหยุน่ 𝐸 1.79x 106 นิวตนัต่อตารางเมตร 

พื้นท่ีหนา้ตดั 𝐴  4.15x 10-4 ตารางเมตร 

 

จากกราฟรูปท่ี 4.2 แสดงการการวิเคราะห์ความสัมพนัธ์ระหว่างค่าแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของ

เคเบิลท่ีมีจุดรองรับในระดบัเดียวกนั พบว่าเม่ือแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนลดลง การแอ่นตวัของ

เคเบิลจะมีค่ามากข้ึน 

 
รูปที ่4.2  สภาวะสมดุลของเคเบิลต่าง ๆ เม่ือเปล่ียนค่าแรงดึงท่ีปลายบน 
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4.3 สภาวะสมดุลของเคเบิลเมือ่แปรเปลีย่นความยาวส่วนโค้งของเคเบิลทีจุ่ด

รองรับต่างระดบั 

การวิเคราะห์พฤติกรรมของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงความยาวส่วนโคง้โดยให ้ระยะจากจุดรองรับใน

แนวด่ิง แรงดึงในแนวราบท่ีปลายบน นํ้าหนกัของเคเบิล และโมดูลสัความยดืหยุน่ของเคเบิลแต่และ

เสน้มีค่าคงท่ีและเท่ากนัทุกเสน้ โดยใชพ้ารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ดงัน้ี 

 

ตารางที ่4.4 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ในกรณีเปล่ียนแปลงความยาวส่วนโคง้ของเคเบิล 

 

พารามิเตอร์ สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

แรงดึงท่ีปลายบน 𝑇𝐻 5000 นิวตนั 

ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡  600, 700, 800, 

900, 1000 

เมตร 

นํ้าหนกัสุทธิของเคเบิล 𝑤 9.48 นิวตนัต่อเมตร 

โมดูลสัความยดืหยุน่ 𝐸 1.79x 106 นิวตนัต่อตารางเมตร 

ระยะทางจากจุดรองรับในแนวด่ิง 𝑦𝐻  200 เมตร 

พื้นท่ีหนา้ตดั 𝐴  4.15x 10-4 ตารางเมตร 

 

 

 
 

รูปที ่4.3  พฤติกรรมของเคเบิลท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนัเม่ือเปล่ียนแปลงความยาวส่วนโคง้ของ 

                เคเบิล 
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จากกราฟรูปท่ี 4.3 แสดงการการวิเคราะห์เม่ือเปล่ียนแปลงความยาวส่วนโคง้ของเคเบิลจะไดรู้ปร่าง

การวางตวัของเคเบิลไปในแนวทางเดียวกนั  เม่ือเปล่ียนแปลงความยาวส่วนโคง้เพิ่มมากข้ึนมุมท่ีปลาย

ล่างจะมีค่าเพิ่มมากข้ึนดว้ย แสดงให้เห็นถึงความสอดคลอ้งของเส้นทางเดินท่ีจุดตํ่าสุดของเส้นโคง้

เม่ือมีการเปล่ียนแปลงความยาว และเม่ือเปรียบเทียบพฤติกรรมของเคเบิลท่ีเกิดการยืดตวัและไม่เกิด

การยดืตวั จะพบว่าเคเบิลท่ีเกิดการยดืตวัก็ยงัคงวางตวัไปในแนวทางเดียวกนักบัเคเบิลก่อนการยืดตวั

ความยาวส่วนโคง้ของเคเบิลจะมีค่าเพิ่มข้ึนเน่ืองจากการเปล่ียนแปลงโมดูลสัความยดืหยุน่ของวสัดุมุม

ท่ีปลายล่างไม่มีความเปล่ียนแปลงมากนกัเน่ืองจากจุดรองรับของเคเบิลท่ีปลายบนมีการเคล่ือนท่ีใน

แนวราบไดจ้ากกราฟจะเห็นไดช้ดัเจนวา่เคเบิลเกิดการยดืตวัและมีความยาวส่วนโคง้เพิ่มข้ึน 

 

4.4 ผลการวเิคราะห์ในกรณเีปลีย่นแปลงระยะทางในแนวดิ่งจากจุดรองรับของ

เคเบิล 

การวิเคราะห์พฤติกรรมของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงระยะจากจุดรองรับในแนวด่ิงโดยให้ ความยาว

ส่วนโคง้ก่อนเกิดการยดืตวั แรงดึงในแนวราบท่ีปลายบน นํ้าหนกัของเคเบิล และโมดูลสัความยดืหยุน่

ของเคบ้ิลแต่และเสน้มีค่าคงท่ีและเท่ากนัทุกเสน้ โดยใชพ้ารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ดงัน้ี 

 

ตารางที ่4.5 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์ในกรณีเปล่ียนแปลงระยะทางในแนวด่ิงจากจุดรองรับ 

 

พารามิเตอร์ สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

แรงดึงท่ีปลายบน 𝑇𝐻 5000 นิวตนั 

ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡 600 เมตร 

นํ้าหนกัสุทธิของเคเบิล 𝑤 9.48 นิวตนัต่อเมตร 

โมดูลสัความยดืหยุน่ 𝐸 1.79x 1013 นิวตนัต่อตารางเมตร 

ระยะทางจากจุดรองรับในแนวด่ิง 𝑦𝐻  0, 20, 50, 100, 

150, 200 

เมตร 

พื้นท่ีหนา้ตดั 𝐴 4.15x 10-4 ตารางเมตร 

 

จากกราฟรูปท่ี 4.4 แสดงการวางตวัของเคเบิลท่ีมีจุดรองรับท่ีปลายบนในระดบัต่าง ๆ กนั จะเห็นวา่

เม่ือมีการยกระดบัมากข้ึนมุมท่ีปลายล่างจะมีค่าลดลง การแอ่นตวักจ็ะมีค่านอ้ยลงสอดคลอ้งกนัและมี

แนวโนน้การเรียงตวัของเคเบิลแต่ละเสน้เป็นไปในทิศทางเดียวกนั และเม่ือกาํหนดใหเ้คเบิลมีค่า

ความสามารถในการยดืตวัเปรียบเทียบกบัเคเบิลท่ีไม่คิดการยดืตวั ผลท่ีไดคื้อ การวางตวัของเคเบิล

เป็นไปทิศทางเดียวกนัมุมท่ีปลายล่างไม่เปล่ียนแปลงไปมากนกั จากกราฟจะไดว้า่ ความยาวของ
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เคเบิลมีค่าเพิ่มข้ึนและจุดรองรับท่ีปลายบนเคล่ือนท่ีไปในแนวราบในระดบัเดียวกนักบัเคเบิลท่ียงัไม่

ยดืตวั 

 

 
 

รูปที ่4.4  พฤติกรรมของเคเบิลท่ีจุดรองรับเม่ือเปล่ียนแปลงระยะทางในแนวด่ิง 

 

4.5 ผลของค่าความสามารถในการยดืตัวของท่อลาํเลยีงกรณีที่กาํหนดแรงดึงที่

ปลายบน 

ค่าความสามารถในการยืดตวัของท่อลาํเลียงของไหลเป็นตวัแปรไร้หน่วยท่ีบ่งบอกว่าท่อลาํเลียงของ

ไหลนั้นมีความสามารถในการยดืตวัมากหรือนอ้ย เช่นถา้ค่าความสามารถในการยืดตวัสูง ท่อลาํเลียง

ของไหลนั้นจะมีความสามารถในการยดืตวัสูง 

 

การวิเคราะห์ในกรณีท่ีกําหนดแรงดึงท่ีปลายบนของท่อลาํเลียงของไหลของจะกําหนดให้ค่า

ความสามารถในการยดืตวัของท่อลาํเลียงคือ EATH /   

 

ขอ้มูลทางกายภาพเบ้ืองตน้ท่ีใชใ้นการวิเคราะห์ผลของค่าความสามารถในการยืดตวัของท่อลาํเลียง

ของไหลท่ีมีต่อสภาวะสมดุลมีดงัน้ี 
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ตารางที ่4.6 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์กรณีกาํหนดใหแ้รงดึงท่ีปลายบนคงท่ี 

 

พารามิเตอร์ สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

แรงดึงท่ีปลายบน 𝑇𝐻 5000 นิวตนั 

นํ้ าหนกัสุทธิของเคเบิล 𝑤 9.48 นิวตนัต่อเมตร 

ระยะทางจากจุดรองรับในแนวด่ิง 𝑦𝐻  200 เมตร 

ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡 900 เมตร 

พื้นท่ีหนา้ตดั 𝐴 7.068 x 10-2 ตารางเมตร 

โมดูลสัความยดืหยุน่ E  7.074 x 105-

7.074 x 109 

นิวตนัต่อตารางเมตร 

 

ตารางที ่4.7 ความสามารถในการยดืตวัของเคเบิลในกรณีกาํหนดแรงดึงท่ีปลายบน 

 

EATH /  แรงดึงท่ีปลาย

บน 

โ ม ดู ลั ส ค ว า ม

ยดืหยุน่ 

ความยาวของท่อลาํเลียงหลงัเกิดการ

ยดืตวัตามแนวแกน 

0.1 5000 7.074 x105 1011.46 

0.01 5000 7.074 x106 910.5641 

0.001 5000 7.074 x107 901.0503 

0.0001 5000 7.074 x108 900.1049 

0.00001 5000 7.074 x109 900.0105 

 

 

ตารางท่ี 4.7 แสดงผลการวิเคราะห์ในกรณีท่ีกาํหนดแรงดึงปลายบนของท่อลาํเลียงของไหล ถา้ท่อ

ลาํเลียงของไหลมีค่าความสามารถในการยืดตวัเพิ่มข้ึน พบว่าความยาวของท่อลาํเลียงของไหลก่อน

และหลงัเกิดการยดืตวัตามแนวแกนมีค่าลดลง มุมท่ีปลายล่างมีค่าเพิ่มข้ึน ส่วนมุมท่ีปลายบนมีค่าลดลง

ผลการวิเคราะห์ท่ีได ้นาํมาเขียนกราฟระหว่างการเคล่ือนท่ีในแนวระดบักบัความลึกของนํ้ าทะเลโดย

ทาํการแปรเปล่ียนค่าความสามารถในการยดืตวั ดงัแสดงในรูป 4.5 
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รูปที ่4.5  ผลของการยดืตวัท่ีมีต่อตาํแหน่งสมดุลของท่อลาํเลียงกรณีกาํหนดแรงดึงในแนวราบท่ีปลาย 

               บน 

 

จากลกัษณะการวางตวัของท่อลาํเลียงในรูป 4.5  จะเห็นไดว้่า ท่อลาํเลียงท่ีมีค่าโมดูลสัความยดืหยุน่ 

นอ้ย ๆ  จะทาํให้เกิดการยดืตวัไดม้ากแบบจาํลองน้ีให้จุดรองรับท่ีปลายบนสามารถเคล่ือนตวัไดอ้ยา่ง

อิสระในแนวระดบั จุดปลายบนของท่อลาํเลียงจึงเคล่ือนตวัเขา้เพราะท่ีจุดล่างสุดของท่อลาํเลียงเกิด

การยืดและหยอ่นตวัลง เม่ือเพิ่มค่าโมดูลสัความยืดหยุ่นมากข้ึนค่าความสามารถในการยืดตวัของท่อ

ลาํเลียงจะลดลงจนเขา้ใกลค่้าศูนย ์หรือไม่เกิดการยืดตวั ลกัษณะการวางตวัของท่อลาํเลียงจะวางตวั

เสมือนว่าไม่เกิดการยืดตวั จุดปลายบนมีการเคล่ือนท่ีน้อยมาก หรือสรุปไดว้่าถา้ค่าโมดูลสัความ

ยดืหยุน่สูงมาก ๆ จะไม่มีผลกบัการแปรเปล่ียนตาํแหน่งสมดุลของท่อลาํเลียง 

 

ในกรณีท่ีท่อลาํเลียงมีค่าความสามารถในการยืดตวันอ้ย ๆ เช่น 𝑇𝐻/𝐸𝐴 = 0.001 และ 0.0001 พบว่า 

ผลการวิเคราะห์มีค่าใกลเ้คียงกนัดงันั้นสรุปไดว้่า เม่ือท่อลาํเลียงมีค่าความสามารถในการยืดตวันอ้ย

กวา่ 0.001 จะไม่มีผลกระทบต่อสภาวะ สมดุลของท่อลาํเลียงของไหล 
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4.6 สภาวะสมดุลของเคเบิลเมื่อแปรเปลีย่นค่าโมดูลัสความยืดหยุ่นที่ระยะทาง

ในแนวราบหลงัการยดืตวัคงที ่

 

การวิเคราะห์พฤติกรรมของเคเบิลเม่ือเปล่ียนแปลงค่าโมดูลสัความยดืหยุน่โดยใหค้วามยาวส่วนโคง้

ก่อนการยดืตวัคงท่ีและระยะทางจากจุดรองรับในแนวราบหลงัการยดืตวัคงท่ี ระยะจากจุดรองรับใน

แนวด่ิงคงท่ี และระยะทางจากจุดรองรับในแนวราบหลงัการยดืตวัคงท่ี นํ้ าหนกัของเคเบิลแต่และเสน้

มีค่าคงท่ีและเท่ากนัทุกเสน้ โดยใชพ้ารามิเตอร์ในการวเิคราะห์ดงัน้ี 

 

ตารางที ่4.8 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์กรณีกาํหนดใหร้ะยะทางในแนวราบหลงัการยดืตวัคงท่ี 

 

พารามิเตอร์ สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

ระยะทางจากจุดรองรับในแนวด่ิง 𝑦𝐻  200 เมตร 

นํ้าหนกัสุทธิของเคเบิล 𝑤 13 นิวตนัต่อเมตร 

ความยาวส่วนโคง้ 𝑠𝑡 900 เมตร 

พื้นท่ีหนา้ตดั 𝐴 4.15x 10-4 ตารางเมตร 

 

ตารางที ่4.9 ผลของการยดืตวัของเคเบิลเม่ือแปรเปล่ียนค่าโมดูลสัความยดืหยุน่ท่ีระยะทางในแนวราบ 

                    หลงัการยดืตวัคงท่ี 

 

โมดูลสัความ

ยดืหยุน่ 

(นิวตนัต่อตาราง

เมตร) 

แรงดึงใน

แนวราบท่ี

ปลายบน 

(นิวตนั) 

ความยาวส่วนโคง้

ของเคเบิลก่อนการ

ยดืตวั 

(เมตร) 

ระยะทางใน

แนวราบก่อนการ

ยดืตวั 

(เมตร) 

ระยะทางใน

แนวราบหลงัการ

ยดืตวั 

(เมตร) 

0.6 x106 6800 900 575.3660 782.7667 

0.7 x106 6625 900 603.8569 782.6454 

1.0 x106 6400 900 655.6948 782.6842 

2.0 x106 6236 900 718.3346 783.2312 
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ตารางท่ี 4.9 แสดงผลการวิเคราะห์ในกรณีท่ีกาํหนดระยะทางในแนวราบหลงัการยดืตวั ถา้ค่าโมดูลสั

ความยดืหยุน่มีค่าเพิ่มข้ึน พบวา่ค่าของแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนท่ีทาํใหร้ะยะทางจากจุดรองรับใน

แนวราบหลงัการยืดตวัมีค่าเท่ากนัในแต่ละค่าของโมดูลสัความยืดหยุ่นจะมีค่าลดลง ระยะทางใน

แนวราบก่อนการยืดตวัมีค่าเพิ่มข้ึนแปรผนัตรงกบัค่าโมดูลสัความยดืหยุน่ มุมท่ีปลายล่างมีค่าเพิ่มข้ึน 

ส่วนมุมท่ีปลายบนมีค่าลดลง ผลการวิเคราะห์ท่ีไดแ้สดงไวใ้นรูป 4.6 

 

 
 

รูปที ่4.6   ผลของการยดืตวัท่ีค่าโมดูลสัความยดืหยุน่ต่างๆ ท่ีระยะทางในแนวราบหลงัการยดืตวัคงท่ี 

 

จากรูปท่ี 4.6 พบว่าเม่ือระยะทางในแนวราบหลงัการยืดตวัมีค่าคงท่ีท่อลาํเลียงมีการแอ่นตวัเพิ่มมาก

ข้ึนเม่ือค่าโมดูลสัความยืดหยุน่มีค่าเพิ่มข้ึน ในขณะเดียวกนัแรงดึงในแนวราบค่อนขา้งคงท่ีหรือมีการ

แปรเปล่ียนเลก็นอ้ยโดยแรงดึงมีค่าเฉล่ียอยูท่ี่ 6515.15 นิวตนั 

 



บทที ่5 สรุปผลการศึกษา 

 

โครงการวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีนาํเสนอการวิเคราะห์สภาวะสมดุลของท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีท่ี

ยดืตวัไดต้ามแนวแกนแบบจาํลองในการวิเคราะห์ใช ้ โดยมีความยาวส่วนโคง้เป็นตวัแปรอิสระ เป็น

การวิเคราะห์ในกรณีท่ีกาํหนดแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของท่อลาํเลียง การวิเคราะห์สมการของ

ท่อลาํเลียงเร่ิมจากสมการสมดุลของท่อลาํเลียงในแนวสัมผสัเพื่อหาค่าแรงดึงภายในของท่อลาํเลียง 

แลว้หาสมการงานและพลงังานรวมของระบบ จากนั้นใชว้ิธีการแปรผนั จะไดส้มการแปรผนัของงาน

และพลงังานรวมของระบบ วิธีการหาคาํตอบใช้วิธีไฟไนท์เอเลเมนท์แบ่งท่อลาํเลียงออกเป็นช้ิน

ส่วนย่อยตามแนวแกน ในช้ินส่วนย่อยแต่ละช้ินจะใชว้ิธีการอินทิเกรตแบบ Gaussian quadrature 

จากนั้นรวมช้ินส่วนยอ่ยมาอยูใ่นระบบรวม แลว้ใชก้ระบวนการกระทาํซํ้ าแบบ Newton-Raphson ใน

การหาผลเฉลยเชิงตวัเลข เม่ือเปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตวัเลขจากตวัอยา่งงานวิจยัท่ีผา่นมากบังานวิจยัน้ี

ในกรณีของคานช่วงเดียวท่ีมีการแอ่นตวัมากของท่อลาํเลียงซ่ึงมีจุดรองรับท่ีปลายทั้งสองดา้นอยูต่่าง

ระดบักนั พบว่าไดค้าํตอบท่ีสอดคลอ้งกนัซ่ึงแสดงถึงประสิทธิภาพของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ จาก

งานวิจยัน้ีในการวิเคราะห์ปัญหาท่ีเก่ียวกบัการยดืตวัของท่อลาํเลียงในสภาวะสมดุลสถิต หลงัจากนั้น

ไดว้ิเคราะห์ผลการศึกษา ซ่ึงสามารถสรุปไดด้งัต่อไปน้ี 

 

1.กรณีท่ีกาํหนดแรงดึงในแนวราบท่ีปลายบนของท่อลาํเลียง ถา้กาํหนดค่าความสามารถใน

การยดืตวัเพิ่มข้ึน ความยาวของท่อลาํเลียงก่อนและหลงัการยดืตวัตามแนวแกนจะลดลง 

2. ผลการวิเคราะห์ปัญหาของท่อลาํเลียง พบวา่ ท่อลาํเลียงท่ีมีค่าโมดูลสัความยดืหยุน่นอ้ย ผล

ของการยืดตวัตามแนวแกนทาํให้ตาํแหน่งสมดุลของท่อลาํเลียงมีการเปล่ียนแปลงไปมาก ส่วนท่อ

ลาํเลียงท่ีมีค่าโมดูลสัความยดืหยุน่สูง ผลของการยืดตวัตามแนวแกน จะทาํใหต้าํแหน่งสมดุลของท่อ

ลาํเลียงเปล่ียนแปลงไปนอ้ยมาก 

3. กรณีท่ีกาํหนดให้ระยะทางในแนวราบจากจุดรองรับหลงัการยืดตวัของเคเบิลมีค่าคงท่ี

พบวา่ท่ีตาํแหน่งใดๆ เม่ือค่าโมดูลสัความยดืหยุน่มีค่าเพิ่มมากข้ึน ในขณะเดียวกนัแรงดึงในแนวราบท่ี

ปลายบนค่อนขา้งคงท่ีหรือแปรเปล่ียนไปนอ้ยมาก 
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ขอ้เสนอแนะในการทาํวิจยัต่อในอนาคตสําหรับโครงการวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ีนาํเสนอการวิเคราะห์

สภาวะสมดุลสถิตใน 2 มิติ ซ่ึงสามารถใชเ้ป็นพื้นฐานในการวิเคราะห์งานวิจยัต่อไปในอนาคตไดด้งัน้ี 

1. การวิเคราะห์การยดืตวัในสภาวะสมดุลสถิตใน 3 มิติ 

2. การวเิคราะห์การยดืตวัเน่ืองจากมีแรงจากของไหล 

3. การวิเคราะห์การยดืตวัเน่ืองจากแรงทางพลศาสตร์ 
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ก.1 สมการสมดุลในแนวสัมผสัของเคเบิล 

สมการการแปรผนังานเสมือนรวมเน่ืองจากแรงดึงและนํ้าหนกัประสิทธิผล 

𝛿𝜋 =  𝛿𝑊𝑇 + 𝛿𝑊𝑤                                                      (ก.1)                

𝛿𝜋 =  −∫ � 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� . 𝛿𝑦0′𝑑𝑠 −  ∫ 𝑤𝛿𝑦0𝑑𝑠

𝑠𝑡
0

𝑠𝑡
0                    (ก.2)                

กาํหนดให ้

𝑢 =  
𝑇𝐻 .𝑦0′

�(1 − 𝜀0)2 − 𝑦0′
2

 

𝑑𝑢 =  
𝑑
𝑑𝑠
⎝

⎛ 𝑇𝐻 .𝑦0′

�(1 − 𝜀0)2 − 𝑦0′
2

⎠

⎞𝑑𝑠 

𝑑𝑣 =  𝛿𝑦0′𝑑𝑠 =   𝑑(𝛿𝑦0) 

𝑣 =  𝛿𝑦0 

 

แทนค่าลงในสมการ (ก.2) จะได ้

∴  ∫ � 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� . 𝛿𝑦0′𝑑𝑠 = 𝑠𝑡

0
𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
𝛿𝑦0�

0

𝑠𝑡

− ∫ 𝛿𝑦0
𝑠𝑡
0

𝑑
𝑑𝑠0

� 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� .𝑑𝑠            (ก.3)                

สมการ (ก.3) สามารถเขียนในรูปของการอินทิเกรทไดด้งัน้ี       

−∫ � 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
�𝑠𝑡

0 . 𝛿𝑦0′𝑑𝑠 =  +∫ 𝛿𝑦0
𝑠𝑡
0

𝑑
𝑑𝑠0

� 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� .𝑑𝑠                                            (ก.4)                

แทนค่าสมการ (ก.4) ลงในสมการ (ก.2) จะได ้
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𝛿𝜋 = ∫ 𝑑
𝑑𝑠

𝑠𝑡
0 � 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� 𝛿𝑦0.𝑑𝑠 −  ∫ 𝑤𝛿𝑦0𝑑𝑠

𝑠𝑡
0                              (ก.5)  

หรือ 

𝛿𝜋 = ∫ �� 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
�

′

− 𝑤�𝑠𝑡
0 𝛿𝑦0.𝑑𝑠    (ก.6) 

เขียนสมการ (ก.6) ในรูปของสมการออยเลอร์จะได ้

� 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
�

′

− 𝑤 = 0                                      (ก.7) 

กาํหนดให ้ 

𝑥0′ = �(1 + 𝜀0)2 − 𝑦0′
2

 

แทนค่า 𝑥0
′  ลงในสมการ (ก.7) จะได ้

𝑑
𝑑𝑠
�𝑇𝐻

𝑦0′

𝑥0′
� − 𝑤 = 0 

หรือ 

𝑑
𝑑𝑠0

�𝑇𝐻
𝑦0′

𝑥0′
� − 𝑤

(1+𝜀0)
= 0                                                                          (ก.8) 

ดงันั้นสมการ (ก.8) จะมีค่าเท่ากบัสมการสมดุลของเคเบิล 
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ก.ระเบียบวธีิการสําหรับการหาผลเฉลยของสมการแคทนีารี 

สาํหรับงานวิจยัน้ีเป็นงานวิจยัท่ีเก่ียวกบัการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารีท่ีประกอบดว้ยองคป์ระกอบ

ทางเรขาคณิต โดยสมการแคทีนารีน้ีมีค่าการยกระดบัท่ีจุดปลายบนของเคเบิลจึงมีความแตกต่างจากงานวิจยัอ่ืน 

อีกทั้งงานวิจยัดงักล่าวน้ีมีความสอดคลอ้งกบัท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีในแบบจาํลองทางคณิตศาตร์ของ

โครงงานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ี จึงไดน้าํงานวิจยัระเบียบวิธีการสาํหรับการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารีมาทาํการ

วิเคราะห์ซ่ึงงานวิจยัประกอบดว้ยรายละเอียดดงัต่อไปน้ี 

 

รูปที ่ก.1 รายละเอียดของเสน้โคง้แบบแคทีนารียกระดบั 

คาํนิยาม 

𝐿  = ระยะทางตามแนวราบของจุดยดึท่ีปลายทั้งสอง 

     𝑦ℎ  = ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยดึท่ีปลายทั้งสอง 

 𝑙  = ความยาวของเสน้โคง้แคทีนารี 

𝑠       = ความยาวส่วนโคง้ของเสน้โคง้แคทีนารีระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้   จนถึงจุดใดๆ 

(𝑥,𝑦) 

𝐿𝐵     = ระยะทางในแนวราบระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ถึงจุดยดึท่ีปลายบนของเสน้โคง้ 

𝑦𝐵    = ความสูงท่ีสูงข้ึนไปจากจุดเร่ิมตน้ของแกนจนถึงจุดยดึท่ีปลายบนของเสน้โคง้ 

𝑠𝐵    = ความยาวส่วนโคง้ของเสน้โคง้แคทีนารีระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้จนถึงจุดยดึท่ี

ปลายบนของเสน้โคง้ 

𝑦𝐶   = ระยะจากจุดตํ่าสุดของแกน y จนถึงจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ 
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จากสมการเบ้ืองตน้ 

 

𝑦 = 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝑥
𝑦𝐶

 (ก.9) 

  

𝑠 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ
𝑥
𝑦𝐶

  (ก.10) 

  

𝑇 = 𝑤𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝑥
𝑦𝐶

 (ก.11) 

 

จากสมการเบ้ืองตน้ทั้งสามสมการตามงานวิจยัดงักล่าวพบว่าจะมีจาํนวนตวัแปรหลกัทั้งหมดส่ีตวัท่ีตอ้งการหา

ผลเฉลย ไดแ้ก่  𝑳,𝒚𝒉, 𝒍  และ 𝒚𝑩−𝑪 ซ่ึงถา้สามารถทาํการหาตวัแปรหลกัไดจ้าํนวนสามในส่ีตวัแลว้ก็จะสามารถ

ทราบรูปทรงและขนาดของเสน้โคง้แคทีนารีได ้ 

จากสมการท่ี (ก.9) เม่ือเทียบกบัจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝐵 = 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.12) 

และสมการ 

𝑦𝐴 = 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝐿 − 𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.13) 

 

จากสมการท่ี (ก.2) เม่ือเทียบกบัจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑠𝐵 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.14) 

 

 

และ 

𝑙 − 𝑠𝐵 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ
𝐿 − 𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.15) 
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จากสมการทั้งหมดเม่ือนาํสมการไฮเปอร์โบลิกทางคณิตศาสตร์เขา้มาช่วยในการหาค่าผลเฉลย จะไดส้มการ

ทั้งหมดท่ีใชใ้นการหาค่าตวัแปรหลกัทั้งส่ีตวัแปรได ้ดงันั้นในงานวิจยัดงักล่าวจึงแนะนาํให้หาค่าตวัแปร  𝒚𝑪 

เป็นอนัดบัแรกเน่ืองจากเป็นค่าตวัแปรท่ีมีความซบัซอ้นท่ีสุด ซ่ึงจะสามารถหาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

 
𝐿𝐵
𝑦𝐶

=
𝐿

2𝑦𝐶
+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1

𝑦ℎ
𝑙

 (ก.16) 

และสมการ 

𝑙 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �
𝐿

2𝑦𝐶
+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1

𝑦ℎ
𝑙 �

− 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �
𝐿

2𝑦𝐶
+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1

𝑦ℎ
𝑙 �

 (ก.17) 

 

จากรูปท่ี (ก.1)  𝒚𝑩 = 𝒚𝑪 + (𝒚𝑩 − 𝒚𝑪) นาํไปแทนค่าในสมการท่ี (ก.4) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝐵 = 𝑦𝐶 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) = 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.18) 

เม่ือทาํการคาํนวณค่า  𝑦𝐶   ค่าจากสมการท่ี (ก.17) , ใชส้มการท่ี (ก.16) หาค่า 𝐿𝐵 และใชส้มการท่ี (ก.18) ในการ

คาํนวณหาค่า 𝑦𝐵 − 𝑦𝐶  ถา้เกิดกรณีนอกเหนือจากท่ีกล่าวมาแลว้ทั้ง 3 กรณีท่ีกล่าวมาแลว้สามารถทาํการคาํนวณ

ค่าต่างๆไดด้งัน้ี 

ในกรณีท่ีไม่ทราบค่า  𝑙   หาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦ℎ = 𝑦𝐵 − 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ �
𝐿
𝑦𝐶

− 𝑐𝑜𝑠ℎ−1
𝑦𝐵
𝑦𝐶
� (ก.19) 

ในกรณีท่ีไม่ทราบค่า  𝑦ℎ  หาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑙 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �𝑐𝑜𝑠ℎ−1
𝑦𝐵
𝑦𝐶
� + 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �

𝐿
𝑦𝐶

− 𝑐𝑜𝑠ℎ−1
𝑦𝐵
𝑦𝐶
� (ก.20) 
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รูปที ่ก.2 รายละเอียดแรงดึงของเสน้โคง้แบบแคทีนารียกระดบั 

วิธีการแกปั้ญหาทางเรขาคณิตจากรูปท่ี ก.2 สามารถทาํการคาํนวณแรงดึงตามแนวราบไดด้งัต่อไปน้ี 

ท่ีจุดท่ีมีการแอ่นตวัท่ี  𝑥 = 0 , cosh 𝑥
𝑦𝐶

= 1   และ  cos 𝜃 = 1   นาํค่าทั้งหมดแทนในสมการ 

 

𝑇𝑥 = 𝑤𝑦𝐶  (ก.21) 

จากรูปท่ี ก.2 สามารถทาํการคาํนวณแรงดึงตามแนวด่ิงไดด้งัต่อไปน้ี นาํค่า 𝑠 จากสมการ (ก.10) แทนลงใน

สมการ (ก.21) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑇𝑦 = 𝑤𝑠 𝑠𝑖𝑛ℎ
𝑥
𝑦𝐶

 (ก.22) 

ดงันั้น นั้นค่าแรงดึงสูงสุดท่ีปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารีน้ีสามารถหาค่าไดจ้าก 

 

𝑇 = 𝑤𝑠 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.23) 
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ก.1 ตัวอย่างการคาํนวณ 

เม่ือศึกษาทฤษฏีงานวิจยัการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารีท่ีประกอบดว้ยองคป์ระกอบทางเรขาคณิตเป็นท่ี

เรียบร้อยแลว้ต่อไปจะแสดงตวัอยา่งการคาํนวณท่ีใชเ้ปรียบเทียบค่าจากโปรแกรมโดยมีพารามิเตอร์ท่ีใชใ้นการ

วิเคราะห์เคเบิลแบบเส้นโคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั ประกอบดว้ยความยาวของเส้นโคง้แคทีนารี 

นํ้ าหนักประสิทธิผล ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยึดท่ีปลายทั้งสอง แรงปฎิกิริยาแนวราบท่ีจุดรองรับ 

และระยะในแนวราบระหวา่งจุดรองรับ ดงัแสดงในตารางท่ี ก.1 

 

ตารางที ่ก.1 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์เคเบิลแบบเสน้โคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั 

 

คุณสมบติัของเคเบิล สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

1. ความยาวของเสน้โคง้แคทีนารี 𝑙 605 เมตร 

2. นํ้าหนกัประสิทธิผล 𝑤 9.48 นิวตนัต่อเมตร 

3. ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยดึท่ีปลายทั้ง

สอง 
𝑦ℎ  100 เมตร 

4. แรงปฎิกิริยาแนวราบท่ีจุดรองรับ 𝑇𝑥 5000 นิวตนั 

5. ระยะในแนวราบระหวา่งจุดรองรับ 𝐿 300 เมตร 

จากสมการ (ก.9) สามารถหาค่าของระยะจุดตํ่าสุดของแกน 𝑦 จนถึงจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ (𝑦𝑐) ไดด้งัน้ี 

305 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �
300
2𝑦𝐶

+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1
36

305�
− 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �

300
2𝑦𝐶

+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1
36

305�
  

𝑦𝐶 = 627.2069   เมตร  

 

เม่ือไดค่้าจุดอา้งอิงตํ่าสุดเป็นท่ีเรียบร้อยแลว้ จากสมการ (ก.16) สามารถหาค่าระยะทางในแนวราบระหว่างจุด

ตํ่าสุดของเสน้โคง้ถึงจุดยดึท่ีปลายบนของเสน้โคง้ (𝐿𝐵) ไดด้งัน้ี 
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𝐿𝐵
627.2069

=
300

2(627.2069)
+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1

36
305

  

𝐿𝐵 = 224.3777  เมตร  

 

 

จากรูปท่ี ก.1 สามารถหาค่าระดบัจากจุดตํ่าสุดจนถึงจุดปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารี (𝒚𝑩 − 𝒚𝑪) ไดด้งัต่อไปน้ี 

 

627.2069 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) = 627.2069 𝑐𝑜𝑠ℎ
224.3777
627.2069

  

(𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) = 40.5644  เมตร  

นอกจากระยะต่างๆของเส้นโคง้แคทีนารีแลว้ สามารถหาค่าแรงปฎิกิริยาท่ีจุดรองรับท่ีปลายบนไดโ้ดยค่าแรงดึง

ในแนวราบท่ีปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารีสามารถหาไดจ้ากสมการ (ก.21) ไดด้งัน้ี 

 

𝑇𝑥 = 13(627.2069) = 8153.69   นิวตนั  

  

 

และแรงดึงในแนวด่ิงท่ีปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารี จากสมการ (ก.22) ดงัน้ี 

 

𝑇𝑦 = 13(627.2069) 𝑠𝑖𝑛ℎ
224.3777
627.2069

  

𝑇𝑦 = 2979.53  นิวตนั  

 

ดงันั้น ผลรวมของแรงดึงทั้งหมดสามารถหาค่าไดจ้ากสมการ (ก.11) 

 

𝑇 = 13(627.2069) 𝑐𝑜𝑠ℎ
224.3777
627.2069

  

𝑇 = 8681.03   นิวตนั  

 



44 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาคผนวก ข 

โปรแกรมคอมพิวเตอร์ 
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ข.1 ตัวแปรทีสํ่าคญัในโปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

EF( )  = เวกเตอร์ของแรงท่ีกระทาํต่อช้ินส่วนยอ่ย 

EI  = ผลคูณของโมดูลสัความยดืหยุน่กบัโมเมนตค์วามเฉ่ือย 

EK(,)  = สติฟเนสเมตริกซ์ของช้ินส่วนยอ่ย 

H  = ความยาวของช้ินส่วนยอ่ยตามส่วนโคง้ 

IB  = เง่ือนไขขอบเขตของจุดรองรับของช้ินส่วนยอ่ย 

ITMAX  = จาํนวนคร้ังของการกระทาํซํ้ามากท่ีสุดท่ีกาํหนด 

MBAND = จาํนวนแถวของแบนตเ์มตริกซ์ 

NDF  = จาํนวนดีกรีอิสระต่อจุดขั้ว 

NEL  = ลาํดบัท่ีของช้ินส่วนยอ่ย 

NELEM = จาํนวนช้ินส่วนยอ่ย 

NODE  = ลาํดบัท่ีของจุดขั้ว 

NODI( ) = ลาํดบัท่ีของจุดขั้วดา้นซา้ยของช้ินส่วนยอ่ย 

NODJ( ) = ลาํดบัท่ีของจุดขั้วดา้นขวาของช้ินส่วนยอ่ย 

NUMDF = จาํนวนดีกรีอิสระของระบบรวม 

NUMNP = จาํนวนจุดขั้วของระบบรวม 

Q( )  = ดีกรีอิสระของช้ินส่วนยอ่ย 

QO( )  = ดีกรีอิสระของระบบรวม 

SH( )  = แรงเฉือนท่ีเกิดข้ึน 

SK(, )  = สติฟเนสเมตริกซ์แบบไม่เป็นเชิงเสน้ของระบบรวม 

SL  = ระยะช่วงพาด 

ST  = ความยาวส่วนโคง้ 

TF( )  = เวกเตอร์ของแรงท่ีกระทาํต่อท่อ 

TH  = แรงดึงตามแนวราบท่ีปลายบน 

TOLER  = ค่าความคลาดเคล่ือนท่ีกาํหนด 

WT( )                 = ค่าสมัประสิทธ์ิถ่วงนํ้าหนกัสาํหรับจุดในการอินทิเกรตของ    

Gauss 

XH                     = ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวราบ 

XT( )                  = ค่าของตาํแหน่งของจุดในการอินทิเกรทของGauss 

YH                     = ระยะระหวา่งจุดรองรับในแนวด่ิง 
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ข.2 โปรแกรมคอมพวิเตอร์ 

 

C Program "LexcableR.for" 

C Finite element computer program for static equilibrium analysis of  

C     cables with axial deformations using Lagrangian coordinates and  

C     cubic polynomials shape functions 

C     Revised 16 October 2014  

 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      COMMON/PASS1/FTOP,W,C,ST,H,CK,YH 

      COMMON/BLKN/NEL 

      COMMON/SIN2/NDFD,NBW,NUMNPD 

      COMMON/COM2/NDF,NUMNP,NELEM 

      COMMON/CINT/XT(4),WT(4) 

      DIMENSION SK(200,4),EK(4,4),KON(200),QO(200),Q(4),KK(4),NODI(100) 

      DIMENSION NODJ(100),TF(200),EF(4),P(4),R(4),S(4),IB(6),DQO(200) 

      DIMENSION EPN(50),EPN1(50),EPN2(50),TENODE(50),SX(200) 

 DIMENSION DYSND(200),DYSEL(200)    

 CHARACTER*20 OUT 

  901 FORMAT(A) 

      OPEN(UNIT=5,FILE='LexcableR_input',STATUS='UNKNOWN') 

 WRITE(*,902) 

  902 FORMAT(' OUTPUT FILE NAME : ',\)   

      READ(*,901) OUT 

 OPEN(6,FILE=OUT,STATUS='NEW') 

 READ(5,*) LSTEP 

      READ(5,*) NELEM,ITMAX,TOLER,YH,ST,FTOP,W,DO,DI,E 

 WRITE(6,2001) 

 2001 FORMAT(10X,'OUTPUT OF EXTENSIBLE CABLES PROGRAM "LexcableR.for"'/) 

      WRITE(6,2002) NELEM,ITMAX,TOLER,YH,ST,FTOP,W,DO,DI,E 

 2002 FORMAT(10X,'NUMBER OF ELEMENTS           ',I5,/ 

     *       10X,'NUMBER OF ITERATIONS         ',I5,/ 
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     *       10X,'TOLERANCE                    ',F12.6,/ 

 *       10X,'SUPPORT ELEVATION            ',F12.6,/   

     *       10X,'TOTAL ARC LENGTH             ',F12.6,5X,'M'/ 

     *       10X,'TENSION                      ',F12.6,5X,'N'/ 

     *       10X,'DISTRIBUTED LOAD             ',F12.6,5X,'N/M'/ 

 *    10X,'OUTSIDE DIAMETER             ',F12.6,5X,'M'/ 

     *       10X,'INSIDE DIAMETER              ',F12.6,5X,'M'/ 

     *       10X,'ELASTIC MODULUS              ',E12.6,5X,'MPa'/)  

      PI=3.1415926 

      GRAV=9.81 

 AO=PI*DO**2/4. 

      AI=PI*DI**2/4. 

      AS=(AO-AI)*1000000. 

      EA=E*AS 

      NDF=2 

      MBAND=4 

      NUMNP=NELEM+1 

      NUMDF=NUMNP*NDF 

      H=ST/FLOAT(NELEM) 

      DS=H/2. 

      DO 100 J=1,NELEM 

      N1=2*(J-1) 

      KON(N1+1)=J 

      KON(N1+2)=J+1 

      NODI(J)=J 

      NODJ(J)=J+1 

  100 CONTINUE 

      DO 25 I=1,2 

      L1=(NDF+1)*(I-1)+1 

      IB(L1)=NELEM*(I-1)+1 

      IB(L1+1)=0 
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      IB(L1+2)=1 

   25 CONTINUE 

C 

      CALL SETINT 

C 

 DO 55 I=1,NUMDF 

   55 QO(I)=0. 

      DO 54 I=1,NUMNP 

 EPN(I)=0. 

 EPN1(I)=0. 

 EPN2(I)=0. 

      TENODE(I)=0. 

   54 CONTINUE 

C 

 IF(LSTEP.EQ.1) THEN  

 GOTO 57 

 END IF 

C 

   56 READ(5,*,END=3000) YH,ST,FTOP,W,DO,DI,E 

C 

   57 DO 50 ITER=1,ITMAX 

      DO 10 I=1,NUMDF 

      TF(I)=0. 

      DO 10 J=1,MBAND 

   10 SK(I,J)=0. 

 IF(ITER.EQ.1) THEN  

 CK=0. 

 DYS=0. 

 ELSE 

 CK=YH/SL 

 END IF 
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      DO 1000 NEL=1,NELEM 

      CALL ELEQ(KON,QO,Q) 

      DO 20 I=1,4 

      EF(I)=0. 

      DO 20 J=1,4 

   20 EK(I,J)=0. 

      DO 30 L=1,4 

      CALL SHAPE1(XT(L),P,R,S,DS,Q,YA,DYA,DYAM1,DYS,DYSM1,EPN,EPS) 

      DO 40 I=1,4 

      EF(I)=EF(I)-FTOP*WT(L)*R(I)*DYS/DYSM1**0.5*DS 

     *           -W*WT(L)*P(I)*DS 

      DO 40 J=1,4 

      EK(I,J)=EK(I,J)+FTOP*WT(L)*R(I)*R(J)*(1+EPS)**2/DYSM1**1.5*DS  

   40 CONTINUE 

   30 CONTINUE 

C 

 DYSEL(NEL)=DYS 

C 

      KK(2)=2*NODI(NEL) 

      KK(4)=2*NODJ(NEL) 

      KK(1)=KK(2)-1 

      KK(3)=KK(4)-1 

      DO 400 I=1,4 

      II=KK(I) 

      TF(II)=TF(II)-EF(I) 

      DO 400 J=1,4 

      IF(KK(J).LT.II) GOTO 400 

      JJ=KK(J)-II+1 

      SK(II,JJ)=SK(II,JJ)+EK(I,J) 

  400 CONTINUE 

 1000 CONTINUE 
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C 

C  INSERT BOUNDARY CONDITIONS 

C 

      CALL BOUND(SK,TF,IB,NUMDF,MBAND) 

C 

C  SOLVE SIMULTENEOUS EQUATIONS 

C 

      CALL BANSOL(SK,TF,NUMDF,MBAND,200,4) 

C 

C  INCREMENTAL PROCESS 

C 

      SUM=0. 

      DO 70 I=1,NUMDF 

      TEMP=QO(I) 

      DQO(I)=TF(I) 

      QO(I)=QO(I)+DQO(I) 

      DIFF=ABS(TEMP-QO(I)) 

      SUM=SUM+DIFF 

   70 CONTINUE 

C 

C  COMPUTE UNSTRAINED AND STRAINED SPAN LENGTH 

C       SG=unstrained span element length 

C   SL=unstrained span length 

C   SG0=strained span element length 

C   SL0=strained span length 

C 

      SL=0. 

 SLO=0. 

      DO 1010 NEL=1,NELEM 

      CALL ELEQ(KON,QO,Q) 

      SG=0. 
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 SGO=0. 

      DO 60 L=1,4 

      CALL SHAPE1(XT(L),P,R,S,DS,Q,YA,DYA,DYAM1,DYS,DYSM1,EPN,EPS) 

 SG=SG+WT(L)*(1.-DYS**2)**0.5*DS/(1.+EPS) 

      SGO=SGO+WT(L)*DYSM1**0.5*DS 

   60 CONTINUE 

      SL=SL+SG 

 SLO=SLO+SGO 

 ND=NEL+1 

 SX(1)=0. 

 SX(ND)=SL 

 IF(NEL.EQ.1)THEN 

 SII=0.D0 

      CALL SHAPE1(SII,P,R,S,DS,Q,YA,DYA,DYAM1,DYS,DYSM1,EPN,EPS) 

C      DYSND(1)=DYS 

C  UPDATE DYS 

 DYSND(1)=CK*(DYSM1)**0.5-QO(2)       

C  UPDATE DYS  NO2 

 DYSND(1)=CK*(1.-DYSND(1)**2)**0.5-QO(2) 

C  UPDATE DYS  NO3 

 DYSND(1)=CK*(1.-DYSND(1)**2)**0.5-QO(2) 

C  UPDATE DYS  NO4 

 DYSND(1)=CK*(1.-DYSND(1)**2)**0.5-QO(2) 

C 

 SII=1.D0 

      CALL SHAPE1(SII,P,R,S,DS,Q,YA,DYA,DYAM1,DYS,DYSM1,EPN,EPS) 

 DYSND(2)=DYS 

 DYSND(2)=CK*(1.-DYSND(2)**2)**0.5-Q(4) 

 ELSE 

 SII=1.D0 

      CALL SHAPE1(SII,P,R,S,DS,Q,YA,DYA,DYAM1,DYS,DYSM1,EPN,EPS) 
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      DYSND(ND)=DYS 

 END IF 

 1010 CONTINUE 

C 

C  COMPUTE AXIAL STRAIN USING NEWTION'S METHOD  

C 

      SUM1=0. 

      DO 500 NODE=1,NUMNP 

      ND=2*NODE-1 

      CALL SHAPE1(XT(L),P,R,S,DS,Q,YA,DYA,DYAM1,DYS,DYSM1,EPN,EPS) 

C 

      FTOPL=FTOP/COS(ASIN(DYSND(NUMNP))) 

      EAEP=EA*EPN(NODE) 

 FEPN=EAEP-FTOPL+W*(YH-(CK*SX(NODE)-QO(ND)))/(1.+EPN(NODE)) 

 DFEPN=EA-W*(YH-(CK*SX(NODE)-QO(ND)))/(1.+EPN(NODE))**2 

 EPN2(NODE)=EPN1(NODE)-FEPN/DFEPN 

 DIFF1=ABS(EPN2(NODE)-EPN1(NODE)) 

 SUM1=SUM1+DIFF1 

 EPN1(NODE)=EPN2(NODE) 

 EPN(NODE)=EPN2(NODE) 

C TENODE(NODE)=EA*EPN(NODE) 

C TENODE(NODE)=FTOPL-W*(YH-(TAN*SX(NODE)-QO(ND)))/(1.+EPN(NODE)) 

 TENODE(NODE)=FTOPL-W*(YH-(CK*SX(NODE)-QO(ND)))/(1.+EPN(NODE)) 

  500 CONTINUE 

  

C  TEST FOR CONVERGENCE 

C 

 IF(ABS(SUM).LE.TOLER) GOTO 90 

C      IF(ABS(SUM).LE.TOLER .AND. ABS(SUM1).LE.TOLER) GOTO 90 

      WRITE(6,*) 

      WRITE(6,107) ITER 
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  107 FORMAT(/10X,'NUMBER OF ITERATIONS         ',I5) 

C 

C  PRINT OUT THE RESULTS 

C 

      CALL RESULT(QO,SL,SLO,SX,EPN,TENODE,FTOPL,DYSND) 

   50 CONTINUE 

      WRITE(*,108) 

  108 FORMAT(10X,'NO CONVERGENCE') 

   90 CONTINUE 

C 

      GOTO 56 

 3000 STOP 

      END 

 

 

      SUBROUTINE SETINT 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      COMMON/CINT/XI(4),W(4) 

      XI(1)=-0.861136311594053D0 

      XI(2)=-0.339981043584856D0 

      XI(3)=-XI(2) 

      XI(4)=-XI(1) 

      W(1)=0.347854845137453D0 

      W(2)=0.652145154862546D0 

      W(3)=W(2) 

      W(4)=W(1) 

      RETURN 

      END 

 

 

      SUBROUTINE ELEQ(KON,QO,Q) 
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      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      DIMENSION KON(200),QO(200),Q(4) 

      COMMON/PASS1/FTOP,W,C,ST,H,CK,YH 

      COMMON/BLKN/NEL 

      L=2*(NEL-1) 

      N1=KON(L+1) 

      N2=KON(L+2) 

      K1=2*(N1-1) 

      K2=2*(N2-1) 

      DO 2 I=1,2 

      J1=K1+I 

      J2=K2+I 

      Q(I)=QO(J1) 

    2 Q(I+2)=QO(J2) 

      RETURN 

      END 

 

 

      SUBROUTINE SHAPE1(SI,P,R,S,DS,Q,YA,DYA,DYAM1,DYS,DYSM1,EPN,EPS) 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      COMMON/PASS1/FTOP,W,C,ST,H,CK,YH 

      COMMON/BLKN/NEL 

      DIMENSION P(4),R(4),S(4),Q(4) 

      DIMENSION PE(2),QE(2),EPN(50) 

      XI=(1.+SI)*DS 

      P(1)=1.-3.*XI**2/H**2+2.*XI**3/H**3 

      P(2)=XI*(1.-2.*XI/H+XI**2/H**2) 

      P(3)=3.*XI**2/H**2-2.*XI**3/H**3 

      P(4)=XI*(-XI/H+XI**2/H**2) 

      R(1)=(-6.*XI/H+6.*XI**2/H**2)/H 

      R(2)=1.-4.*XI/H+3.*XI**2/H**2 
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      R(3)=(6.*XI/H-6.*XI**2/H**2)/H 

      R(4)=-2.*XI/H+3.*XI**2/H**2 

      S(1)=-6./H**2+12.*XI/H**3 

      S(2)=(-4.+6.*XI/H)/H 

      S(3)=6./H**2-12.*XI/H**3 

      S(4)=(-2.+6.*XI/H)/H 

      QE(1)=EPN(NEL) 

      QE(2)=EPN(NEL+1) 

      PE(1)=1.-XI/H 

      PE(2)=XI/H 

      EPS=PE(1)*QE(1)+PE(2)*QE(2) 

      YA=P(1)*Q(1)+P(2)*Q(2)+P(3)*Q(3)+P(4)*Q(4) 

      DYA=R(1)*Q(1)+R(2)*Q(2)+R(3)*Q(3)+R(4)*Q(4) 

      DYAM1=(1.+EPS)**2-DYA**2  

 DYS1=CK*SQRT(1.-DYS**2)-DYA 

 DYSM=1.-DYS1**2. 

 FDYS=DYS1-CK*SQRT(DYSM)+DYA 

 DFDYS=1.+CK*DYS1/SQRT(DYSM) 

 DYS=DYS1-FDYS/DFDYS 

 DYSM1=1.-DYS**2    

      RETURN 

      END 

 

 

      SUBROUTINE BOUND(SK,TF,IB,NUMDF,MBAND) 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      COMMON/COM2/NDF,NUMNP,NELEM 

      DIMENSION SK(200,4),TF(200),IB(6) 

      DO 100 L=1,2 

      L1=(NDF+1)*(L-1)+1 

      NO=IB(L1) 
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      K1=NDF*(NO-1) 

      DO 90 I=1,NDF 

      L2=L1+I 

      IF(IB(L2)) 90,10,90 

   10 KR=K1+I 

      DO 50 J=2,MBAND 

      KV=KR+J-1 

      IF(NUMDF-KV) 30,20,20 

   20 SK(KR,J)=0. 

   30 KV=KR-J+1 

      IF(KV) 50,50,40 

   40 SK(KV,J)=0. 

   50 CONTINUE 

      SK(KR,1)=1. 

      TF(KR)=0. 

   90 CONTINUE 

  100 CONTINUE 

      RETURN 

      END 

 

 

      SUBROUTINE BANSOL(S,R,NSIZE,MBAND,NDIM,MDIM) 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      DIMENSION S(NDIM,MDIM),R(NDIM) 

  700 DO 790 N=1,NSIZE 

      DO 780 L=2,MBAND 

      IF(S(N,L).EQ.0.) GOTO 780 

      I=N+L-1 

      C=S(N,L)/S(N,1) 

      J=0 

      DO 750 K=L,MBAND 
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      J=J+1 

  750 S(I,J)=S(I,J)-C*S(N,K) 

      S(N,L)=C 

  780 CONTINUE 

  790 CONTINUE 

  800 DO 830 N=1,NSIZE 

      DO 820 L=2,MBAND 

      IF(S(N,L).EQ.0.) GOTO 820 

      I=N+L-1 

      R(I)=R(I)-S(N,L)*R(N) 

  820 CONTINUE 

  830 R(N)=R(N)/S(N,1) 

      DO 860 M=2,NSIZE 

      N=NSIZE+1-M 

      DO 850 L=2,MBAND 

      IF(S(N,L).EQ.0.) GOTO 850 

      K=N+L-1 

      R(N)=R(N)-S(N,L)*R(K) 

  850 CONTINUE 

  860 CONTINUE 

      RETURN 

      END 

 

 

      SUBROUTINE RESULT(QO,SL,SLO,SX,EPN,TNODE,FTOPL,DYSND) 

      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

      COMMON/PASS1/FTOP,W,C,ST,H,CK,YH 

      COMMON/COM2/NDF,NUMNP,NELEM 

      COMMON/BLKN/NEL 

      DIMENSION X(200),QO(200),EPN(50),TNODE(50),SX(200),DYSND(200) 

      WRITE(6,110) FTOPL,FTOP,YH,SL,SLO 
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  110 FORMAT(10X,'TOTAL TENSION(FTOPL)         ',F16.4,5X,'N'/ 

     *    10X,'HORIZONTAL TENSION(FTOP)     ',F16.4,5X,'N'/ 

 *       10X,'SUPPORT ELEVATION            ',F16.4,5X,'M'/ 

     *       10X,'UNSTRAINED CABLE SPAN LENGTH ',F16.4,5X,'M'/ 

     *    10X,'STRAINED CABLE SPAN LENGTH   ',F16.4,5X,'M'/) 

 CK=YH/SL 

 SK=YH/SQRT(SL**2+YH**2) 

      WRITE(6,111) 

      DO 80 L=1,NUMNP 

      NL=NUMNP-L 

      NL1=NL+1 

      DTS=NL*H 

      K1=NDF*NL+1 

      K2=K1+1 

      X(K1)=CK*SX(NL1)-QO(K1) 

      SLOPE=ASIN(SK)-ASIN(QO(K2)) 

 X(K2)=SIN(SLOPE) 

   80 WRITE(6,112) NL1,DTS,SX(NL1),(X(J),J=K1,K2),DYSND(NL1),EPN(NL1), 

     *TNODE(NL1),TNODE(NL1)*COS(ASIN(DYSND(NL1))) 

  111 FORMAT(10X,'NODE',5X,'ARC-LENGTH',5X,'COOR. X',3X,'DISPL Y',8X, 

     *'DY/DS',7X,'DYSND',7X,'STRAIN',7X,'TENSION(N)',8X,'TH'/) 

  112 FORMAT(7X,I5,5X,6F12.6,5X,F12.6,5X,F12.6) 

      RETURN 

      END 
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