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ก.1 สมการสมดุลในแนวสัมผสัของเคเบิล 

สมการการแปรผนังานเสมือนรวมเน่ืองจากแรงดึงและนํ้าหนกัประสิทธิผล 

𝛿𝜋 =  𝛿𝑊𝑇 + 𝛿𝑊𝑤                                                      (ก.1)                

𝛿𝜋 =  −∫ � 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� . 𝛿𝑦0′𝑑𝑠 − ∫ 𝑤𝛿𝑦0𝑑𝑠

𝑠𝑡
0

𝑠𝑡
0                    (ก.2)                

กาํหนดให ้

𝑢 =  
𝑇𝐻. 𝑦0′

�(1 − 𝜀0)2 − 𝑦0′
2

 

𝑑𝑢 =  
𝑑
𝑑𝑠
⎝

⎛ 𝑇𝐻. 𝑦0′

�(1 − 𝜀0)2 − 𝑦0′
2

⎠

⎞𝑑𝑠 

𝑑𝑣 =  𝛿𝑦0′𝑑𝑠 =   𝑑(𝛿𝑦0) 

𝑣 =  𝛿𝑦0 

 

แทนค่าลงในสมการ (ก.2) จะได ้

∴  ∫ � 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� . 𝛿𝑦0′𝑑𝑠 = 𝑠𝑡

0
𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
𝛿𝑦0�

0

𝑠𝑡

− ∫ 𝛿𝑦0
𝑠𝑡
0

𝑑
𝑑𝑠0

� 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� . 𝑑𝑠            (ก.3)                

สมการ (ก.3) สามารถเขียนในรูปของการอินทิเกรทไดด้งัน้ี       

−∫ � 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
�𝑠𝑡

0 . 𝛿𝑦0′𝑑𝑠 =  +∫ 𝛿𝑦0
𝑠𝑡
0

𝑑
𝑑𝑠0

� 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� . 𝑑𝑠                                            (ก.4)                

แทนค่าสมการ (ก.4) ลงในสมการ (ก.2) จะได ้
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𝛿𝜋 = ∫ 𝑑
𝑑𝑠

𝑠𝑡
0 � 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
� 𝛿𝑦0. 𝑑𝑠 − ∫ 𝑤𝛿𝑦0𝑑𝑠

𝑠𝑡
0                              (ก.5)  

หรือ 

𝛿𝜋 = ∫ �� 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
�

′

− 𝑤�𝑠𝑡
0 𝛿𝑦0. 𝑑𝑠    (ก.6) 

เขียนสมการ (ก.6) ในรูปของสมการออยเลอร์จะได ้

� 𝑇𝐻.𝑦0′

�(1+𝜀0)2−𝑦0′
2
�

′

− 𝑤 = 0                                      (ก.7) 

กาํหนดให ้ 

𝑥0′ = �(1 + 𝜀0)2 − 𝑦0′
2

 

แทนค่า 𝑥0
′  ลงในสมการ (ก.7) จะได ้

𝑑
𝑑𝑠
�𝑇𝐻

𝑦0′

𝑥0′
� − 𝑤 = 0 

หรือ 

𝑑
𝑑𝑠0

�𝑇𝐻
𝑦0′

𝑥0′
� − 𝑤

(1+𝜀0)
= 0                                                                          (ก.8) 

ดงันั้นสมการ (ก.8) จะมีค่าเท่ากบัสมการสมดุลของเคเบิล 
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ก.ระเบียบวธีิการสําหรับการหาผลเฉลยของสมการแคทนีารี 

สาํหรับงานวิจยัน้ีเป็นงานวิจยัท่ีเก่ียวกบัการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารีท่ีประกอบดว้ยองคป์ระกอบ

ทางเรขาคณิต โดยสมการแคทีนารีน้ีมีค่าการยกระดบัท่ีจุดปลายบนของเคเบิลจึงมีความแตกต่างจากงานวิจยัอ่ืน 

อีกทั้งงานวิจยัดงักล่าวน้ีมีความสอดคลอ้งกบัท่อลาํเลียงของไหลแบบแคทีนารีในแบบจาํลองทางคณิตศาตร์ของ

โครงงานวิจยัเฉพาะเร่ืองน้ี จึงไดน้าํงานวิจยัระเบียบวิธีการสาํหรับการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารีมาทาํการ

วิเคราะห์ซ่ึงงานวิจยัประกอบดว้ยรายละเอียดดงัต่อไปน้ี 

 

รูปที ่ก.1 รายละเอียดของเสน้โคง้แบบแคทีนารียกระดบั 

คาํนิยาม 

𝐿  = ระยะทางตามแนวราบของจุดยดึท่ีปลายทั้งสอง 

     𝑦ℎ  = ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยดึท่ีปลายทั้งสอง 

 𝑙  = ความยาวของเสน้โคง้แคทีนารี 

𝑠       = ความยาวส่วนโคง้ของเสน้โคง้แคทีนารีระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้   จนถึงจุดใดๆ 

(𝑥, 𝑦) 

𝐿𝐵     = ระยะทางในแนวราบระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ถึงจุดยดึท่ีปลายบนของเสน้โคง้ 

𝑦𝐵    = ความสูงท่ีสูงข้ึนไปจากจุดเร่ิมตน้ของแกนจนถึงจุดยดึท่ีปลายบนของเสน้โคง้ 

𝑠𝐵    = ความยาวส่วนโคง้ของเสน้โคง้แคทีนารีระหวา่งจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้จนถึงจุดยดึท่ี

ปลายบนของเสน้โคง้ 

𝑦𝐶   = ระยะจากจุดตํ่าสุดของแกน y จนถึงจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ 
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จากสมการเบ้ืองตน้ 

 

𝑦 = 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝑥
𝑦𝐶

 (ก.9) 

  

𝑠 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ
𝑥
𝑦𝐶

  (ก.10) 

  

𝑇 = 𝑤𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝑥
𝑦𝐶

 (ก.11) 

 

จากสมการเบ้ืองตน้ทั้งสามสมการตามงานวิจยัดงักล่าวพบว่าจะมีจาํนวนตวัแปรหลกัทั้งหมดส่ีตวัท่ีตอ้งการหา

ผลเฉลย ไดแ้ก่  𝑳, 𝒚𝒉, 𝒍  และ 𝒚𝑩−𝑪 ซ่ึงถา้สามารถทาํการหาตวัแปรหลกัไดจ้าํนวนสามในส่ีตวัแลว้ก็จะสามารถ

ทราบรูปทรงและขนาดของเสน้โคง้แคทีนารีได ้ 

จากสมการท่ี (ก.9) เม่ือเทียบกบัจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝐵 = 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.12) 

และสมการ 

𝑦𝐴 = 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝐿 − 𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.13) 

 

จากสมการท่ี (ก.2) เม่ือเทียบกบัจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑠𝐵 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.14) 

 

 

และ 

𝑙 − 𝑠𝐵 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ
𝐿 − 𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.15) 
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จากสมการทั้งหมดเม่ือนาํสมการไฮเปอร์โบลิกทางคณิตศาสตร์เขา้มาช่วยในการหาค่าผลเฉลย จะไดส้มการ

ทั้งหมดท่ีใชใ้นการหาค่าตวัแปรหลกัทั้งส่ีตวัแปรได ้ดงันั้นในงานวิจยัดงักล่าวจึงแนะนาํให้หาค่าตวัแปร  𝒚𝑪 

เป็นอนัดบัแรกเน่ืองจากเป็นค่าตวัแปรท่ีมีความซบัซอ้นท่ีสุด ซ่ึงจะสามารถหาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

 
𝐿𝐵
𝑦𝐶

=
𝐿

2𝑦𝐶
+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1

𝑦ℎ
𝑙

 (ก.16) 

และสมการ 

𝑙 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �
𝐿

2𝑦𝐶
+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1

𝑦ℎ
𝑙 �

− 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �
𝐿

2𝑦𝐶
+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1

𝑦ℎ
𝑙 �

 (ก.17) 

 

จากรูปท่ี (ก.1)  𝒚𝑩 = 𝒚𝑪 + (𝒚𝑩 − 𝒚𝑪) นาํไปแทนค่าในสมการท่ี (ก.4) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦𝐵 = 𝑦𝐶 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) = 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.18) 

เม่ือทาํการคาํนวณค่า  𝑦𝐶   ค่าจากสมการท่ี (ก.17) , ใชส้มการท่ี (ก.16) หาค่า 𝐿𝐵 และใชส้มการท่ี (ก.18) ในการ

คาํนวณหาค่า 𝑦𝐵 − 𝑦𝐶  ถา้เกิดกรณีนอกเหนือจากท่ีกล่าวมาแลว้ทั้ง 3 กรณีท่ีกล่าวมาแลว้สามารถทาํการคาํนวณ

ค่าต่างๆไดด้งัน้ี 

ในกรณีท่ีไม่ทราบค่า  𝑙   หาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑦ℎ = 𝑦𝐵 − 𝑦𝐶 𝑐𝑜𝑠ℎ �
𝐿
𝑦𝐶

− 𝑐𝑜𝑠ℎ−1
𝑦𝐵
𝑦𝐶
� (ก.19) 

ในกรณีท่ีไม่ทราบค่า  𝑦ℎ  หาไดจ้ากสมการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑙 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �𝑐𝑜𝑠ℎ−1
𝑦𝐵
𝑦𝐶
� + 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �

𝐿
𝑦𝐶

− 𝑐𝑜𝑠ℎ−1
𝑦𝐵
𝑦𝐶
� (ก.20) 
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รูปที ่ก.2 รายละเอียดแรงดึงของเสน้โคง้แบบแคทีนารียกระดบั 

วิธีการแกปั้ญหาทางเรขาคณิตจากรูปท่ี ก.2 สามารถทาํการคาํนวณแรงดึงตามแนวราบไดด้งัต่อไปน้ี 

ท่ีจุดท่ีมีการแอ่นตวัท่ี  𝑥 = 0 , cosh 𝑥
𝑦𝐶

= 1   และ  cos 𝜃 = 1   นาํค่าทั้งหมดแทนในสมการ 

 

𝑇𝑥 = 𝑤𝑦𝐶  (ก.21) 

จากรูปท่ี ก.2 สามารถทาํการคาํนวณแรงดึงตามแนวด่ิงไดด้งัต่อไปน้ี นาํค่า 𝑠 จากสมการ (ก.10) แทนลงใน

สมการ (ก.21) จะไดส้มการดงัต่อไปน้ี 

 

𝑇𝑦 = 𝑤𝑠 𝑠𝑖𝑛ℎ
𝑥
𝑦𝐶

 (ก.22) 

ดงันั้น นั้นค่าแรงดึงสูงสุดท่ีปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารีน้ีสามารถหาค่าไดจ้าก 

 

𝑇 = 𝑤𝑠 𝑐𝑜𝑠ℎ
𝐿𝐵
𝑦𝐶

 (ก.23) 
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ก.1 ตัวอย่างการคาํนวณ 

เม่ือศึกษาทฤษฏีงานวิจยัการหาผลเฉลยของสมการแคทีนารีท่ีประกอบดว้ยองคป์ระกอบทางเรขาคณิตเป็นท่ี

เรียบร้อยแลว้ต่อไปจะแสดงตวัอยา่งการคาํนวณท่ีใชเ้ปรียบเทียบค่าจากโปรแกรมโดยมีพารามิเตอร์ท่ีใชใ้นการ

วิเคราะห์เคเบิลแบบเส้นโคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั ประกอบดว้ยความยาวของเส้นโคง้แคทีนารี 

นํ้ าหนักประสิทธิผล ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยึดท่ีปลายทั้งสอง แรงปฎิกิริยาแนวราบท่ีจุดรองรับ 

และระยะในแนวราบระหวา่งจุดรองรับ ดงัแสดงในตารางท่ี ก.1 

 

ตารางที ่ก.1 พารามิเตอร์ในการวิเคราะห์เคเบิลแบบเสน้โคง้แคทีนารีท่ีมีจุดรองรับต่างระดบักนั 

 

คุณสมบติัของเคเบิล สญัลกัษณ์ ค่า หน่วย 

1. ความยาวของเสน้โคง้แคทีนารี 𝑙 605 เมตร 

2. นํ้าหนกัประสิทธิผล 𝑤 9.48 นิวตนัต่อเมตร 

3. ค่าความต่างระดบัในแนวด่ิงของจุดยดึท่ีปลายทั้ง

สอง 
𝑦ℎ  100 เมตร 

4. แรงปฎิกิริยาแนวราบท่ีจุดรองรับ 𝑇𝑥 5000 นิวตนั 

5. ระยะในแนวราบระหวา่งจุดรองรับ 𝐿 300 เมตร 

จากสมการ (ก.9) สามารถหาค่าของระยะจุดตํ่าสุดของแกน 𝑦 จนถึงจุดตํ่าสุดของเสน้โคง้ (𝑦𝑐) ไดด้งัน้ี 

305 = 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �
300
2𝑦𝐶

+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1
36

305�
− 𝑦𝐶 𝑠𝑖𝑛ℎ �

300
2𝑦𝐶

+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1
36

305�
  

𝑦𝐶 = 627.2069   เมตร  

 

เม่ือไดค่้าจุดอา้งอิงตํ่าสุดเป็นท่ีเรียบร้อยแลว้ จากสมการ (ก.16) สามารถหาค่าระยะทางในแนวราบระหว่างจุด

ตํ่าสุดของเสน้โคง้ถึงจุดยดึท่ีปลายบนของเสน้โคง้ (𝐿𝐵) ไดด้งัน้ี 
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𝐿𝐵
627.2069

=
300

2(627.2069)
+ 𝑡𝑎𝑛ℎ−1

36
305

  

𝐿𝐵 = 224.3777  เมตร  

 

 

จากรูปท่ี ก.1 สามารถหาค่าระดบัจากจุดตํ่าสุดจนถึงจุดปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารี (𝒚𝑩 − 𝒚𝑪) ไดด้งัต่อไปน้ี 

 

627.2069 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) = 627.2069 𝑐𝑜𝑠ℎ
224.3777
627.2069

  

(𝑦𝐵 − 𝑦𝐶) = 40.5644  เมตร  

นอกจากระยะต่างๆของเส้นโคง้แคทีนารีแลว้ สามารถหาค่าแรงปฎิกิริยาท่ีจุดรองรับท่ีปลายบนไดโ้ดยค่าแรงดึง

ในแนวราบท่ีปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารีสามารถหาไดจ้ากสมการ (ก.21) ไดด้งัน้ี 

 

𝑇𝑥 = 13(627.2069) = 8153.69   นิวตนั  

  

 

และแรงดึงในแนวด่ิงท่ีปลายบนของเสน้โคง้แคทีนารี จากสมการ (ก.22) ดงัน้ี 

 

𝑇𝑦 = 13(627.2069) 𝑠𝑖𝑛ℎ
224.3777
627.2069

  

𝑇𝑦 = 2979.53  นิวตนั  

 

ดงันั้น ผลรวมของแรงดึงทั้งหมดสามารถหาค่าไดจ้ากสมการ (ก.11) 

 

𝑇 = 13(627.2069) 𝑐𝑜𝑠ℎ
224.3777
627.2069

  

𝑇 = 8681.03   นิวตนั  
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