
บทที ่3 การวเิคราะห์เชิงตวัเลขด้วยวธีิไฟไนต์เอลเิมนต์ 

 

สมการท่ีใชใ้นการวิเคราะห์ ปัญหาของท่อลาํเลียงเป็นสมการแบบไม่เป็นเชิงเส้นซ่ึงเป็นการหาในรูปแบบ

ปิด (closed-form solution) นั้นทาํไดย้ากในงานวิจยัน้ีจึงใชก้ระบวนการไฟไนตเ์อลิเมนตเ์พื่อหาคาํตอบ

โดยเร่ิมจากการแบ่งโครงสร้างของท่อลาํเลียงออกตามความยาวส่วนโคง้ออกเป็นช้ินส่วนย่อยท่ีมีความ

ยาวเท่าๆกนั  จากนั้นทาํการกาํหนดค่าขอบเขตของตวัแปรอิสระท่ีทราบค่าในแต่ละช้ินส่วนย่อยใชก้าร

อินทิเกรตชิงตวัเลขแบบ Gaussian quadrature เพื่อหาค่าตวัแปรต่าง ๆ ท่ีใหก้บัระบบจะติดอยูใ่นรูปของ

การอินทิเกรต จากนั้นทาํการรวม (assemble) ช้ินส่วนยอ่ยให้อยูใ่นระบบรวม และใชก้ระบวนการทาํซํ้ า

แบบนิวตนั-ราฟสนั ในการหาคาํตอบของสมการแบบไม่เป็นเชิงเสน้ของท่อลาํเลียง 

 

3.1 การสร้างสมการไฟไนต์เอลเิมนต์ 

หลกัการของวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์คือการแบ่งท่อลาํเลียงของไหลตามความยาวส่วนโคง้ออกเป็นช้ิน

ส่วนยอ่ยๆโดยแต่ละช้ินส่วนมีความยาวเท่ากนัซ่ึงจาํนวนช้ินส่วนยอ่ยท่ีถูกแบ่งมีผลกบัความแม่นยาํในการ

หาคาํตอบเชิงตวัเลข  หลงัจากนั้น ทาํการจาํลองดีกรีอิสระไวท่ี้ปลายทั้งสองขา้งของท่อลาํเลียง แบบ 2 มิติ 

จะมีดีกรีอิสระจาํนวน 4 ตวั จากสมการและพลงังานรวมของระบบ จะมีตวัแปรอิสระ s โดยแบ่งท่อ

ลาํเลียงเป็นช้ินเลก็ ๆ ความยาว 𝑙 ซ่ึงมีขอบเขตคือ 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑠𝑡    เม่ือ 𝑠𝑡  คือความยาวทั้งหมดของท่อ

ลาํเลียงโดยเราจะแบ่งท่อลาํเลียงออกเป็น  𝑁 ช้ินส่วนยอ่ยจะได ้

𝑙 =
𝑠𝑡
𝑁

 

 

เม่ือ           𝑙   คือ   ความยาวส่วนโคง้ของช้ินส่วนยอ่ย 

                 𝑠𝑡   คือ   ความยาวส่วนโคง้ทั้งหมดของท่อลาํเลียง 

                𝑁   คือ   จาํนวนของช้ินส่วนยอ่ยทั้งหมด 

ดงันั้นสมการงานรวมของระบบ 𝜋 สามารถเขียนในรูปของช้ินส่วนยอ่ยไดด้งัน้ี 

𝜋 = �𝜋𝑘

𝑁

𝑘=1

 

โดยท่ี 𝜋𝑘คือค่าของ 𝜋 ของช้ินส่วนยอ่ยท่ี 𝑘 
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ในแต่ละช้ินส่วนยอ่ย การเคล่ือนท่ีของท่อลาํเลียง 𝑦0(𝑠)ประกอบไปดว้ย 2 ส่วนคือ 𝑦𝐿และ 𝑦𝑎 

                                                            𝑦(𝑠0) = 𝑦𝐿 + 𝑦𝑎                                                                                                (3.1) 

 

โดยท่ี  𝑦𝐿 คือ  องคป์ระกอบของการเคล่ือนท่ีเป็นเชิงเสน้กบั 𝑠 

           𝑦𝑎 คือ  องคป์ระกอบของการเคล่ือนท่ีไม่เป็นเชิงเสน้กบั 𝑠 

 

องคป์ระกอบการเคล่ือนท่ีท่ีเป็นเชิงเส้น 𝑦𝐿  หาไดโ้ดยพิจารณาตาํแหน่งปลายบนและปลายล่างของเคเบิล 

ส่วนองคป์ระกอบท่ีไม่เป็นเชิงเส้น 𝑦𝑎   หาจากการประมาณค่าใชโ้พลิโนเมียลอนัดบัท่ี 3 ในเทอม 𝑠0 จาก

วิธีการของไฟไนทเ์อเลเมนท ์ดงันั้นสมการ 𝑦𝑎 เขียนไดด้งัน้ี 

 

𝑦𝑎 = ⌊𝑁⌋{𝑞}                                                          (3.2) 

 

เม่ือ 

⌊𝑁⌋ คือ  เมตริกซ์แถวของฟังกช์นัรูปร่าง 

{𝑞} คือ  เวคเตอร์ของดีกรีอิสระของช้ินส่วนยอ่ย 

 

 ดังนั้น สามารถแสดงสมการในรูปแบบของฟังก์ชันรูปร่างของเมตริกซ์สําหรับการเคล่ือนท่ีจากช้ิน

ส่วนยอ่ยของท่อลาํเลียงของไหลโดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตซ่ึ์งมีจาํนวนดีกรีอิสระจาํนวน 4 ตวัได้

ดงัต่อไปน้ี 

 

⌊𝑁⌋ = ⌊𝑁1    𝑁2    𝑁3    𝑁4⌋                                                (3.3) 
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เม่ือเขา้สู่ระบบการวิเคราะห์โดยระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนตส์ามารถทาํการเขียนค่าตวัแปรของดีกรีอิสระ

ไดด้งัน้ี 

 

𝑁1 = 1 − 3 𝑠2

𝑙2
+ 2 𝑠3

𝑙3
                                              (3.4ก) 

 

𝑁2 = 𝑠 − 2 𝑠2

𝑙
+ 𝑠3

𝑙2
                                                           (3.4ข) 

 

𝑁3 = 3 𝑠2

𝑙2
− 2 𝑠3

𝑙3
                                                           (3.4ค) 

 

𝑁4 = −𝑠 𝑠
2

𝑙
+ 𝑠3

𝑙2
                                                                 (3.4ง) 

                                        

เม่ือช้ินส่วนยอ่ยประกอบดว้ยเวกเตอร์ของดีกรีอิสระ {𝑞} ดงัน้ี 

 

{𝑞} = �

𝑞1
𝑞2
𝑞3
𝑞4

� =

⎩
⎨

⎧
𝑦𝑎(0)
𝑦𝑎′(0)
𝑦𝑎(𝑙)
𝑦𝑎′(𝑙)⎭

⎬

⎫
                                                     (3.5) 

 

ความเครียดในแนวแกน 𝜀0หาไดจ้ากการประมาณค่าโดยใชโ้พลิโนเมียลเชิงเส้นในเทอม 𝑠 โดยวิธีการไฟ

ไนทเ์อเลเมนทจ์ะไดส้มการ 𝜀0 ดงัน้ี 

 

                                                      𝜀0 = ⌊𝑀⌋{𝑑}                                                                                       (3.6) 

 

โดยท่ี  ⌊𝑀⌋  คือ  เมตริกซ์แถวของฟังกช์นัรูปร่าง 

           {𝑑}   คือ  ดีกรีอิสระของการเคล่ือนท่ีของช้ินส่วนยอ่ย 
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⌊𝑀⌋ = ⌊𝑀1    𝑀2 ⌋                                                               (3.7) 

 

โดยท่ี 

𝑀1 = 1 − 𝑠
𝑙
 ,                                      

                                                                      𝑀2 = 𝑠
𝑙
                                                                             (3.8)                                        

โดยท่ี                                                                                                                                                                       

                                                    {𝑑} = �𝜀0(0)
𝜀0(𝑙)�                                                                                    (3.9) 

งาน-พลงังานรวมของระบบ  𝜋 นาํมาเขียนให้อยูใ่นรูปช้ินส่วนยอ่ยและเม่ือระบบอยูใ่นสภาวะสมดุลการ

แปรเปล่ียนของงานรวมทั้งหมดจะเป็นศูนย ์หรือ 𝛿𝜋 = 0   โดยดิฟเฟอเรนชิเอทสมการ  (3.6)  เทียบกบั  

𝑞𝑖  จะได ้

𝜕𝜋𝑘
𝜕𝑞𝑖

= ∫ �[𝑁′]𝑇𝑤 + [𝑁]𝑇 𝑇𝐻𝑦0′

�(1+𝜀)2−𝑦0′
2
�𝑙

0 𝑑𝑠                                   (3.10) 

 

3.2   เงือ่นไขขอบเขต   

พิกดัปลายบนของท่อลาํเลียงของไหลคือ 𝑦(𝑥𝐻 ,𝑦𝐻) และจุดพิกดัปลายล่างของท่อลาํเลียงคือ (0,0) 

ดงันั้น      𝑦(0) = 0 

    𝑦(𝐿) = 𝑦𝐻                                                                                   (3.11) 

แต่ละค่าของ   𝑦0 = 𝑦𝐿 + 𝑦𝑎 

ทาํให ้   𝑦𝑎(0) = 0 และ 𝑦𝑎(𝐻) = 0                                    (3.12)
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3.3 การแก้สมการแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

ในการแกส้มการแบบไม่เป็นเชิงเสน้สามารถทาํการแกไ้ขไดด้ว้ยการใชว้ิธีของนิวตนั-ราฟสนั โดยมีระบบ

การเพิ่มค่าดงัน้ี 

 

� 𝜕2𝜋
𝜕𝑄𝑖𝜕𝑄𝑗

� {∆𝑄} = � 𝜕𝜋
𝜕𝑄𝑖
�                                                (3.13) 

 

เม่ือ   

        𝑖, 𝑗     คือ ลาํดบัท่ีของดีกรีอิสระซ่ึงมีค่าเท่ากบั 1,2….., 𝑛    จึงสามารถเขียนสมการไดใ้หม่

เป็นดงัน้ี 

 

[𝐾]{∆𝑄} = −{𝑅}                   (3.14) 

 

ดงัแสดงดงัสมการแสดงค่าสติฟเนสเมตริกแบบไม่เป็นเป็นเชิงเส้นของระบบรวม และ สมการแสดงค่า

เวกเตอร์ของแรงในระบบรวม ดงัต่อไปน้ี   

    

                                                                                     [𝐾] = � 𝜕2𝜋
𝜕𝑄𝑖𝜕𝑄𝑗

�                                            (3.15) 

และ 

{𝑅} = � 𝜕𝜋
𝜕𝑄𝑖
�                  (3.16) 

 

 

เม่ือ 

  [𝐾] คือ สติฟเนสเมตริกซ์แบบไม่เป็นเชิงเสน้ของระบบรวม 

  {𝑅} คือ เวกเตอร์ของแรงในระบบรวม 
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ดังนั้ นค่าสติฟเนสเมตริกแบบไม่เป็นเชิงเส้นของระบบรวมในสภาวะสมดุลท่ีทาํให้ค่า {∆𝑄} = 0                

และ {𝑅} = 0 สามารถเขียนสมการระบบรวมไดด้งัน้ี 

 

𝜕𝜋𝑘
𝜕𝑄𝑖𝜕𝑄𝑗

= ∫

⎩
⎨

⎧
[𝑁′]𝑇 𝑇𝐻(1+𝜀0)2

��(1+𝜀0)2−𝑦0′
2�

3
2�

[𝑁′]

⎭
⎬

⎫
𝑑𝑠𝑙

0     (3.17) 

 

 

 

 

 

 

 

 


