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การศึกษาของอนุพันธ์บนพีชคณิตบูลนี 
 

Study of Derivations on Boolean Algebras 
 

ค าน า 
  

แนวคิดของอนุพนัธ์ (derivation) ไดร้ับการพฒันามาจากทฤษฎีการวิเคราะห์ (analytic 
theory) ซ่ึงถือไดว้่ามีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการศึกษาโครงสร้างและสมบติัต่างๆ ในระบบ
พีชคณิต (algebraic system) ส าหรับการศึกษาอนุพนัธ์ เร่ิมแรกไดมี้การศึกษาอนุพนัธ์ในแคลคูลสั 
(calculus) เรียกว่า แคลคูลสัเชิงอนุพนัธ์ (differential calculus) ซ่ึงเป็นการศึกษาเก ีย่วกบัอนุพนัธ์
ของฟังกช์ัน อตัราการเปล่ียนแปลง ความเร็ว ความเร่ง การเขียนกราฟเสน้โคง้ การหาค่าสูงสุด ค่า
ต ่าสุด เป็นตน้ ต่อมานกัคณิตศาสตร์หลายท่าน (Bell and Kappe, 1989; Kaya, 1988; Bell and 
Mason, 1987; Posner, 1957) ไดศึ้กษาอนุพนัธ์บนริง (ring) ถา้         เป็นริง และ       เป็น
ฟังกช์ัน จะเรียก   ว่าอนุพนัธ์ ถา้   สอดคลอ้งกบัเง่ือนใข                   และ 
                 ส าหรับทุก       หลงัจากนั้นไดมี้การพฒันาแนวคิดการศึกษา
อนุพนัธ์บนริงไปยงัโครงสร้างพีชคณิตอ่ืนๆ อาทิเช่น BCI-algebra, BCC-algebra, BCK-algebra, 
MV-algebra, แลตทิซ (lattice) เป็นตน้ 

 
ในปี ค.ศ.2004 Jun and Xin ไดศึ้กษาอนุพนัธ์บน BCI-algebra ถา้   เป็น BCI-algebra 

นิยาม           ส าหรับทุก       และ       เป็นฟังกช์ัน เรียก   ว่า left-right 
derivation (หรือ (l, r)-derivation) ถา้                   ส าหรับทุก       ในท านอง
เดียวกนั เรียก   ว่า right-left-derivation (หรือ (r, l)-derivation) ถา้                   
ส าหรับทุก       และถา้   เป็นทั้ง (l, r)-derivation และ (r, l)-derivation เรียก   ว่า derivation 
ต่อมาในปี ค.ศ. 2005 Zhan and Liu ไดข้ยายแนวคิดของอนุพนัธ์บน BCI-algebra โดยไดศึ้กษาและ
ให้แนวคิดของ left-right (right-left)  -derivation บน BCI algebra ถา้   เป็น BCI-algebra และ 
       เป็นฟังกช์ัน เม่ือ   เป็น endomorphism ของ   เรียก    ว่า left-right  -derivation (หรือ 
(l, r)- -derivation) ถา้                                ส าหรับทุก       ในท านอง
เดียวกนั เรียก    ว่า right-left  -derivation (หรือ (r, l)-  -derivation) ถา้                    

            ส าหรับทุก       และถา้    เป็นทั้ง (l, r)-  -derivation และ (r, l)-  -derivation จะ
เรียก    ว่า  -derivation จากนั้นในปี ค.ศ. 2007 Hamza and Alshehri ไดนิ้ยามอนุพนัธ์ทางซา้ย (left 
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derivation) บน BCI-algebra ถา้   เป็น BCI-algebra และ       เป็นฟังกช์ัน เรียก   ว่า left 
derivation ถา้                   ส าหรับทุก       หลงัจากนั้นในปี ค.ศ. 2009 Nisar 
ไดใ้ห้แนวคิดของ right  -derivation และ left  -derivation บน BCI algebra ถา้   เป็น BCI-algebra 
และ         เป็นฟังกช์นั โดยท่ี       เป็น endomorphism ของ   เรียก    ว่า right  -
derivation ถา้                                ส าหรับทุก       ในท านองเดียวกนั
เรียก    ว่า left  -derivation ถา้                                ส าหรับทุก       
และถา้    เป็นทั้ง right  -derivation และ left  -derivation  จะเรียก    ว่า  -derivation  

 
ในปี ค.ศ. 2009 Prabprayak and Leerawat ไดศึ้กษาอนุพนัธ์บน BCC-algebra ถา้   เป็น 

BCC-algebra และ       เป็นฟังกช์ัน เรียก   ว่า left-right derivation (หรือ (l, r)-derivation) 
ถา้                   ส าหรับทุก       เรียก   ว่า right-left derivation (หรือ (r, l)-
derivation) ถา้                   ส าหรับทุก       และถา้    เป็นทั้ง (l, r)-derivation 
และ (r, l)-derivation เรียก   ว่า derivation พร้อมทั้งหาสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 

 
ในปี ค.ศ. 2010 Alshehri ไดศึ้กษาอนุพนัธ์บน MV-algebra ถา้   เป็น MV-algebra และ

       เป็นฟังกช์ัน นิยาม              เรียก   ว่า derivation บน   ถา้        

                  ส าหรับทุก       พร้อมทั้งหาสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 
 
ในปี ค.ศ. 2008 Xin et al. ไดศึ้กษาและให้แนวคิดของอนุพนัธ์บนแลตทิซ ถา้   เป็น

แลตทิซ และ       เป็นฟังกช์นั ถา้                          ส าหรับทุก 
      เรียก   ว่า derivation พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง หลงัจากนั้นในปี ค.ศ. 2011 
Harmaitree and Leerawat ไดศึ้กษาและให้แนวคิดเก ีย่วกบัอนุพนัธ์บนแลตทิซ ท่ีมีช่ือว่า  -
derivation ถา้   เป็นแลตทิซ และ       เป็นฟังกช์นั เรียกฟังกช์นั       ว่า  -derivation ถา้ 
                               ส าหรับทุก       พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ท่ี
เก ีย่วขอ้ง  
 

นกัคณิตศาสตร์หลายท่าน (Ozturk and Sapancy, 1999; Sapancy et al., 1999; Vukman, 
1989; Ozturk and Jun, 2004) ไดใ้ห้แนวคิดของ symmetric bi-derivation บนริง ถา้         เป็นริง 
และ         เป็น symmetric function เรียก   วา่ symmetric bi-derivation บน   ถา้ 
                            ส าหรับทุก          หลงัจากนั้นได้มีการพฒันา
แนวคิดของ symmetric bi-derivation บนริงไปยงัโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ 
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ในปี ค.ศ. 2009 Ceven ไดพ้ฒันาแนวคิดการศึกษา symmetric bi-derivation บนริงไปบน 
บนแลตทิซ ถา้   เป็นแลตทิซ และ         เป็น symmetric function เรียก   ว่า symmetric 
bi-derivation บน   ถา้                                ส าหรับทุก         

 
ในปี ค.ศ. 2011 Ildira et al. ไดศึ้กษาและให้แนวคิดของ symmetric bi-derivation บน BCI-

algebra ถา้    เป็น BCI-algebra และ         เป็น symmetric function เรียก   ว่า (l, r)-
symmetric bi-derivation ถา้                             ส าหรับทุก          และ
เรียก   ว่า (r, l)-symmetric bi-derivation ถา้                             ส าหรับทุก 
         และถา้   เป็นทั้ง (l, r)-symmetric bi-derivation และ (r, l)-symmetric bi-derivation จะ
เรียก   ว่า symmetric bi-derivation  

 
ในปี ค.ศ. 2011 Ozbal and Firat ไดใ้ห้แนวคิดของ symmetric bi-derivation บน incline 

algebra ถา้   เป็น incline algebra และ         เป็น symmetric function จะเรียก   วา่ 
symmetric bi-derivation บน   ถา้                                ส าหรับทุก 
         พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 

 
 จากงานวิจยัดงักล่าวขา้งตน้ เป็นการศึกษาอนุพนัธ์บนโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ  ผูว้ิจยัจึงมี
ความสนใจท่ีจะอาศยัแนวคิดขา้งตน้มาประยกุต์ใช้กบัโครงสร้างพีชคณิตชนิดหน่ึง ท่ีมีช่ือว่า 
พีชคณิตบูลิน (Boolean algebra (หรือ Boolean)) 
 

พีชคณิตบูลีน เป็นโครงสร้างพีชคณิตชนิดหน่ึง ซ่ึงมีนิยามดงัน้ี ถา้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี 

    ก  าหนดให้   (อ่านว่า “meet” หรือ “and”) และ   (อ่านว่า “join” หรือ “or”) เป็นการ
ด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน   และ   (อ่านว่า “complement”) เป็นการด าเนินการ
เอกภาพ (unary operation) บน   และ     เป็นสมาชิกของ   เราจะกล่าวว่า               เป็น  
Boolean algebra (หรือ Boolean) ถา้ ส าหรับทุก          สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี    

1.                      
 2.                       

3.                                    
4.                                                                                 

 5.                                              
 6.         และ       
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 7.  ส าหรับแต่ละ     จะมี       ท่ีท าให้         และ         

 
พีชคณิตบูลีนถือไดว้่าเป็นพีชคณิตท่ีมีประโยชน์ต่อการศึกษาทางตรรกศาสตร์ (logic) ทั้ง

ตรรกะทางดา้นความคิดของมนุษย ์และตรรกะทางดา้นระบบดิจิตอลของคอมพิวเตอร์ นอกจากน้ี
พีชคณิตบูลีนยงัสามารถน าไปประยุกต์ใช้ในการแกปั้ญหาการต่อวงจรไฟฟ้าต่างๆ อีกด้วย 

 
จุดประสงค์ของงานวิจยัในคร้ังน้ี คือ การอาศยัแนวคิดของอนุพนัธ์บนโครงสร้างพีชคณิต 

BCI-algebra, BCC-algebra, MV-algebra และแลตทิซ มาประยกุต์ใชก้บัพีชคณิตบูลีน และสร้าง
อนุพนัธ์รูปแบบใหม่บนพีชคณิตบูลีน ท่ีมีช่ือว่า Boolean derivation และ Boolean f-derivation 
พร้อมทั้งตรวจสอบความเป็นไปไดข้องอนุพนัธ์ท่ีสร้างข้ึนบนพีชคณิตบูลีน รวมทั้งสมบัติต่างๆ ท่ี
เก ีย่วขอ้ง นอกจากน้ีผูว้ิจยัไดน้ าแนวคิดเก ีย่วกบั symmetric bi-derivation บนโครงสร้างพีชคณิต 
BCI-algebra, incline algebra และแลตทิซ มาประยุกต์ใช้กบัพีชคณิตบูลีน และสร้าง symmetric bi-
derivation รูปแบบใหม่ท่ีมีช่ือว่า symmetric Boolean derivation พร้อมทั้งตรวจสอบความเป็นไปได้
ของอนุพนัธ์ท่ีสร้างข้ึนบนพีชคณิตบูลีน รวมทั้งสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 
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วัตถุประสงค์ 
  

1.  ศึกษาอนุพนัธ์บนโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ อาทิเช่น BCI-algebra  BCC-algebra  BCK-
algebra  MV-algebra แลตทิซ และงานวิจยัท่ีเก ีย่วขอ้ง 

 
2.  สร้างอนุพนัธ์ใหม่บนพีชคณิตบูลีน  
 
3.  สร้างตวัอยา่งและตรวจสอบความเป็นไปไดข้องอนุพนัธ์ท่ีสร้างข้ึนบนพีชคณิตบูลีนใน

ขอ้ 2 
 
4.  หาสมบติัต่างๆ ของอนุพนัธ์ท่ีสร้างบนพีชคณิตบูลีน 

 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

 

1.  ไดร้วบรวมองค์ความรู้เก ีย่วกบัอนุพนัธ์บนโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ 
 
2.  ไดอ้นุพนัธ์ใหม่บนพีชคณิตบูลีน  
 
3.  ไดต้วัอยา่งของอนุพนัธ์บนพีชคณิตบูลีนท่ีสร้างข้ึนในขอ้ 2   
 
4.  ไดส้มบติัต่างๆ ของอนุพนัธ์ใหม่บนพีชคณิตบูลีน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

6 

การตรวจเอกสาร 
  

การวิจยัคร้ังน้ีมีบทนิยาม ทฤษฎีบท ความรู้พ้ืนฐาน และงานวิจยัท่ีเก ีย่วขอ้งดงัน้ี 
 
1.  ความรู้พ้ืนฐานเก ีย่วกบั Boolean algbras 
2.  งานวิจยัเก ีย่วกบั derivations บนโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ 
     2.1.  ผลงานของ Jun and Xin (2004) 
     2.2.  ผลงานของ Hamza and Alshehri (2007) 
     2.3.  ผลงานของ Xin et al. (2008) 
     2.4.  ผลงานของ Prabpayak and Leerawat (2009) 
     2.5.  ผลงานของ Alshehri (2010) 
3.  งานวิจยัเก ีย่วกบั f-derivations บนโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ  
     3.1.  ผลงานของ Zhan and Liu (2005) 
     3.2.  ผลงานของ Nisar (2009) 
     3.3.  ผลงานของ Harmaitree and Leerawat (2011) 
4.  งานวิจยัเก ีย่วกบั symmetric bi-derivations บนโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ  
     4.1.  ผลงานของ Ceven (2009) 
     4.2.  ผลงานของ Ildira et al. (2011) 
     4.3. ผลงานของ Ozbal and Firat (2011) 

 
1. ความรู้พืน้ฐานเกี่ยวกับ Boolean algbras 

 

บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     จะกล่าวว่า   เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary 
operation) บนเซต   กต่็อเม่ือ          เป็นฟังกช์นั และถา้            จะเขียนแทน
ดว้ย       
 

บทนิยาม ให้   และ   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี       ความสมัพนัธ์ (relation) จาก   ไปยงั   คือ 
สบัเซตของ       

ถา้   เป็นความสัมพนัธ์จาก   ไปยงั   และ         โดยท่ี      และ     จะ 
เขียนแทนดว้ย     และจะเรียก     ว่า   มีความสมัพนัธ์   กบั    
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ข้อสังเกต ส าหรับกรณีท่ี     จะกล่าวว่า   เป็นความสัมพนัธ์บน    
 
บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     ก  าหนดให้   เป็นความสัมพนัธ์บน   และส าหรับทุก 

        จะกล่าวว่า 
1.    มีสมบติัสะท้อน (reflexive) กต่็อเม่ือ      
2.    มีสมบติัสมมาตร (symmetric) กต่็อเม่ือ ถา้     แลว้     
3.    มีสมบติัถ่ายทอด (transitive) กต่็อเม่ือ ถา้     และ     แลว้     
4.    มีสมบติัปฏิสมมาตร (antisymmetric) กต่็อเม่ือ     และ     แลว้     
 

บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     จะกล่าวว่า   เป็นความสัมพนัธ์สมมูล (equivalence) 
บน   ถา้   มีสมบติัสะท้อน สมบติัสมมาตรและสมบติัถ่ายทอด 
 
บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     และ   เป็นความสมัพนัธ์บน   จะเรียก   ว่า partial 
order บน   ถา้   มีสมบติัสะท้อน สมบติัปฏิสมมาตรและสมบติัถ่ายทอด  
 
บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     ถา้   เป็น partial order บน   จะเรียก     ) ว่า 
partially ordered set 
 
บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ และ   เป็นความสมัพนัธ์บน   แลว้   เป็น congruence บน   ก ็
ต่อเม่ือ   สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.    เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบน    
2.  ส าหรับทุก           ถา้     และ     แลว้           

 
บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ และ   เป็นความสัมพนัธ์บน   โดยท่ี   เป็น partial order บน   จะ
เรียก   ว่า total order (หรือ linear order) บน   ถา้ ส าหรับทุก       แลว้     หรือ     
อยา่งใดอยา่งหน่ึง และเรียก       ว่า total ordered set หรือ chain 
 

บทนิยาม ให้     ) เป็น partially ordered set 
 1.  จะกล่าวว่า     เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด (greatest element) ของ   ถา้     ส าหรับ
ทุก     
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 2.  จะกล่าวว่า     เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด (smallest element) ของ   ถา้     ส าหรับ
ทุก     
 
บทนิยาม ให้     ) เป็น partially ordered set และ         
 1.  จะกล่าวว่า     เป็นค่าขอบเขตบน (upper bound) ของ   กต่็อเม่ือ     ส าหรับทุก 

    
 2.  จะกล่าวว่า     เป็นค่าขอบเขตล่าง (lower bound) ของ   กต่็อเม่ือ     ส าหรับทุก
    
 3.  จะกล่าวว่า     เป็นค่าขอบเขตบนท่ีน้อยท่ีสุด (supremum) ของ   ถา้  
       3.1.      ส าหรับทุก     และ 
     3.2.  ให้   เป็นค่าขอบเขตบนของ   จะไดว้่า     
 4.  เรียก     ว่า ค่าขอบเขตล่างท่ีมากท่ีสุด (infimum) ของ   ถา้ 
       4.1.      ส าหรับทุก     และ 
    4.2.  ให้   เป็นค่าขอบล่างบนของ   จะไดว้่า      
 
ข้อตกลง ค่าขอบเขตบนท่ีน้อยท่ีสุดของ   เขียนแทนดว้ย      และค่าขอบเขตล่างท่ีมากท่ีสุดของ 
  เขียนแทนดว้ย      
 
บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     ก  าหนดให้   (อ่านว่า “meet” หรือ “and”) และ   (อ่าน
ว่า “join” หรือ “or”) เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน   และ   (อ่านว่า“com-
plement”) เป็นการด าเนินการเอกภาพ (unary operation) และ     เป็นสมาชิกของ   เราจะกล่าวว่า 
              เป็น Boolean algebra (หรือ Boolean) ถา้ ส าหรับทุก         สอดคลอ้งกบั
สมบติัต่อไปน้ี    

1.                      
 2.                       

3.                                    
4.                                                                               
5.                                             

 6.         และ       
 7.  ส าหรับแต่ละ     จะมี       ท่ีท าให้        และ         
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ข้อตกลง การเขียน   เป็น Boolean algebra จะหมายถึง               เป็น Boolean algebra  
 
บทนิยาม ให้   เป็น Boolean algebra และก  าหนดความสมัพนัธ์   บน   โดย      กต่็อเม่ือ 
      และ       ส าหรับทุก        
 
บทนิยาม ให้     เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั ส าหรับทุก       
 1.  จะกล่าวว่า   เป็น meet-homomorphism ถา้                  
 2.  จะกล่าวว่า   เป็น join-homomorphism ถา้                  
 4.  จะกล่าวว่า   เป็น order-preserving ถา้     แลว้            
 
บทนิยาม ให้     เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั จะกล่าวว่า   เป็น Boolean 
homomorphism ถา้   
   1.    เป็นทั้ง meet-homomorphism และ join-homomorphism 
 2.                ส าหรับทุก     
 
บทนิยาม ให้   เป็น Boolean algebra และ     โดยท่ี     จะกล่าวว่า   เป็นไอดีล (ideal) ของ 
  ถา้ สอดคลอ้งกบัเง่ือนใขต่อไปน้ี 
 1.  ถา้     และ     แลว้       
 2.        ส าหรับทุก       
 

2.  งานวิจัยเกี่ยวกับ derivations บนโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ 
 

2.1.  ผลงานของ Jun and Xin (2004) 
 
        Jun and Xin (2004) ไดใ้ห้แนวคิดของ left-right (right-left) derivation บน BCI 

algebra และแสดงสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 
 

บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     และ     ก  าหนดให้   เป็นการด าเนินการทวิภาคบน
   จะเรียก         ว่า BCI-algebra ถา้ ส าหรับทุก         สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1.                  

2.            
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3.         

4. ถา้        แลว้     

 

บทนิยาม ให้   เป็น BCI-algebra ก  าหนดความสมัพนัธ์   โดย     กต่็อเม่ือ      และ
ก  าหนดให้           ส าหรับทุก       

 

บทนิยาม ให้   เป็น BCI-algebra จะไดว้่า 
1.                 

2.                    

3. ถา้          แลว้จะเรียก   ว่า p-semisimple BCI-algebr 

 
บทนิยาม ให้   เป็น BCI-algebra และ       เป็นฟังกช์ัน จะเรียก   ว่า left-right derivation   
((l, r)-derivation) ถา้                   ส าหรับทุก       ในท านองเดียวกนัจะเรียก   
ว่า right-left derivation (หรือ (r, l)-derivation) ถา้                   ส าหรับทุก       
และถา้   เป็นทั้ง (l, r)-derivation และ (r, l)-derivation จะเรียก   ว่า derivation 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ       เป็นฟังกช์นั นิยามโดย            ส าหรับ
ทุก     แลว้   เป็น (l, r)-derivation บน   และถา้   เป็น commutative แลว้   เป็น (r, l)-
derivation บน   
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ       เป็นฟังกช์นั จะไดว้่า 
 1.  ถา้   เป็น (l, r)-derivation ของ   แลว้             ส าหรับทุก       
 2.  ถา้   เป็น (r, l)-derivation ของ   แลว้             ส าหรับทุก       
กต่็อเม่ือ        

 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
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ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ   เป็น (l, r)-derivation ของ   แลว้จะไดว้่า 
 1.         ส าหรับทุก     

 2.              ส าหรับทุก       

 3.                       ส าหรับทุก       

 4.                      เป็น subalgebra ของ   และ           

 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 

2.2.  ผลงานของ Hamza and Alshehri  (2007) 

 
        Hamza and Alshehri (2007) ไดศึ้กษาแนวคิดของ left-derivation บน BCI-algrbra 

พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 
 

บทนิยาม ให้   เป็น BCI-algebra ก  าหนดให้           ส าหรับทุก       และ       
เป็นฟังกช์ัน จะเรียก   ว่า left derivation ถา้                   ส าหรับทุก        
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ   เป็น left derivation บน   แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก
      

1.               

2.               

3.                 

 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Hamza and Alshehri (2007) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ   เป็น left derivation ของ   แลว้จะไดว้่า 
1.         ส าหรับทุก     กต่็อเม่ือ        

2.            ส าหรับทุก        
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Hamza and Alshehri  (2007) 
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ทฤษฎีบท ให้   เป็น p-semisimple BCI-algebra และ   เป็น left derivation ของ   แลว้ ส าหรับทุก 
      จะไดว้่า 

1.              

2.              

3.              

 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Hamza and Alshehri  (2007) 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น p-semisimple BCI-algebra แลว้   เป็น left derivation ของ   กต่็อเม่ือ   เป็น 
derivation ของ    
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Hamza and Alshehri  (2007) 
 

2.3.  ผลงานของ Xin et al. (2008) 
 
        Xin et al. (2008) ไดศึ้กษาเก ีย่วกบัอนุพนัธ์ของแลตทิซ พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ท่ี

เก ีย่วขอ้ง นอกจากนั้นยงัไดแ้สดงลกัษณะเฉพาะของ modular lattice และ distributive lattice โดยใช้
เง่ือนไขการเป็น isotone derivation 

 
บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     ก  าหนดให้   และ   เป็นการด าเนินการทวิภาคบน   จะ
กล่าวว่า           เป็นแลตทิซ ถา้ ส าหรับทุก         สอดคลอ้งกบัเง่ือนใขต่อไปน้ี 
  1.                         

 2.                         
3.                                       

  4.                               
 

บทนิยาม ให้   เป็นแลตทิซ และ         
1.  จะเรียก   ว่า distributive ถา้                     หรือ  

                      
2.  จะเรียก   ว่า modular ถา้      แลว้                  
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บทนิยาม ให้   เป็นแลตทิซ และ       เป็นฟังกช์นั เรียก   ว่า derivation บน   ถา้ 
                         ส าหรับทุก       
 

ข้อตกลง เพ่ือความสะดวกเขียน    แทน      
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ และ   เป็น derivation บน   แลว้จะไดว้่า  

1.       ส าหรับทุก     
2.                     ส าหรับทุก       
3.                   ส าหรับทุก       
4.  ถา้   เป็นไอดีลของ   แลว้      
5.  ถา้   มี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และมี   เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด แลว้      และ 

        
 6.  ถา้     และ      แลว้      ส าหรับทุก       
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2008)    
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ และ   เป็น derivation บน   ถา้   มี   เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด แลว้ 

1.               ส าหรับทุก      
2.  ถา้      แลว้       
3.  ถา้      แลว้      

 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2008)    
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซและ   เป็น derivation บน   ก  าหนดให้           ส าหรับทุก  
    แลว้จะไดว้่า             
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2008)    
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ ท่ีมี   เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดและ   เป็น derivation บน   แลว้จะได้
ว่า ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 

1.    เป็น isotone derivation 
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2.          ส าหรับทุก     
3.               ส าหรับทุก       
4.               ส าหรับทุก       
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2008)    
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น modular lattice และ   เป็น derivation บน   แลว้จะไดว้่าขอ้ความต่อไปน้ี
สมมูลกนั 

1.    เป็น isotone derivation 
2.                ส าหรับทุก       
3.  ถา้      แลว้              ส าหรับทุก       

 
พิสูจน์ ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2008)    
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น distributive lattice และ   เป็น derivation บน   แลว้จะไดว้่า ขอ้ความต่อไปน้ี
สมมูลกนั 

1.    เป็น isotone derivation 
2.               ส าหรับทุก       
3.               ส าหรับทุก       

 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2008)    
 

2.4.  ผลงานของ Prabpayak and Leerawat (2009) 
 

        Prabpayak and Leerawat (2009) ไดศึ้กษาอนุพนัธ์บน BCC-algebra พร้อมทั้งแสดง
สมบติัต่างๆ ของอนุพนัธ์บน BCC-algebra 
 

บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     และ      ก  าหนดให้   เป็นการด าเนินการทวิภาคบน
  จะเรียก         ว่า BCC-algebra  ถา้ ส าหรับทุก         สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1.                   

2.       
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3.       

4.  ถา้         แลว้     

 
บทนิยาม ให้   เป็น BCC-algebra ก  าหนดความสมัพนัธ์   บน   โดย     กต่็อเม่ือ      

และก  าหนดให้           ส าหรับทุก       
 
บทนิยาม ให้   เป็น BCC-algebra และ       เป็นฟังกช์นั เรียก   ว่า left-right derivation 
(หรือ (l, r)-derivation) ถา้                   ส าหรับทุก       ในท านองเดียวกนัเรียก 
  ว่า right-left derivation (หรือ (r, l)-derivation) ถา้                   ส าหรับทุก 
      และถา้   เป็นทั้ง (l, r)-derivation และ (r, l)-derivation จะเรียก   ว่า derivation 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCC-algebra และ       เป็นฟังกช์นั จะไดว้่า 

1.  ถา้   เป็น (l, r)-derivation ของ   แลว้             ส าหรับทุก     

2.  ถา้   เป็น (r, l)-derivation ของ   แลว้             ส าหรับทุก      

 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Prabpayak and Leerawat (2009)  
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCC-algebra และ   เป็น derivation บน   จะไดว้่า ส าหรับทุก       

1.          
2.              
3.              
4.              
5.            
6.                      เป็น BCC-subalgebra ของ    

 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Prabpayak and Leerawat (2009) 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCC-algebra และ            เป็น derivation บน   ก  าหนดให้     จะ
ไดว้่า                           ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2 
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พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Prabpayak and Leerawat (2009) 
 

2.5.  ผลงานของ Alshehri (2010) 
 

        Alshehri (2010) ไดศึ้กษาเก ีย่วกบัอนุพนัธ์บน MV-algebra พร้อมทั้งแสดงสมบติั
ต่างๆ ของอนุพนัธ์บน MV-algebra 

 
บทนิยาม ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     ก  าหนดให้   เป็นการด าเนินการทวิภาคบน   และ   
เป็นการด าเนินการเอกภาพบน   และ     จะเรียก           เรียกว่า MV-algebra ถา้ 
ส าหรับทุก       สอดคลอ้งกนัเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1.          เป็น commutative monoid 
2.          
3.          
4.                      
 

บทนิยาม ให้   เป็น MV-algebra และ        เป็นฟังกช์นั ก  าหนดให้              

เรียก   ว่า derivation บน   ถา้                          ส าหรับทุก       
 
ข้อตกลง เพ่ือความสะดวกเขียน    แทน      
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น MV-algebra และ   เป็น derivation บน   แลว้จะไดว้่า  

1.        
2.       ส าหรับทุก     
3.               ส าหรับทุก     
4.                       ส าหรับทุก      
5.            กต่็อเม่ือ   เป็น identity บน     
6.  ถา้   เป็นไอดีลของ   แลว้        
 

พิสูจน์ ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
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ทฤษฎีบท ให้   เป็น MV-algebra และ   เป็น derivation บน   ถา้       โดยท่ี     แลว้จะ
ไดว้่า 

1.             
2.         
3.           
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
 
บทนิยาม ให้   เป็น MV-algebra และ   เป็น derivation บน   เรียก   ว่า isotone derivation ถา้ 
    แลว้       ส าหรับทุก       
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น MV-algebra และ   เป็น derivation บน   ถา้        ส าหรับทุก     
แลว้จะไดว้่า 

1.        
2.          
3.  ถา้   เป็น isotone derivation บน   แลว้       
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
 
3.  งานวิจัยเกี่ยวกับ f-derivations บนโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ 

 
3.1.  ผลงานของ Zhan and Liu (2005) 

 
        Zhan and Liu (2005) ไดใ้ห้แนวคิดของ left-right (right-left)  -derivation บน BCI 

algebra พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง  
 
บทนิยม ให้   เป็น BCI-algebra และ       เป็นฟังกช์นั เรียก   ว่า endomorphism ของ   ถา้ 
               ส าหรับทุก       และจะเรียก   ว่า monomorphism ของ   ถา้           
แลว้     ส าหรับทุก        
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บทนิยาม ให้   เป็น BCI-algebra และ        เป็นฟังกช์ัน โดยท่ี   เป็น endomorphism ของ   
ถา้                                 ส าหรับทุก       เรียก    ว่า left-right  -
derivation (หรือ (l, r)- -derivation) ถา้                               ) ส าหรับทุก
      เรียก    ว่า right-left  -derivation (หรือ (r, l)- -derivation) และถา้    เป็นทั้ง (l, r)-  -
derivation และ (r, l)- -derivation จะเรียก    ว่า  -derivation 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ        เป็นฟังกช์นั นิยามโดย          ส าหรับทุก
     จะไดว้่า     เป็น (l, r)- -derivation บน   และ ถา้   เป็น commutative แลว้    เป็น (r, l)- -
derivation บน   
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ    เป็น (l, r)- -derivation บน   แลว้จะไดว้่า 
1.                   ส าหรับทุก       
2.          ส าหรับทุก     

 3.                       ส าหรับทุก       

 4.                                 ส าหรับทุก       

 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ    เป็น (r, l)- -derivation บน   แลว้จะไดว้่า 

1.                   ส าหรับทุก     กต่็อเม่ือ         
2.             ส าหรับทุก        

 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 

3.2.  ผลงานของ Nisar  (2009) 
 

        Nisar (2009) ไดใ้ห้แนวคิดของ right  -derivation และ left  -derivation บน BCI 
algebra พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง  
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บทนิยาม ให้   เป็น BCI-algebra และ        เป็นฟังกช์ัน โดยท่ี       เป็น endomor-
phism ของ   ถา้                                  ส าหรับทุก       จะเรียก   ว่า 
right  -derivation ถา้                                  ส าหรับทุก       จะเรียก 
   ว่า left  -derivation และ ถา้    เป็นทั้ง right  -derivation และ left  -derivation จะเรียก    ว่า 
 -derivation

 
 

ข้อตกลง เพ่ือความสะดวกเขียน    แทน          ส าหรับสมาชิก     
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ    เป็น  -derivation ของ   โดยท่ี       เป็น endo-
morphism จะไดว้่า 

1.           
2.           ส าหรับทุก      

 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ    เป็น right  -derivation ของ   โดยท่ี       เป็น 
endomorphism จะไดว้่า            ส าหรับทุก        เม่ือ                   

  

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ    เป็น  -derivation ของ   โดยท่ี       เป็น 
endomorphism ก  าหนดให้          ถา้            และ            ส าหรับทุก 
        และ         แลว้จะไดว้่า ถา้           แลว้              
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ        เป็นฟังกช์ัน โดยท่ี       เป็น endomor-
phism แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก         
 1.  ถา้    เป็น right  -derivation แลว้                  
 2.  ถา้    เป็น left  -derivation แลว้                   

3.  ถา้    เป็น right  -derivation แลว้                     
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 4.  ถา้    เป็น left  -derivation แลว้                      
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ    เป็น right  -derivation ของ   โดยท่ี       เป็น 
endomorphism แลว้จะไดว้่า 

1.           ส าหรับทุก       
2.                        ส าหรับทุก         
3.                         ส าหรับทุก         
4.               ส าหรับทุก         
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 

3.3.  ผลงานของ Harmaitree and Leerawat (2011) 
 

        Harmaitree and Leerawat (2011)ไดศึ้กษาเก ีย่วกบัอนุพนัธ์บนแลตทิซ ท่ีช่ือว่า  -
derivation พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ของอนุพนัธ์บนแลตทิซ 

 

บทนิยาม ให้   เป็นแลตทิซ และ       เป็นฟังกช์นั เรียกฟังกช์ัน       ว่า  -derivation บน
   ถา้                                ส าหรับทุก       
 

ข้อตกลง เพ่ือความสะดวกเขียน    แทน      
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ และ   เป็น  -derivation บน   เม่ือ       เป็นฟังกช์ัน จะไดว้่า 
ส าหรับทุก       

1.           
2.                     
3.  ถา้   เป็นไอดีลของ   แลว้      
4.  ถา้   มี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด โดยท่ี        แลว้        
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Harmaitree and Leerawat (2011) 
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ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ ท่ีมี   เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ   เป็น  -derivation บน   เม่ือ
       เป็นฟังกช์ัน โดยท่ี        แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก     

1.                   
2.  ถา้         แลว้       
3.  ถา้         และ   เป็น order  -derivation แลว้       

4.  ถา้         แลว้         

 
พิสูจน์ ดูรายละเอียดใน Harmaitree and Leerawat (2011) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ และ   เป็น  -derivation บน   เม่ือ       เป็น homomorphism 
ก  าหนดให้       โดยท่ี     ถา้         แลว้         
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Harmaitree and Leerawat (2011) 
 
ทฤษฎีบท ให้    เป็นแลตทิซ และ   เป็น  -derivation บน   เม่ือ       เป็น homomorphism 
แลว้                     ส าหรับทุก       
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Harmaitree and Leerawat (2011) 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ ท่ีมี   เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ   เป็น  -derivation บน   เม่ือ
       เป็น homomorphism โดยท่ี        แลว้จะไดว้่าขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  

1.    เป็น order  -derivation   
2.             ส าหรับทุก     
3.               ส าหรับทุก       
4.             ) ส าหรับทุก       
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Harmaitree and Leerawat (2011) 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น modular lattice และ   เป็น  -derivation บน   เม่ือ       เป็นฟังกช์นั แลว้ 
  เป็น order  -derivation กต่็อเม่ือ              ส าหรับทุก       
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พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Harmaitree and Leerawat (2011) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น modular lattice และ   เป็น  -derivation บน   เม่ือ       เป็น homomor-
phism ถา้มีบาง     โดยท่ี         และ   เป็น order  -derivation แลว้              
ส าหรับทุก     
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Harmaitree and Leerawat (2011) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น distributive lattice และ   เป็น  -derivation บน   เม่ือ       เป็น hommo-
morphism แลว้จะไดว้่าขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  

1.    เป็น order  -derivation  
2.               ส าหรับทุก       
3.               ส าหรับทุก       

 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Harmaitree and Leerawat (2011) 

 
4.  งานวิจัยเกี่ยวกับ symmetric bi-derivations บนโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ 

 
4.1.  ผลงานของ Ceven (2009) 
 

        Ceven (2009) ไดใ้ห้แนวคิดของ symmetric bi-derivation บนแลตทิซ พร้อมทั้งแสดง
สมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 

 

บทนิยาม ให้   เป็นแลตทิซ และ         เป็นฟังกช์นั จะเรียก   ว่า symmetric function ถา้  
              ส าหรับทุก       
 
บทนิยาม ให้   เป็นแลตทิซ และ       เป็นฟังกช์นั จะเรียก   วา่ trace ของ   ถา้ ส าหรับทุก 
     แลว้             เม่ือ   เป็น symmetric function บน     
 
ข้อตกลง เพ่ือความสะดวกเขียน    แทน      
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บทนิยาม ให้   เป็นแลตทิซ และ         เป็น symmetric function จะเรียก    วา่ symmetric 
bi-derivation บน   ถา้                                ส าหรับทุก          
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric bi-derivation บน    
แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก       

1.               
2.               
3.         
4.             
5.                                  
 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Ceven (2009) 
 

บทนิยาม ให้   เป็นแลตทิซ และ   เป็น symmetric function จะเรียก   วา่ joinitive ถา้  
                       ส าหรับทุก         
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น joinitive symmetric bi-
derivation บน   แลว้จะไดว้่า                     และ              
ส าหรับทุก       
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Ceven (2009) 

 
ทฤษฎีบท ให้   เป็นแลตทิซ ท่ีมี   เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ   เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด สมมติให้ 
  เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric bi-derivation บน   แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก       
 1.  ถา้      แลว้จะไดว้่า       
 2.  ถา้      แลว้จะไดว้่า      
 3.  ถา้     และ      แลว้จะไดว้่า      
 
พิสูจน์ ดูรายละเอียดใน Ceven (2009) 
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4.2.  ผลงานของ Ildira et al. (2011) 
 
        Ildira et al. (2011)ไดใ้ห้แนวคิดของ symmetric bi-derivation บน BCI-algebra พร้อม

ทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 
 

บทนิยาม ให้   เป็น BCI-algebra และ       เป็น symmetric function ถา้         

                    ส าหรับทุก         จะเรียก   ว่า left-right symmetric bi-derivation 
(หรือ (l, r)-symmetric bi-derivation) และถา้                             ส าหรับทุก 
        จะเรียก   ว่า right-left symmetric bi-derivation (หรือ (r, l)- symmetric bi-derivation) 
และถา้   เป็นทั้ง (l, r)- symmetric bi-derivation และ (r, l)- symmetric bi-derivation จะเรียก   วา่
symmetric bi-derivation 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra และ       เป็น symmetric function แลว้จะไดว้่า  
 1.  ถา้   เป็น (l, r)-symmetric bi-derivation แลว้จะไดว้่า                 ส าหรับ
ทุก       
 2.  ถา้   เป็น (r, l)-symmetric bi-derivation แลว้จะไดว้่า                 ส าหรับ
ทุก       กต่็อเม่ือ          ส าหรับทุก     

3.  ถา้   เป็น (r, l)-symmetric bi-derivation บน   แลว้จะไดว้่า             ส าหรับ
ทุก        และส าหรับทุก     

 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Ildira et al. (2011) 
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น BCI-algebra ถา้   เป็น symmetric bi-derivation บน   แลว้จะไดว้่า   เป็น 
BCK-algebra กต่็อเม่ือ          ส าหรับทุก      

 

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Ildira et al. (2011) 
 

4.3.  ผลงานของ Ozbal and Firat (2011) 
 

        Ozbal and Firat (2011) ไดใ้ห้แนวคิดของ symmetric bi-derivation บน incline 
algebra พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 
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บทนิยาม  ให้    เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     และ     เป็นการด าเนินการทวิภาคบน   จะเรียก 
        ว่า incline algebra ถา้ ส าหรับทุก         สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1.                  
 2.                           

3.                    
4.                            

 5.  (                       
6.                

 7.                      
 8.                 
 
บทนิยาม ให้   เป็น incline algebra และ         เป็น symmetric function จะเรียก   วา่ 
symmetric bi-derivation บน   ถา้                                ส าหรับทุก 
         
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น commutative incline algebra และ     และ   เป็น symmetric bi-derivation 
บน   แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก         

1.                             
2.  ถา้     แลว้              
3.  ถา้   เป็น distributive lattice แลว้          และ            
4.  ถา้            แลว้     หรือ     
5.  ถา้            แลว้     หรือ     
   

พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Ozbal and Firat (2011) 
 

บทนิยาม ให้   เป็น commutative incline algebra และ   เป็น symmetric function จะเรียก   ว่า
joinitive ถา้                        ส าหรับทุก         
 
ทฤษฎีบท ให้   เป็น commutative incline algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น joinitive 
symmetric bi-derivation บน   แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก       

1.                      และ              
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2.                  
3.    เป็น isotone symmetric bi-derivation บน   

 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Ozbal and Firat (2011) 
 

ทฤษฎีบท ให้   เป็น commutative incline algebra และ       เป็น joinitive symmetric bi-
derivation บน   สมมติให้       เป็น trace ของ       ตามล าดบั ถา้             ส าหรับ
ทุก     แลว้จะไดว้่า      หรือ      อยา่งใดอยา่งหน่ึง 
 
พิสูจน์  ดูรายละเอียดใน Ozbal and Firat (2011) 
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วิธีการ 

 
บทนิยาม 1  ให้   เป็นเซตใดๆ โดยท่ี     ก  าหนดให้   (อ่านว่า “meet” หรือ “and”) และ   

(อ่านว่า “join” หรือ “or”) เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน   และ   (อ่านว่า 
“complement”) เป็นการด าเนินการเอกภาพ (unary operation) บน   และ     เป็นสมาชิกของ   
เราจะกล่าวว่า               เป็น Boolean algebra (หรือ Boolean) ถา้ ส าหรับทุก         
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี    

1.                      
 2.                        

3.                                    
4.                                                                                

 5.                                             
 6.        และ       
 7.  ส าหรับแต่ละ     จะมี      ท่ีท าให้        และ         

 
ข้อตกลง การเขียน   เป็น Boolean algebra จะหมายถึง               เป็น Boolean algebra  

 
หลัก Duality ให้               เป็น Boolean algebra ส าหรับสูตรต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้งกบัการ
ด าเนินการ   และ   ถา้แทนท่ี   ดว้ย   และแทนท่ี   ดว้ย   ในทุกๆ ท่ีของสูตร ผลลพัธ์ท่ีไดจ้ะ
เป็นจริงเสมอ  
 
ตวัอย่าง 2  ก  าหนดให้             และ   เป็นการด าเนินการทวิภาคบน   และ   เป็นการ
ด าเนินการเอกภาพ ท่ีนิยามดงัน้ี 
 

                   

                  
                  

 
ตรวจสอบไดว้่า   เป็น Boolean algebra   
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ตวัอย่าง 3  ก  าหนดให้               และ   เป็นการด าเนินการทวิภาคบน   และ   เป็นการ
ด าเนินการเอกภาพ ท่ีนิยามดงัน้ี 
 

                       
                      
                      
                      

 
ตรวจสอบไดว้่า       แต่          
               แต่       
                  แต่       
นัน่คือ ไม่มี     ท่ีท าให้       และ       
ดงันั้น   ไม่เป็น Boolean algebra   
 
ตวัอย่าง 4  ก  าหนดให้               และ   เป็นการด าเนินการทวิภาคบน   ท่ีนิยามดงัน้ี 
 

                           

                          
                          
                          
                          

 
ตรวจสอบไดว้่า ส าหรับทุก         

1.        และ          
 2.          และ         

3.                  และ                 
4.            และ                                               

นอกจากน้ียงัตรวจสอบไดว้่า  
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นัน่คือ                        
และโดยการพิสูจน์ในท านองเดียวกนัจะไดว้่า                        
จากการนิยามขา้งตน้ จะไดว้่า        และ       
และสามารถตรวจสอบไดว้่า  
 ถา้     จะมี     ซ่ึง       และ         
 ถา้     จะมี     ซ่ึง       และ         

ถา้     จะมี     ซ่ึง       และ         
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ถา้     จะมี     ซ่ึง       และ         
นัน่คือ ส าหรับแต่ละ     จะมี      ท่ีท าให้        และ         
ดงันั้น   เป็น Boolean algebra   
 
ทฤษฎีบท 5  ให้   เป็น Boolean algebra นิยาม                       ก  าหนดให้   และ  
  เป็นการด าเนินการทวิภาค นิยามโดย  
                               ส าหรับทุก                 

                              ส าหรับทุก                 
แลว้จะไดว้่า                         เป็น Boolean algebra   
 
พิสูจน์ จาก   เป็น Boolean algebra จะไดว้่า     ดงันั้น         

ให้                           โดยท่ี                       
(1)                                          
                                                 
 

(2)                                                  
                                                         
 
(3)                                                        

                                                                                                                                  
                                                       
                                                                                                                  
 

(4)                                                    

                                                                                                                
                                                           
                                                                                               
 

(5)                                                    
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(6)  เราทราบว่า       ดงันั้น               
 แลว้จะไดว้่า                                   

และ                                            

 

(7)  จาก           ดงันั้นจะมี              
 แลว้จะไดว้่า                                         

และ                                                  

จากการพิสูจน์ (1) - (7) สรุปไดว้่า                       เป็น Boolean algebra 
 
บทนิยาม 6  ให้   เป็น Boolean algebra และก  าหนดความสมัพนัธ์   บน   โดย      กต่็อเม่ือ 
      และ       ส าหรับทุก        
 
ข้อตกลง  

1.  การเขียนความสัมพนัธ์ “   ” จะสอดคลอ้งกบัการเขียนความสัมพนัธ์ “   ” ดงัน้ีการ
เขียน      จะหมายถึง      

2.  การเขียนความสัมพนัธ์ “ ” จะสอดคลอ้งกบัการเขียนความสัมพนัธ์ “   ” ดงัน้ีการ
เขียน      จะหมายถึง      และ        
 
ทฤษฎีบท 7  ให้   เป็น Boolean algebra จะไดว้่า       กต่็อเม่ือ       ส าหรับทุก  
        
 
พิสูจน์  ให้        

 (   )  สมมติให้         
 จะไดว้่า                
                               (โดยบทนิยาม 1(4)) 
 ดงันั้น       ส าหรับทุก         
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 (   )  สมมติให้         
 จะไดว้่า               
                               (โดยบทนิยาม 1(4)) 
 ดงันั้น       ส าหรับทุก         
 

ข้อสังเกต 8    
1.  จากบทนิยาม 1(6) และบทนิยาม 6 จะไดว้่า     และ     ส าหรับทุก     
2.  จากบทนิยาม 6 และบทตั้ง 7 จะไดว้่าส าหรับการจะพิสูจน์ว่า     นั้น เพียงพอท่ีจะ

แสดงว่า       หรือ       เพียงอยา่งใดอยา่งหน่ึง 
 
ทฤษฎีบท 9  ให้   เป็น Boolean algebra และ               

1.  ถา้               แลว้จะไดว้่า        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก       
2.  ถา้               แลว้จะไดว้่า        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก       

 
พิสูจน์  ให้                

(1)  สมมติให้                
 จะไดว้่า                          (จาก              ) 
                                
                                      
 นัน่คือ           

ดงันั้น โดยบทนิยาม 6 จะไดว้่า        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก       
 
(2)  พิสูจน์ไดใ้นท านองเดียวกบั (1) 

 

ทฤษฎีบท 10  ให้   เป็น Boolean algebra และก  าหนดความสัมพนัธ์   บน   ดงับทนิยาม 6 จะได้
ว่า       เป็น partially ordered set 
 

พิสูจน์   ให้       
(1)  โดยบทนิยาม 1(1) จะไดว้่า          
ดงันั้น     
นัน่คือ   มีสมบติัสะทอ้น 
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(2)  ก  าหนดให้     และ      
 จะไดว้่า       และ       ตามล าดบั 
 ฉะนั้น               
                    (โดยบทนิยาม 1(2)) 
               
 ดงันั้น     
 นัน่คือ   มีสมบติัปฏิสมมาตร 
 
 (3)  ก  าหนดให้     และ      

จะไดว้่า       และ       ตามล าดบั 
 ฉะนั้น                   
               (โดยบทนิยาม 1(3)) 
             (จาก      ) 
          (จาก      ) 
 ดงันั้น     
 นัน่คือ   มีสมบติัถ่ายทอด 
 จากการพิสูจน์ (1) - (3) สรุปไดว้่า       เป็น partially ordered set 
 

ทฤษฎีบท 11  ให้   เป็น Boolean algebra และก  าหนดความสัมพนัธ์   บน   ดงับทนิยาม 6 จะได้
ว่า               และ               ส าหรับทุก       
 
พิสูจน์  ให้       

โดยบทนิยาม 1(4) จะไดว้่า           และ            
 ดงันั้น       และ         
 นัน่คือ     เป็นขอบเขตบน (upper bound) ของ   และ   
 ให้     โดยท่ี     และ     
 จะไดว้่า                       
          (จาก    ) 
           (จาก    ) 

ดงันั้น         
นัน่คือ               



 

 

34 

 โดยการพิสูจน์ในท านองเดียวกนัจะไดว้่า                
 
บทนิยาม 12  ให้   เป็น Boolean algebra และ               ก  าหนดความสมัพนัธ์   บน 

    โดย                  กต่็อเม่ือ          และ           
 
ทฤษฎีบท 13  ให้   เป็น Boolean algebra และก  าหนดความสัมพนัธ์   บน     ดงับทนิยาม 12 
จะไดว้่า          เป็น partially ordered set 
 

พิสูจน์   ให้                             โดยท่ี                     
(1)  โดยบทนิยาม 1(1) จะไดว้่า          และ          
ดงันั้น                 
นัน่คือ   มีสมบติัสะทอ้น 

  
 (2)  ก  าหนดให้                 และ                 
 โดยบทนิยาม 12 จะไดว้่า          และ          ตามล าดบั 
 จะไดว้่า                  
            (โดยบทนิยาม 1(2)) 
                     
 แสดงว่า         
 ในท านองเดียวกนัจะไดว้่า         

ดงันั้น                 
 นัน่คือ   มีสมบติัปฏิสมมาตร 
 
 (3)  ก  าหนดให้                 และ                 

โดยบทนิยาม 12 จะไดว้่า          และ          ตามล าดบั 
 จะไดว้่า                    
                   (โดยบทนิยาม 1(3)) 
                   (จาก         ) 
               (จาก         ) 
 แสดงว่า          

ในท านองเดียวกนัจะไดว้่า          
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 ดงันั้น                   
 นัน่คือ   มีสมบติัถ่ายทอด 
 จากการพิสูจน์ (1) - (3) สรุปไดว้่า          เป็น partially ordered set 
 

ทฤษฎีบท 14  ให้   เป็น Boolean algebra และ       ถา้     และ      แลว้       
พิสูจน์  ให้       โดยท่ี      และ       

จะไดว้่า                    (จาก    ) 
                           (โดยบทนิยาม 1(2)) 
                       (จาก    ) 
 ดงันั้น       
 
บทนิยาม 15  ให้   เป็น Boolean algebra จะเรียก   ว่า modular ถา้ ส าหรับทุก         โดยท่ี 
    แลว้                  

 
ทฤษฎีบท 16  ทุกๆ Boolean algebra เป็น modular  
 
พิสูจน์   ดูรายละเอียดใน Lidl and Pilz (1984) 
 
ทฤษฎีบท 17  ให้   เป็น Boolean algebra แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก         

1.  ถา้     แลว้จะไดว้่า         และ         
2.               และ              
3.      กต่็อเม่ือ        
 

พิสูจน์   ดูรายละเอียดใน Lidl and Pilz (1984) 
 
ทฤษฎีบท 18  ให้   เป็น Boolean algebra แลว้จะไดว้่า ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั ส าหรับทุก 
      
 1.      
 2.         
 3.         
 4.        
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 5.        
 
พิสูจน์ ดูรายละเอียดใน Lidl and Pilz (1984) 
 
ทฤษฎีบท 19  ให้   เป็น Boolean algebra แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก       
 1.        กต่็อเม่ือ     และ     
 2.        กต่็อเม่ือ     และ     
 3.      กต่็อเม่ือ                  
 4.      กต่็อเม่ือ                  

5.  ถา้         และ           แลว้จะไดว้่า       
 
พิสูจน์ ดูรายละเอียดใน Mendelson (1970) 
 
บทนิยาม 20  ให้       เป็น Boolean algebra และ         เป็นฟังกช์นั ส าหรับทุก        
 1.  จะกล่าวว่า   เป็น meet-homomorphism ถา้                    
 2.  จะกล่าวว่า   เป็น join-homomorphism ถา้                  
 3.  จะกล่าวว่า   เป็น order-preserving ถา้      แลว้             
 
บทนิยาม 21  ให้       เป็น Boolean algebra และ         เป็นฟังกช์นั เราจะกล่าวว่า   เป็น  
Boolean homomorphism  ถา้   
   1.    เป็นทั้ง meet-homomorphism และ join-homomorphism 
 2.                ส าหรับทุก      
 
บทนิยาม 22  ให้       เป็น Boolean algebra และ         เป็น Boolean homomorphism 
แลว้ 

1.  จะกล่าวว่า   เป็น injective Boolean hommomorphism ถา้   เป็น injective function 
2.  จะกล่าวว่า   เป็น surjective Boolean hommomorphism ถา้   เป็น surjective function  
3.  จะกล่าวว่า   เป็น isomorphism ถา้   เป็น bijective function  

 
ทฤษฎีบท 23  ให้       เป็น Boolean algebra และ         เป็น Boolean homomorphism  
แลว้จะไดว้่า 
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 1.         และ         

 2.  ส าหรับทุก       ถา้     แลว้             
 
พิสูจน์ ดูรายละเอียดใน Lidl and Pilz (1984) 
 
ข้อสังเกต 24  จากทฤษฎีบท 21(2) จะไดว้่า ถา้         เป็น Boolean homomorphism แลว้   
เป็น order-preserving   
 
บทนิยาม 25  ให้   เป็น Boolean algebra และ     โดยท่ี     จะกล่าวว่า   เป็นไอดีล (ideal) 
ของ   ถา้   สอดคลอ้งกบัเง่ือนใขต่อไปน้ี 
 1.  ถา้     และ     แลว้        
 2.        ส าหรับทุก       
 
ข้อสังเกต 26  ถา้    และ    เป็นไอดีลของ   แลว้จะไดว้่า       เป็นไอดีลของ    
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ผลการวิจัย 
  

 ผลการวิจยัแบ่งออกเป็น 3 ตอน ดงัน้ี 
 ตอนท่ี 1  Boolean derivations ใน Boolean algebra 

ตอนท่ี 2  Boolean  -derivations ใน Boolean algebra 
ตอนท่ี 3  symmetric Boolean derivations ใน Boolean algebra 

 

ตอนที่ 1  Boolean derivations ใน Boolean algebra 
 

ในหัวขอ้น้ีเราจะนิยาม Boolean derivation ใน Boolean algebra พร้อมทั้งแสดงสมบติัต่างๆ 
ท่ีเก ีย่วขอ้ง 
 

บทนิยาม 1.1  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั จะเรียก   ว่า Boolean 
derivation บน   ถา้ ส าหรับทุก       

1.                            
2.                   

 
ข้อตกลง เพ่ือความสะดวกเขียน    แทน      
 
ตวัอย่าง 1.2  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 2 ในส่วนวิธีการ และ       เป็น

ฟังกช์ัน นิยามโดย     
          
          

  

ตรวจสอบไดว้่า  
             
                       

ดงันั้น                      

ฉะนั้น   ไม่เป็น Boolean derivation บน     
 
ตวัอย่าง 1.3  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 2 ในส่วนวิธีการ และ       เป็น
ฟังกช์ัน นิยามโดย      ส าหรับทุก     
ตรวจสอบไดว้่า  
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ดงันั้น                      ส าหรับทุก       
นอกจากน้ียงัตรวจสอบไดว้่า 
                         
                         
                         
ดงันั้น              ส าหรับทุก       
จากการตรวจสอบขา้งตน้สรุปไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน     
 
ตวัอย่าง 1.4  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ และ       เป็น

ฟังกช์ัน นิยามโดย     
            
            

   

ตรวจสอบไดว้่า  
                                 
                                 
                                 
                                 
                                  
                                 
                                 
                                 
                                 
                                 
ดงันั้น                      ส าหรับทุก       
นอกจากน้ียงัตรวจสอบไดว้่า 
                         
                          
                         
                         
                          
                         
                         
                         
                         
                         
ดงันั้น              ส าหรับทุก       
จากการตรวจสอบขา้งตน้สรุปไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน     
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ตวัอย่าง 1.5  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ และ       เป็น

ฟังกช์ัน นิยามโดย     
          
              

  

ตรวจสอบไดว้่า  
               
             
ดงันั้น              
ฉะนั้น   ไม่เป็น Boolean derivation บน     
 

ตวัอย่าง 1.6  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั นิยามโดย      ส าหรับ
ทุก     จะไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน   และจะเรียก   น้ีว่า identity Boolean 
derivation 
 
ตวัอย่าง 1.7  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั นิยามโดย       ส าหรับ
ทุก     จะไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน   และจะเรียก   น้ีว่า zero Boolean derivation 
 

ทฤษฎีบท 1.8  ให้   เป็น Boolean algebra     และ        เป็นฟังกช์นั นิยามโดย
          ส าหรับทุก     แลว้จะไดว้่า    เป็น Boolean derivation บน   
 

พิสูจน์ สมมติให้       จะไดว้่า 
จะไดว้่า                                           

                                    
                           
                           

ดงันั้น                              
และ                          

                     
                                 

ดงันั้น                     
โดยบทนิยาม 1.1 สรุปไดว้่า    เป็น Boolean derivation บน     

 

ทฤษฎีบท 1.9  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า
ส าหรับทุก       
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1.           
2.       และ        
3.                  
4.                          
5.  ถา้   เป็นไอดีลของ   แลว้      
 

พิสูจน์  สมมติให้       
 (1)                (จาก      ) 
                                (จาก   เป็น Boolean derivation) 
                                 

ดงันั้น          
 
(2)  จาก (1) จะไดว้่า      และ          
เราทราบว่า     ส าหรับทุก      
ฉะนั้น        
โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการจะไดว้่า        
ดงันั้น        
 

 (3)            (จาก (1)) 
                         (จาก       ) 
                                  (จาก   เป็น Boolean derivation) 

ฉะนั้น                   
ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 19(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า               
 
(4)  จาก (1) จะไดว้่า          
ดงันั้น                   (โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ) 

                                                   
                                   (จาก   เป็น Boolean derivation) 

        และเน่ืองจาก         และ         
โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                         

 และ                 
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        ดงันั้น                        (จาก   เป็น Boolean derivation) 

                                           
                         
                         (จาก   เป็น Boolean derivation) 
นัน่คือ                        
 
(5)  ให้   เป็นไอดีลของ   และ      

ดงันั้น      ส าหรับบาง     
จาก (1) จะไดว้่า          
ฉะนั้น     
เน่ืองจาก   เป็นไอดีลของ   และ     
จะไดว้่า         
ดงันั้น      
 

 โดยทฤษฎีบท 1.9(2) เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรกดงัน้ี 
บทแทรก 1.10  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั ถา้      แลว้   ไม่เป็น 
Boolean derivation บน     
 
ตวัอย่าง 1.11  ให้   เป็น Boolean algebra และ     โดยท่ี     ก  าหนดให้        เป็น
ฟังกช์ัน นิยามโดย           ส าหรับทุก       
จากนิยามขา้งตน้เราสงัเกตไดว้่า                  
ดงันั้นโดยบทแทรก 1.10 จะไดว้่า    ไม่เป็น Boolean derivation บน     
 
บทนิยาม 1.12  ให้   เป็น  Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั จะเรียก   ว่า regular ถา้ 
     
 

ข้อสังเกต 1.13  ทุก Boolean derivation ของ Boolean algebra เป็น regular 
 

ทฤษฎีบท 1.14  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   ถา้        
โดยท่ี     แลว้จะไดว้่า 

1.                
2.             
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3.             
 

พิสูจน์ สมมติให้       โดยท่ี         
 (1)  จาก     โดยทฤษฎีบท 18 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า        

 ดงันั้น             
               (โดยทฤษฎีบท 1.9(2)) 

 นัน่คือ               
 
 (2)  จาก     โดยทฤษฎีบท 17(3) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า       

 โดยทฤษฎีบท 1.9(1) จะไดว้่า        

 ดงันั้น          
   
 (3)  จาก     โดยทฤษฎีบท 1.9(1) จะไดว้่า      และ        
 โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า 
                               (จาก       ) 
                           (จาก       ) 
          
 นัน่คือ          

 แต่เราทราบว่า     ส าหรับทุก     
 ฉะนั้น          
   ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า            
 
ทฤษฎีบท 1.15  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า 
 1.           ส าหรับทุก     
 2.            ส าหรับทุก     กต่็อเม่ือ   เป็น identity Boolean derivation บน     
 
พิสูจน์ สมมติให้      
 (1)  โดยทฤษฎีบท 1.14(3) แทน       จะไดว้่า            
 
 (2)  (   )  สมมติให้           ส าหรับทุก         

โดยทฤษฎีบท 1.9(3) เราทราบว่า         
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จะไดว้่า                       (จาก          ) 
                (จาก        ) 
 ดงันั้น           
 โดยทฤษฎีบท 18 ในส่วนวิธีการจะไดว้่า        
 โดยทฤษฎีบท 1.9(1) เราทราบว่า        
 ฉะนั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า        
 นัน่คือ   เป็น identity Boolean derivation บน      
 

       (   )  สมมติให้   เป็น identity Boolean derivation บน   และ     
จะไดว้่า                           (จาก   เป็น identity Boolean 
derivation)ดงันั้น           ส าหรับทุก       

 
บทนิยาม 1.16  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน     

1.  จะกล่าวว่า   เป็น order-preserving ถา้     แลว้       ส าหรับทุก       
2.  จะกล่าวว่า   เป็น injective derivation ถา้   เป็น injective function 
3.  จะกล่าวว่า   เป็น surjetive derivation ถา้   เป็น surjectivefunction 

 
ทฤษฎีบท 1.17  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า   
เป็น order-preserving 
 

พิสูจน์  สมมติให้       โดยท่ี       
จาก     จะไดว้่า       

 ดงันั้น                (จาก   เป็น Boolean derivation) 
             

  แสดงว่า          
นัน่คือ       
ดงันั้น โดยบทนิยาม 1.6(1) จะไดว้่า   เป็น order-preserving 

 
ทฤษฎีบท 1.18  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   ถา้         
ส าหรับทุก     แลว้   เป็น zero Boolean derivation 
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พิสูจน์ สมมติให้         ส าหรับทุก     
    จะไดว้่า                  (จาก       ) 
                       (จาก     ) 
                                   (จาก     ) 
 ดงันั้น             
 ให้     จะไดว้่า       

โดยทฤษฎีบท 1.17 เราทราบว่า   เป็น order-preserving  
ฉะนั้น         

 ดงันั้น      

แต่เราทราบว่า      ส าหรับทุก      
ฉะนั้น        
ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า      
นัน่คือ   เป็น zero Boolean derivation 

 
ทฤษฎีบท 1.19  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า
         ส าหรับทุก     
 
พิสูจน์ สมมติให้     และเราทราบว่า     

โดยทฤษฎีบท 1.9(1) เราทราบว่า        
โดยทฤษฎีบท 1.17 เราทราบว่า   เป็น order-preserving   
จาก     และ   เป็น order-preserving จะไดว้่า       

 จาก       และ       จะไดว้่า         
ดงันั้น                     (จาก      ) 

                                                       (จาก   เป็น Boolean derivation) 
                          (จาก     ) 
                     (จาก        ) 

  ดงันั้น           
 

โดยทฤษฎีบท 1.19 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรกดงัน้ี 
บทแทรก 1.20  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า 
 1.  ถา้      แลว้       ส าหรับทุก     
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2.  ถา้      แลว้      ส าหรับทุก     
 

ทฤษฎีบท 1.21  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   ถา้        
โดยท่ี     และ      แลว้       
 

พิสูจน์ สมมติให้       โดยท่ี     และ         
จะไดว้่า                   (จาก    ) 
                             (จาก   เป็น Boolean derivation) 
                               (จาก     ) 
                        (จาก       ) 
                      

 ดงันั้น       
   
ทฤษฎีบท 1.22  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   ถา้
             โดยท่ี             และ        แลว้        ส าหรับทุก
จ านวนเต็มบวก     
 
พิสูจน์  โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   

สมมติให้ P(n) แทนขอ้ความ ถา้              โดยท่ี            และ
       แลว้        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
ส าหรับ    2 ถา้         โดยท่ี       และ          
โดยทฤษฎีบท 1.21 จะไดว้่า             
ให้    2 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ และสมมติให้ P(n) เป็นจริง  
นัน่คือ ถา้              โดยท่ี            และ        แลว้        
ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
ให้                   โดยท่ี                  และ            
จาก          และ            โดยทฤษฎีบท 1.21 จะไดว้่า          
จาก P(n) เป็นจริง จะไดว้่า        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก      1 
นัน่คือ                   และ            แลว้        ส าหรับทุก
จ านวนเต็มบวก      1 
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ดงันั้น สรุปไดว้่า ถา้                  โดยท่ี            และ  
        แลว้        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
 
 จากทฤษฎีบท 1.21 แสดงเห็นว่าในการก  าหนดฟังกช์นั   ท่ีจะสอดคลอ้งกบัการเง่ือนใขท่ี
จะท าให้   เป็น Boolean derivation บน Boolean algebra ใดๆ นั้น มีเง่ือนไขท่ีส าคญัอยา่งหน่ึงว่า  
ส าหรับแต่ละสมาชิก     ใดๆ ใน Boolean algebra โดยท่ี     ซ่ึงถา้เราก  าหนดให้      แลว้
เราจะตอ้งก  าหนดให้      และในตรงกนัขา้ม ถา้เรามีสมาชิก     ใดๆ เพียงคู่เดียวท่ี     
และ      แต่      แลว้   จะไม่เป็น Boolean derivation ดงับทแทรกต่อไปน้ี 
 
บทแทรก 1.23  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์ัน ถา้มี        โดยท่ี 
     และ      แต่      แลว้   ไม่เป็น Boolean derivation บน   
 
พิสูจน์ ให้มี        โดยท่ี     และ      แต่      

สมมติให้   เป็น Boolean derivation บน   
 โดยทฤษฎีบท 1.9(1) จะไดว้่า          

ดงันั้น                   (จาก    ) 
                           (จาก   เป็น Boolean derivation) 
                          (จาก      และ     ) 
                       (จาก    ) 
                    (จาก     ) 

 นัน่คือ      ซ่ึงขดัแยง้กบั      
 ดงันั้น   ไม่เป็น Boolean derivation บน   
 
ตวัอย่าง 1.24  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ และ       เป็น

ฟังกช์ัน นิยามโดย      
        
          
          

     
 

จากนิยามขา้งตน้เราสงัเกตไดว้่า     และ      แต่        
ดงันั้น โดยบทแทรก 1.23 จะไดว้่า   ไม่เป็น Boolean derivation บน     
 

ทฤษฎีบท 1.25  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า
            ส าหรับทุก       
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พิสูจน์ สมมติให้        
 โดยทฤษฎีบท 1.9(1) จะไดว้่า            

โดยทฤษฎีบท 1.17 เราทราบว่า   เป็น order-preserving   
 ดงันั้น           
 จาก      และ           จะไดว้่า             

ดงันั้น                      (จาก          ) 
                              (จาก   เป็น Boolean derivation) 
                                 (จาก         ) 

 แสดงว่า                   
 ฉะนั้น             
 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการจะไดว้่า             
 

ทฤษฎีบท 1.26  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า 

 1.       กต่็อเม่ือ   เป็น identity Boolean derivation  
2.       กต่็อเม่ือ   เป็น zero Boolean derivation 
 

พิสูจน์ สมมติให้          
 (1) (   )  สมมติให้      และเราทราบว่า       

โดยทฤษฎีบท 1.21 จะไดว้่า      ส าหรับทุก          
 ดงันั้น   เป็น identity Boolean derivation  

     (   )  ชดัเจน 
 

 (2) (   )  สมมติให้        
โดยทฤษฎีบท 1.19 จะไดว้่า               
นัน่คือ      

 ดงันั้น   เป็น zero Boolean derivation  
     (   )  ชดัเจน 
 

ทฤษฎีบท 1.27  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า 
             ส าหรับทุก         
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พิสูจน์ สมมติให้        
 โดยทฤษฎีบท 1.19 จะไดว้่า         และ             

ดงันั้น                    )    
                            

                                  (โดยทฤษฎีบท 1.19) 
 นัน่คือ              ส าหรับทุก          
  
ตวัอย่าง 1.28  ให้   เป็น Boolean algebra และ     โดยท่ี     ก  าหนดให้        เป็น
ฟังกช์ัน นิยามโดย           ส าหรับทุก          
จากนิยามขา้งตน้เราพบว่า                              
                ) 
                  
ดงันั้น                       
แต่จากตวัอยา่ง 1.11 เราพบว่า    ไม่เป็น Boolean derivation บน     
 

ข้อสังเกต 1.29  ตวัอยา่ง 1.28 แสดงให้เห็นว่า บทกลบัของทฤษฎีบท 1.27 ไม่จริง 
 
ทฤษฎีบท 1.30  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า
                            โดยท่ี               ส าหรับทุกจ านวน
เต็มบวก    2 
 
พิสูจน์ โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   

สมมติให้ P(n) แทนขอ้ความ                               
ส าหรับทุก                 
ส าหรับ    2 โดยทฤษฎีบท 1.27 จะไดว้่า                   
ส าหรับทุก              
ให้    2 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ และสมมติให้ P(n) เป็นจริง  
นัน่คือ                             ส าหรับทุก              
ให้                   และ                
ดงันั้น                                
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จะไดว้่า                            
                                       (โดยทฤษฎีบท 1.27) 
                              
 นัน่คือ                                         
 ดงันั้น สรุปไดว้่า                             โดยท่ี
              ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2 
 
ทฤษฎีบท 1.31  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า
ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  

1.              ส าหรับทุก       
2.               ส าหรับทุก       
 

พิสูจน์ ให้         
 (1)   (2)  สมมติให้                 
 จะไดว้่า                    
 แต่เราทราบว่า          และ         
 ฉะนั้น           และ           
 ดงันั้น                

โดยทฤษฎีบท 1.9(4) เราทราบว่า                  
 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                
 

(2)   (1)  สมมติให้                  
 แต่เราทราบว่า          และ          
 โดยทฤษฎีบท 1.9(1) เราทราบว่า      
 ฉะนั้น         

จาก          และ         จะไดว้่า              
นัน่คือ               
จาก   เป็น Boolean derivation บน   จะไดว้่า                      
ฉะนั้น               

 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า               
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โดยทฤษฎีบท 1.27 และ ทฤษฎีบท 1.31 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นทฤษฎีบท ดงัน้ี 
ทฤษฎีบท 1.32  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า 
            ส าหรับทุก         
 

ทฤษฎีบท 1.33  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็น Boolean derivations บน   ก  าหนดให้ 
          เป็นฟังกช์ัน นิยามโดย                    ส าหรับทุก     แลว้จะได้
ว่า       เป็น Boolean derivation บน     
 
พิสูจน์ สมมติให้        จะไดว้่า 
                          
                                                  (จาก    เป็น Boolean derivation) 
                                 (จาก    เป็น Boolean derivation) 
                                                  (โดยทฤษฎีบท 1.32)
                                       

และ                           
                                                          (จาก    เป็น Boolean derivation) 
                                        (จาก    เป็น Boolean derivation) 
                                      

ดงันั้น       เป็น Boolean derivation บน     
 

ทฤษฎีบท 1.34  ให้   เป็น Boolean algebra และ            เป็น Boolean derivations บน   จะ
ไดว้่า            เป็น Boolean derivation บน   ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2 
(เม่ือ                              ส าหรับทุก    ) 
 
พิสูจน์ โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   

สมมติให้ P(n) แทนขอ้ความ            เป็น Boolean derivation บน       
ส าหรับ    2 โดยทฤษฎีบท 1.33 จะไดว้่า        เป็น Boolean derivation บน       
ให้    2 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ และสมมติให้ P(n) เป็นจริง  
นัน่คือ            เป็น Boolean derivation บน       
 
ก  าหนดให้                  
ฉะนั้น    เป็น Boolean derivation บน       
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จาก      เป็น Boolean derivation บน       
โดยทฤษฎีบท 1.33 จะไดว้่า         เป็น Boolean derivation บน   
นัน่คือ                         เป็น Boolean derivation  
ดงันั้น สรุปไดว้่า            เป็น Boolean derivation บน   ส าหรับทุกจ านวนเต็ม
บวก    2  
 

ทฤษฎีบท 1.35  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   จะไดว้่า  
     (เม่ือ           ส าหรับทุก    ) 
 
พิสูจน์ สมมติให้       
 โดยทฤษฎีบท 1.9(1) จะไดว้่า                
 ดงันั้น                

                         (จาก     ) 
                                (จาก   เป็น Boolean derivation) 
                        (จาก          ) 
                       (จาก         ) 
                  

 นัน่คือ         ส าหรับทุก      
ดงันั้น สรุปไดว้่า      

 
ทฤษฎีบท 1.36  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   จะไดว้่า  
     ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2 (เม่ือ                      

 

 ส าหรับทุก    ) 

 

พิสูจน์ โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   
 สมมติให้ P(n) แทนขอ้ความ       
 ส าหรับ    2 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ โดยทฤษฎีบท 1.35 จะไดว้่า       

ให้    2 และสมมติให้ P(n) เป็นจริง  
นัน่คือ      จะไดว้่า        ส าหรับทุก     

 ให้     
 จะไดว้่า                   
               (จาก       ) 
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                (จาก          )   

               (จาก       ) 
 นัน่คือ          ส าหรับทุก     
 สรุปไดว้่า      ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2  
 
ข้อสังเกต 1.37  ถา้   เป็น Boolean derivation บน   โดยทฤษฎีบท 1.36 จะไดว้่า       
ดงันั้น    เป็น Boolean derivation บน   ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2  
 

ทฤษฎีบท 1.38  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า
ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1.    เป็น identity Boolean derivation 
 2.    เป็น injective derivation   

3.    เป็น surjective derivation   
 
พิสูจน์  (1)   (2)  ชดัเจน 
 

(2)   (1)  ให้   เป็น injective derivation  
สมมติให้   ไม่เป็น identity Boolean derivation   
นัน่คือ จะมีสมาชิก     ซ่ึง      
เน่ืองจากเราทราบว่า      
ดงันั้น      
ก  าหนดให้      จะไดว้่า     และ     
ดงันั้น                      (จาก    ) 

                                               (จาก   เป็น Boolean derivation) 
                                (จาก          ) 
                           
นัน่คือ       

จาก   เป็น injective derivation จะไดว้่า     ซ่ึงขดัแยง้กบั     

ดงันั้น   เป็น identity Boolean derivation 
(1)   (3)  ชดัเจน 
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(3)   (1)  สมมติให้   เป็น surjective derivation และ       
 จาก   เป็น surjective derivation จะไดว้่า มีสมาชิก     ซ่ึง      

ดงันั้น             
                          (จาก          ) 
                  (จาก       ) 
                      (จาก     )  
 นัน่คือ      ส าหรับทุก       

ดงันั้น   เป็น identity Boolean derivation 
 
ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน     

นิยาม                      
 
ข้อสังเกต 1.39 

 1.  จากทฤษฎีบท 1.9(2) จะไดว้่า      นั่นคือ             
 2.  จากทฤษฎีบท 1.21 จะไดว้่า ถา้     และ            แลว้              

3.  จากทฤษฎีบท 1.35 จะไดว้่า              ดงันั้น              
  4.  จากทฤษฎีบท 1.36 จะไดว้่า                    ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก 
   2 
 
ทฤษฎีบท 1.40  ให้   เป็น Boolean algebra และ            เป็น Boolean derivation บน    
แลว้       กต่็อเม่ือ                      ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก       
 
พิสูจน์ ให้            เป็น Boolean derivation บน   และ     

 (   )  สมมติให้       ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก       
 ดงันั้น                      
 

 (   )  สมมติให้                      ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก       
จากขอ้สงัเกต 1.39(3) จะไดว้่า                            
และ                            
ดงันั้น              และ              
โดยทฤษฎีบท 1.17  เราทราบว่า       เป็น order-preserving 
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จาก    เป็น order-preserving และ       จะไดว้่า                     
จาก    เป็น order-preserving และ       จะไดว้่า                      
นัน่คือ                 และ                  
ฉะนั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                   
ดงันั้น             

                       
                  

นัน่คือ       
 

ทฤษฎีบท 1.41  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า 
         เป็นไอดีลของ    
   
พิสูจน์ สมมติให้              และ       
 จาก              จะไดว้่า      และ       
 โดยทฤษฎีบท 1.9(1) เราทราบว่า        

โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า              
ดงันั้น                         (จาก   เป็น Boolean derivation) 
                                     (จาก     ) 
                         (จาก         ) 
นัน่คือ            
แสดงว่า              
และ                    (จาก   เป็น Boolean derivation) 

                                                              (จาก      และ     ) 
นัน่คือ            
แสดงว่า              
นัน่คือ          สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 และ 2 ของบทนิยาม 25 ในส่วนวิธีการ 
ดงันั้น สรุปไดว้่า          เป็นไอดีลของ   

 
โดยทฤษฎีบท 1.34 ทฤษฎีบท 1.36 และ ทฤษฎีบท 1.41 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบท

แทรก ดงัน้ี 
บทแทรก 1.42  ให้   เป็น Boolean algebra และ    2 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ แลว้จะไดว้่า 
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1.  ถา้            เป็น Boolean derivations บน   แลว้                   
เป็นไอดีลของ   

2.  ถา้   เป็น Boolean derivation บน   แลว้           เป็นไอดีลของ   
 

ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   นิยาม kernel ของ   
แทนดว้ยสญัลกัษณ์          นิยามโดย                      
  
ข้อสังเกต 1.43 

 1.  จากทฤษฎีบท 1.9(2) จะไดว้่า      นั่นคือ              
  2.  จากทฤษฎีบท 1.36 จะไดว้่า ถา้                    ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก 
   2 
 
ทฤษฎีบท 1.44  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า 
         เป็นไอดีลของ    
   
พิสูจน์ สมมติให้              และ       
 จาก              จะไดว้่า      และ        

ดงันั้น                   (โดยทฤษฎีบท 1.27) 
                               (จาก     ) 
                        
นัน่คือ          
แสดงว่า              
ดงันั้น                  (จาก   เป็น Boolean derivation) 
                           (จาก      และ     ) 
นัน่คือ          
แสดงว่า              
นัน่คือ          สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 และ 2 ของบทนิยาม 25 ในส่วนวิธีการ 
ดงันั้น สรุปไดว้่า          เป็นไอดีลของ   
โดยทฤษฎีบท 1.34 ทฤษฎีบท 1.36 และ ทฤษฎีบท 1.44 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบท

แทรก ดงัน้ี 
บทแทรก 1.45  ให้   เป็น Boolean algebra และ    2 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ แลว้จะไดว้่า 
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1.  ถา้            เป็น Boolean derivations บน   แลว้                   
เป็นไอดีลของ   

2.  ถา้   เป็น Boolean derivation บน   แลว้           เป็นไอดีลของ   
 

ให้   เป็น Boolean algebra และ     ก  าหนดให้        เป็นฟังกช์นั นิยามโดย 
          ส าหรับทุก     โดยทฤษฎีบท 1.8 จะไดว้่า    เป็น Boolean derivation บน      
และนิยาม                

 
ต่อไปจะแสดงความสมัพนัธ์ระหว่าง Boolean algebra   และ      ดงัน้ี 

บทตั้ง 1.46  ให้                และนิยาม     เป็นการด าเนินการทวิภาคบน      โดย 
                      และ                         
ส าหรับทุก            และ     แลว้จะไดว้่า     เป็นการด าเนินการแจ่มชดั (well 
defined) 
 
พิสูจน์ สมมติให้             โดยท่ี       และ        
 จาก       จะไดว้่า        และ         
 ดงันั้น                            
                                    
                           
                            
 นัน่คือ                  

และ                              
                                    
                           
                            

นัน่คือ                  
 ดงันั้น สรุปไดว้่า     เป็นการด าเนินการแจ่มชดั  
 
ทฤษฎีบท 1.47  ให้                และนิยาม     เป็นการด าเนินการทวิภาคบน      
เช่นเดียวกบับทตั้ง 1.46 แลว้จะไดว้่า                    เป็น Boolean algebra   
 
พิสูจน์ จาก   เป็น Boolean algebra จะไดว้่า     ดงันั้น          
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สมมติให้                 โดยท่ี           
(1)                และ               
 
(2)                        และ                       
 
(3)                                          
                                                  

 

(4)                         และ                             

 

                  (5)                                                       
                                                                                    

 

(6)  เราทราบว่า       ดงันั้น            
แลว้จะไดว้่า                และ                

 

(7)  จาก       จะไดว้่า           
ดงันั้น              

 แลว้จะไดว้่า                 และ                 
จากการพิสูจน์ (1) - (7) สรุปไดว้่า                    เป็น Boolean algebra 

 
ทฤษฎีบท 1.48  ให้   เป็น Boolean algebra แลว้   สมสณัฐาน (isomorphic) กบั       
   
พิสูจน์ ก  าหนดให้          เป็นฟังกช์นั นิยามโดย         ส าหรับทุก      
 จะตอ้งแสดงว่า   (1)    เป็น Boolean homomorphism 
   (2)    เป็น injective function 

(3)    เป็น surjective function 
 (1)  ให้       

จะไดว้่า                                  
                                  
และ                                  
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ฉะนั้น                
ดงันั้น   เป็น Boolean homomorphism 
 

 (2)  ให้       และ           
 จาก           จะไดว้่า        

  นัน่คือ              ส าหรับทุก       
 ดงันั้น         
              
                    (จาก             ) 
          
 นัน่คือ         
 โดยการพิสูจน์ในท านองเดียวกนั จะไดว้่า         

ดงันั้น     
นัน่คือ   เป็นเป็น injective function 
 

 (3)  ส าหรับแต่ละ         จะมี     ซ่ึง          
ดงันั้น   เป็นเป็น surjective function 

 จากการพิสูจน์ (1) - (3) สรุปไดว้่า   สมสณัฐานกบั       
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ตอนที่ 2  Boolean  -derivations ใน Boolean algebra 
 

ในหัวขอ้น้ีเราจะนิยาม Boolean  -derivation ใน Boolean algebra พร้อมทั้งแสดงสมบติั
ต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 
 

บทนิยาม 2.1  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั เราจะกล่าวว่าฟังกช์นั 
      เป็น Boolean  -derivation บน   ถา้ ส าหรับทุก       

1.                                  
2.                   

 
ข้อตกลง เพ่ือความสะดวกเขียน    แทน      
 
ข้อสังเกต 2.2 

1.  ถา้     แลว้จะไดว้่า              

  2.  ถา้   เป็นฟังกช์นัเอกลษัณ์ แลว้จะไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน     
 
ตวัอย่าง 2.3  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ ก  าหนดให้       
เป็นฟังกช์ัน และ       เป็นฟังกช์นั ท่ีนิยามตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

       
            
            

               ส าหรับทุก      

จากตวัอยา่ง 1.4 จะไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน   
นอกจากนั้นยงัสามารถตรวจสอบไดว้่า  
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
ดงันั้น   เป็น Boolean  -derivation บน     
นัน่คือ   เป็นทั้ง Boolean derivation และ Boolean  -derivation บน     
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ตวัอย่าง 2.4  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ ก  าหนดให้       
เป็นฟังกช์ัน และ       เป็นฟังกช์นั ท่ีนิยามตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

     
            
            

                      
            
            

    

จากตวัอยา่ง 1.4 จะไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน     
นอกจากนั้นยงัสามารถตรวจสอบไดว้่า  
              
                                       
และพบว่า                            
ดงันั้น   ไม่เป็น Boolean  -derivation บน     
นัน่คือ   เป็น Boolean derivation แต่ไม่เป็น Boolean  -derivation บน     
 
ตวัอย่าง 2.5  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ ก  าหนดให้       
เป็นฟังกช์ัน นิยามโดย       ส าหรับทุก     และ       เป็นฟังกช์นั นิยามโดย         

ส าหรับทุก      
ตรวจสอบไดว้่า  
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                        
                                       

ดงันั้น                            ส าหรับทุก       
นอกจากน้ียงัตรวจสอบไดว้่า 
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
ดงันั้น              ส าหรับทุก       
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จากการตรวจสอบขา้งตน้สรุปไดว้่า   เป็น Boolean  -derivation บน     
นอกจากนั้นยงัสามารถตรวจสอบไดว้่า  
              
                                 
และพบว่า                      
ดงันั้น   ไม่เป็น Boolean derivation บน     
นัน่คือ   ไม่เป็น Boolean derivation แต่เป็น Boolean  -derivation บน     
 

ตวัอย่าง 2.6  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ ก  าหนดให้       
เป็นฟังกช์ัน และ       เป็นฟังกช์นั ท่ีนิยามตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

      ส าหรับทุก               
            
            

  

จากตวัอยา่ง 2.5 จะไดว้่า   ไม่เป็น Boolean derivation บน     
นอกจากนั้นยงัสามารถตรวจสอบไดว้่า  
              
                                   
และพบว่า                            
ดงันั้น   ไม่เป็น Boolean  -derivation บน     
นัน่คือ   ไม่เป็นทั้ง Boolean derivation และ Boolean  -derivation บน     
 
ตวัอย่าง 2.7  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั ถา้       เป็นฟังกช์ัน 
นิยามโดย      ส าหรับทุก     แลว้จะไดว้่า   เป็น Boolean  -derivation บน   และเรียก   
น้ีว่า zero Boolean  -derivation 
 
ตวัอย่าง 2.8  ให้   เป็น Boolean algebra และ     ถา้       เป็นฟังกช์นั นิยามโดย 
          ส าหรับทุก      เม่ือ       เป็น Boolean homomorphism แลว้จะไดว้่า   
เป็น Boolean  -derivation บน   
ตรวจสอบไดว้่า ส าหรับทุก       
                                                  
                                          
                              
                            
ดงันั้น                             
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และ                     
                     
                
            
ดงันั้น              
จากการแสดงขา้งตน้ สรุปไดว้่า   เป็น Boolean  -derivation บน     
 
ตวัอย่าง 2.9  ให้   เป็น Boolean algebra และ     ถา้       เป็นฟังกช์นั นิยามโดย 
          ส าหรับทุก     เม่ือ       เป็น Bolean homomorphism แลว้จะไดว้่า   เป็น 
Boolean  -derivation บน   
ตรวจสอบไดว้่า ส าหรับทุก       
                                                  
                                      
                            
                          
ดงันั้น                              
และ                         
                    
              
            
ดงันั้น              

จากการแสดงขา้งตน้ สรุปไดว้่า   เป็น Boolean  -derivation บน     
 

ทฤษฎีบท 2.10  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก       

1.              
2.                          
3.  ถา้      แลว้          
4.  ถา้        แลว้        
5.  ถา้      แลว้          
6.  ถา้      แลว้             
 

พิสูจน์ สมมติให้       
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 (1)                (จาก       ) 
                                                (จาก   เป็น Boolean  -derivation) 
                                   

ดงันั้น           
 
(2)  จาก (1) จะไดว้่า             
ดงันั้น                      (โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ) 
                                                   
                                        (จาก   เป็น Boolean  -derivation) 

        เน่ืองจาก            และ              
 โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                       

และ                                    
        ดงันั้น                              (จาก   เป็น Boolean  -derivation) 

                                                
                                         

                                     (จาก   เป็น Boolean  -derivation) 

ดงันั้น                        
 
(3)  สมมติให้      
จาก (1) จะไดว้่า            
ฉะนั้น           
แต่เราทราบว่า     ส าหรับทุก     

 ฉะนั้น           
 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า          

 
(4)  สมมติให้        
จาก (1) จะไดว้่า            
ฉะนั้น         
แต่เราทราบว่า      ส าหรับทุก     

 ฉะนั้น         
 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า        
 



 

 

65 

(5)  สมมติให้      
จาก (1) จะไดว้่า            
ฉะนั้น           
แต่เราทราบว่า      ส าหรับทุก     

 ฉะนั้น           
 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า          
 
 (6)  สมมติให้        
 จะไดว้่า                        
                                       

                                   (จาก       ) 
                              (โดยบทนิยาม 2.1(1)) 

                
                            

ดงันั้น           
 

 โดยทฤษฎีบท 2.10(6) เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาดงับทแทรก ดงัน้ี   
บทแทรก 2.11  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน โดยท่ี       แลว้จะไดว้่า 

1.          ส าหรับทุก     กต่็อเม่ือ   เป็น zero Boolean  -derivation 
2.          ส าหรับทุก     กต่็อเม่ือ         
 

ทฤษฎีบท 2.12  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน โดยท่ี        แลว้จะไดว้่า  
 1.         

2.                      ส าหรับทุก     
 

พิสูจน์ สมมติให้       เป็นฟังกช์นั โดยท่ี         
(1)  โดยทฤษฎีบท 2.10(1) จะไดว้่า             
ดงันั้น        
แต่เราทราบว่า     ส าหรับทุก     
ฉะนั้น         
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 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า        
 
 (2)  โดยบทนิยาม 1(7) ในส่วนวิธีการ เราทราบว่า        

ดงันั้น จาก (1) จะไดว้่า               
แต่เราทราบว่า                               
ฉะนั้น                         
ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 19(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                      
 
โดยทฤษฎีบท 2.12(1) เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาดงับทแทรก ดงัน้ี   

บทแทรก 2.13  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน ถา้        แลว้   เป็น regular Boolean  -derivation 
 
ตวัอย่าง 2.14  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ ก  าหนดให้       
เป็นฟังกช์ัน และ       เป็นฟังกช์นั ท่ีนิยามตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

      
            
            

                  
            
            

  

ตรวจสอบไดว้่า  
                                         
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
ดงันั้น                            ส าหรับทุก       
นอกจากน้ียงัตรวจสอบไดว้่า 
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ดงันั้น              ส าหรับทุก       
จากการตรวจสอบขา้งตน้สรุปไดว้่า   เป็น Boolean  -derivation บน     
 
ข้อสังเกต 2.15  ตวัอยา่ง 2.14 แสดงให้เห็นว่า บทกลบัของทฤษฎีบท 2.10(3) และ 2.12(1) ไม่จริง 
 

ทฤษฎีบท 2.16  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็น Boolean hommomorphism ถา้       โดยท่ี     แลว้จะไดว้่า 

1.                
2.                
3.             

 
พิสูจน์ สมมติให้        โดยท่ี     และ       เป็น Boolean hommomorphism  
 โดยทฤษฎีบท 23 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า   เป็น order-preserving และ         
  จาก   เป็น order-preserving และ     จะไดว้่า            
 จาก        โดยทฤษฎีบท 2.12(1) จะไดว้่า        
 (1)  จาก     โดยทฤษฎีบท 18 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า        

  ดงันั้น                   (จาก     ) 
 นัน่คือ               
 
 (2)  จาก           โดยทฤษฎีบท 17(3) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                 

 จาก   เป็น Boolean hommomorphism โดยบทนิยาม 21 ในส่วนวิธีการ  
 จะไดว้่า               และ               

  ดงันั้น                    (โดยทฤษฎีบท 2.10(1)) 
                      (จาก               ) 
                                   (จาก                ) 

                                                (จาก               ) 
นัน่คือ               

 
 (3) จาก           โดยทฤษฎีบท 2.10(1) จะไดว้่า              
 โดยทฤษฎีบท 2.10(1) จะไดว้่า            
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 จาก         และ           
 โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                  
 และ                                  
 ดงันั้น                     
                                                           (จาก   เป็น Boolean hommomorphism) 
                                               (จาก       ) 
                                    (จาก        ) 
 นัน่คือ            

แต่เราทราบว่า     ส าหรับทุก     
ฉะนั้น             

 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า            
 
ทฤษฎีบท 2.17  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็น Boolean hommomorphism แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก     
 1.             
 2.            กต่็อเม่ือ          
 
พิสูจน์ ให้      
 (1)  โดยทฤษฎีบท 2.16(3) แทน       จะไดว้่า            
 
 (2)  (   )  สมมติให้           ส าหรับทุก         
 จาก   เป็น Boolean homomorphism โดยทฤษฎีบท 23 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า         
 จาก        โดยทฤษฎีบท 2.12(2) จะไดว้่า            

ดงันั้น                             (จาก           ) 
                   (จาก            ) 
 นัน่คือ              
 โดยทฤษฎีบท 18 ในส่วนวิธีการจะไดว้่า           
 แต่จากทฤษฎีบท 2.10(1) เราทราบว่า           
 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า           
 

       (   )  สมมติให้         ส าหรับทุก         
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 จาก   เป็น Boolean hommomorphism โดยบทนิยาม 21 ในส่วนวิธีการ  
 จะไดว้่า                  
 ดงันั้น                   (จาก        ) 
                                                    (จาก               ) 
                
 นัน่คือ           ส าหรับทุก       
 
ทฤษฎีบท 2.18  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่า   เป็น order-preserving 
พิสูจน์  สมมติให้       โดยท่ี       

จาก     จะไดว้่า       
 ดงันั้น                (จาก      ) 
                    (โดยบทนิยาม 2.1(2)) 
  นัน่คือ          

ฉะนั้น       
ดงันั้น โดยบทนิยาม 20(3) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า   เป็น order-preserving 

 

ทฤษฎีบท 2.19  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็น Boolean hommomorphism ถา้        ส าหรับทุก     แลว้   เป็น zero Boolean  -
derivation 
 
พิสูจน์ สมมติให้        ส าหรับทุก     

 จาก   เป็น Boolean homomorphism โดยทฤษฎีบท 23 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า         
 จาก        โดยทฤษฎีบท 2.12(1) จะไดว้่า        
    ดงันั้น                  (จาก       ) 
                    (จาก     ) 
                                (จาก     ) 
 นัน่คือ             
 ให้     เราทราบว่า       

โดยทฤษฎีบท 2.18 เราทราบว่า   เป็น order-preserving  
จาก     และ   เป็น order-preserving จะไดว้่า         
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 ดงันั้น      

แต่เราทราบว่า     ส าหรับทุก      
ฉะนั้น        
ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า      
นัน่คือ   เป็น zero Boolean  -derivation 

 
ทฤษฎีบท 2.20  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็น Boolean homomorphism ถา้       โดยท่ี      และ         แลว้          
 

พิสูจน์ สมมติให้       โดยท่ี     และ          
จาก   เป็น Boolean homomorphism  
โดยทฤษฎีบท 23 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า   เป็น order-preserving 

 จาก   เป็น order-preserving และ     จะไดว้่า             
ดงันั้น                             (จาก    ) 
                                (โดยบทนิยาม 2.1(1)) 
                                  (จาก                ) 
                             

 นัน่คือ          
 

ทฤษฎีบท 2.21  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็น Boolean homomorphism ถา้                 โดยท่ี            และ 
          แลว้จะไดว้่า           ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
 
พิสูจน์ พิสูจน์ในท านองเดียวกบัทฤษฎีบท 1.22 
 

โดยทฤษฎีบท 2.20 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาดงับทแทรก ดงัน้ี 
บทแทรก 2.22  ให้   เป็น Boolean algebra ก  าหนดให้       เป็นฟังกช์ัน และ       เป็น 
Boolean homomorphism ถา้มีบาง       โดยท่ี     และ         แต่         แลว้จะ
ไดว้่า   ไม่เป็น Boolean  -derivation บน   
 
พิสูจน์ สมมติให้   เป็น Boolean  -derivation บน   
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จะไดว้่า                                 (จาก    ) 
                       (โดยบทนิยาม 2.1(1) 
                          (จาก                ) 
                     

 นัน่คือ         ซ่ึงขดัแยง้กบั         
 ดงันั้น   ไม่เป็น Boolean  -derivation บน   
 
ตวัอย่าง 2.23  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ ก  าหนดให้       
เป็นฟังกช์ัน และ       เป็นฟังกช์นั ท่ีนิยามตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

     
             
             

                       ส าหรับทุก      
 

จากการนิยามขา้งตน้ ชดัเจนว่า   เป็น Boolean homomorphism 

จากนิยามขา้งตน้เราสงัเกตไดว้่า     และ           แต่             
ฉะนั้น โดยบทแทรก 2.22 จะไดว้่า   ไม่เป็น Boolean  -derivation บน     
 
ทฤษฎีบท 2.24  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่า                 ส าหรับทุก       
 
พิสูจน์ สมมติให้         

จะไดว้่า                               (จาก           ) 
                                   (โดยบทนิยาม 2.1(2)) 
                                                 (โดยบทนิยาม 2.1(1)) 
                                          
                                               
                                                    (จาก                ) 

 ดงันั้น                 ส าหรับทุก       
 

ทฤษฎีบท 2.25  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่า            ส าหรับทุก     

 
พิสูจน์ สมมติให้     และเราทราบว่า     
 โดยทฤษฎีบท 2.18 เราทราบว่า   เป็น order-preserving 
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ดงันั้น       
โดยทฤษฎีบท 2.10(1) เราทราบว่า           
ดงันั้น                
โดยทฤษฎีบท 2.24 จะไดว้่า                             

 ดงันั้น            ส าหรับทุก     
   

โดยทฤษฎีบท 2.25 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาดงับทแทรก ดงัน้ี 
บทแทรก 2.26  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก     
 1.          กต่็อเม่ือ       
 2.          กต่็อเม่ือ         
 
ทฤษฎีบท 2.27  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน จะไดว้่า      กต่็อเม่ือ        และ         ส าหรับทุก     
 
พิสูจน์   (   )  สมมติให้      และ     
 โดยทฤษฎีบท 2.10(3) จะไดว้่า        
 โดยทฤษฎีบท 2.25 จะไดว้่า                   
 ดงันั้น        และ         ส าหรับทุก     
 
 (   )  ชดัเจน 
 

ทฤษฎีบท 2.28  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็น order-preserving แลว้จะไดว้่า                ส าหรับทุก       
 
พิสูจน์ สมมติให้       และเราทราบว่า          
 จาก   เป็น order-preserving จะไดว้่า                
 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 2.10(1) จะไดว้่า                   
 โดยทฤษฎีบท 2.18 เราทราบว่า   เป็น order-preserving 
 ดงันั้น              

โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                     
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โดยทฤษฎีบท 2.10(1) จะไดว้่า         
ดงันั้น                        
จะไดว้่า                                 (จาก           ) 
                                       (โดยบทนิยาม 2.1(1)) 
                                                    (จาก          ) 
                                          (จาก               ) 

 ดงันั้น                ส าหรับทุก       
 

ทฤษฎีบท 2.29  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่า              ส าหรับทุก         
 

พิสูจน์ สมมติให้        
โดยทฤษฎีบท 2.10(2) จะไดว้่า              

 เราทราบว่า        และ          
โดยทฤษฎีบท 2.18 เราทราบว่า   เป็น order-preserving 

 ดงันั้น           และ              
ฉะนั้น                
ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                 

   
โดยทฤษฎีบท 2.29 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาดงับทแทรก ดงัน้ี 

บทแทรก 2.30  ให้   เป็น Boolean algebra ก  าหนดให้       เป็นฟังกช์ันและ       เป็น 
ฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่า                           ส าหรับทุก         
 
ทฤษฎีบท 2.31  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่า                             โดยท่ี
              ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2 
 
พิสูจน์ พิสูจน์ในท านองเดียวกบัทฤษฎีบท 1.30 
 
ทฤษฎีบท 2.32  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่าขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  
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1.                 ส าหรับทุก       
2.               ส าหรับทุก       
 

พิสูจน์  สมมติให้         
 (1)   (2)  สมมติให้                    
 จะไดว้่า                       
 แต่เราทราบว่า            และ            
 ฉะนั้น           และ           
 ดงันั้น                

โดยทฤษฎีบท 2.10(2) เราทราบว่า                  
 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                
 

(2)   (1)  สมมติให้                  
 แต่เราทราบว่า          และ          
 โดยทฤษฎีบท 2.10(1) เราทราบว่า         
 ฉะนั้น            

จาก          และ            จะไดว้่า                 
นัน่คือ                        
จาก   เป็น Boolean  -derivation จะไดว้่า                            
ฉะนั้น                  

 ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                  
 

โดยทฤษฎีบท 2.29 และ ทฤษฎีบท 2.32 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นทฤษฎีบทดงัน้ี 
ทฤษฎีบท 2.33  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็นฟังกช์ัน แลว้จะไดว้่า                ส าหรับทุก         
 

ทฤษฎีบท 2.34  ให้   เป็น Boolean algebra และ    เป็น Boolean   -derivation บน   เม่ือ 
       เป็นฟังกช์ัน ส าหรับ    1  2 ก  าหนดให้           เป็นฟังกช์นั นิยามโดย 
                   ส าหรับทุก     แลว้จะไดว้่า       เป็น Boolean        -
derivation บน     
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พิสูจน์ สมมติให้       โดยทฤษฎีบท 2.33 และบทนิยาม 2.1 จะไดว้่า 
                          
                                                     
                                    
                                                  
                                                        

และ                             
                                                      
                                     
                                        

ดงันั้น       เป็น Boolean (      -derivation บน     
 

ทฤษฎีบท 2.35  ให้   เป็น Boolean algebra และ    เป็น Boolean   -derivation บน   เม่ือ 
       เป็นฟังกช์ัน ส าหรับ    1  2     แลว้จะไดว้่า            เป็น Boolean 
            -derivation บน   ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2 
(เม่ือ                              ส าหรับทุก    ) 
 
พิสูจน์ โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   

สมมติให้ P(n) แทนขอ้ความ            เป็น Boolean             -
derivation บน       
ส าหรับ    2 โดยทฤษฎีบท 2.34 จะไดว้่า       เป็น Boolean        -derivation 
บน   
ให้    2 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ และสมมติให้ P(n) เป็นจริง  
นัน่คือ            เป็น Boolean             -derivation บน       
ก  าหนดให้               และ               
ฉะนั้น    เป็น Boolean   -derivation บน       
จาก      เป็น Boolean     -derivation บน       
โดยทฤษฎีบท 2.34 จะไดว้่า         เป็น Boolean          -derivation บน   
นัน่คือ              เป็น Boolean               -derivation บน   
ดงันั้น สรุปไดว้่า            เป็น Boolean             -derivation บน   
ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2  
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ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       เป็น
ฟังกช์ัน นิยาม                         

 
ตวัอย่าง 2.36  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ ก  าหนดให้       
เป็นฟังกช์ัน และ       เป็นฟังกช์นั ท่ีนิยามตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

      
            
            

                  
            
            

  

จากตวัอยา่งท่ี 2.14 จะไดว้่า   เป็น Boolean  -derivation บน   
จากการนิยามขา้งตน้เราพบว่า               
ดงันั้น               
 
ตวัอย่าง 2.37  ให้   เป็น Boolean algebra นิยามดงัตวัอยา่ง 4 ในส่วนวิธีการ ก  าหนดให้       
เป็นฟังกช์ัน และ       เป็นฟังกช์นั ท่ีนิยามตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

       
            
            

                  
            
            

  

ตรวจสอบไดว้่า  
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                       
                                        
                                       
ดงันั้น                            ส าหรับทุก       
นอกจากน้ียงัตรวจสอบไดว้่า 
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
ดงันั้น              ส าหรับทุก       
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จากการตรวจสอบขา้งตน้สรุปไดว้่า   เป็น Boolean  -derivation บน     
จากการนิยามขา้งตน้เราพบว่า             
 
ข้อสังเกต 2.38  

1. โดยทฤษฎีบท 2.20 จะไดว้่า ถา้     และ             แลว้             
2. ถา้   เป็น Boolean homomorphism โดยทฤษฎีบท 23 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า       

ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 2.12 จะไดว้่า      นัน่คือ           ฉะนั้น              

 
 ผลลพัธ์ต่อไปน้ี เราสมมติให้           เป็นสบัเซตของ   โดยท่ี             
ทฤษฎีบท 2.39  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็น Boolean homomorphism แลว้จะไดว้่า           เป็นไอดีลของ    
   
พิสูจน์ สมมติให้               และ       
 จาก               จะไดว้่า         และ          
 โดยทฤษฎีบท 2.10(1) เราทราบว่า           

โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                       
ดงันั้น                                (โดยบทนิยาม 2.1(1)) 
                                              (จาก       )) 
                              (จาก                  ) 
                                    (จาก   เป็น Boolean homomorphism) 
นัน่คือ               
แสดงว่า               
และ                     (โดยบทนิยาม 2.1(2)) 
                (จาก         และ        ) 
             (จาก   เป็น Boolean homomorphism) 
นัน่คือ               
แสดงว่า               
นัน่คือ           สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 และ 2 ของบทนิยาม 25 ในส่วนวิธีการ 
ดงันั้น สรุปไดว้่า           เป็นไอดีลของ   
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ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       เป็น
ฟังกช์ัน นิยาม kernel ของ   แทนดว้ยสญัลกัษณ์          นิยามโดย          

            
 

ข้อสังเกต 2.40 
1.  จากตวัอยา่งท่ี 2.5 จะไดว้่า             

 2.  ถา้   เป็น Boolean hommomorphismโดยทฤษฎีบท 23 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า 
        ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 2.12 จะไดว้่า      นัน่คือ             
 

ผลลพัธ์ต่อไปน้ี เราสมมติให้          เป็นสบัเซตของ   โดยท่ี            
ทฤษฎีบท 2.41  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       
เป็น Boolean homomorphism แลว้จะไดว้่า          เป็นไอดีลของ    
   
พิสูจน์ สมมติให้              และ       
 จาก              จะไดว้่า      และ        

ดงันั้น                    (โดยทฤษฎีบท 2.29) 
                                     (จาก     ) 
                        
นัน่คือ          
แสดงว่า              
และ                    (โดยบทนิยาม 2.1(2)) 
                         (จาก      และ     ) 
นัน่คือ          
แสดงว่า              
นัน่คือ          สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 และ 2 ของบทนิยาม 25 ในส่วนวิธีการ 
ดงันั้น สรุปไดว้่า          เป็นไอดีลของ   
 
โดยทฤษฎีบท 2.35 ทฤษฎีบท 2.39 และ ทฤษฎีบท 2.41 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบท

แทรก ดงัน้ี 
บทแทรก 2.42  ให้   เป็น Boolean algebra และ    เป็น Boolean   -derivation บน   เม่ือ 
       เป็นฟังกช์ัน ส าหรับ    1  2     แลว้จะไดว้่า 
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1.                 
               เป็นไอดีลของ   

2.                    เป็นไอดีลของ   
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ตอนที่ 3  Symmetric Boolean derivations ใน Boolean algebra 
 

ในหัวขอ้น้ีเราจะนิยาม Symmetric Boolean derivation ใน Boolean algebra พร้อมทั้งแสดง
สมบติัต่างๆ ท่ีเก ีย่วขอ้ง 
 

บทนิยาม 3.1  ให้   เป็น Boolean algebra และ         เป็นฟังกช์นั จะเรียก   ว่า 
symmetric function ถา้               ส าหรับทุก       

 
บทนิยาม 3.2  ให้   เป็น Boolean algebra และ         เป็น symmetric function จะเรียก   
วา่ symmetric Boolean derivation บน    ถา้ ส าหรับทุก         

1.                          
2.                                  

 

ข้อสังเกต 3.3  จาก         เป็น symmetric function โดยบทนิยาม 3.2 จะไดว้่า 
1.                                                  
2.                                          

                                          
 

บทนิยาม 3.4  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็นฟังกช์นั จะเรียก   วา่ trace ของ    
ถา้             ส าหรับทุก     เม่ือ   เป็น symmetric Boolean derivation บน     
 
ข้อตกลง เพ่ือความสะดวกเขียน    แทน      
 
ตวัอย่าง 3.5  ให้   เป็น Boolean algebra และ         เป็นฟังกช์นั นิยามโดย        

    ส าหรับทุก       แลว้จะไดว้่า   เป็น symmetric Boolean derivation บน   
ตรวจสอบไดว้่า ส าหรับทุก         
            
                          
                             

ดงันั้น                
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ดงันั้น                        
                
                             

                                
                                     
ดงันั้น                                
จากการแสดงขา้งตน้ สรุปไดว้่า   เป็น symmetric Boolean derivation บน     
 
ตวัอย่าง 3.6  ให้   เป็น Boolean algebra และ     ก  าหนดให้         เป็นฟังกช์นั 
นิยามโดย                ส าหรับทุก       แลว้จะไดว้่า   เป็น symmetric Boolean 
derivation บน   
ตรวจสอบไดว้่า ส าหรับทุก         
                
                             
                            

ดงันั้น                
                      
                         
                              

                                  
ดงันั้น                        
                    

                                 
                                    
                                     
ดงันั้น                                
จากการแสดงขา้งตน้ สรุปไดว้่า   เป็น symmetric Boolean derivation บน     
 
ตวัอย่าง 3.7  ให้   เป็น Boolean algebra และ         เป็นฟังกช์นั นิยามโดย        

    ส าหรับทุก        
ตรวจสอบไดว้่า  
                         
                        
ดงันั้น                                
ฉะนั้น   ไม่เป็น symmetric Boolean derivation บน     
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ตวัอย่าง 3.8  ให้   เป็น Boolean algebra และ     โดยท่ี     ก  าหนดให้         เป็น
ฟังกช์ัน นิยามโดย                ส าหรับทุก        
ตรวจสอบไดว้่า  
                            
                                    
ดงันั้น                                
ฉะนั้น   ไม่เป็น symmetric Boolean derivation บน     
 
ตวัอย่าง 3.9  ให้   เป็น Boolean algebra และ         เป็นฟังกช์นั นิยามโดย          
ส าหรับทุก       แลว้จะไดว้่า   เป็น symmetric Boolean derivation บน     
 
ทฤษฎีบท 3.10  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น symmetric Boolean derivation บน   แลว้
จะไดว้่า ส าหรับทุก         

1.                             
2.           และ            
3.           และ            
4.                          
5.                          
6.    เป็น order-preserving   
 

พิสูจน์ สมมติให้           
 (1)  เราทราบว่า                 และ                 
 โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า  
                                  
 และ                                          
 ดงันั้น                                      
 แต่เราทราบว่า                                
 ฉะนั้น                        

  
 (2)                     (จาก      ) 

                               (โดยบทนิยาม 3.2(2)) 
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นัน่คือ              
 โดยการพิสูจน์ในท านองเดียวกนั จะไดว้่า              
 ดงันั้น          และ            
 

(3)  จาก (2) จะไดว้่า          และ              
เราทราบว่า     ส าหรับทุก     
ฉะนั้น            
โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า            
ดงันั้น            
 
(4)  จาก (2) เราทราบว่า          และ            
โดยทฤษฎีบท 18 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า               
โดยการพิสูจน์ในท านองเดียวกนั จะไดว้่า               
ดงันั้น                         

 
(5)  จาก (2) เราทราบว่า          และ            

 ดงันั้น             
 พิจารณา                       (จาก      ) 

                                         (โดยบทนิยาม 3.2(2)) 
                                    

นัน่คือ                 
          ดงันั้น                         

 
(6)  ให้                 โดยท่ี             

โดยบทนิยาม 12 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า       และ       
โดยทฤษฎีบท 7 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า       และ       

 ดงันั้น                        
                                      
                                                                                   
  นัน่คือ                                    
 โดยทฤษฎีบท 9 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า               

ดงันั้น โดยบทนิยาม 20 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า   เป็น order-preserving 
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โดยทฤษฎีบท 3.10(3) เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรกดงัน้ี 
บทแทรก 3.11  ให้   เป็น Boolean algebra และ         เป็นฟังกช์นั ถา้          
ส าหรับบาง     แลว้   ไม่เป็น symmetric Boolean derivation บน     
 
ตวัอย่าง 3.12  ให้   เป็น Boolean algebra และ         เป็นฟังกช์ัน นิยามโดย          

         
                            

                        
  

ตรวจสอบไดว้่า  
                     
ดงันั้น โดยบทแทรก 3.11 จะไดว้่า   ไม่เป็น symmetric Boolean derivation บน     
 
ทฤษฎีบท 3.13  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก       

1.           
2.       และ        
3.                
4.       กต่็อเม่ือ              
 

พิสูจน์ สมมติให้       
 (1)                (โดยบทนิยาม 3.4)  
                                                 (จาก      ) 
                                                  (โดยบทนิยาม 3.2(2)) 
                                    
                   

ดงันั้น          
 
(2)  จาก (1) จะไดว้่า      และ          
เราทราบว่      ส าหรับทุก     
ฉะนั้น        
โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการจะไดว้่า        
ดงันั้น        
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 (3)                (โดยบทนิยาม 3.4)  
                                    (จาก          )) 
                                               (โดยบทนิยาม 3.2(1)) 
                                                    (โดยบทนิยาม 3.4)                   

ดงันั้น               
 

 (4)  (   )  สมมติให้        
โดยบทนิยาม 3.4 จะไดว้่า             

ดงันั้น                     

โดยทฤษฎีบท 3.10(5) จะไดว้่า                    
นัน่คือ          

โดยทฤษฎีบท 3.10(3) เราทราบว่า          

ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการจะไดว้่า            
 
       (   )  สมมติให้          ส าหรับทุก     

 ดงันั้น               
 
ทฤษฎีบท 3.14  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก       

1.                          
2.                                  

 
พิสูจน์ สมมติให้        
 (1)                      (โดยบทนิยาม 3.4) 
                                    (โดยบทนิยาม 3.2(1))  

                                   
                           (โดยบทนิยาม 3.4)                   

  ดงันั้น                     
 
 (2)  โดยทฤษฎีบท 3.10(2) จะไดว้่า              และ              

      เราทราบว่า       และ       
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 ดงันั้น            และ            
 จะไดว้่า                               (โดยบทนิยาม 3.4) 
                                     (โดยบทนิยาม 3.2(2))
                                           (จาก           ) 
                                             (จาก           ) 

                                         
                               
                                          (โดยทฤษฎีบท 3.10(2))                   

  ดงันั้น                                 
 
ทฤษฎีบท 3.15  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า   เป็น order-preserving 

 

พิสูจน์ สมมติให้       โดยท่ี       
 จาก     จะไดว้่า       
 โดยทฤษฎีบท 3.14(1) จะไดว้่า                          

โดยทฤษฎีบท 9 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า       
ดงันั้น โดยบทนิยาม 20 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า   เป็น order-preserving 

 
ทฤษฎีบท 3.16  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก       

1.                และ              
2.                และ               
3.               
4.            และ             
5.            
 

พิสูจน์ สมมติให้        
 (1)  โดยทฤษฎีบท 3.14(1) จะไดว้่า                       

โดยทฤษฎีบท 9 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า               และ              
 

 (2)  โดยทฤษฎีบท 3.14(1) จะไดว้่า                                 
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โดยทฤษฎีบท 9 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า               และ               
 
 (3)  จาก (2) จะไดว้่า               
 โดยทฤษฎีบท 3.13(1) เราทราบว่า          
 โดยทฤษฎีบท 17(1) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                
 ดงันั้น                      
 
 (4)  จาก (1) จะไดว้่า                   
 จาก (2) จะไดว้่า                    
 ดงันั้น           และ             
 
 (5)  จาก (2) จะไดว้่า                  
  ดงันั้น           
   

โดยทฤษฎีบท 3.16(5) เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรกดงัน้ี 
บทแทรก 3.17  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก     
 1.  ถา้      แลว้จะไดว้่า       
 2.  ถา้      แลว้จะไดว้่า      
 
ทฤษฎีบท 3.18  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   ถา้       โดยท่ี     แลว้จะไดว้่า 

1.             
2.                
3.                            
4.             
 

พิสูจน์  สมมติให้       โดยท่ี          
 (1)  จาก     โดยทฤษฎีบท 17(3) ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า       

 โดยทฤษฎีบท 3.13(1) จะไดว้่า        

 ดงันั้น          



 

 

88 

 (2)  จาก      โดยทฤษฎีบท 18 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า        

 ฉะนั้น            
โดยทฤษฎีบท 3.13(2) เราทราบว่า      

 ดงันั้น               
 
 (3)  โดยทฤษฎีบท 3.14(2) จะไดว้่า                                    
 จาก (2) เราทราบว่า               
 ฉะนั้น                              
 โดยทฤษฎีบท 19(2) ในส่วนวิธีการจะไดว้่า                          
    ดงันั้น                          
 
 (4)  โดยทฤษฎีบท 3.16(3) จะไดว้่า                
 จาก (2) เราทราบว่า                
 ดงันั้น           

แต่เราทราบว่า     ส าหรับทุก     
ฉะนั้น            
โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า            
ดงันั้น            

 
โดยทฤษฎีบท 3.18(3) เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรกดงัน้ี 

บทแทรก 3.19  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้                       ส าหรับทุก     
  
ทฤษฎีบท 3.20  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า 
 1.           ส าหรับทุก     
 2.            ส าหรับทุก     กต่็อเม่ือ          
 
พิสูจน์ สมมติให้      
 (1)  โดยทฤษฎีบท 3.18(4) แทน     จะไดว้่า            
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 (2)  (   )  สมมติให้           ส าหรับทุก         
 ดงันั้น                 

โดยบทแทรก 3.19 เราทราบว่า               

 นัน่คือ           
 โดยทฤษฎีบท 17 ในส่วนวิธีการจะไดว้่า        
 โดยทฤษฎีบท 3.13(1) เราทราบว่า        

ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า        
 นัน่คือ               
 

       (   )  สมมติให้          ส าหรับทุก     
 จะไดว้่า                 

                     (จาก         ) 
                       
                          (โดยบทนิยาม 3.4) 

 ดงันั้น           ส าหรับทุก       
 

ทฤษฎีบท 3.21  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   ถา้        ส าหรับทุก     แลว้           
 

พิสูจน์ สมมติให้        ส าหรับทุก     
โดยทฤษฎีบท 3.15 เราทราบว่า   เป็น order-preserving และ       
จาก   เป็น order-preserving และเราทราบว่า       
ฉะนั้น       
จาก        จะไดว้่า           (จาก      และ     ) 

 ดงันั้น      

แต่เราทราบว่า     ส าหรับทุก      
ฉะนั้น        
ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า       
นัน่คือ             
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ทฤษฎีบท 3.22  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   ถา้       โดยท่ี     และ      แลว้       
 

พิสูจน์ สมมติให้       โดยท่ี     และ         
 โดยทฤษฎีบท 3.10(2) จะไดว้่า         ) 
 โดยทฤษฎีบท 3.13(1) จะไดว้่า        

ดงันั้น                 (จาก    ) 
                              (โดยทฤษฎีบท 3.14(2)) 
                                (จาก     ) 
                          (จาก       ) 
 \               (จาก       และ          ) 

 นัน่คือ       
   
ทฤษฎีบท 3.23  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   ถา้              โดยท่ี                 และ  
       แลว้        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
 
พิสูจน์  โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   

สมมติให้ P(n) แทนขอ้ความ ถา้               โดยท่ี                 
และ        แลว้        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
ส าหรับ    2 ถา้         โดยท่ี       และ         
โดยทฤษฎีบท 3.22 จะไดว้่า             
ให้    2 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ และสมมติให้ P(n) เป็นจริง  
นัน่คือ ถา้              โดยท่ี                 และ        แลว้ 
       ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
ให้                   โดยท่ี                   และ             
จาก          และ            โดยทฤษฎีบท 3.22 จะไดว้่า          
จาก P(n) เป็นจริง จะไดว้่า        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก      1 
นัน่คือ                 และ            แลว้        ส าหรับทุก
จ านวนเต็มบวก      1 
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ดงันั้น สรุปไดว้่า ถา้              โดยท่ี                 และ 
        แลว้        ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
 
ทฤษฎีบท 3.24  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า      (เม่ือ           ส าหรับทุก    ) 
 
พิสูจน์ สมมติให้       
 โดยทฤษฎีบท 3.10(2) จะไดว้่า            

โดยทฤษฎีบท 3.13(1) จะไดว้่า                 
 ดงันั้น                 

                                             (จาก     ) 
                                          (โดยทฤษฎีบท 3.14(2)) 

                                     
                                 (จาก          ) 
                                 (จาก            )   

 นัน่คือ        ส าหรับทุก      
ดงันั้น สรุปไดว้่า      

 
ทฤษฎีบท 3.25  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า      ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2  
(เม่ือ                ส าหรับทุก    ) 
 

พิสูจน์  โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   
 สมมติให้ P(n) แทนขอ้ความ      ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2  
 ส าหรับ    2 โดยทฤษฎีบท 3.24 จะไดว้่า       

ให้     2 เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ และสมมติให้ P(n) เป็นจริง  
นัน่คือ       แสดงว่า        ส าหรับทุก     

 ให้     
 จะไดว้่า                   
                   (จาก       ) 
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 นัน่คือ          ส าหรับทุก     
 สรุปไดว้่า      ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2  
 
ข้อสังเกต 3.26  ถา้   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric Boolean derivation บน   โดย
ทฤษฎีบท 3.25 จะไดว้่า    เป็น trace ของ   ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2  
 

ทฤษฎีบท 3.27  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   แลว้จะไดว้่า 

 1.       กต่็อเม่ือ   เป็น identity function 
2.       กต่็อเม่ือ      ส าหรับทุก     
 

พิสูจน์ สมมติให้          
 (1)  (   )  สมมติให้      และเราทราบว่า     ส าหรับทุก     

โดยทฤษฎีบท 3.22 จะไดว้่า      ส าหรับทุก          
 ดงันั้น   เป็น identity function 

      (   )  ชดัเจน 
 

 (2)  (   )  สมมติให้      และเราทราบว่า     ส าหรับทุก     
โดยทฤษฎีบท 3.15(5) เราทราบว่า   เป็น order-preserving 
ดงันั้น          
นัน่คือ         
แต่เราทราบว่า      ส าหรับทุก      
ฉะนั้น        
โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า       

 ดงันั้น             ส าหรับทุก     
      (   )  ชดัเจน 
 

ทฤษฎีบท 3.28  ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric 
Boolean derivation บน   ถา้   เป็น surjective function แลว้   เป็น identity function 
 
พิสูจน์  สมมติให้   เป็น surjective function และ       
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 จาก   เป็น surjective function จะไดว้่า มีสมาชิก     ซ่ึง      
ดงันั้น                     (จาก     ) 

                          
                  (โดยทฤษฎีบท 3.24) 
              
 นัน่คือ      ส าหรับทุก       

ดงันั้น   เป็น identity function 
 
ทฤษฎีบท 3.29  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็น symmetric Boolean derivation บน   
สมมติให้       เป็น trace ของ       ตามล าดบั แลว้จะไดว้่า ส าหรับทุก       
 1.  ถา้               แลว้            

2.  ถา้               แลว้               และ           
 
พิสูจน์  ให้       
 (1)  สมมติให้                
 จะไดว้่า                                            
 ดงันั้น                             
                                                        
                                                                         
                                                    
                                   
                                                                    (จาก                  ) 
            
 นัน่คือ           ส าหรับทุก     
 
 (2)  สมมติให้                 
 จะไดว้่า                          
 ดงันั้น                                      (จาก                    ) 
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                                                                                           (จาก                  ) 
                                                          
 นัน่คือ               ส าหรับทุก     
 และ            

            (จาก   
      ) 

                                                                        
                                                                           (จาก                    ) 
                                                                               
                                      
                                                                               
                                                                                   
                                                                                                         
                              
                                                                        (จาก                   ) 
                                              
 ดงันั้น           ส าหรับทุก     
 
 โดยการพิสูจน์ในท านองเดียวกนักบั ทฤษฎีบท 3.29 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบท
แทรก ดงัน้ี  
บทแทรก 3.30  ให้   เป็น Boolean algebra และ       เป็น symmetric Boolean derivation บน   
สมมติให้       เป็น trace ของ       ตามล าดบั และ     จะไดว้่า ถา้             แลว้ 
           และ           
 
ทฤษฎีบท 3.31  ให้   เป็น Boolean algebra สมมติให้   เป็น symmetric Boolean derivation บน   
นิยามโดย            ส าหรับทุก       ถา้   เป็น trace ของ   แลว้   เป็น Boolean 
derivation บน   
 
พิสูจน์  สมมติให้       และ            ส าหรับทุก        

ดงันั้น             และ              
 จะไดว้่า                   (จาก      และ     )     
                     

ดงันั้น              
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และ                               (จาก      และ     )   
                    
                                

ดงันั้น                        
 นัน่คือ   สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 และ 2 ของบทนิยาม 1.1  

ดงันั้น สรุปไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน   
 
ทฤษฎีบท 3.32  ให้   เป็น Boolean algebra และ     สมมติให้   เป็น trace ของ   โดยท่ี   
เป็น symmetric Boolean derivation บน   นิยามโดย                ส าหรับทุก       
แลว้จะไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน   กต่็อเม่ือ      
 
พิสูจน์  ให้     และ   เป็น symmetric Boolean derivation บน   นิยามโดย 

               ส าหรับทุก       
 (   )  สมมติให้   เป็น Boolean derivation บน   และ     

โดยทฤษฎีบท 1.9(1) จะไดว้่า          
จาก   เป็น trace ของ symmetric Boolean derivation   บน   
โดยทฤษฎีบท 3.13(1) จะไดว้่า           
ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า       
ฉะนั้น        

                      (จาก          ) 
                                            (จาก                ) 

                            
แสดงว่า     ส าหรับทุก       

แต่เราทราบว่า       
ดงันั้น        
แต่เราทราบว่า     ส าหรับทุก     และ        
นัน่คือ        
ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า      
 
(   )  สมมติให้       
ดงันั้น                    ส าหรับทุก        
โดยทฤษฎีบท 3.31 จะไดว้่า   เป็น Boolean derivation บน   
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ให้   เป็น Boolean algebra และ   เป็น trace ของ   โดยท่ี   เป็น symmetric Boolean 
derivation บน   นิยาม                           

 
ข้อสังเกต 3.33 

1.  จากทฤษฎีบท 3.13(2) จะไดว้่า             นัน่คือ             
 2.  จากทฤษฎีบท 3.22 จะไดว้่า ถา้     และ            แลว้              

3.  จากทฤษฎีบท 3.24 จะไดว้่า                         
ดงันั้น             
 
ทฤษฎีบท 3.34  ให้   เป็น Boolean algebra และ            เป็น symmetric Boolean 
derivation บน   สมมติให้            เป็น trace ของ            ตามล าดบั แลว้ 
      กต่็อเม่ือ                      ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก       
 
พิสูจน์  ให้            เป็น trace ของ            ตามล าดบั โดยท่ี            เป็น 

symmetric Boolean derivation บน   และ     
 (   )  สมมติให้       ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก       
  โดยบทนิยาม 3.4 จะไดว้่า                           
 ดงันั้น                        
 
 (   )  สมมติให้                      ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก       

จากขอ้สงัเกต 3.33(3) จะไดว้่า                            
และ                            
ดงันั้น                  และ                  
โดยบทนิยาม 3.4 จะไดว้่า                      และ                      
ดงันั้น             และ             
โดยทฤษฎีบท 3.15 เราทราบว่า       เป็น order-preserving 
เน่ืองจาก    เป็น order-preserving และ       จะไดว้่า                     
เน่ืองจาก    เป็น order-preserving และ       จะไดว้่า                     
นัน่คือ                  และ                 
ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 14 ในส่วนวิธีการ จะไดว้่า                   
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ฉะนั้น                

                                       
                                  

นัน่คือ       
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สรุป 

  
 จากผลการวิจยัสามารถสรุปไดด้งัน้ี 
 

ให้   เป็น Boolean algebra              และ         เป็นฟังกช์นั 
ส าหรับ    1  2     โดยท่ี   เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ  

ก  าหนดให้                              ส าหรับทุก     และการ
เขียน   

   จะหมายถึง                        
 

               
 

    เม่ือ   เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ   

ก  าหนดให้                                              
                         และ                     เป็นสบัเซตไม่ว่าง
ของ  และนิยาม                โดยท่ี        เป็นฟังกช์ัน ท่ีนิยามโดย         

   ส าหรับทุก     เม่ือ       
  
1.  Boolean derivations ใน Boolean algebra 
 

เราจะกล่าวว่า ฟังกช์ัน       เป็น Boolean derivation บน   ถา้  
                     และ              ส าหรับทุก       
 

1.1.  ถา้   เป็น Boolean derivation บน   แลว้สมบติัของ   มีดงัน้ี  
        1.1.1.       ส าหรับทุก     
        1.1.2.       และ        
        1.1.3.                       ส าหรับทุก      
        1.1.4.                      ส าหรับทุก       
        1.1.5.  ถา้   เป็นไอดีลของ   แลว้      
        1.1.6.  ถา้       โดยท่ี     แลว้จะไดว้่า 
                   1)                
                   2)             
                   3)             
                   4)  ถา้      แลว้       

         1.1.7.            ส าหรับทุก     กต่็อเม่ือ   เป็น identity Boolean derivation  
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        1.1.8.       กต่็อเม่ือ   เป็น identity Boolean derivation  
        1.1.9.       กต่็อเม่ือ   เป็น zero Boolean derivation 
        1.1.10.    เป็น order-preserving 
        1.1.11.  ถา้        ส าหรับทุก     แลว้   เป็น zero Boolean derivation 
        1.1.12.                   ส าหรับทุก       
        1.1.13.                    ส าหรับทุก         
        1.1.14.  ให้               และ   เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ แลว้จะไดว้่า 
                     1)       ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2   
                     2)                              ส าหรับทุก    2 
                     3)  ถา้             และ          แลว้         ส าหรับทุก

จ านวนเต็มบวก     
        1.1.15.  ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 

                      1)    เป็น identity Boolean derivation 
                      2)    เป็น injective derivation   

                     3)    เป็น surjective derivation   
        1.1.16.           และ           เป็นไอดีลของ   
        1.1.17.           และ           เป็นไอดีลของ   
1.2.  ถา้            เป็น Boolean derivations บน   เม่ือ   เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ จะ

ไดว้่า 
        1.2.1.             เป็น Boolean derivation บน   ส าหรับทุก    2 

         1.2.2.        กต่็อเม่ือ                     ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก
      

        1.2.3.                    และ                   เป็นไอดีลของ   
 1.3.  ให้                และนิยาม     เป็นการด าเนินการทวิภาคบน      โดย
                     และ                      ส าหรับทุก             

และ     จะไดว้่า 
        1.3.1.       เป็น Boolean algebra   

         1.3.2.    สมสณัฐาน กบั       
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2.  Boolean  -derivations ใน Boolean algebra 
 

เราจะกล่าวว่าฟังกช์ัน       เป็น Boolean  -derivation บน   โดยท่ี       เป็น
ฟังกช์ัน ถา้                            และ              ส าหรับทุก 
      

 
2.1.  ถา้   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       เป็นฟังกช์ัน แลว้สมบติัของ   มี

ดงัน้ี  
        2.1.1.          ส าหรับทุก     
        2.1.2.                      ส าหรับทุก       
        2.1.3.  ถา้       แลว้           
        2.1.4.  ถา้         แลว้        
        2.1.5.  ถา้       แลว้          
        2.1.6.  ถา้       จะไดว้่า           ส าหรับทุก     
        2.1.7.  ถา้         แลว้จะไดว้่า  

                    1)         
                   2)                      ส าหรับทุก     
        2.1.8.    เป็น order-preserving 
        2.1.9.                  ส าหรับทุก       
        2.1.10.             ส าหรับทุก     
        2.1.11.       กต่็อเม่ือ        และ         ส าหรับทุก     
        2.1.12.                       ส าหรับทุก         
        2.1.13.                              ส าหรับทุก

             และ    2 เป็นจ านวนเต็มบวก 
2.2.  ให้   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       เป็น order-preserving จะไดว้่า

                ส าหรับทุก       
2.3.  ถา้   เป็น Boolean  -derivation บน   เม่ือ       เป็น Boolean hommomorphism

แลว้สมบติัของ   มีดงัน้ี  
        2.1.1.  ถา้        โดยท่ี       แลว้จะไดว้่า 
                   1)                
                   2)                
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                   3)             
                   4)  ถา้         แลว้          

         2.3.2.             
         2.3.3.            กต่็อเม่ือ          

        2.3.4.  ถา้        ส าหรับทุก     แลว้   เป็น zero Boolean  -derivation 
        2.3.5.  ถา้                โดยท่ี            และ           จะ

ไดว้่า           ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
        2.3.6.            และ          เป็นไอดีลของ   

 2.4.  ถา้    เป็น Boolean   -derivation บน   เม่ือ        เป็นฟังกช์นั ส าหรับ  
   1  2     โดยท่ี   เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ จะไดว้่า  

        2.4.1.        เป็น Boolean        -derivation บน     
        2.4.2.             เป็น Boolean             -derivation บน   ส าหรับ

ทุกจ านวนเต็มบวก    2 

        2.4.3.                 
               และ                   เป็น

ไอดีลของ   

 
3.  symmetric Boolean derivations ใน  Boolean algebra 

 
เราจะกล่าวว่าฟังกช์ัน         เป็น symmetric function ถา้               

ส าหรับทุก         
เราจะกล่าวว่า symmetric function   เป็น symmetric Boolean derivation บน   ถา้ 

                       และ                                ส าหรับ
ทุก          

เราจะกล่าวว่าฟังกช์ัน       เป็น trace ของ   ถา้             ส าหรับทุก      
เม่ือ   เป็น symmetric Boolean derivation บน     
 

3.1.  ถา้   เป็น symmetric Boolean derivation บน   และ   เป็น trace ของ   แลว้จะไดว้่า  
        3.1.1.                         ส าหรับทุก           
        3.1.2.            และ           ส าหรับทุก       
        3.1.3.            และ          ส าหรับทุก     
        3.1.4.                        ส าหรับทุก       
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        3.1.5.                      ส าหรับทุก       
        3.1.6.       ส าหรับทุก     
        3.1.7.       และ        
        3.1.8.              ส าหรับทุก       
        3.1.9.       กต่็อเม่ือ          ส าหรับทุก       
        3.1.10.                      ส าหรับทุก       
        3.1.11.                              ส าหรับทุก       

         3.1.12.    เป็น order-preserving และ   เป็น order-preserving 
        3.1.13.                และ              ส าหรับทุก       
        3.1.14.                และ             ส าหรับทุก       
        3.1.15.               ส าหรับทุก       
        3.1.16.            และ           ส าหรับทุก     
        3.1.17.          ส าหรับทุก     
        3.1.18.  ถา้       โดยท่ี     แลว้จะไดว้่า 
                     1)             
                     2)                
                     3)                            
                     4)             
                     5)  ถา้      แลว้       

         3.1.19.           ส าหรับทุก     
         3.1.20.            ส าหรับทุก     กต่็อเม่ือ          
         3.1.21.  ถา้        ส าหรับทุก     แลว้           

        3.1.22.       ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก    2  
         3.1.23.       กต่็อเม่ือ   เป็น identity function 

        3.1.24.       กต่็อเม่ือ      ส าหรับทุก     
        3.1.25.  ถา้   เป็น surjective function แลว้   เป็น identity function 
        3.1.26.  ถา้              โดยท่ี              และ        แลว้ 

       ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก     
        3.1.27.  ถา้            ส าหรับทุก       แลว้   เป็น Boolean derivation  

         3.1.28.  ถา้                ส าหรับทุก       โดยท่ี     แลว้   เป็น 
Boolean derivation บน   กต่็อเม่ือ      
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3.2.  ให้    เป็น symmetric Boolean derivation บน   และ    เป็น trace ของ    
ตามล าดบั ส าหรับ    1  2     โดยท่ี   เป็นจ านวนเต็มบวกใดๆ จะไดว้่า ส าหรับทุก     

        3.2.1.  ถา้               แลว้            
        3.2.2.  ถา้               แลว้                และ           
        3.2.3.  ถา้             แลว้           และ              
        3.2.4.        กต่็อเม่ือ                       ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก 
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