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บทที ่4 

 

พื้นฐานระเบียบวิธีเชงิตัวเลข 

 

 ปจจุบันการศึกษาและวิเคราะหปญหาทางดานวิศวกรรมศาสตรไดมีการนํา

ความรูความเขาใจเกี่ยวกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลข มาผสมผสานกับความสามารถในการใช

โปรแกรมคอมพิวเตอรและความรูพื้นฐานทางดานภาษาคอมพิวเตอร เพื่อทําการวิเคราะหหาผล

เฉลยของปญหาทางวิศวกรรมศาสตรไดอยางรวดเร็วและแมนยํา  เนื่องจากปญหาทาง

วิศวกรรมศาสตรสวนใหญลวนประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธตาง ๆ ที่สอดคลองกัน สมการเชิง

อนุพันธเหลานี้โดยปกติอยูในรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธยอย ซึ่งอยูในรูปแบบตาง ๆ กัน จึง

จําเปนตองแกดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่แตกตางกันออกไป  

การแกสมการเชิงอนุพันธยอยตาง ๆ โดยปกติแลวจะทําโดย (1) การใชระเบียบวิธีทาง

คณิตศาสตรชั้นสูง (advance mathematics) เพื่อหาผลเฉลยแมนตรง (exact solution) และ (2) 

การใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อหาผลเฉลยโดยประมาณ (approximate solution) ซึ่งประโยชน

จากการใชคณิตศาสตรชั้นสูงจะกอใหเกิดผลเฉลยแมนตรงที่ถูกตองเที่ยงตรงตามตําแหนงใด ๆ ที่

ตองการ แตโดยทั่วไปผลเฉลยแมนตรงจะไมสามารถหาได โดยเฉพาะปญหาทางปฏิบัติในปจจุบัน

ที่เงื่อนไขขอบเขตและลักษณะรูปแบบของปญหานั้นมีความซับซอน ซึ่งความซับซอนในลักษณะ

รูปแบบของปญหาดังกลาวประกอบกับประสิทธิภาพของเครื่องคอมพิวเตอรในปจจุบันทําให

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขไดรับความนิยมอยางกวางขวาง ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสามารถแกปญหาที่มี

เงื่อนไขขอบเขตที่ซับซอนไดเปนอยางดี แตในขณะเดียวกันจะใหผลเฉลยโดยประมาณที่ตําแหนง

บางตําแหนงเทานั้น นอกจากนั้นระเบียบวิธีเชิงตัวเลขจะกอใหเกิดผลลัพธที่มีความผิดพลาด ซึ่ง

ความผิดพลาดนั้นจะมีคามากหรือนอยขึ้นอยูกับระเบียบวิธีที่เลือกใช ประกอบกับความรูและ

ประสบการณของผูใชดวย ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชแกสมการเชิงอนุพันธยอย อาจแบงเปน 2 

ระเบียบวิธีใหญ ๆ คือ ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite difference method) และระเบียบวิธี    

ไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) ซึ่งในที่นี้เลือกระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องในการอธิบาย

ลักษณะของปญหาการถายเทความรอนที่เกิดขึ้น 
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4.1  ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง 

 กอนอื่นจําเปนตองทราบกอนวาปญหาที่ตองการทําการวิเคราะหเปนปญหาที่เปน

สมการรูปแบบใดเพื่อที่จะไดเลือกวิธีการแกปญหาไดถูกตอง ซึ่ง โดยทั่วไปสมการเชิงอนพุนัธยอยม ี

3 ชนิดดวยกัน คือ 

(1)  สมการเอลลิปติก มีรูปแบบดังนี้  

(4.1) 

 

(2)  สมการพาราโบลิก มีรูปแบบดังนี้  

(4.2) 

 

(3)  สมการไฮเปอรโบลิก มีรูปแบบดังนี้ 

(4.3) 

 

 ซึ่งพบวาสมการเชิงอนุพันธยอยที่สอดคลองกับปญหาการถายเทความรอนในงานวิจัย

นี้คือ สมการพาราโบลิก ดังนั้น ในที่นี้จะนําเสนอวิธีการแกปญหาสมการพาราโบลิกดวยวิธีผลตาง

สืบเนื่อง 

 โดยปญหาที่งายตอการเขาใจสําหรับสมการเชิงอนุพันธยอยแบบนี้คือ ปญหาของการ

ถายเทความรอนในแทงโลหะภายใตสถานะไมอยูตัว ดังภาพที่ 4.1  

 

 
 

ภาพที ่4.1  การถายเทความรอนโดยการนําความรอนในแทงโลหะ 

 

 กําหนดให แทงโลหะมีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน (thermal conductivity) เทากับ 

k คาความหนาแนนของมวล (mass density) เทากับ       คาความรอนจําเพาะ (specific heat) 
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เทากับ c สามารถประดิษฐสมการเชิงอนุพันธของปญหาที่ไดโดยพิจารณาเอลิเมนตเล็ก ๆ ดัง

แสดงดังรูปขวาของภาพที่ 4.1 โดยใชหลักของการถายเทความรอนภายใตสถานะไมอยูตัวที่วา 

 

ปริมาณความรอนเขา – ปริมาณความรอนออก = ปริมาณความรอนสะสม             (4.4) 

นั่นคือ 

 

(4.5) 

 

โดย          และ               แทนปริมาณความรอนที่ไหลเขาและออกจากพื้นที่หนาตัด A ของ        

เอลิเมนตตามลําดับ ปริมาณความรอนดังกลาวขึ้นอยูกับความชันของอุณหภูมิ (temperature 

gradient) ตามกฎของฟูริเยร (Fourier’s law) ดังนี้ 

 

(4.6) 

  

แทนสมการ (4.6) ลงในสมการ (4.5) และประยุกตอนุกรมเทยเลอรเขากับพจน              จะได 

 

(4.7) 

  

สองพจนแรกของสมการ (4.7) หักลางกันไป จากนั้นทําการหารตลอดดวย         แลว

จึงให                 จะได 

(4.8) 

 

 หากสมมติใหคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน k มีคาคงที่โดยไมเปลี่ยนแปลงไปกับ

อุณหภูมิ T และไมข้ึนอยูกับตําแหนง x ใด ๆ บนแทงโลหะนั้น จะไดสมการอนุพันธที่อยูในแบบของ

สมการพาราโบลิก ดังนี้ 

(4.9) 

 

 โดยในที่นี้เลือกระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบระเบียบวิธีแบบชัดแจงในการแกปญหา 

ระเบียบวิธีนี้งายแกการทําความเขาใจและสะดวกในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรคือ การ
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ประยุกตสมการผลตางสืบเนื่องเขากับสมการเชิงอนุพันธ (4.9) ซึ่งอธิบายการถายเทความรอน

ภายใตสถานะไมอยูตัว ในขั้นตอนแรกเราจะแบงแทงโลหะออกเปนหลายสวนโดยในแตละสวนนั้น

มีความยาวเทากับ xΔ  และสวนตาง ๆ เหลานี้ตางเชื่อมกันที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งใชสัญลักษณ i-1,i+1 

ดังแสดงในภาพที่ 4.2 

 
 

ภาพที ่4.2  การแบงแทงโลหะออกเปนหลายสวนเพื่อใชกับวิธีผลตางสืบเนื่อง 

 

 ที่จุดตอตาง ๆ นี้เองจะเปนตําแหนงที่เราจะคํานวณหาคาของอุณหภูมิ T ซึ่ง

เปลี่ยนแปลงไปตามเวลา t เราจะประยุกตวิธีผลตางสืบเนื่องเขากับสมการเชิงอนุพันธ (4.9) โดย

เราจะใชการประมาณจากผลตางแบบไปขางหนา (forward Difference) เขากับพจนอนุพันธ

อันดับหนึ่งที่แปรผันกับเวลา ดังนี้ 

  t
TT

t
T n
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i

Δ
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       (4.10) 

 การประมาณในรูปเชนนี้ จะพบวามีอันดับความผิดพลาด )( to Δ  โดย tΔ  แทนคาของ

ชวงเวลา (time step) และดรรชนีบน n ในสมการ (4.10) ในขณะเดียวกัน เราจะประยุกตการ

ประมาณของผลตางแบบตรงกลาง (central difference) เขากับพจนอนุพันธอันดับสองที่แปรผัน

กับระยะ x ดังนี้ 
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 ซึ่งมีอันดับความผิดพลาด )( 2xo Δ  ทั้งสมการ (4.10) และ (4.11) นี้เปนการประมาณ

คาที่ตําแหนงของเวลาครั้งที่ n หากเราแทนสมการทั้งสมการทั้งสองนี้กลับลงในสมการเชิงอนุพันธ 

(4.9) หลังจากทําการจัดพจนตาง ๆ จะกอใหเกิดสมการเดี่ยวที่สามารถนําไปใชในการคํานวณ

โดยตรงคือ 
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โดย   2)( xc
tk

Δ
Δ

=
ρ

α
     (4.13) 

 

 สมการ (4.12) ที่เกิดขึ้นนี้แสดงใหเห็นวา อุณหภูมิที่จุดตอ i ณ เวลาครั้งที่ n+1 

สามารถคํานวณไดโดยตรงจากอุณหภูมิของ 3 จุดตอที่ i-1,i,i+1 ซึ่งรูคามาแลวจาการคํานวณ ณ 

เวลาครั้งที่ n ต้ังภาพที่ 4.3 

 

 
 

ภาพที ่4.3  แผนภาพการคาํนวณโดยระเบียบวิธีแบบชดัแจง 

 

 เนื่องจากคาของอุณหภูมิที่เวลาใหมคร้ังที่ n+1 สามารถคํานวณไดโดยตรงจากสมการ 

(4.12) โดยใชคาของอุณหภูมิที่เวลาเกาครั้งที่ n ระเบียบวิธีการเชนนี้จึงถูกเรียกวาเปนระเบียบวี

แบบชัดแจง (explicit method) ถึงแมวาระเบียบวีการนี้จะประกอบดวยขอดีที่กอใหเกิดความ

สะดวกในการคํานวณดังกลาว แตการใชระเบียบวิธีนี้มีเงื่อนไขที่วา 2/1≤α  ซึ่งจากสมการ 

(4.12) เราจะได 

 

   k
xct

2
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≤Δ
ρ

     (4.14) 

 

 ความหมายของสมการนี้คือ หลังจากเราไดทําการสรางรูปแบบจําลองทางคณิตศาสตร

ซึ่งประกอบไปดวยจุดตอที่มีระยะหางกันเทากับคา xΔ คาใดคาหนึ่ง จะกอใหเกิดเงื่อนไขของการ

ใช tΔ สูงสุดไดเพียงคา ๆ หนึ่ง ซึ่งเรียกวาเปนคาชวงเวลาวิกฤต (critical time step) จากผลลัพธที่

ควรจะเปน เราสามารถทดลองปรากฏการณเชนนี้ไดกับตัวอยางตอไปนี้หรือกับเงื่อนไขปญหา    

อ่ืน ๆ หากโดยใช tΔ  ในการคํานวณที่มีคามากกวาคาชวงเวลาวิกฤต เงื่อนไขดังแสดงในสมการ 

(4.14) ซึ่งเปนขีดจํากัดของระเบียบวิธีการนี้ ยังบอกเราเปนนัยวา โดยปกติสําหรับการแกปญหานัน้ 
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หากเราตองการคาผลลัพธที่มีความเที่ยงตรงสูง เราจําเปนตองใชจุดตอเปนจํานวนมา ซึ่งหมายถึง

ความกวางชวง xΔ จะมีคาลดลง การใช xΔ ที่มีคาลดลงดังกลาว จะกอใหเกิดขีดจํากัดของการใช  

tΔ  ซึ่งมีคาลดลงมากยิ่งขึ้นตามไปดวยในอัตรา xΔ  กําลังสอง 

 
 


