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สวพ-ว-5(ด)

รนยงนนผลกนรววจจยฉบจบสมบบรณณ

ททนอทดหนทนววจจย มก.ปปงบประมนณ 2556

รหจสโครงกนรววจจย ว-ท(ด)16.56  

 สนมเหลลลยมฟฟโบนจกซลอจนดจบ k และกนรประยทกตณ

 Generalized order-k Fibonacci triangles and applications

หจวหนนนโครงกนร อ.กจนตภณ คบหนพจฒนกทล

หนสวยงนนตนนสจงกจด  ภนคววชนคณวตศนสตรณ คณะววทยนศนสตรณ บนงเขน

หนสวยงนนหลจก  ภนคววชนคณวตศนสตรณ คณะววทยนศนสตรณ บนงเขน

  

แหลสงทยน : ทยนอยดหนยนววจรย มก.

สถาบรนววจรยและพรฒนาแหสงมหาววทยาลรยเกษตรศาสตรต
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สวพ-ว-5(ด)

แบบรนยงนนผลกนรววจจยฉบจบสมบบรณณ
โครงกนรววจจย (Project)

โครงกนรววจจยททนอทดหนทนววจจย มก. ปปงบประมนณ 2556

สสวนทลล 1 ขนอมบลโครงกนรววจจย

1.1  รหรส ว-ท(ด)16.56 ชชทอโครงการววจรย สามเหลททยมฟฟโบนรกซทอรนดรบ k และการประยยกตต

1.2  ลรกษณะโครงการ เปปนโครงการววจรยเดททยว

1.3  ชชทอหรวหนนาโครงการ  อ.กรนตภณ คคหาพรฒนกยล

1.4  หนสวยงานตนนสรงกรด ภาคววชาคณวตศาสตรต คณะววทยาศาสตรต บางเขน

       หนสวยงานหลรก  ภาคววชาคณวตศาสตรต คณะววทยาศาสตรต บางเขน

1.5  ประเภทโครงการ  โครงการววจรย 3 สาขา โครงการววจรยสาขาววทยาศาสตรตและเทคโนโลยท

1.6  ระยะเวลาดจาเนวนงานววจรยตลอดโครงการ 1 ปป    ปปงบประมาณ 2556

1.7  สถานทททดจาเนวนงานววจรย/เกกบขนอมคล 

- ภาคววชาคณวตศาสตรต คณะววทยาศาสตรต มหาววทยาลรยเกษตรศาสตรต 

1.8  งบประมาณรวมตลอดโครงการ 100,000.00 บาท ประกอบดนวย 

 ปปงบประมาณ 2556 ไดนรรบ 100,000.00  บาท 

1.9  วรตถยประสงคตโครงการววจรย 

1 สรนางสามเหลททยมฟฟโบนรกชทอรนดรบ k  สจาหรรบ k เปปนจจานวนเตกมทททมากกวสา 1 

2 หาสคตรทรทวไปของจจานวนฟฟโบนรกชทอรนดรบ k โดยใชนสามเหลททยมฟฟโบนรกชทอรนดรบ k

3 เปรทยบเททยบความสรมพรนธตระหวสางสคตรทททไดนจากขนอ2 กรบสคตรทททมทผคนคนนพบมากสอน

4 หาบทประยยกตตของสคตรทททไดนจากขนอ2 หรชอพรฒนาสคตรไปสคสความสรมพรนธตเวทยนเกวดอรนดรบ k

1.10  เปปาหมายผลงานววจรยตลอดโครงการ  

ปปงบประมาณ เดชอนททท ผลงานววจรยทททคาดวสาจะไดน

2556 1-6 1. สรนางสามเหลททยมฟฟโบนรกซทอรนดรบ k ไดน สจาหรรบ k เปปนจจานวนเตกมทททมากกวสา 

1 

2. ไดนสคตรทรทวไปของจจานวนฟฟโบนรกซทอรนดรบ k และบทประยยกตต

7-12 1. สรนางสามเหลททยม n-tribonacci triangle ซซทงนจาไปสคสสคตรทรทวไปของจจานวนฟฟ

โบนรกซทอรนดรบ 3 หรชอ จจานวนไตรโบนรกซท

2. ไดนตทพวมพตเผยแพรสในวารสารววชาการนานาชาตว

1.11  สรยปผลการดจาเนวนงานววจรยตลอดโครงการ

- วรตถยประสงคต (ตามแผน)
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    1.เดชอนททท 1-2   : สจารวจเอกสาร ขนอมคล และผลงานววจรยทททเกททยวขนองทรทงในและนอกประเทศ

เดชอนททท 3-4   : สรนางสามเหลททยมฟฟโบนรกชทอรนดรบ k 

เดชอนททท 5-7   : หาสคตรทรทวไปของจจานวนฟฟโบนรกชทอรนดรบ k

เดชอนททท 8-9   : เปรทยบเททยบความสรมพรนธตระหวสางสคตรทททไดนกรบสคตรทททมทผคนคนนพบมากสอน พรนอมหาบทประยยกตต

ของสคตรทททไดน

เดชอนททท 10-11 : ตวดตสอ สอบถาม แลกเปลททยน สวทงทททคนนพบกรบผคนทรงคยณวยฒว  

เดชอนททท 12    : รวบรวมผล และสสงตทพวมพตเผยแพรส

- เปปาหมาย/ผลทททคาด (ตามแผน)

    1.1. ไดนสรนางสามเหลททยมฟฟโบนรกชทอรนดรบ k  

2. ไดนสคตรทรทวไปของจจานวนฟฟโบนรกซทอรนดรบ k โดยใชนสามเหลททยมฟฟโบนรกซทอรนดรบ k

3. ไดนเอกลรกษณตของความสรมพรนธตเวทยนเกวดอรนดรบ k 

- ผลการดจาเนวนงาน (ปฏวบรตวไดนจรวง)

   1.1. ไดนสคตรทรทวไปชองผลคคณของจจานวนฟฟโบนรกซทนรยทรทวไป และตทพวมพตเผยแพรสในวารสารระดรบนานาชาตว

2. ไดนสามเหลททยม n-tribonacci triangle และบทประยยกตต และตทพวมพตเผยแพรสในวารสารระดรบนานาชาตว

1.12  ผลการดจาเนวนงานววจรยเปปนไปตามแผนหรชอไมส อยสางไร 

- เปปนไปตามแผน

1.13  ปปญหา อยปสรรคในการดจาเนวนงาน และแนวทางแกนไข 

- ไมสมทปปญหาและอยปสรรค

1.14   สรยปผลการดจาเนวนงานตามวรตถยประสงคต 

- บรรลย

1.15  ผลผลวต/สวทงทททไดนจากการววจรย (Outputs) 

- สรนางนรกววจรย/สนรบสนยนนวสวตปรวญญาโท (ระบยจจานวนคน)

1 คน

1.16  จยดเดสนของผลงานววจรย / ผลผลวต / สวทงทททไดนจากการววจรย (outputs)

- สรนางองคตความรคนใหมส/นวรตกรรมททททรนสมรย

พรฒนาองคตความรคนใหมสเกททยวกรบความสรมพรนธตเวทยนเกวด

1.17  การนจาผลการววจรยไปใชนประโยชนต (Outcomes) 

1. การนจาผลการววจรยไปเผยแพรส/ถสายทอด 

1.1 วารสารววชาการระดรบชาตว/วารสารววชาการระดรบนานาชาตว  2 เรชทอง

ตทพวมพตในวารสารววชาการระดรบนานาชาตว
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- ผคนแตสง : Kantaphon Kuhapatanakul and Rattanapol Wasutharat

- ชชทอเรชทอง : Expressions for the products of the second order linear recurrences  ชชทอวารสาร : 

The Fibonacci Quarterly

- ปปทททตทพวมพต  : 2556 เดชอน: กยมภาพรนธต ถซง กยมภาพรนธต  เลสมททท : 51  ฉบรบททท : 1  หนนา : 49 ถซง 54

ตทพวมพตในวารสารววชาการระดรบนานาชาตว

- ผคนแตสง : Kantaphon Kuhapatanakul and Lalitphat Sukruan

- ชชทอเรชทอง : n-tribonacci triangles and applications  ชชทอวารสาร : International Journal of 

Mathematical Education in Science and Technology

- ปปทททตทพวมพต  : 2557 เดชอน: มทนาคม ถซง มทนาคม  เลสมททท : 0  ฉบรบททท : 0  หนนา : 0 ถซง 0

1.2 นจาเสนอในการประชยม/สรมมนาระดรบชาตวและนานาชาตว  1 เรชทอง

นจาเสนอในการประชยม/สรมมนาระดรบชาตว

- ลรกษณะเอกสาร/รคปแบบการนจาเสนอ : บทครดยสอ/ภาคบรรยาย

- ชชทอผคนเสนอผลงาน : Rattanapol Wasutharat and Kantaphon Kuhapatanakul

- ชชทอเรชทอง : Expansions and identities concerning the second order linear recurrences

- ชชทอการประชยมสรมมนา : Annual Pure and Applied Mathematics Conference 2013

- วรน/เดชอน/ปป : จาก 9 พ.ค. 2556 ถซง 10 พ.ค. 2556

- สถานททท/เมชอง/ประเทศ : Department of Mathematics and Computer Science/ Chulalongkorn 

University/ Thailand

- หนนา : 127 ถซง 127

1.3 เผยแพรสผลงานในรคปแบบการจรดนวทรรศการ 

   -

1.4 บทความ 

   -

1.5 จรดอบรมถสายทอด 

   -

1.6 นจาเสนอทางสชทอผสม 

   -

1.7 ภาครรฐนจาไปใชนกจาหนดแผน/นโยบาย

   -

1.9 อชทนๆ

   -
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2. เปปาหมายการนจาผลลรพธต / ผลสจาเรกจทททไดน / หรชอคาดวสาจะไดนจากการววจรยไปใชนประโยชนต 

1 . ดนานการศซกษา/เสรวมการเรทยนการสอน

- เพวทมพคนความรคนทางดนานคณวตศาสตรต

2 . นจาความรคนไปววจรย/พรฒนาขรทนตสอไป

- นจาไปพรฒนาหรชอขยายลจาดรบความสรมพรนธตเวทยนเกวดอรนดรบ k

1.18  ผลกระทบ (Impact) ทททเกวดจากการนจาผลการววจรยไปใชน สอดคลนองกรบยยทธศาสตรตดนานใด

- ยยทศาสตรตการบรวหารราชการแผสนดวน (พ.ศ.2548 - 2551)

1 . ยยทธศาสตรตการพรฒนาคยณภาพคนและสรงคมไทยสคสสรงคมแหสงภคมวปปญญาและการเรทยนรคน

 เปปาประสงคต  การพรฒนาคนใหนมทคยณธรรมนจาความรคน เกวดภคมวคยนมกรน

2 . ยยทธศาสตรตการพรฒนาบนฐานความหลากหลายทางชทวภาพและการสรนางความมรทนคงของฐาน

ทรรพยากรและสวทงแวดลนอม

 เปปาประสงคต  การพรฒนาคยณคสาความหลากหลายทางชทวภาพ และภคมวปปญญาทนองถวทน

3 . ยยทธศาสตรตการสรนางความเขนมแขกงของชยมชนและสรงคมใหนเปปนรากฐานทททมรทนคงของประเทศ

 เปปาประสงคต  การเสรวมสรนางศรกยภาพของชยมชน ในการอยคสรสวมกรนกรบทรรพยากรธรรมชาตว และสวทงแวด

ลนอมอยสางสรนตวและเกชทอกคล

4 . ยยทธศาสตรตการเสรวมสรนางธรรมาภวบาลในการบรวหารจรดการประเทศ มยสงเสรวมสรนางความเปปนธรรมใน

สรงคมอยสางยรทงยชน

 เปปาประสงคต  การเสรวมสรนางและพรฒนาวรฒนธรรมประชาธวปไตยและธรรมาภวบาล ใหนเปปนสสวนหนซทงของววถท

การดจาเนวนชทววตในสรงคมไทย

5 . ยยทธศาสตรตการปรรบโครงสรนางเศรษฐกวจใหนสมดยลและยรทงยชน

 เปปาประสงคต  การสนรบสนยนใหนเกวดการแขสงขรนทททเปปนธรรม และการกระจายผลประโยชนตจากการพรฒนาอยสาง

เปปนธรรม

- นโยบายและยยทธศาสตรตการววจรยของชาตว(พ.ศ.2551 - 2553)

ยยทธศาสตรตการววจรยททท 4 การสรนางศรกยภาพและความสามารถเพชทอการพรฒนานวรตกรรมและบยคลากรทาง

การววจรย

กลยยทธตการววจรยททท 1 พรฒนา ววทยาศาสตรตเทคโนโลยท และนวรตกรรมสคสเชวงพาณวชยต รวมทรทงองคตความรคนใหมส

ทางววทยาศาสตรต สรงคมศาสตรต และการพรฒนาองคตความรคนใหมสในววทยาการตสาง ๆ

แผนงานววจรยททท 3 การววจรยและพรฒนาเกททยวกรบนวรตกรรม สวทงประดวษฐต และองคตความรคนใหมสทางววทยาการอชทน 

ๆ
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1.19  การรรบความคยนมครองทรรพยตสวนทางปปญญา

-

1.20  การไดนรรบรางวรล  

-

1.21  งานทททจะทจาตสอไป  

- คนนหาเอกลรกษณตทททนสาสนใจของความสรมพรนธตเวทยนเกวดอรนดรบสอง พรนอมบทประยยกตต

1.22  คจาชททแจงแพวทมเตวม

-

ลงชชทอ..........................................................................หรวหนนาโครงการ

(อ.กรนตภณ คคหาพรฒนกยล)

3 ก.ค. 2557

1.23  ไดนแนบรายงานผลการววจรยฉบรบสมบครณตของโครงการ (Project) ตามหรวขนอในสสวนททท 2 มาดนวยแลนว
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สสวนทลล 2 รนยงนนผลกนรววจจยฉบจบสมบบรณณ
โครงกนรววจจยททนอทดหนทนววจจย มก. ปปงบประมนณ 2556

โครงการววจรยรหรส ว-ท(ด)16.56

สามเหลททยมฟฟโบนรกซทอรนดรบ k และการประยยกตต

Generalized order-k Fibonacci triangles and applications

(1)กกนตภณ คคหาพกฒนกกล, 

(1)Kantaphon Kuhapatanakul,

                                                                   บทครดยสอ

งานววจรยนทท ในสสวนแรกจะสรนางสรนางเลททยมทททมทลรกษณะคลนายสามเหลททยมปาสคาล เพชทอนจาไปสคตรทรทว

ไปของกจาลรงสองและผลคคณของจจานวนฟฟโบนรกซทนรยทรทวไป สสวนทททสองจะสรนางสามเหลททยม n -tribonacci 

triangle เพชทอนจาไปสคตรทรทวไปของจจานวนไตรโบนรกซท

คจาสจาครญ : จจานวนฟฟโบนรกซท; จจานวนไตรโบนรกซท

                                                               ABSTRACT

We first construct the generalized Pascal-like triangle to derive the explicit formulas for 

the second order linear recurrences by using some properties of this triangle. Second, we 

introduce n-tribonacci triangle, which is similar to Pascal's triangle, to derive an explicit 

formula for the tribonacci numbers.

Key words : Fibonacci numbers; tribonacci numbers

(1)ภาคววชาคณวตศาสตรร คณะววทยาศาสตรร บางเขน

(1)Faculty of Science



  

ส่วนที่ 2   รายงานผลการวิจัยฉบับสมบูรณ์ (ฉบับจริง) 
โครงการวิจัยทุนอุดหนุนวิจัย มก.  ปีงบประมาณ        2556  

โครงการวิจัยรหัส  ว-ท(ด)16.56..   
เร่ือง  สามเหลี่ยมฟิโบนักซีอันดับ k และการประยุกต์  

Generalized order-k Fibonacci triangles and applications 

ผู้วิจัย   กันตภณ  คูหาพัฒนกุล(1)                                      
                                           Kantaphon Kuhapatanakul 

บทคัดย่อ 
              งานวิจัยน้ี ในส่วนแรกจะสร้างสร้างเล่ียมท่ีมีลักษณะคล้ายสามเหล่ียมปาสคาล เพ่ือนําไป
สูตรทั่วไปของกําลังสองและผลคูณของจํานวนฟิโบนักซีนัยทั่วไป ส่วนที่สองจะสร้างสามเหล่ียม n-
tribonacci triangle เพ่ือนําไปสูตรทั่วไปของจํานวนไตรโบนักซี  

คําสําคัญ: จํานวนฟิโบนักซี; จํานวนไตรโบนักซี 

ABSTRACT 

             We first construct the generalized Pascal-like triangle to derive the explicit 
formulas for the second order linear recurrences by using some properties of this 
triangle. Second, we introduce n-tribonacci triangle, which is similar to Pascal's 
triangle, to derive an explicit formula for the tribonacci numbers. 

Key words: Fibonacci numbers; tribonacci numbers 

บทนาํ 
ความสําคัญและที่มาของปัญหา 

                ให้ { เป็นลําดับของจํานวนฟิโบนักซี (Fibonacci numbers) ท่ีสอดคล้องกับความสัมพันธ์เวียนเกิดอันดับสองซ่ึง

นิยามโดย 
                                         และ                                     

}nF

0 10, 1F F= = 1 1 ( 1n n nF F F n+ − )= + ≥

       เป็นท่ีรู้จักกันดีว่าจํานวนฟิโบนักซีสามารถเขียนได้ในรูปของผลบวกแนวทแยงข้ึนของสมาชิกในสามเหลี่ยมปาสคาล (Pascal 
triangle) (ดู [4]) นั่นคือ     
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        ในปี ค.ศ.1963 Feinberg (ดู [3]) ได้นิยามลําดับของจํานวนไตรโบนักซี (tribonacci numbers) ซ่ึงเป็นลําดับท่ีขยาย
มาจากลําดับของจํานวนฟิโบนักซี กล่าวคือ ให้ { เป็นลําดับของจํานวนไตรโบนักซีท่ีสอดคล้องกับความสัมพันธ์เวียนเกิด

อันดับสามโดย 
                              t t    และ                                              

}nt

2 1t =0 10,= = 12 1 ( 1n nn nt t t t n+ −+ )= + + ≥

              ในปี ค.ศ. 1977  Alladi และ Hoggatt (ดู [1]) ได้สร้างสามเหลี่ยมไตรโบนักซี (tribonacci triangle) ดังแสดง
ในรูปท่ี 1 พิจารณาสามเหลี่ยมไตรโบนักซี ให้  แทนสมาชิกในแถวท่ี n และหลักท่ี i  จะได้ว่า  ( , )B n i

( , ) ( 1, ) ( 1, 1) ( 2, 1)B n i B n i B n i B n i= − + − − + − −                                 (1) 
      Alladi และ Hoggatt  ได้แสดงว่าผลบวกแนวทแยงข้ึนของสมาชิกในสามเหลี่ยมไตรโบนักซีจะได้เป็นจํานวนไตรโบนักซี 

กล่าวคือ    
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 ปี ค.ศ. 2006  Barry [2, ตัวอย่าง 16] ได้แสดงว่า   
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โดยใช้เอกลักษณ์ (3) ดังน้ันเอกลักษณ์ (2) สามารถเขียนได้ในรูป 
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สําหรับสูตรท่ัวไปของจํานวนไตรโบนักซีมีผู้ให้ความสนใจ ดู [8] 
 

 0 1 2 3 4 5 6 … 
0 1        
1 1 1       
2 1 3 1      
3 1 5 5 1     
4 1 7 13 7 1    
5 1 9 25 25 9 1   
6 1 11 41 63 41 11 1  

⋮   ⋮      

รูปท่ี 1   

   งานวิจัยนี้จะเร่ิมด้วยนิยามลําดับของจํานวนฟิโบนักซีอันดับ k , เม่ือ k เป็นจํานวนเต็มท่ีมากกว่า 1 ซ่ึง

สอดคล้อง  
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      ตารางแสดงลําดับของจํานวนฟิโบนักซีอันดับ k เมื่อ  2 5k≤ ≤
 

k ( )
0{ }kn ng ∞

=  ชื่อสามัญ 

2 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,… ลําดับฟิโบนักซี (Fibonacci sequence ) 
3 0,1,1,2,4,7,13,24,44,81,149,… ลําดับไตรโบนักซี(Tribonacci sequence) 
4 0,1,1,2,4,8,15,29,56,108,208,… ลําดับเตตระนักซี(Tetranacci sequence) 
5 0,1,1,2,4,8,16,31,61,120,236,… ลําดับเพนตะนักซี (Pentanacci sequence) 

 

มีนักคณิตศาสตร์ให้ความสนใจลําดับของจํานวนฟิโบนักซีอันดับ k  และได้สร้างเอกลักษณ์ต่างๆ ของลําดับนี้ (ดู [5]-[8]) 
         จากนิยามท่ีข้างต้นจะทําการสร้างสามเหลี่ยมฟิโบนักซีอันดับ k  และหาสูตรท่ัวไปสําหรับจํานวนฟิโบนักซีอันดับ k  
โดยใช้สามเหลี่ยมฟิโบนักซีอันดับ k  และค้นหาบทประยุกต์ของสาม เหลี่ยมฟิโบนักซีอันดับ k   

 
วัตถุประสงค์ของโครงการวิจัย 

1.   สร้างสามเหลี่ยมฟิโบนักซีอันดับ k  สําหรับ k เป็นจํานวนเต็มท่ีมากกว่า 1  
2.  หาสูตรท่ัวไปของจํานวนฟิโบนักซีอันดับ k โดยใช้สามเหลี่ยมฟิโบนักซีอันดับ k 
3.   เปรียบเทียบความสัมพันธ์ระหว่างสูตรท่ีได้จากข้อ2 กับสูตรท่ีมีผู้ค้นพบมาก่อน 
4.   หาบทประยุกต์ของสูตรท่ีได้จากข้อ2 หรือพัฒนาสูตรไปสู่ความสัมพันธ์เวียนเกิดอันดับ k  
 

ขอบเขตของโครงการวิจัย 
           พิจารณาจํานวนฟิโบนักซีอันดับ k  สําหรับ k เป็นจํานวนเต็มท่ีมากกว่า 1 บนโดเมนของเซตของจํานวนจริง 

 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ  
     1   ได้พัฒนาและขยายลําดับฟิโบนัคซี และลําดับท่ีเกี่ยวข้อง 
     2   เป็นพ้ืนฐานของการวิจัยในอนาคต 
     3  เป็นประโยชน์ต่อการเรียนการสอน การวิจัยทางคณิตศาสตร์ 
     4  เผยแพร่ผลงานในวารสารใน และ/หรือ ต่างประเทศ 



  

วิธีวิจัย 
วิธีการดําเนินการวิจัย  
     1   สํารวจเอกสาร ข้อมูล และผลงานวิจัยท่ีเกี่ยวข้องท้ังในและนอกประเทศ 
     2   สร้างสามเหลี่ยมฟิโบนักซีอันดับ k  สําหรับ k เป็นจํานวนเต็มท่ีมากกว่า 1   
     3   หาสูตรท่ัวไปของจํานวนฟิโบนักซีอันดับ k โดยใช้สามเหลี่ยมฟิโบนักซีอันดับ k 
     4   เปรียบเทียบความสัมพันธ์ระหว่างสูตรท่ีได้จากข้อ3 กับสูตรท่ีมีผู้ค้นพบมาก่อน 
     5   ติดต่อ สอบถาม แลกเปลี่ยน สิ่งท่ีค้นพบกับผู้ทรงคุณวุฒิ   
     6   รวบรวมผล และพิมพ์เผยแพร่ 
  
สถานที่ทําการทดลอง/เก็บข้อมูล 
 ภาควิชาคณิตศาสตร์ และสํานักหอสมุด มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ 
 ห้องสมุดภาควิชาคณิตศาสตร์ จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
 ห้องสมุดสถาบันเทคโนโลยีแห่งเอเชีย 

 

ผลและวิจารณ์ 
        1. ได้สามเหลี่ยมปาลคาลนัยท่ัวไป (Pascal-like triangle) และได้สูตรชัดแจ้งของจํานวนท่ีสอดคล้องกับความสมัพันธ์เวียนเกิด
อันดับสอง ทําให้พัฒนาเอกลักษณ์ของความสัมพันธ์เวียนเกิดอันดับสอง 
        2. ได้สูตรท่ัวไปของจํานวนไตรโบนักซี โดยใช้สมบัติของ n-tribonacci triangle           
        3. งานวิจัยนี้ ได้รับการตีพิมพ์ในวารสารนานาชาติ คือ  
       -   Kuhapatanakul, K. and R. Wasutharat,, Expressions for the products of the second order linear recurrences. The 
Fibonacci Quarterly, Vol.51(1)(2013), 49-54.  

       -  Kuhapatanakul, K. and L. Sukruan, n-tribonacci triangles and applications. International Journal of Mathematical 

Education in Science and Technology, doi: 10.1080/0020739X.2014.892164.  

 

สรุปและเสนอแนะ 
         ได้สามเหลี่ยมปาลคาลนัยท่ัวไป และ n-tribonacci triangle ซ่ึงนําไปสู่สูตรชัดแจ้งของจํานวนท่ีสอดคล้องกับความสัมพันธ์
เวียนเกิดอันดับสองและจํานวนไตรโบนักซี ตามลําดับ  ทําให้พัฒนาเอกลักษณ์ของความสัมพันธ์เวียนเกิดอันดับสองและสาม 
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EXPRESSIONS FOR THE PRODUCTS OF THE SECOND ORDER

LINEAR RECURRENCES

KANTAPHON KUHAPATANAKUL AND RATTANAPOL WASUTHARAT

Abstract. In this paper we consider the second order linear recurrent sequences and derive
explicit formulas for the products of elements in these sequences which extend explicit formulas
for the squared generalized Fibonacci numbers and the products of consecutive generalized
Fibonacci numbers.

1. Introduction

The second order linear recurrence Wn = Wn(p, q; a, b) is defined for n > 0 by

Wn+1 = aWn + bWn−1,

in which W0 = p and W1 = q, where a, b, p, q are arbitrary real numbers.
As some special cases of {Wn}, define the generalized Fibonacci {Un} and Lucas {Vn}

sequences as Un = Wn(0, 1; a, b) and Vn = Wn(2, a; a, b), respectively. If a = b = 1, then
Un = Fn and Vn = Ln are well-known Fibonacci and Lucas numbers, respectively.

It is well-known that explicit formulas for the generalized Fibonacci and Lucas numbers are

Un+1 =

bn/2c
∑

i=0

(

n− i

i

)

an−2ibi,

Vn =

bn/2c
∑

i=0

n

n− i

(

n− i

i

)

an−2ibi,

respectively, see equations (2.7) and (2.8) in [2].
Recently the author [1] found explicit formulas for the squares of generalized Fibonacci

numbers and the products of consecutive generalized Fibonacci numbers.

U2
n+1 =

b2n/3c
∑

i=0

i
∑

j=0

(

i

j

)(

2n − 2i− j

i

)

a2(n−i−j)bi+j ,

UnUn+1 =

b(2n−1)/3c
∑

i=0

i
∑

j=0

(

i

j

)(

2n − 2i− j − 1

i

)

a2(n−i−j)−1bi+j .

The objectives here are to derive formulas for the numbers WnUn and WnUn+1 which
generalize the above two identities.

Research supported by a research grant for new scholars the Thailand Research Fund MRG56-0035 and
Kasetsart University Research and Development Institute (KURDI).
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2. Main Results

Definition 2.1. Let n, i be integers with n ≥ 0. The number B(n, i) is defined as B(0, 0) = p

and, for n > 0,

B(n, i) =



















qan−1, i = 0;

paibi, i = n;

aB(n− 1, i) + ab(n − 1, i − 1) + b2B(n− 2, i− 1), 0 < i < n;

0, otherwise.

We give an alternative definition of B(n, i) in the binomial sums.

Theorem 2.2. Let n ∈ N and i be non-negative integers with i < n. We have

B(n, i) =

i
∑

j=0

ipa+ (n− i− j)q

n− j

(

i

j

)(

n− j

i

)

an−2j−1bi+j . (2.1)

Proof. For n = 1, we see that equation (2.1) holds for i = 0. Assume equation (2.1) is true for
n ≥ 1 and 0 ≤ i < n. By Definition 2.1 and the inductive hypothesis, we obtain

B(n+ 1, i) =

i
∑

j=0

ipa+(n−i−j)q
n−j

(

i
j

) (

n−j
i

)

an−2jbi+j

+

i−1
∑

j=0

(i−1)pa+(n−i−j+1)q
n−j

(

i−1
j

) (

n−j
i−1

)

an−2jbi+j

+

i−1
∑

j=0

(i−1)pa+(n−i−j)q
n−j−1

(

i−1
j

) (

n−j−1
i−1

)

an−2j−2bi+j+1

= ipa+(n−i)q
n ( ni ) a

nbi +

i−1
∑

j=1

ipa+(n−i−j)q
n−j

(

i
j

) (

n−j
i

)

an−2jbi+j + ipa+(n−2i)q
n−i

(

n−i
i

)

an−2ib2i

+ (i−1)pa+(n−i+1)q
n ( n

i−1 ) a
nbi +

i−1
∑

j=1

(i−1)pa+(n−i−j+1)q
n−j

(

i−1
j

) (

n−j
i−1

)

an−2jbi+j

+

i−1
∑

j=1

(i−1)pa+(n−i−j+1)q
n−j

(

i−1
j−1

) (

n−j
i−1

)

an−2jbi+j + (i−1)pa+(n−2i+1)q
n−i

(

n−i
i−1

)

an−2ib2i.

From Pascal’s identity
(n
i

)

+
( n
i−1

)

=
(n+1

i

)

and the definition of binomial coefficient, we obtain

i

n

(

n

i

)

+
i− 1

n

(

n

i− 1

)

=
i

n

(

n+ 1

i

)

−
1

n

(

n

i− 1

)

=
i

n+ 1

(

n+ 1

i

)

,
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so

B(n+ 1, i) = ipa+(n−i+1)q
n+1

(

n+1
i

)

anbi +
i−1
∑

j=1

ipa+(n−i−j+1)q
n−j+1

(

i
j

) (

n−j+1
i

)

an−2jbi+j

+ ipa+(n−2i+1)q
n−i+1

(

n−i+1
i

)

an−2ib2i

=
i

∑

j=0

ipa+(n−i−j+1)q
n−j+1

(

i
j

) (

n−j+1
i

)

an−2jbi+j .

Thus, equation (2.1) holds for n+ 1, thereby proving the theorem. �

Notes: (1) If we take p = 0 and q = 1 in identity (2.1) of Theorem 2.2, then B(n, i) is exactly
T (n+ 1, i) of Definition 3.1 in [1].
(2) We see that all the terms in the summation of B(n, i) are zero when j > min{i, n − i}.
For completeness, we write B(n, i), identity (2.1), as

B(n, i) =

bn+i

3 c
∑

j=0

ipa+ (n− i− j)q

n− j

(

i

j

)(

n− j

i

)

an−2j−1bi+j. (2.2)

Now, we state explicit formulas for the numbers Un+1Wn and UnWn. Their proofs will be
given in the next section.

Theorem 2.3. For any positive integer n, we have

(i) Un+1Wn =

b 2n

3 c
∑

i=0

B(2n− 2i, i).

(ii) UnWn =

b 2n−1

3 c
∑

i=0

B(2n− 2i− 1, i).

By using identity (2.2), we obtain the following corollary.

Corollary 2.4. For any positive integer n, we have

(i) Un+1Wn =

b 2n

3 c
∑

i=0

b 2n−i

3 c
∑

j=0

ipa+ (2n − 3i− j)q

2n − 2i− j

(

i

j

)(

2n− 2i− j

i

)

a2(n−i−j)−1bi+j.

(ii) UnWn =

b 2n−1

3 c
∑

i=0

b 2n−i−1

3 c
∑

j=0

ipa+ (2n − 3i− j − 1)q

2n− 2i− j − 1

(

i

j

)(

2n− 2i− j − 1

i

)

a2(n−i−j−1)bi+j.

Corollary 2.5. For any positive integer n, we have

(1) Un+1Un =

b 2n

3 c
∑

i=0

b 2n−i

3 c
∑

j=0

(

i

j

)(

2n− 2i− j − 1

i

)

a2(n−i−j)−1bi+j .

(2) U2
n =

b 2n−1

3 c
∑

i=0

b 2n−i−1

3 c
∑

j=0

(

i

j

)(

2n− 2i− j − 2

i

)

a2(n−i−j−1)bi+j .

FEBRUARY 2013 51



THE FIBONACCI QUARTERLY

(3) Un+1Vn =

b 2n

3 c
∑

i=0

b 2n−i

3 c
∑

j=0

2n− i− j

2n− 2i− j

(

i

j

)(

2n− 2i− j

i

)

a2(n−i−j)bi+j .

(4) UnVn =

b 2n−1

3 c
∑

i=0

b 2n−i−1

3 c
∑

j=0

2n− i− j − 1

2n− 2i− j − 1

(

i

j

)(

2n − 2i− j − 1

i

)

a2(n−i−j)−1bi+j .

(5) V 2
n − b2U2

n−1 =

b 2n

3 c
∑

i=0

b 2n−i

3 c
∑

j=0

2n − j

2n − 2i− j

(

i

j

)(

2n − 2i− j

i

)

a2n−2i−2jbi+j .

(6) Un−1Un+1 =

b 2n

3 c
∑

i=0

b 2n−i

3 c
∑

j=0

i

2n − 2i− j

(

i

j

)(

2n − 2i− j

i

)

a2n−2i−2jbi+j−1.

Proof. We write wn = Wn(3, a; a, b). The following identities are easily verified

V 2
n − b2U2

n−1 = Un+1wn. (2.3)

2bUn−1Un+1 = Un+1wn − U2
n+1. (2.4)

For parts (1)–(4), simply apply Corollary 2.4 with Wn = Un or Vn. Taking p = 3 in Corollary
2.4(i) and using identities (2.3) and (2.4), we obtain parts (5)–(6). �

Identities (1) and (2) of Corollary 2.5 are the two identities which appeared in Section 1,
i.e. see [1]. Specializing certain parameters in Corollary 2.5, several identities follow easily as
we illustrate now. Taking Un = Fn and Vn = Ln, we can rewrite as

(1) Fn+1Fn =

b 2n

3 c
∑

i=0

b 2n−i

3 c
∑

j=0

(

i

j

)(

2n − 2i− j − 1

i

)

.

(2) F 2
n =

b 2n−1

3 c
∑

i=0

b 2n−i−1

3 c
∑

j=0

(

i

j

)(

2n− 2i− j − 2

i

)

.

(3) Fn+1Ln =

b 2n

3 c
∑

i=0

b 2n−i

3 c
∑

j=0

2n− i− j

2n − 2i− j

(

i

j

)(

2n − 2i− j

i

)

.

(4) FnLn =

b 2n−1

3
c

∑

i=0

b 2n−i−1

3
c

∑

j=0

2n− i− j − 1

2n− 2i− j − 1

(

i

j

)(

2n− 2i− j − 1

i

)

.

(5) L2
n − F 2

n−1 =

b 2n

3 c
∑

i=0

b 2n−i

3 c
∑

j=0

2n− j

2n− 2i− j

(

i

j

)(

2n− 2i− j

i

)

.

(6) Fn−1Fn+1 =

b 2n

3 c
∑

i=0

b 2n−i

3 c
∑

j=0

i

2n− 2i− j

(

i

j

)(

2n− 2i− j

i

)

.

3. Proof of Theorem 2.3

We first provide an identity which extends the identities of Lemma 4.1 in [1].
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Lemma 3.1. Let n ∈ N and k be non-negative integer. Then

Un+k+2Wn+2 = (a2 + b)Un+k+1Wn+1 + (a2b+ b2)Un+kWn − b3Un+k−1Wn−1.

Proof. By the definition of Un and Wn, we obtain

Un+k+2Wn+2 = (aUn+k+1 + bUn+k)(aWn+1 + bWn)

= a2Un+k+1Wn+1 + b2Un+kWn + abUn+k+1Wn + abUn+kWn+1

= a2Un+k+1Wn+1 + b2Un+kWn + abWn(aUn+k + bUn+k−1)

+ bWn+1(Un+k+1 − bUn+k−1)

= (a2 + b)Un+k+1Wn+1 + (a2b+ b2)Un+kWn − b3Un+k−1Wn−1,

as desired. �

Proof of Theorem 2.3. Since the proofs of both part (i) and part (ii) are quite similar, we
only give a proof for part (i). By induction on n, we see that identity (i) holds for n = 1, 2, 3.
Now assume identity (i) is true for all integers n ≥ 1. By Lemma 3.1 and the inductive
hypothesis, we obtain

Un+2Wn+1 = (a2 + b)Un+1Wn + (a2b+ b2)UnWn−1 − b3Un−1Wn−2

= (a2 + b)
∑

i≥0

B(2n− 2i, i) + (a2b+ b2)
∑

i≥0

B(2n− 2i− 2, i)

− b3
∑

i≥0

B(2n− 2i− 4, i)

= a2B(2n, 0) + bB(2n, 0) + (a2 + b)
∑

i≥1

B(2n− 2i, i)

+ (a2b+ b2)
∑

i≥1

B(2n− 2i, i − 1)− b3
∑

i≥1

B(2n− 2i− 2, i− 1)

= B(2n+ 2, 0) + a2
∑

i≥1

B(2n− 2i, i) + bB(2n, 0) + ab
∑

i≥1

B(2n− 2i− 1, i)

+ ab2
∑

i≥1

B(2n− 2i− 1, i− 1) + b3
∑

i≥1

B(2n− 2i− 2, i− 1)

+ (a2b+ b2)
∑

i≥1

B(2n− 2i, i − 1)− b3
∑

i≥1

B(2n− 2i− 2, i− 1)

= B(2n+ 2, 0) + a
∑

i≥1

B(2n− 2i+ 1, i) + ab
∑

i≥1

B(2n− 2i+ 1, i− 1)

+ b2
∑

i≥1

B(2n− 2i, i − 1)

=
∑

i≥0

B(2n− 2i+ 2, i).

Therefore, the result is true for every n.
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CLASSROOM NOTE

n-tribonacci triangles and applications

Kantaphon Kuhapatanakula∗ and Lalitphat Sukruanb
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bDepartment of Mathematics, Rajamangala University of Technology Suvarnabhumi, Suphanburi,

Thailand
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In this note we introduce n-tribonacci triangle, which is similar to Pascal’s triangle, to
derive an explicit formula for the tribonacci numbers by using some properties of our
triangle.

Keywords: tribonacci numbers; n-tribonacci triangle

1. Introduction

The tribonacci numbers Tn are defined by for n ≥ 1

T0 = 0, T1 = T2 = 1 and Tn+2 = Tn+1 + Tn + Tn−1.

The following table displays the first 15 tribonacci numbers.

The tribonacci numbers are a well-known generalization of the Fibonacci numbers Fn

defined for n ≥ 1 by

F0 = 0, F1 = 1 and Fn+1 = Fn + Fn−1.

It is well known that the Fibonacci numbers can be derived by summing elements on
the rising diagonal lines in Pascal’s triangle,

Fn+1 =
�n/2�∑
i=0

(
n − i

i

)
,

where �x� is the largest integer not exceeding x, see [1, chapter 12].

∗Corresponding author. Email: fscikpkk@ku.ac.th

C© 2014 Taylor & Francis
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2 Classroom Note

Shannon [2] gave an explicit formula for the tribonacci numbers,

Tn+1 =
�n/2�∑
i=0

�n/3�∑
j=0

(
i + j

j

)(
n − i − 2j

i + j

)
.

2. Tribonacci arrays

We can obtain the tribonacci numbers by computing the sum of the elements on the rising
diagonals of some triangular arrays.

2.1. Feinberg’s array

First, we find the trinomial expansions of (1 + x + x2)n for n ≥ 0,

(1 + x + x2)0 = 1

(1 + x + x2)1 = 1 + x + x2

(1 + x + x2)2 = 1 + 2x + 3x2 + 2x3 + x4

(1 + x + x2)3 = 1 + 3x + 6x2 + 7x3 + 6x4 + 3x5 + x6

(1 + x + x2)4 = 1 + 4x + 10x2 + 16x3 + 19x4 + 16x5 + 10x6 + 4x7 + x8

(1 + x + x2)5 = 1 + 5x + 15x2 + 30x3 + 45x4 + 51x5 + 45x6 + 30x7 + 15x8

+ 5x9 + x10

...

Now arrange the coefficients in the expansions to form a left-justified triangular array
as follows:

Observe that every row is symmetric and each number is the sum of the one above and
two to the left of it.

Feinberg [3] showed that the sum of elements on each rising diagonal line of above
triangular array gives the tribonacci numbers,

T1 = 1, T2 = 1, T3 = 1 + 1 = 2, T4 = 1 + 2 + 1 = 4, T5 = 1 + 3 + 3 = 7,

T6 = 1 + 4 + 6 + 2 = 13, T7 = 1 + 5 + 10 + 7 + 1 = 24, . . . .
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Figure 1. The generalized Pascal’s triangle.

2.2. Wong and Maddocks’s array

Wong and Maddocks [4] have shown another triangular array similar to Pascal’s triangle and
called it a generalized Pascal’s triangle. To construct this array, every row begins and ends
with 1, and any interior number in each row is the sum of three numbers from neighbouring
elements in the two preceding row, see Figure 1.

Now arrange the elements of the generalized Pascal’s triangle to form a left-justified
triangular array as follows:

In a similar way, the tribonacci numbers can be derived by summing elements on the
rising diagonal lines in the above generalized Pascal’s triangle (some authors also call this
triangle the tribonacci triangle, e.g., see [5]).

3. The n-tribonacci triangle

Throughout this paper, the symbol
(
n
k

)
is the binomial coefficient, that is,

(
n

k

)
=

⎧⎨
⎩

n!

k!(n − k)!
; n ≥ k

0 ; n < k
,

(
0

0

)
= 1.
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4 Classroom Note

Definition 1: Let n be a positive integer. For any non-negative integers i, j, let

(
i

j

)
n

=
(

i

j

)(
n − i − j − 1

i

)
.

Note that if 2i ≥ n − j, then
(
i
j

)
n

= 0. We define the new n-tribonacci triangle, which
leads us to an expression for the tribonacci numbers.

Definition 2: Let n ∈ N. The n-tribonacci triangle is an array of the shape,

For the n-tribonacci triangle, we get that

(1) the number of rows of non-zero elements equal to
⌊

n−1
2

⌋
;

(2) the number of non-zero elements in the ith row equal to min {i + 1, n − 2i};
(3) for

⌊
n−1

2

⌋
of last non-zero elements, the number of elements is equal to 1 or 2, if n

is odd or even, respectively.

For clarity, we give an example of the 15-tribonacci triangle.

Example 1: The 15-tribonacci triangle is and then calculating the binomial coefficients to
any element in this triangle, we get
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It is interesting that the sum of all elements in the 15-tribonacci triangle is equal to
3136, which is T15.

The following table displays the n-tribonacci triangles for n = 1, 2, 3, . . . , 8:
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6 Classroom Note

We will in fact prove that the sums of all elements in the n-tribonacci triangle give the
nth tribonacci number, Tn, in the following section.

4. Main results

Denote Sn(i) as the sums of elements in the ith row of n-tribonacci triangle, that is,

Sn(i) =
i∑

j=0

(
i

j

)
n

.

We begin with the relation of Sn(i) in the following lemma.

Lemma 1: Let n, i be two positive integers. We have

Sn+2(i) = Sn+1(i) + Sn(i − 1) + Sn−1(i − 1). (4.1)

Proof. We have

Sn+2(i) =
i∑

j=0

(
i

j

) (
n − i − j + 1

i

)

=
(

n − i + 1
i

)
+

i−1∑
j=1

(
i

j

) (
n − i − j + 1

i

)
+

(
n − 2i + 1

i

)

=
(

n − i + 1
i

)
+

i−1∑
j=1

[ (
i

j

) (
n − i − j

i

)
+

(
i − 1

j

) (
n − i − j

i − 1

)

+
(

i − 1
j − 1

)(
n − i − j

i − 1

) ]
+

(
n − 2i + 1

i

)

=
(

n − i

i

)
+

(
n − i

i − 1

)
+

i−1∑
j=1

[(
i

j

) (
n − i − j

i

)
+

(
i − 1

j

)(
n − i − j

i − 1

)]

+
i−2∑
j=0

(
i − 1

j

) (
n − i − j − 1

i − 1

)
+

(
n − 2i

i

)
+

(
n − 2i

i − 1

)

=
(

i

0

) (
n − i

i

)
+

i−1∑
j=1

(
i

j

)(
n − i − j

i

)
+

(
i

i

) (
n − 2i

i

)

+
(

i − 1
0

) (
n − i

i − 1

)
+

i−1∑
j=1

(
i − 1

j

) (
n − i − j

i − 1

)

+
i−2∑
j=0

(
i − 1

j

) (
n − i − j − 1

i − 1

)
+

(
i − 1
i − 1

) (
n − 2i

i − 1

)

=
i∑

j=0

(
i

j

) (
n − i − j

i

)
+

i−1∑
j=0

(
i − 1

j

) (
n − i − j

i − 1

)
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+
i−1∑
j=0

(
i − 1

j

) (
n − i − j − 1

i − 1

)

= Sn+1(i) + Sn(i − 1) + Sn−1(i − 1),

as desired. �
Now, we state an explicit formula for Tn by summing all row sums of the n-tribonacci

triangle and prove the following theorem.

Theorem 1: For n ≥ 0, we have

Tn+1 =
�n/2�∑
i=0

Sn+1(i). (4.2)

Proof. We will prove by induction. We see that

T1 = S1(0) = 1, T2 = S2(0) = 1 and T3 = S3(0) + S3(1) = 1 + 1 = 2.

Assume that Equation (4.2) holds for all integers n = 3, 4, 5, . . . , k − 1. By the inductive
hypothesis and Lemma 1, we get

Tk+1 = Tk + Tk−1 + Tk−2

=
�k−1/2�∑

i=0

Sk(i) +
�k−2/2�∑

i=0

Sk−1(i) +
�k−3/2�∑

i=0

Sk−2(i)

= Sk(0) +
�k−1/2�∑

i=1

Sk(i) +
�k/2�∑
i=1

Sk−1(i − 1) +
�k−1/2�∑

i=1

Sk−2(i − 1)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Sk+1(0) +
(k−1)/2∑

i=1

Sk+1(i), if k is odd

Sk+1(0) +
(k−2)/2∑

i=1

Sk+1(i) + Sk+1(k/2), if k is even

=
�k/2�∑
i=0

Sk+1(i),

showing that Equation (4.2) holds for n = k. �
In the fourth line of the proof for k is even, we were able to replace Sk−1(k/2 − 1) by

Sk+1(k/2) because both are equal to 1.
The formula (4.2) contains a previously known identity as a special case, summing only

the first element of all rows (j = 0) in the (n + 1)-tribonacci triangle, gives

Fn+1 =
�n/2�∑
i=0

(
i

0

)
n

=
�n/2�∑
i=0

(
n − i

i

)
.
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8 Classroom Note

The identity (4.2) can then be re-written in terms of binomial coefficients as follows:

Tn+1 =
�n/2�∑
i=0

i∑
j=0

(
i

j

)(
n − i − j

i

)
.
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