
 

บทที่ 3 

ขั้นตอนการดําเนินงานวิจัย 

3.1 การวิเคราะหและแนวทางในการแกปญหา 
 

 ในการหาคาการสงผานพลังงานในโครงสรางบอควอนตัมนั้นตองทําการหาคาระดับ
พลังงานสถานะพื้นของอิเล็กตรอน e1 ในแถบนํา และระดับพลังงานสถานะพื้นของโฮล hh1 ใน
แถบวาเลนซ การหาระดับพลังงานทั้งสองนี้มีพื้นฐานเชนเดียวกับการหาระดับพลังงานยอย En ใน
บอศักย (energy levels in potential well) ที่มีความลึกจํากัด (finite potential well) โดยการหาผล
เฉลยของสมการชโรดิงเจอร คือ 
 

              ( ) ( )( ) ( )xExVm
dx

xd ψψ
−= 22

2 2  (3.1) 

 
ในการวิจัยนี้ทําโดยการศึกษาเปนขั้นตอนคือเร่ิมจากการศึกษาการหาระดับพลังงานยอยในบอ
ศักยสูงอนันต และบอศักยลึกจํากัดโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข แลวจึงทําการหาผลเฉลยเพื่อหา
ระดับพลังงาน e1 และ ระดับพลังงาน hh1 เพื่อนําไปคํานวณหาคาการสงผานพลังงานใน
โครงสรางบอควอนตัมตอไป 
 
 3.1.1 ลําดับขั้นตอนในการหาระดับพลังงานยอยในบอศักยโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
 
  ในการแกสมการชโรดิงเจอร (3.1) เพื่อหาระดับพลังงานยอย E ที่ทําใหฟงกชันคลื่นซึ่ง
เปนผลเฉลยของสมการมีคาเปนจริงตามเงื่อนไขของบอศักยแตละชนิดที่ทําการศึกษา 
  ในการแกสมการชโรดิงเจอรเพื่อหาระดับพลังงานยอย E ดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขนั้น
สามารถกระทําไดตามขั้นตอนดังแสดงในรูปที่ 3.1 คือ จากรูปจะเห็นวามีสวนยอยที่ทํางานเฉพาะ
ของแตละสวนดังนี้คือ 
  1.สวนที่ใชกําหนดคาคงที่ตาง ๆ ที่ตองใชในการแกปญหา 
  2.สวนที่ใชหาคาชวงของระดับพลังงานยอยที่ครอบคลุมคาระดับพลังงานยอยจริงที่ทํา

ใหคาฟงกชันคลื่นหรือผลเฉลยมีคาเปนจริงตามเงื่อนไข เรียกสวนนี้วาสวนวิธียิงเปา 
(shooting method) สวนนี้เปนสวนที่สําคัญที่สุด 

  3.สวนที่ใชหาคาระดับพลังงานยอยในบอศักยจากชวงของระดับพลังงานที่ไดจากสวนที ่
2 สวนนี้เรียกวาสวนที่ใชสําหรับหารากของสมการ 
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รูปท่ี 3.1 แสดงลําดับขั้นในการหาระดับพลังงานยอยภายในบอศกัยจากผลเฉลยของสมการ 
  ชโรดิงเจอรโดยระเบยีบวิธีเชงิตัวเลข 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปท่ี 3.2 แสดงลําดับขั้นวิธีการยิงเปาเพื่อสุมหาคาระดับพลังงาน E 2 คา ที่มีคาฟงกชันคลื่นหรือ 
  ผลเฉลยของสมการชโรดิงเจอรตรงตามเงื่อนไขขอบเขต (เทากับศูนย) อยูภายในชวง 
  โดยระเบยีบวธีิเชิงตัวเลข 

กําหนดคาเริ่มตน 

วิธียิงเปาเพื่อหาคา E 

หารากที่อยูในชวงที่กําหนดจุดปลายทั้ง
สองดานมาให 

(คา E ที่ไดกอนหนานี้) 

Report 

วิธียิงเปาเพื่อหาคา E 

กําหนดคา E ที่เปนคาเริ่มตน 

แทนคา E ในสมการและ 
หาผลเฉลย 

ผลเฉลยลูเขาหรือไม 

เพิ่มคา E 

ไม 

ลูเขา 

เก็บคา E 2 คาสุดทายที่ทําให 
ผลเฉลยลูเขา 
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รูปท่ี 3.3 แสดงลําดับขั้นวิธีการหารากหรือคา E ที่ทําใหฟงกชันคลื่นหรือผลเฉลยของสมการ 
  ชโรดิงเจอรมีคาตรงตามเงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดใหโดยระเบยีบวิธีเชิงตัวเลข  
 
จากรูปที่ 3.1 เห็นวามีสวนที่ทํางานเฉพาะ 2 สวนหลักดวยกันคือสวนที่ 2 และ 3 ซ่ึงมีรายละเอียด
แสดงในรูปที่ 3.2 สําหรับสวนที่ 2 และรูปที่ 3.3 สําหรับสวนที่ 3  
 
จากลําดับขั้นตอนในการหาระดับพลังงานยอยแสดงดังรูปที่ 3.1 จะแยกพิจารณาเปน 2 กรณีคือ
กรณีที่เปนบอศักยที่มีความสูงอนันต และกรณีที่เปนบอศักยสูงจํากัด 
 
 
 

หารากของ E  
โดยวิธีเสนตดั 

กําหนดจุดปลายทั้งสองดาน 
ของชวงที่ตองการคําตอบ 

รากของคําตอบ = 0 

กําหนดชวงใหม 

ไม 

ใช 

ระดับพลังงานยอยที่ทําใหผลเฉลยมี
คาเปนไปตามเงื่อนไขขอบเขตที่

กําหนด 

คํานวณคาราก 
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x 

−∞ ∞ 

ψ(x) 

-L/2 L/2 0 

ψ1(x) 

  3.1.1.1 การหาระดับพลังงานยอยในบอศักยสูงอนันต 
 
   พิจารณาโครงสรางบอศักยสูงอนันตจากรูปที่ 3.4  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.4 แสดงโครงสรางบอศักยลึกอนนัต 
 
จากรูปที่ 3.4 เห็นวาคาศักยที่ขอบจะมีคามากทําใหฟงกชันคลื่นไมสามารถผานเขาไปได ดังนั้นจะ
ไดเงื่อนไขขอบเขตที่สําคัญคือคาฟงกชันคลื่นตองเทากับศูนยที่ขอบของบอศักย และคาศักย
ภายในบอมีคาเทากับศูนย หรือ 
 
              ( ) ( ) 02/2/ ==− LL ψψ  (3.2) 
 
และ 
 
                       ( ) 2/2/;0 LxLxV <<−=  (3.3) 
 
สมการ (3.2) และ สมการ (3.3) เปนเงื่อนไขที่สําคัญในการหาระดับพลังงายยอยในบอศักยสูง
อนันต จากเงื่อนไขที่ไดจะทําการพิจารณาหาฟงกชันคลื่นหรือผลเฉลยโดยเริ่มจากการพิจารณาหา
วิธีการแกสมการชโรดิงเจอร สมการ (3.1) 
 จากรูปที่ 3.2 เห็นวาในการหาผลเฉลยของสมการชโรดิงเจอรนั้นจะตองมีวิธีการหา
ผลเฉลยสมการอนุพันธอันดับสอง ในกรณีนี้ใชวิธีการผลตางสืบเนื่อง (finite difference method) 
ในการหาผลเฉลย ซ่ึงโดยหลักการของวิธีผลตางสืบเนื่องไดกลาวในบทที่ 2 ดังนั้นสามารถนําคา
การหาผลเฉลยโดยประมาณตามสมการ (2.37) คือ 
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                           2
11 2

h
yyyy iii

i
+− +−

≈′′  (3.4) 

 
หรือ 
 

                ( ) ( ) ( ) ( )
( )2
2

x
xxxxxx iii

i δ
δψψδψψ ++−−

=′′   ; 1−−= ii xxxδ  (3.5) 

 
แทนคาสมการ (3.5) ในสมการ (3.1) ได 
 

   ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )ii
iii xExVm

x
xxxxx ψ

δ
δψψδψ

−=
++−−

22
22  (3.6) 

 
หรือ 
 

          ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )xxxExVxmxx iiii δψψδδψ −−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−=+ 22 2

2  (3.7) 

 
สมการ (3.7) เปนสมการหาคาฟงกชันคลื่นหรือผลเฉลยของสมการชโรดิงเจอรโดยใชวิธีผลตาง
สืบเนื่องในการแกปญหาโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
 ในการแกปญหาเพื่อหาระดับพลังงานยอยในบอศักยสูงอนันตในงานวิจัยนี้จะใช
สมการ (3.7) ดังนั้นการที่จะไดผลเฉลยจะตองหาคาฟงกชันคลื่นที่ตําแหนง ix และท่ีตําแหนง 

1−ix  ซ่ึงคือจุดเริ่มตน 
 พิจารณาจากรูปที่ 3.4 จะเห็นวาฟงกชันคลื่นเปนแบบสมมาตร ดังนั้นจะพิจารณา
แกปญหาเพียงครึ่งเดียวคือจากตําแหนง 0 ถึง L/2  ได  ( ) 10 =ψ  และจากสมการ (3.2) ได 
 
                  ( ) ( )xx δψδψ +=− 00  (3.8) 
 
แทนคาสมการ (3.8) ในสมการ (3.7) ได 
 

                        ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )xEVxmx δψψδδψ +−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−=+ 002020 2

2   

 
หรือ 
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x 

V0 
ψ(x) 

-L/2 L/2 0 

ψ1(x) 

 

               ( ) ( ) ( )( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−= 2022 2

2 EVxmx δδψ   

 
หรือได 
 

                 ( ) ( ) ( )( ) 102
2 +−= EVxmx δδψ   (3.9) 

 
เมื่อ 
 
                      ( ) 10 =ψ  (3.10) 
 
สมการ (3.9) และสมการ (3.10) คือคาเริ่มตนในการหาฟงกชันคลื่นหรือผลเฉลยสมการชโรดิง
เจอรของบอศักยสูงอนันตที่เปนแบบสมมาตรที่ระดับพลังงานสถานะพื้น n=1 ที่ใชวิธีผลตาง
สืบเนื่องในการแกปญหา 
 ดังนั้นจากรูปที่ 3.2 สมการ (3.7), (3.9) และสมการ (3.10) จึงเปนสมการที่จะนําไป
หาชวงของพลังงานที่จะนําไปหาคาพลังงานสถานะพื้น (n=1) โดยวิธีการยิงเปา 
 
  3.1.1.2 การหาระดับพลังงานยอยในบอศักยสูงจํากัด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.5 แสดงโครงสรางบอศักยลึกจํากัด 
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 พิจารณารูปที่ 3.5 โครงสรางบอศักยลึกจํากัดเห็นไดวาคลายกับในกรณีของบอศักย
สูงอนันตคือปญหามีลักษณะสมมาตรสวนที่ตางกันคือคาฟงกชันคลื่นหรือผลเฉลยจะไมเทากับ
ศูนยที่ขอบของบอศักยเหมือนกับกรณีของบอศักยสูงอนันต และคาของฟงกชันคลื่นจะมีการ
ลดลงแบบเอ็กซโปเนนเชียล ดังนั้นจะมีคาเขาใกลศูนยเมื่อระยะลึกเขาไปในสวนของกําแพงหรือ
ถึงระยะหนึ่งจะมีคาประมาณศูนย ซ่ึงเปนเงื่อนไขที่สําคัญสําหรับกรณีนี้ หรือได 
 
             ( ) ( ) 02/2/ ≠=− LL ψψ  (3.11) 
 
และ 
 
                      ( ) 10 =ψ        และ        ( ) 0→xψ    เมื่อ ∞→x  (3.12) 
 
จะเห็นไดวาคาเริ่มตนจะเหมือนกับกรณีบอศักยลึกอนันต ตางกันที่เงื่อนไขขอบเขตคือฟงกชัน
คล่ืนหรือผลเฉลยของสมการ (3.7) นั้นจะเปนไปตามสมการ (3.11)  การหาระดับพลังงานยอยที่
สถานะพื้นโดยระเบียบวิธีการเชิงตัวเลขนั้นสามารถทําไดเชนเดียวกับการหาพลังงานที่สถานะพื้น
ของบอศักยลึกอนันต 
 
  3.1.1.3 การคํานวณหาการเปลี่ยนระดับพลังงาน ในโครงสรางบอควอนตัม 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.6 แสดงโครงสรางบอควอนตัม 
 
 พิจารณารูปที่ 3.6 จะเห็นวาการเปลี่ยนระดับพลังงานในโครงสรางบอควอนตัมนั้นคือ
อิเล็กตรอนตองไดรับพลังงานมีคาเทากับผลรวมของระดับพลังงานยอย hh1 ในแถบวาเลนซ คา
พลังงานของแถบชองวางพลังงานของสวนที่เปนบอ Eg(well)  และระดับพลังงานยอย e1 ในแถบ
นํา 
 ดังนั้นสิ่งที่ตองทําคือการหาระดับพลังงานยอย e1 และระดับพลังงานยอย hh1 ซ่ึงถา
พิจารณาแลวจะเห็นวาคือการหาระดับพลังงานที่สถานะพื้นของบอศักยที่มีความลึกจํากัดดังกลาว

ΔEv 

Eg(barrier) Eg(well) 

ΔEc 
CB 

VB 

e1 

hh1 
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แลวในตอนตน หากแตลําดับขั้นในการแกปญหานั้นเพิ่มสวนที่จะบอกวาเปนการคํานวณคาระดับ
พลังงาน e1 และระดับพลังงาน hh1 ซ่ึงมีคามวลยังผล (effective mass) ตางกัน แสดงดังรูปที่ 3.7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปท่ี 3.7 แสดงลําดับขั้นในการคํานวณหาการเปลี่ยนระดับพลังงานในโครงสรางบอควอนตัม 

 
 
 
 
 
 

กําหนดคาเริ่มตน 

วิธียิงเปาเพื่อหาคา E 

หารากที่อยูในชวงที่กําหนดจุดปลายทั้ง
สองดานมาให 

(คา E ที่ไดกอนหนานี้) 
 ไดระดับพลังงาน e1 สําหรับแถบนํา และ 
 ไดระดับพลังงาน hh1 สําหรับวาเลนซ 

     แยกคํานวณ 
     m = me* ในแถบนํา 
     m = mhh* ในแถบวาเลนซ 

คํานวณหาคา 
การเปลี่ยนระดับพลังงาน 

จบการทํางาน 
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  3.1.1.3.1  การหาความสูงของบอควอนตัม Al0.3Ga0.7As/GaAs 

 ในงานวิจัยนี้ไดนําโครงสรางบอควอนตัมของ Al0.3Ga0.7As/GaAs  ทําการคํานวณ 
ความสัมพันธตาง ๆ แสดงดังรูปที่ 3.8  
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.8  แบบจําลองบอควอนตัมเดีย่วของ Al0.3Ga0.7As /GaAs 
 
สามารถหาคาความสูงของบอควอนตัมไดจากความสัมพนัธ 
 
           )()( GaAsEAlGaAsEE ggg −=Δ  (3.13) 
 
โดยที ่

  
204
10405.5519.1)(

24

+
×

−=
−

T
TGaAsEg  (3.14) 

 
  3.1.1.3.2  การคํานวณหาชองวางพลังงานของกําแพง ( ( )AlGaAsEg ) 

   ในการคํานวณหาคาชองวางพลังงานของสวนที่เปนกําแพงทําไดโดยการหาจาก
ความสัมพันธของ Varshni, Vina และ Passler [p1] ซ่ึงเปนการคํานวณที่พิจารณาวาชองวาง
แถบพลังงานขึ้นกับอุณหภูมิ คือ 
 
 3.1.1.3.3  ความสัมพันธของ Varshni 
 

            
T

TTETE Vargg +
−==

β
α

2

)0()(  (3.15) 

 
เมื่อ  Eg(T)  คือ ชองวางพลังงานที่อุณหภูมิ T 

  Varα  และ β   คือ คาพารามิเตอร  
 

ΔEv=0.4ΔEg 

Eg(AlGaAs) Eg(GaAs) 

ΔEc=0.6ΔEg 
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และ 
  )(23.1523.1),0(var eVxxTE +==  (3.16a) 
 
             )/10(5035.35.5)( 42 KeVxxxVar

−++=α  (3.16b) 
 
                 )(430088198)( 2 Kxxx ++=β  (3.16c) 
 
  3.1.1.3.4  ความสัมพันธของ Vina 
 

          ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−Θ

+−=
1)/exp(

21)(
T

ETE
B

BBg α  (3.17) 

 
เมื่อ   Bα               คือ คาอันตรกิริยาของอิเล็กตรอนและโฟนอน,  
  BB kw /=Θ  คือคาอุณหภมูิเฉพาะแทนพลังงานโฟนอนยังผลบนสัดสวนของ

อุณหภูม ิ
                      BBg ETE α−== )0(   
 
และ 
 
  )(33.1576.1)( eVxxEB +=  (3.18a) 
 
  )(8160)( meVxxB +=α  (3.18b) 
 
  )(180240)( KxxB +=Θ  (3.18c) 
 
  3.1.1.3.5 ความสัมพันธของ Passler 
 

  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Θ

+
Θ

−== 121
2

)0()(
p

p

gg
TTETE α  (3.19) 
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เมื่อ  )0( =TEg  คือคาชองวางพลังงานที่ 0K,  
 Θ  คือ คาอุณหภมูิเฉพาะ (characteristic temperature),  

  p  คือ คาพารามิเตอรเอ็มไพริคัล (empirical parameter) ในที่นี้มีคาเทากับ 3.5 ที่ x=0.3 
[1]  

โดยที ่
  )(23.1517.1),0( eVxxTE +==  (3.20a) 
 
  )/10(7.37.09.4)( 42 KeVxxx −++=α  (3.20b) 
 
  )(2605202)( 2 Kxxx ++=Θ  (3.20c) 


