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)((�$ 1

)(�4�

���
%�&������;�����
�������;��+��������	9��O �'����$<#������?���

����������6�����$�����!#�������-���9��'� #�����
%�&����+*!���=?�9������;�����
�������

;��+�<����<��<=��>���� �����5�������+*!<����
%�&��!���!�	9���'���"�+�����#���������	����

+*!"'!������$������9����������
�������������������  +�����!���!��������5
?9����
%�&�

�����-� 4 ?� '����5

?���$ 2 
%�&��?������<��!=@5�)����$������?6%$����<��!�*�9���5#�K���!�����*�@�

���"�+�!�����?���=���#��+�?��@$�O	9�"�

+�?���$ 3 
%�&������!������?�������������6���#����'��$������9������	��*�@�

�����;�����
��
%�&����<��<=��>���*�9�������;�����
�������;��+��������
��

�<?�	���$������	9��O��$���$���!����?�����;�����
�������;��+�

+�?���$ 4 
%�&����������!�������	��"���������	���������#���������	�


����!���6	�������'����%5��=@$�+*!��-����;=������������
��
%�&��P&S�?���������$

���$���!����?��������� 
%�&������������������	��'#��<?�	��������������
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)((�$ 2

���&���67��9��

�9��#����$<	!�
%�&���@5�*���������	�� ���?������<��!=@5�)����$#����-�	9����

�!���!������(?�?��5�'��������=���#��"�! 
�����<��!�*�9���5#�K���!�����*�@����"�+�!�����?

���=���#��+�*���!�	9�O"�

	��'����!���!��������5 #���+�!������&��  Z 
���6	���#������	J<��5�*<'

2.1  )(����& +*! a , b ∈Z �����9���9� a "�� b ����� ( a divides b ) K!�<� Zk∈
6%$� b = ka  
�����
�����<*<����5'!��������&��  b|a

K!� b|a �������� b �9� 6"���� ( multiple ) ��� a 
������� a �9� ���"��( divisor )

��� b 

2.2  (=%>�)( +*!  a , b , c ∈Z  K!� b|a  
�� c|b  
�!� c|a

2.3  )(����& +*!  a , b ∈Z  
�� d ��-�#������	J<?�� �����9���9�  d  ��-� ���"���!�&

&�� ( greatest common divisor ) ��� a 
�� b 
�������
�� d '!��������&��  gcd (a , b) 

K!� 1. a|d 
�� b|d


�� 2. K!� c ��-�#������	J<?��6%$� a|c 
�� b|c  
�!� dc ≤

2.4  )(����& +*!  a 
�� b ��-�#������	J<��$"<9+�9
���� �����9���9� a 
�� b ��-� H4����

�J6�

�&6�(/, ( relatively prime ) K!� gcd (a , b) = 1

2.5  )(����& +*!  a , b ∈Z  
�� c ��-�#������	J<?�� �����9���9� c ��-� �������!�&���� 

( least common multiple ) ��� a 
�� b 
�������
�� c '!��������&�� lcm (a , b) 

K!� 1. c|a 
�� c|b


�� 2. K!� d ��-�#������	J<6%$� d|a 
�� d|b  
�!� dc ≤
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2.6  (=%>�)( +*! m 
�� n ��-�#������	J<?��  K!�  lcm (m , n) = c  
�� gcd (m , n) = d


�!�  mn = cd

2.7  )(����& +*!  A ��-��6	��$"<9+�9�6	�9�� �����9���9� σ ��-���������
�)����$�� 

( permutation ) ?� A K!� σ  ��-�MV������*�%$�	9�*�%$�
??��$�K%�#�� A "� A

K!� A ��-��6	#����'
�� B ={ }k21 x,...,x,x ��-��6	�9����� A 
�� σ ��-���>������

��?����$����� B 6%$� 1kk1k3221 xx:,xx:,...,xx:,xx: →σ→σ→σ→σ −

�����9���9� σ ��-���X#�����$<����<�����9���? k 
��+�������9���5#������
�� σ  '!��

������&��  ( )k21 x...xx

2.8  �����!�� +*! { }3,2,1A = 
��+*! ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ

213

321
,

132

321

21 
�!� 

1σ 
�� 2σ ��-���>��������?����$��?� A �'���$ 13:,32:,21: 111 →σ→σ→σ 
��

23:,12:,31: 222 →σ→σ→σ ���#%�
�� 1σ  "'!'!�� ( )123 
��
�� 2σ  "'!

'!��( )132 �

2.9  )(����&   +*! m ��-�#������	J<?�� 
��+*! a 
�� b ��-�#������	J< �����9���9� 

a 
&-����) b &����� n ( a is congruence to b modulo n  ) K!� n ��-�	��*����� 

a - b  
�������
�����<*<����5'!��������&�� )n(m oba≡
��+*!�����	�9����
&-�� ( congruence ) ��-����&
�&6��/,
&&��

( equivalence relations ) ?� Z ��$��@����*��?
	9�� Zn∈
1. )n(m oaa≡ ���*��?���O  Za∈
2. K!� )n(m oba≡ 
�!� )n(m oab ≡ ���*��?���O  Zb,a ∈
3. K!� )n(m oba≡ 
�� )n(m ocb ≡  
�!� )n(m oca≡  ���*��?���O  Zc,b,a ∈

'����5� D ����<;�� D #����+*!���'��	)!����� ( partition ) ?� Z

2.10  )(����& +*! n ��-�#������	J<?�� 
��+*! k ��-�#������	J< ���+�!������&�� k  
��

�6	���#������	J<��5�*<'��$����������? k <�'��� n ��$��@�

( ){ }nm okx|Zxk ≡∈=
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���������6	 { }nk0|k <≤ 6%$���-���
?9���5�*�%$���� Z �9�+���
&&��&����� n 

( equivalence class modulo n )

�����	�9� ��5��<<��<�'��� n �����?'!���<���� n 	�� �@� 1n...,,2,1,0 −

��������<�����
����5��<<��<�'��� n '!�� nZ '����5�

{ }1n...,,2,1,0Zn −=

2.11  )(����& +*! G ��-��6	��$"<9+�9�6	�9�� 
�� GGG: →×ο �����9���9�������!�� 

( )ο;G  ��-� ���� ( Group ) K!�

1. ο <�
&)����������$��"&�! ( associative law ) ?� G ��$��@� ( ) ( )cbacba οοοο =
���*��?��� Gc,b,a ∈
2. <� Ge∈ ��-�������%�, ( identity )��� G ;��+	! ο��$��@� aeaea οο ==
���*��?��� Ga∈
3. ���*��?
	9���<������� G <��������� ( inverse ) ;��+	! ο��$��@�
	9�� Ga∈  <� 

Gb∈   6%$� abeba οο == 
��	����������
	9�� Ga∈ <��=���	���'���#%����<+�!

������&�� 1a− 
��	���������� a

�����9���9����� ( )ο;G  ��-�����
��)(�$ ( abelian group ) K!� ο <��<?�	�������?

��$?� G ��$��@� abba οο = ���*��?��� Gb,a ∈

2.12  )(����&   +*! ( )ο;G ��-����� ��������#������<������5�*<'+����� G �9����'��� G


��
�����'��� G '!��������&�� G �����9���9����� ( )ο;G ��-�����H4���� ( finite 

group ) K!����'����6	 G ��-�#�����#����' 
����9���9� ( )ο;G ��-����������, ( infinite 

group ) K!� ( )ο;G "<9��-�����#����'

"&���"�� : +������9��K%����� ( )ο;G  ?�����5����#������'��������� ο ?� G 

�'���9���=����9� G ��-�����
�� baο 
��'!�� ab ���O Gb,a ∈

2.13  �����!�� +*! n ��-�#������	J<?�� 
��+*! { }1n,...,2,1,0Zn −= 
��+*! 

nnn ZZZ: →×+ ����<�'� baba +=+   ���*��?��� nZb,a ∈ 
�!� ( )+;Zn  ��-�����

���?��$
����-�����#����'
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)(6�
�H�,

1. +*! nZd,c,b,a ∈  6%$� ca= 
�� db= 
�!�#�<� Zt  ,s ∈  ��$���+*!  a = c+ns 
�� 

b = d+nt  
�!� dcdc)ts(ndcntdnscbaba +=+=+++=+++=+=+
'����5� + ��-�MV������

2. +*! nZc,b,a ∈ 
�!�

( ) ( ) ( ) ( )cbacbacbacbacba ++=++=++=++=++
    '����5�  + <��<?�	��������$��*<�9?� nZ

3. <� nZ0∈ 6%$� a0a0a0a0a +=+==+=+ ���*��?��� nZa∈
    '����5� 0 ��-�������&����� nZ ;��+	! +
4. +*! nZa∈ ��@�� nZanb ∈−=  6%$����+*!"'! 

ababa)an(0e0)an(ababa +=+=+−====−+=+=+
    '����5�  b ��-�	���������� a ;��+	! +
5. +*! nZb,a ∈ 
�!� ababbaba +=+=+=+ ��$��@� + <��<?�	�������?��$?� nZ

�=���(���5�  nZ ��-��������?��$

�=����9� { }1n,...,2,1,0Zn −=  <��<����#����� n 	�� �=���(���5�  nZ ��-�����#����' �

2.14  �����!��  +*! { }n,...,2,1A =  
��+*! nS 
���6	�����>��������?����$����5�*<'?� A  


��+*! ο 
�������
��) ( composition ) ��*�9��MV������
�!� ( )ο;Sn  ��-����� �������� 

( )ο;Sn �9�����
&&��� ( symmetric group ) ���' n

)(6�
�H�,

1. ��-���$���?���'��9� �������?��*�9��MV��������-����'���������6%$���'��!���<?�	���� 

����$��*<�9  '����5� ο<��<?�	��������$��*<�9?� nS '!��

2. +*! α ��-�MV������������&�� ��$��@� AA: →α  ����<�'� ( ) aa =α  ���*��?��� O 

Aa∈ 
�!� nS∈α  
��+*! nS∈σ 
�!�

( )( ) ( )( ) ( )aaa σ=ασ=ασο 
�� ( )( ) ( )( ) ( )aaa σ=σα=σαο
���+*!"'!  σα=σ=ασ οο   '����5� α ��-�������&����� nS  ;��+	! ο
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3. +*! nS∈σ 
��+*! AA: →δ  ����<�'� ( ) ( ) abba =δ↔=σ  ���*��?

���O a ,b A∈
    +*! Ab,a ∈  �'���$ ( ) ( ) ab
�!�ba =δ=σ ���+*!"'!

( )( ) ( )( ) ( ) ( )aabaa α==δ=σδ=σδο  
�� 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )bbabb α==σ=δσ=δσο
    '����5�  δσ=α=σδ οο
     �=���(���5�  δ ��-�	���������� σ  ;��+	! ο

�=���(���5�  ( )ο;Sn  ��-����� �

2.15  )(����&   +*! ( )ο;G ��-����� 
��+*! Ga∈ K!�<� n ��-�#������	J<?��	���!����' 

6%$� ean = �����9���9� n ��-������)��� a ( order of a ) 
��#�
�����'�?��� a '!��

������&�� ( )ao 
��+�������$"<9<�#������	J<?�� m +'O 6%$� eam = ���#���9���9� 

a <������)�����, ( infinite order )

2.16  �����!�� �����<<�	�?��6	���' 3 �@� 3S 6%$������
#�
#��<������5�*<'��� 3S

"'!'����5

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }132,123,23,13,12,1S3 =

�!��*J�"'!��'�9����'�?��� ( )1 ��9���? 1

��@$��#�� ( ) ( )( ) ( )132123123123 2 == 
�� 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1123132123123123 23 ===
'����5����'�?��� ( )123 ��9���? 3 �

2.17  (=%>�)( +*! G ��-����� Ga∈  +*! n 
�� s ��-�#������	J<?�� K!� n ��-����'�?��� a 


�!� eas =  �J	9��<@$� sn

2.18  )(����& +*! ( )ο;G  ��-����� K!�<� Ga∈  6%$� { }Zr|aG r ∈=  �������� G �9�

������ZH��� ( cyclic group ) 
������� a �9�����!��4����� ( generator ) ���*��? G  
�������


�� G '!��������&�� a
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	����9����9� ( )+;Zn ��-�������S#��� �'�<� 1 ��-�	���9�������' �=����9� 1Zn =

	9 ( )ο;Sn  "<9��-�������S#��� �<@$�  n > 2  ��-�	!�

2.19  (=%>�)(  ( )ο;G ��-�������X#������'#����' �J	9��<@$�<� Ga∈ 6%$� ( )ao G=

2.20  (=%>�)(  K!� ( )ο;G ��-�������X#��� 
�!� ( )ο;G ��-��������?��$

2.21  )(����& +*! ( )ο;G ��-����� 
��+*! GH⊆ �'���$ φ≠H  �����9���9� H ��-� 

�����!�� ( subgroup ) ��� G K!� ( )ο;H ��-�����

2.22  (=%>�)(    +*! ( )ο;G ��-����� 
��+*! GH⊆ �'���$ φ≠H  
�!� H ��-� 

�����9����� G K!� 

1. H <�����<?�	��̀';��+	! ο��$��@�  Hkh ∈ο ���*��?���O Hk,h ∈

2. ���*��?
	9�� Ha∈ <� Ha 1∈− ��-�	������� ;��+	! ο

2.23  �����!�� =�#����������5��<<��<�'��� 5 6%$��@� { }4,3,2,1,0Z5 = 
�!� 

{ }4,1,0H= ��-������9����� 5Z

)(6�
�H�, =�#����	��������������� H '����5

+ 0 1 4

0 0 1 4

1 1 2 0

4 4 0 3

#��*J��9� 0 ��-�������&����� H ;��+	! + ���#����5� 1,0 
�� 4 ��-�	��

�������� 4,0 
�� 1 	�<���'�? '����5�
	9�� 5Za∈ <�	��������=���(���5� ( )+;H ��-�

����  '����5� ( )+;H ��-������9����� ( )+;Z5 �
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2.24  )(����& +*! G ��-����� n ��-�#������	J<?��
�� n21 G,...,G,G ��-������9��

��� G #�+�!������&�� n21 ...GGG 
���6	�9����� G 6%$����*�'�'� 

{ Gg|g...ggG...GG iin21n21 ∈= ���*��?
	9�� }n,...,2,1i=

	����9����9� +����� 3S +*!  ( ) ( ){ }12,1H=  
�� ( ) ( ){ }13,1K = 
�!� H 


�� K ��-������9����� 3S 
�����+*!"'!

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }132,13,12,11312,13,12,1HK ==
��+*!�����	�9� HK "<9��-������9����� 3S

2.25  )(����&    +*! G ��-����� H ��-������9����� G 
�� Ga∈  �������� 

{ }HhahaH ∈= �9��[��!�&(��[������ H ]� G ( left coset of H in G ) 
�������

{ }HhhHa ∈= �9��[��!�&(�������� H ]� G ( right coset of H in G )

2.26  )(����&    +*! G ��-����� +*!  H ��-������9����� G  �����9���9�  ( )ο;H ��-�

�����!������� ( normal subgroup ) K!� HaaH= ���*��?���O Ga∈

2.27  (=%>�)(    +*! G ��-����� 
�� H ��-������9����� G 
�!� H ��-������9�����	�

�J	9��<@$� HaHa 1 ⊆−   ���*��?���O Ga∈

2.28  (=%>�)(    +*!  G ��-����� K!� 1G 
�� 2G ��-������9�����	���� G 
�!� 21GG ��-�

�����9����� G

2.29  (=%>�)(    +*!  G ��-����� 
�� n ��-�#������	J<?�� K!� n21 G,...,G,G ��-������9��

���	���� G ���*��?���O  i=1,2,F,n 
�!� n21 G...GG ��-������9����� G

2.30  )(����&    +*! ( )∗;G 
��( )ο;H ��-����� 
��+*! HG: →φ  �����9���9� φ ��-� 


�(�

��9�� ( homomorphism )#�� G "���� H K!� ( ) ( ) ( )yxyx φφ=∗φ ο ���*��?��� 

Gy,x ∈
K!� φ  ��-�MV������*�%$�	9�*�%$�#������ φ  �9����
��9�� ( monomorphism )

K!� φ  ��-�MV��������$�K%�#������ φ  �9������
��9�� ( epimorphism )
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K!� φ  ��-�MV������*�%$�	9�*�%$�
����-�MV��������$�K%�#������ φ  �9�
&
��9��

( isomorphism )

K!�<� HG: →φ ��-���������)�� ���'*�%$�	9�*�%$�
??��$�K%� ���#���9���9� G 


&
��9����� ( isomorphic ) ��? H 
��
�����<*<����5'!��������&�� HG≅

2.31  )(����& +*! G 
�� H ��-����� K!�<���������)�� ���'��$�K%�#�� G "���� H �����9��

�9� H ��-�-�6
�(�

��9�� ( homomorphic image ) ��� G

2.32  )(����&  +*! G 
�� H ��-����� 
�� HG: →φ  ��-���������)�� K!� S ��-�����

�9����� H �������< ( ) ( ){ }Sx|SxS1 ∈φ∈=φ− 
��������9�-�6�����
�(�

��9��

(homomorphic inverse image ) ��� S

2.33 (=%>�)(    K!� G 
�� H ��-����� 
�� φ  ��-���������)�� #�� G "���� H 
��

K ��-������9����� H 
�!� ( )K1−φ ��-������9����� G 

2.34 )(����&    +*!  G ��-����� +*!  H ��-�������$<� He  ��-�������&�� 
��+*! HG: →φ
��-��<���)��  +*!

( ){ }Hex|Gxker =φ∈=φ
�������� φker �9�	�!����� ( kernel ) ��� φ

2.35 (=%>�)(    +*!  G 
�� H ��-����� 
��+*! HG: →φ ��-��<���)�� 
�!�
�9�����

��� φ  ��-������9�����	���� G

2.36 (=%>�)(    +*!  G ��-�������$<� Ge  ��-�������&��  
��+*!  H ��-�����
��+*! 

HG: →φ ��-��<���)�� 
�!� φ  ��-�MV������*�%$�	9�*�%$��J	9��<@$�  { }Geker =φ

2.37 )(����& �
������ ( category ) �����?'!��

1) ���9<������ �̂ ( object )

2) ���*��?
	9����9�����	K� A 
�� B #�<� BA:f →  ���������9�
��9�� 

( morphism ) #�� A "���� B 
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3) ���*��?
	9����9������)�� u 
�� v #�<�  ο ��-����'������������;�� ( binary 

operation ) ��*�9�� u 
�� v ���������9���������? ( composition ) ������)��


�����)��#���'��!���X	9�"���5

1) K!� u ��-����)��#�� A "���� B 
�� v ��-����)��#�� B "���� C #�<����)�� 

vuο ��-����)��#�� A "���� C 

2) K!� u ��-����)��#�� A "���� B v ��-����)��#�� B "���� C 
�� w ��-�

���)��#�� C "���� D 
�!� ( ) ( )wvuwvu οοοο = ��$��@����)��<��<?�	��������$��*<�9

3) K!� u ��-����)��#�� A "���� B 
�!�#�<����)��#�� A "���� A �����
��'!��

������&�� aΙ 
�����)��#�� B "���� B �����
��'!��������&�� bΙ 6%$� uua =Ι ο 
�� 

uu b =Ιο  �������� aΙ 
�� bΙ �9�������&�����)����� A 
�� ������&�����)����� B 

	�<���'�?

2.38  (=%Z�)(   +*! { }Ι∈iAi  ��-���
������	K�+���	����� ϑ
�!�#�<� P ��-���	K�+���	����� 

ϑ  
��{ }Ι∈→π iAP: ii  ��-���
�������)�� ��$���+*! K!� B ��-���	K�+���	����� ϑ


��{ }Ι∈→ϕ iAB: ii ��-���
�������)��
�!�#�<����)�� PB: →ϕ �=���*�%$��'���6%$� 

ii ϕ=ϕπ ���*��?���O Ι∈i

�����9���9� P ��-������ ( product ) �����
�{ }Ι∈iAi

2.39 )(	(�� +*! ϑ  ��-���	������������ +*! X ��-��6	"<9�9��
�!�#�<� F ��-�����+���	�����

ϑ  
�� FX:i →  ��-�����9�����6	 ��$���+*! K!� A ��-�����
�� f ��-�����9�#�� X "���� A 


�!�#�<����)�� AF:f → �=���*�%$��'���6%$� fif = ���*��?���O Ι∈i �����9���9� F ��-������

2.40 (=%Z�)(   +*! { }Ι∈iAi  ��-���
������	K�+���	����� ϑ
�!�#�<� S ��-���	K�+���	����� 

ϑ  
��{ }Ι∈→ι iSA: ii  ��-���
�������)�� ��$���+*! K!� B ��-���	K�+���	����� ϑ


��{ }Ι∈→Ψ iBA: ii ��-���
�������)��
�!�#�<����)�� BS: →Ψ �=���*�%$��'���6%$� 

ii Ψ=ιΨ ���*��?���O Ι∈i

�����9���9� S ��-��������
�
 ( free product ) �����
�{ }Ι∈iAi
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2.41 )(	(�� +*! { }Ι∈iGi  ��-���
��������+���	����� ϑ#�<� S ��-�����+� ϑ  
�� 

{ }Ι∈→ι iSG: ii ��-���
�������)��
�!�#�<����� B 
����
�������)��

{ }Ι∈→Ψ iBG: ii 6%$� BS: →Ψ ��-����)���=���*�%$��'���6%$� ii Ψ=ιΨ ���*��?���O 

Ι∈i  �����9���9� S ��-����������������
� { }Ι∈iGi

������������ S 6%$���-������������9����������
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)((�$ 3

�����-�����	�
�����-��]�

+�?���5#���9��K%�����������#�����#����'����<���!�������%5�+*<9 ���������9�����

�����	��
����	����9�����������	��	��'#�
%�&��P&S�?�	9����$��������������	�� 

3.1  (=%>�)(    +*! n21 G,...,G,G ��-����� 
�� ��������,(��[��� ( cartesian product )

��� n21 G,...,G,G  �����
��'!�� n21 G...GG ××× ����<�'� 

( ){ }n,...,2,1i;Gg|g,...,g,gG...GG iin21n21 =∈=×××

��+*! ( )n21 G...GG: ×××ο    X   ( )n21 G...GG ××× ( )n21 G...GG ×××→
����<�'�( )οn21 g,...,g,g ( )n21 h,...,h,h ( )nn2211 hg,...,hg,hg=
���*��?��� O ( )n21 g,...,g,g 
��( )n21 h,...,h,h  +� n21 G...GG ×××

�!� ( )ο;G...GG n21 ×××  ��-�����

)(6�
�H�,    +*! n21 G,...,G,G ��-�����

1. +*!( )n21 g,...,g,g ,( )n21 h,...,h,h 
��( )n21 i,...,i,i ��-��<������� n21 G...GG ×××

�!� (( )οn21 g,...,g,g ( )n21 h,...,h,h ) ( )n21 i,...,i,iο

( )nn2211 hg,...,hg,hg= ( )n21 i,...,i,iο
( ) ( ) ( )( )nnn222111 ihg,...,ihg,ihg=
( ) ( ) ( )( )nnn222111 ihg...,,ihg,ihg=

( )n21 g,...,g,g= ( )nn2211 ih,...,ih,ihο
( )οn21 g,...,g,g= (( )n21 h,...,h,h ( )n21 i,...,i,iο )

'����5� ο <��<?�	��������$��*<�9?� n21 G...GG ×××

2. +*! ie ��-�������&��?� iG ���*��? i =1,2,F,n  
�!� 

( )n21 e,...,e,e ∈ n21 G...GG ×××  +*! ( )n21 g,...,g,g ∈ n21 G...GG ×××  
�!�  
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( )n21 g,...,g,g ( )n21 e,...,e,eο ( )nn2211 eg,...,eg,eg=
( )n21 g,...,g,g=
( )nn2211 ge,...,ge,ge=
( )n21 e,...,e,e= ( )n21 g,...,g,gο

'����5� ( )n21 e,...,e,e ��-�������&����� n21 G...GG ××× ;��+	! ο
3. +*! ( )n21 g,...,g,g ∈ n21 G...GG ××× 
�!� ii Gg ∈ ���*��? n,...,2,1i=
�=����9�
	9�� n21 G,...,G,G ��-����� '����5� i

1
i Gg ∈−  ���*��?���O n,...,2,1i=

���+*!"'!�9� ( )1
n

1
2

1
1 g,...,g,g −−− ∈ n21 G...GG ××× �'���$ 

( )n21 g,...,g,g ( )1
n

1
2

1
1 g,...,g,g −−−ο ( )1

nn
1

22
1

11 gg,...,gg,gg −−−=
( )n21 e,...,e,e=
( )n

1
n2

1
21

1
1 gg,...,gg,gg −−−=

( )1
n

1
2

1
1 g,...,g,g −−−= ( )n21 g,...,g,gο

'����5� ( )1
n

1
2

1
1 g,...,g,g −−− ��-�	���������� ( )n21 g,...,g,g n21 G...GG ×××∈ ;��+	! ο

�=���(���5� ( )ο;G...GG n21 ×××  ��-����� �

3.2  )(����&    ������������ ( )ο;G...GG n21 ×××  +��P&S�?� 3.1 �9���������

( direct product ) ������� n21 G,...,G,G

3.3  �����!�� =�#���������<<�	� ( ) ( ){ }12,1S2 = 
�� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }132,123,23,13,12,1S3 = 
�!������	����� 2S ��? 3S �@�����?��6	

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=×

132,12,123,12,23,12,13,12

,12,12,1,12,132,1,123,1

,23,1,13,1,12,1,1,1

SS 32

��$<������� ( ) ( ) ( )323232 SSSSSS: ×→×××⋅ ���*�'�'�
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( ) ( ) ( )δτασ=δα⋅τσ οο ,,, �<@$� δτασ οο 
�� �@��������?��*�9��MV������+� 

2S 
�� 3S  	�<���'�?  	����9����9� 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1,12132123,112132,1123,12 ==⋅  ��-�	!�  �

3.4  �����!�� �����	��������� { }1,0Z2 = 
�� { }2,1,0Z3 = �@�����

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,1,1,0,1,2,0,1,0,0,0ZZ 32 =×
��$<����?�� ( ) ( ) ( )323232 ZZZZZZ: ×→×××+ ���*�'�'� 

( ) ( ) ( )db,cad,cb,a ++=+  �<@$� a+c 
�� b+d ��-����?��+� 32 Z
��Z 	�<���'�?  

	����9����9� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,021,1121,112,11,1 =++=++=⋅  ��-�	!�  �

�����	�9�#������<����+������	����9���?���������<����+�������$���<���!��

��-������	����5�O ��9�	����9����$ 3.3 #������<������� 2S ��9���? 2 
��#������<�������

3S ��9���? 6 '����5�#������<������������	����� 2S ��? 3S ��9���? 2x6=12 ��-�	!� 

���#����5��+*!�����	�9����'�����������*�9���<����+������	����'��!����?

���'������������������$���<���!����-������	����5�O '��	����9����$ 3.5

3.5  �����!�� +*!  m 
�� n ��-�#������	J<?�� 
�!������	��������� mZ 
�� nS  �@�����

( ){ }nmnm S;Za|,aSZ ∈α∈α=×
��$<����'��������� ( ) ( ) ( )nmnmnm SZSZSZ: ×→×××⋅ ���*�'�'�

( ) ( ) ( ),ba,b,a σα+=σ⋅α ο �<@$� 
��ba σα+ ο ��-����'���������+�  

S
��Z nm 	�<���'�? �

3.6  )(����&    +*! n21 G,...,G,G,G ��-����� �����9���9� G ��-� �����-����� 

( external direct product ) ��� n21 G,...,G,G  K!� G �<���)�������?�����	����� 

n21 G,...,G,G

�=����9������	����-����� ���#%�#�
%�&�	9�"�K%����*����'�?����<����+���

���	�� n21 G...GG ××× �9�<����<��<=��>������?�<����+�
	9������ n21 G,...,G,G ��9��"�
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3.7  (=%>�)(    +*! n21 G,...,G,G ��-�����#����'#����� n ���� ( )1n ≥  
�!�

( ) ( ) ( )( )n21n21 go,...,go,golc m)g,...,g,g(o =  ���*��?���O

n21n21 G...GG)g,...,g,g( ×××∈

)(6�
�H�,    +*! n21 G,...,G,G ��-�����#����' 
�� n21n21 G...GG)g,...,g,g( ×××∈
+*! it ��-����'�?��� ig ���*��? i = 1,2,F,n 
��+*! t ��-����'�?��� )g,...,g,g( n21 
�!�

( ) ( )n21
t

n21 e,...,e,eg,...,g,g =
+*! s ��-�	������9�<�!����� n21 t,...,t,t 
�!����*��?
	9�� ni1 ≤≤ #�<� +∈Zmi 6%$� iimts=
'����5� ( ) ( ) ( ) ( )n21

mt
n

mt
2

mt
1

s
n

s
2

s
1

s
n21 e,...,e,eg,...,g,gg,...,g,gg,...g,g nn2211 ===

#�"'!�9�  t ��-�	��*����� s '�� ��5� st ≤ 
	9 

( ) ( ) ( )n21

t

n21
t
n

t
2

t
1 e,...,e,eg,...,g,gg,...,g,g ==

'����5� i
t
i eg = ���*��?���O ni1 ≤≤ ���+*!"'!�9� it ��-�	��*����� t ���*��?��� i = 1,2,F,n

#�"'!�9� t ��-�=*������� n21 t,...,t,t 
	9 s ��-�	������9�<�!����� n21 t,...,t,t �=���(���5� ts≤
#�� t s≤ 
�� ts≤  '����5� s = t �

	����9����9� +�������������	�� 32 SS × ���	����9�� 2.3  �=����9� ( ) 212o =

�� ( ) 3123o =  +� 2S 
�� 3S 	�<���'�?
��	������9�<�!����� ( )12o 
�� ( )123o

��9���? 	������9�<�!����� 2 
�� 3 6%$���9���? 6  �=���(���5� ( )( )=123,)12(o 6

	����9�����*����'�?����<����+������	�� �'�������	��P&S�?� 3.7

3.8  �����!��    #�*�#������<������5�*<'+������	�� 525 ZZ × ��$<����'�? 5 

��/�(4�    +*! ( ) 525 ZZb,a ×∈ �'���$ ( ) 5b,ao =  
�!��=������	!����� ( ) 5b,ao = 
��

( )b,ao �@�	������9�<�!����� ( )ao 
�� ( )bo  �'���$ 25Za∈ 
�� 5Zb∈

'����5� ( ) 5ao 
�� ( ) 5bo #�"'!�9� ( ) { }5,1ao ∈ 
�� ( ) { }5,1bo ∈ �=���(���5�  

25Za∈ ��$��-�"�"'!�@� 0 , 5 , 10 , 15 
�� 20 
�� 5Zb∈ ��$��-�"�"'!�@� 0 , 1 , 2 , 3 
�� 4


	9 ( )0,0 <����'�? 1 '����5� ( )b,a ��$��-�"�"'!�@� 
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( ) ( ) ( ) ( ) ,4,0,3,0,2,0,1,0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,4,5,3,5,2,5,1,5,0,5

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,4,10,3,10,2,10,1,10,0,10

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,4,15,3,15,2,15,1,15,0,15

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4,20
��3,20,2,20,1,20,0,20

�<@$�	��#��?
�!�=?�9��<�������O	�� '����9����5 ��5�*<'<����'�? 5 '����5� #�����

�<����+� 525 ZZ × ��$<����'�? 5 ��5�*<'��9���?  24 #����� �

3.9  (=%>�)( +*! G 
�� H ��-�����#����' K!� HG× ��-�������X#���  
�!� G 
�� H

��-�#������(=����<=��>�

)(6�
�H�,    +*! G 
�� H ��-�����#����' �'���$  mG = 
�� nH =  
�!� mHG =×
+*!  HG× ��-�������X#��� 
�!�#�<� ( ) HGh,g ×∈  6%$� ( ) mh,go =

	9#���P&S�?� 3.7  #�"'! ( ) ( )( )ho,golc m)h,g(o = '����5� ( ) ( )( )ho,golc mm =
��@$��#�� mG = 
�� nH =  
�� Gg∈ 
�� Hh∈ '����5� ( ) mgo  
��  ( )nho

+*!  ( )n,mlc ms = 
�!� s|m 
�� s|n �=���(���5� ( ) sgo 
�� ( ) sho

�=���(���5�  s ��-�=*������� ( )go 
�� ( )ho '����5� ( ) ( )( )ho,golc mm = s≤


	9 mn ��-�=*������� m 
�� n '����5� ( ) mn,mlc ms ≤= �=���(���5� mn = s

+*! ( )n,mgc dd = 
�!� mn = ds = d(mn) �=���(���5� d = 1

'����5� m 
�� n ��-�#������(=����<=��>� �

�����	�9� ?����?����P&S�?� 3.9 "<9��-�#���  	����9����9� �����	����� 

35 SZ × 6%$� 5Z5 = 
�� 6S3 =  
��  5 
�� 6 ��-�#������(=����<=��>���� 
	9 35 SZ × "<9

��-�������S#����=���"<9<��<����+� 35 SZ ×  ��$<����'�? 30  ( '��P&X�?� 3.7 )

	9�"�#���!������ iG ���*��?
	9�� ni1 ≤≤ �%5�#������ n21 G,...,G,G �'���$ iG

��-������9�����	�������� n21 G...GG ××× 
��
�'��9� iG �<���)�������? iG ���O 

ni1 ≤≤
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3.10  (=%>�)(    +*! n ��-�#������	J<?�� 
��+*! n21 G,...,G,G ��-����� 
�!����*��?


	9�� ni1 ≤≤  #�<������9�����	� iG ������� n21 G...GG ××× 6%$�

1. iG �<���)�������? iG ���O ni1 ≤≤
2. ( ) ( ){ }n21n1i1i21i e,...,e,eG...GG...GGG =∩ +− ���*��?
	9�� ni1 ≤≤
3. n21n21 G...GGG...GG =××× ���*��?
	9�� ni1 ≤≤

)(6�
�H�,    +*! n ��-�#������	J<?�� 
��+*! n21 G,...,G,G ��-����� ���*��?
	9�� n,...,2,1i=
+*! ( ){ }iin1ii21i Gg|e,...,e,g,...,e,eG ∈= + 
��+*! ii Gg ∈ �'���$

( )n1ii21i e,...,e,g,...,e,eg += ���*��?
	9�� ii Gg ∈ ���#�=���#���9� iG ��-������9�����	����

���� n21 G...GG ××× ���*��?
	9�� n,...,2,1i=
�=����9� n21 G,...,G,G  ��-����� 
�!�
	9�� iG #�<� ie ��-�������&�� ���*��?
	9��

n,...,2,1i=  '����5�#�<� ( ) in21 Ge,...,e,e ∈ ��-�������&����� n21 G...GG ××× ���+*! 

φ≠iG ���*��?���O n,...,2,1i=
   1. +*! { }n,...,2,1i∈ 
��+*! ( ) ( ) in1ii21n1ii21 Ge,...,e,h,...,e,e,e,...,e,g,...,e,e ∈++ 
�!�

( )( ) ( ) in1iii21n1ii21n1ii21 Ge,...,e,hg,...,e,ee,...,e,h,...,e,ee,...,e,g,...,e,e ∈= +++

'����5� iG <�����<?�	��̀';��+	!���'������������ n21 G...GG ×××

2. +*! ( ) in1ii21 Ge,...,e,g,...,e,e ∈+ 
�!� ii Gg ∈ '����5�<� i
1

i Gg ∈−

���+*!<� ( ) in1i
1

i21 Ge,...,e,g,...,e,e ∈+
− 6%$����+*! 

( )n1ii21 e,...,e,g,...,e,e + ( )n1i
1

i21 e,...,e,g,...,e,e +
−

( )n1i
1

ii21 e,...,e,gg,...,e,e +
−=

( )n21 e,...,e,e=
( )n1ii

1
i21 e,...,e,gg,...,e,e +
−=

( )( )n1ii21n1i
1

i21 e,...,e,g,...,e,ee,...,e,g,...,e,e ++
−=

'����5� ( )n1i
1

i21 e,...,e,g,...,e,e +
− ��-�	���������� ( )n1ii21 e,...,e,g,...,e,e +

�=���(���5�  iG ��-������9��������� n21 G...GG ×××
3. +*! ( ) in1ii21 Ge,...,e,g,...,e,e ∈+ 
��+*! ( ) n21n21 G...GGg,...,g,g ×××∈ 
�!�

( )( )( ) 1
n21n1ii21n21 g,...,g,ge,...,e,g,...,e,eg,...,g,g −

+

( )( )( )1
n

1
2

1
1n1ii21n21 g,...,g,ge,...,e,g,...,e,eg,...,g,g −−−

+=
( )1

nnn
1
1i1i1i

1
iii

1
1i1i1i

1
222

1
111 geg,...,geg,ggg,geg,...,geg,geg −−

+++
−−

−−−
−−=
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( )1
nn

1
1i1ii

1
1i1i

1
22

1
11 gg,...,gg,g,gg,...,gg,gg −−

++
−
−−

−−=
( ) in1ii1i21 Ge,...,e,g,e,...,e,e ∈= +−

'����5�  ( ) ( ) i
1

n21in21 Gg,...,g,gGg,...,g,g ⊆− ���O ( ) n21n21 G...GGg,...,g,g ×××∈
�=���(���5� iG ��-������9�����	�������� n21 G...GG ×××

	9�"����#�=���#���9� 

1. iG �<���)�������? iG ���*��?��� ni1 ≤≤
2. ( ) ( ){ }n21n1i1i21i e,...,e,eG...GG...GGG =∩ +− ���*��?
	9�� ni1 ≤≤
3. n21n21 G...GGG...GG =××× ���*��?
	9�� ni1 ≤≤

1. +*! n,...,2,1i= 
��+*! iii GG: →α ����<�'�  ( ) in1ii21i ae,...,e,a,...,e,e =α +

���*��?���O ii Ga ∈  
�!��*J�"'!��'�9� iα ��-�MV������

   1.1  +*!  ( )n1ii21 e,...,e,a,...,e,e + ( ) in1ii21 Ge,...,e,b,...,e,e, ∈+ 
�!�#�"'!�9�

( )( )( )n1ii21n1ii21 e,...,e,b,...,e,ee,...,e,a,...,e,e ++α
= ( )n1iii21 e,...,e,ba,...,e,e +α
= iiba

= ( ) ( )n1ii21n1ii21 e,...,e,b,...,e,ee,...,e,a,...,e,e ++ αα
           �=���(���5� α ��-���������)�� 

   1.2  +*!  ( ) in1ii21 Ge,...,e,a,...,e,e ∈+ 
�� ( ) in1ii21 Ge,...,e,b,...,e,e ∈+ 6%$� 

( )n1ii21 e,...,e,a,...,e,e +α = ( )n1ii21 e,...,e,b,...,e,e +α 
�!� ii ba =
           '����5�   ( )n1ii21 e,...,e,a,...,e,e + =( )n1ii21 e,...,e,b,...,e,e +

           �=���(���5�  α ��-�MV������*�%$�	9�*�%$�

 1.3  +*! ii Ga ∈ 
�!� ( ) in1ii21 Ge,...,e,a,...,e,e ∈+ 6%$� ( ) in1ii21 ae,...,e,a,...,e,e =α +

           �=���(���5�  α ��-�MV��������$�K%�

'����5� iG �<���)�������? iG ���O ni1 ≤≤
2. +*! ( )n21 g,...,g,g ( )n1i1i21i G...GG...GGG +−∩∈ 
�!� ( )n21 g,...,g,g iG∈

�� ( )n21 g,...,g,g n1i1i21 G...GG...GG +−∈
�=����9� ( )n21 g,...,g,g iG∈ 
�!� ( )n21 g,...,g,g ( )n1ii21 e,...,e,g,...,e,e += '����5�

kk eg = ���O { } { }in,...,2,1k −∈
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�=����9� ( )n21 g,...,g,g n1i1i21 G...GG...GG +−∈ 
�!�#�<� kk Gg ∈ ���*��? nik1 ≤≠≤
 6%$� ( )=n21 g,...,g,g n1ii1i21n1i1i21 g...geg...ggg...gg...gg +−+− =

( )n21 g,...,g,g ( )n1ii1i21 g,...,g,e,g,...,g,g +−=
 �=���(���5� ( )n1ii21 e,...,e,g,...,e,e + ( )n1ii1i21 g,...,g,e,g,,...,g,g +−=
#�"'!�9� ii eg = �=���(���5� ( )n21 g,...,g,g ( )n21 e,...,e,e=

��+�������?��� ( )n21 e,...,e,e iG∈  
�� ( )n21 e,...,e,e n1i1i21 G...GG...GG +−∈
#�"'!�9� ( )n21 e,...,e,e ( )n1i1i21i G...GG...GGG +−∩∈
 �=���(���5� ( )=∩ +− n1i1i21i G...GG...GGG ( ){ }n21 e,...,e,e �'���$ i=1,2,F,n

3.  +*! ( ) n21n21 G...GGg,...,g,g ×××∈ 
�!�

( ) ( )( ) ( )n21n321n21n21 g,...,e,e...e,...,e,g,ee,...,e,gg,...,g,g = n21 g...gg=
�=���(���5�  ( )n21 g,...,g,g n21 G...GG∈

 
��+�������?���+*! n21n21 G...GGg...gg ∈ 
�!�

( )( ) ( ) ( ) n21n21n21n21 G...GGg,...,g,gg,...,e,e...e,...,e,g,ee,...,e,gg...gg ×××∈==
 �=���(���5� n21n21 G...GGG...GG =××× ���*��?
	9�� ni1 ≤≤ �

�<@$�
%�&������;�����
���P&S�?���$���$���!����?�����;�����
�!�	9�"����

#�
%�&�������������6%$�������9������;��+�
��
%�&��P&S�?���$���$���!����?�����;��+�

3.11  )(����& +*! G ��-�������$<� e ��-�������&�� 
�� n21 G,...,G,G ��-������9�����	�

��� G  �����9���9� G ��-������-��]�( internal direct product )  ��� n21 G,...,G,G K!�

1. n21 G...GGG=
2. ( ) { }eG...GG...GGG n1i1i21i =∩ +− ���*��?
	9�� ni1 ≤≤

3.12  (=%>�)(    +*! 1G  , 2G  , F , nG ��-������9�����	�������� G  ��$<� e ��-�

������&��  K!� G ��-������;��+���� 1G  , 2G  , F , nG 
�!�

1. { }eGG ji =∩ ���*��?���O nji1 ≤≠≤

2. ijji hhhh = ���*��?���O ii Gh ∈ 
�� jj Gh ∈ 
�� nj,i1 ≤≤
)(6�
�H�,    +*! 1G  , 2G , F , nG ��-������9�����	�������� G  ��$<� e ��-�

������&��  
��+*! G ��-������;��+���� 1G  , 2G  , F , nG
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1.   +*! nji1 ≤<≤  
��+*! ji GGk ∩∈ 
�!� iGk∈ 
�� jGk∈
+*! ees = ���O n,...,2,1s= 
�!� 

n1i1i21n1j1j1i1i21 G...GG...GGe...kee...ee...eek +−+−+− ∈=
�=���(���5� ( )n1i1i21i G...GG...GGGk +−∩∈ ���+*!"'! ek =

2.  +*! nj,i1 ≤≤  
��+*! ii Gh ∈ 
�� jj Gh ∈ 
�!��=����9� i
1

i Gh ∈− 
�� Gh,h 1
jj ∈−  
�� 

iG ��-������9�����	�������� G '����5� i
1

j
1

ij Ghhh ∈−−

+*! i
1

j
1

iji Ghhhs ∈= −− ���+*!"'!  ( ) iii
1

j
1

iji
1

j
1

iji Gshhhhhhhhh ∈== −−−−


�!��=����9� jj Gh ∈ 
�� Gh,h 1
ii ∈−  
�� jG ��-������9�����	�������� G '����5� 

j
1

iji Ghhh ∈−

+*! j
1

ijij Ghhht ∈= − ���+*!"'! ( ) j
1

jj
1

j
1

iji
1

j
1

iji Ghthhhhhhhh ∈== −−−−−


�!� { }eGGhhhh ji
1

j
1

iji =∩∈−− �=���(���5� ehhhh 1
j

1
iji =−−  
�!� ijji hhhh = �

#��?�����< 3.11 
�'�+*!�*J��9�K!� G ��-������;��+���� 1G  , 2G  , F , nG


�!� n21 G...GGG= ���+*!"'!�9�
	9�� Gg∈ ��������"'!+���� n21 g...ggg= �'���$ ii Gg ∈
	9�"�#�
�'�+*!�*J��9�
	9�� Gg∈ �����+���� n21 g...ggg= "'!�=���
??�'�����9���5�

3.13  (=%>�)(    +*! 1G  , 2G  , F , nG ��-������9�����	���� G  K!� G ��-������;��+�

��� 1G  , 2G  , F , nG 
�!� 
	9�� Gg∈ �����"'!+���� n21 g...ggg= �'���$ ii Gg ∈
���*��?
	9�� i = 1,2,F,n  "'!�=���
??�'�����9���5�

)(6�
�H�, +*! 1G  , 2G  , F , nG ��-������9�����	���� G  
��+*! G ��-������;��+�

��� 1G  , 2G  , F , nG

+*! Gg∈ 
���<<	�<� ii Gg ∈ 
�� ii Gh ∈ �<@$� i = 1,2,F,n 6%$�

n21 g...ggg= 
�� n21 h...hhg= 
�!� n21n21 h...hhg...gg = #�
�'��9�  ii hg =
���O i = 1,2,F,n

+*! { }n,...,2,1i∈ 
�!��=����9� n21n21 h...hhg...gg = '����5�

( ) ( )( ) 1
n2i1in21

1
1i21i g...ggh...hhg...ggg −

++
−

−=
1
1i

1
1n

1
nn21

1
1

1
2i

1
1i g...ggh...hhg...gg −

+
−
−

−−−
−

−
−=
( ) ( ) ( ) ( ) ( )gh...ghgh...ghghh 1

nn
1
1i1i

1
1i1i

1
22

1
11i

−−
++

−
−−

−−=
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���+*!"'! ( ) ( ) ( )( ) ( )gh...ghgh...ghghhg 1
nn

1
1i1i

1
1i1i

1
22

1
11

1
ii

−−
++

−
−−

−−− =
6%$�
�'��9� n1i1i21

1
ii G...GG...GGhg +−
− ∈ 
�� i

1
ii Ghg ∈−

�=���(���5�  ( )n1i1i21i
1

ii G...GG...GGGhg +−
− ∩∈

'����5� ehg 1
ii =−   �=���(���5�    ii hg = �

*���#�����?K%������;�����
�������;��+�
�!� 	9�"����#�
�'�+*!�*J��9�

�����;�����
�������;��+���5�<����<��<=��>����

3.14  (=%>�)(    +*!  n21 G,...,G,G,G ��-����� 
�!� G ��-������;�������� 

n21 G,...,G,G  �J	9��<@$� <������9�����	� n21 H,...,H,H ��� G 6%$� iG �<���)�������? iH

���*��?
	9�� ni1 ≤≤  
�� G ��-������;��+���� n21 H,...,H,H

)(6�
�H�, +*!  n21 G,...,G,G,G ��-�����

( )→ +*!  G ��-������;�������� n21 G,...,G,G  
�!�#�<�  

n21 G...GGG: ×××→α ��-��<���)�� 
���'��P&S�?� 2.10 #�<� iG ��-������9��

���	���� n21 G...GG ××× 6%$� iG �<���)�������? iG ���*��?
	9�� ni1 ≤≤  
���=���

��<�<#�����;��+	!��������)����������9�����	���-������9�����	� ���#�"'!�9� ( )i1 G−α
��-������9�����	���� G ���*��?
	9�� ni1 ≤≤

���*��?
	9�� ni1 ≤≤ +*! ( )i1
i GH −α=  
�!� ( ) iii GGH ≅=α 
��#�"'! 

( ) iiii GGHH ≅=α≅ '����5� ii GH ≅ ���*��?���O ni1 ≤≤
	9�"����#�
�'��9� G ��-������;��+���� n21 H,...,H,H

1. +*! Gg∈ 
�!� ( ) n21 G...GGg ×××∈α 
���'��P&S�?� 3.10(3)#�<� ii Gg ∈  ���*��? 


	9�� ni1 ≤≤  ��$���+*! ( ) n21 g...ggg =α 
	9 ( )iii HGg α=∈  ���*��?
	9�� ni1 ≤≤
'����5�#�<� ii Hh ∈ 6%$� ( )ii hg α= ���*��?���O ni1 ≤≤ ���+*!"'!

( ) ( ) ( ) ( )n21n21 h...hhg...ggg ααα==α
�=����9� α ��-���������)�� '����5� ( ) ( )n21 h...hhg α=α 
���=��� α ��-� 

MV������*�%$�	9�*�%$� �=���(���5� n21 h...hhg=  �=���(���5�  n21 H...HHG=
2.  +*! ni1 ≤≤ 
��+*! ( )n1i1i21i H...HH...HHHk +−∩∈  
�!� iHk∈  
��

n1i1i21 H...HH...HHk +−∈
�=����9�  iHk∈  
�!�#�<�  ii Hh ∈ ��$���+*!  ihk = '����5� ( ) ( ) ii ghk =α=α
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�=���(���5� ( ) iGk ∈α

���=����9�  n1i1i21 H...HH...HHk +−∈ 
�!�#�<�  jj Hh ∈  ���*��? n1j1 ≤≠≤ ��$���+*!  

n1i1i21 h...hh...hhk +−= '����5� ( ) ( )n1i1i21 h...hh...hhk +−α=α

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n1i1i21 h...hh...hh ααααα= +−

n1i1i21 g...gg...gg +−=
�=���(���5�  ( ) n1i1i21 G...GG...GGk +−∈α
�=���(���5� ( ) ( ) ( ){ }n21n1i1i21i e,...,e,eG...GG...GGGk =∩∈α +−  �'���$ ie

��-�������&����� iG ���*��? ni1 ≤≤
�=���(���5� ( ) ( )n21 e,...,e,ek =α ��-�������&��+� n21 G...GG ×××
���+*!"'! ( ) ( )ek α=α   
	9 α ��-�MV������*�%$�	9�*�%$� �=���(���5�  k = e

+�������?��� �=����9� n21 H,...,H,H ��-������9�����	���� G 

'����5� n1i1i21 H...HH...HH +− ��-������9����� G ���+*!"'! iHe∈ 
�� n1i1i21 H...HH...HHe +−∈
�=���(���5� ( ) eH...HH...HHH n1i1i21i =∩ +−

'����5� G ��-������;��+���� n21 H,...,H,H

( )← +*! n21 H,...,H,H ��-������9�����	���� G 6%$� iG �<���)�������? iH �'�

��������)�� iα  ���*��?
	9�� ni1 ≤≤  
��+*! G ��-������;��+����  n21 H,...,H,H #�


�'��9� G ��-������;�������� n21 G,...,G,G ��$��@�#�
�'��9�  n21 G...GGG ×××≅
+*! n21 G...GGG: ×××→α  ����<�'� ( ) ( )n21 g,...,g,gg =α ���*��?
	9�� 

Gg∈ �'���$ n21 h...hhg= �'���$ ii Hh ∈ 
�� ( ) iii gh =α ���O ni1 ≤≤
1. +*! Gq,g ∈ 6%$� qg= �<@$� n21 h...hhg= �'���$ ii Hh ∈ 
�� ( ) iii gh =α ���O ni1 ≤≤

�� n21 k...kkq= �'���$ ii Hk ∈ 
�� ( ) iii qk =α ���O ni1 ≤≤

�!� n21n21 k...kkqh...hhg === #���P&S�?� 3.13 #�"'!�9� ii kh = ���O ni1 ≤≤

�!� ( ) ( )n21 h...hhg α=α

( ) ( ) ( )( )nn2211 h,...,h,h ααα=
( ) ( ) ( )( )nn2211 k,...,k,k ααα=

( )n21 k...kkα=
( )qα=

�=���(���5� α ��-�MV������
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2. +*! Gq,g ∈ �<@$� n21 h...hhg= �'���$ ii Hh ∈ 
�� ( ) iii gh =α ���O ni1 ≤≤

�� n21 k...kkq= �'���$ ii Hk ∈ 
�� ( ) iii qk =α ���O ni1 ≤≤

�!� ( ) ( )n21n21 k...kkh...hhgq α=α

( )nn2211 kh...khkhα=
( ) ( ) ( )( )nnn222111 kh,...,kh,kh ααα=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )nnnn22221111 kh,...,kh,kh αααααα=
( )nn2211 qg,...,qg,qg=


�� ( ) ( ) ( )( ) ( )nn2211n21n21 qg,...,qg,qgq,...,q,qg,...,g,gqg ==αα
'����5� α ��-���������)�� 

3. +*! Gq,g ∈ 6%$� ( ) ( )qg α=α  �<@$� n21 h...hhg= �'���$ ii Hh ∈ 
�� ( ) iii gh =α
���O ni1 ≤≤ 
�� n21 k...kkq= �'���$ ii Hk ∈ 
�� ( ) iii qk =α ���O ni1 ≤≤

�!� ( ) ( )n21n21 k...kkh...hh α=α

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )nn2211nn2211 k...,,k,kh...,,h,h ααα=ααα
'����5�  ( ) ( )iiii kh α=α ���O ni1 ≤≤


�!�  ii kh = ���O ni1 ≤≤ �=���(���5�  qg=
�=���(���5�  α ��-�MV������*�%$�	9�*�%$�

4. +*! ( ) n21n21 G...GGg,...,g,g ×××∈ 
�!� ii Gg ∈ ���+*! ( ) iiii Hhg ∈=α ���*��?
	9�� 

ni1 ≤≤  ��@�� n21 h...hhg= 
�!�

( ) ( )n21 h...hhg α=α ( ) ( ) ( )( )nn2211 h,...,h,h ααα= ( )n21 g,...,g,g=
'����5� α ��-�MV��������$�K%�

�=���(���5�  α ��-��<���)�� �=���(���5�  n21 G...GGG ×××≅ �

3.15  (=%>�)(    +*! G ��-�����
��+*! n21 G,...,G,G  ��-������9����� G 6%$�  G ��-������

;��+���� n21 G,...,G,G  K!� n21 H,...,H,H ��-�����6%$� ii GH ≅  ���*��?
	9�� i = 1 , 2 ,F,n 


�� H ��-������;�������� n21 H,...,H,H  
�!�  G  ≅  H

)(6�
�H�,     +*! G ��-�����  
��+*! n21 G,...,G,G  ��-������9����� G 6%$�  G ��-������;��+�

��� n21 G,...,G,G  
��+*! n21 H,...,H,H ��-�����6%$� ii GH ≅  ���*��?
	9�� i = 1 , 2 ,F,n 
�� H 

��-������;�������� n21 H,...,H,H
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+*! iii GH:f →  ��-��<���)��#�� iH "���� iG

+*! GH:f → ����<�'�  ( )( ) ( ) ( ) ( )nn2211n21 hf...hfhfh,...,h,hf =
1. +*! ( ) ( )n21n21 a,...,a,a
��h,...,h,h ��-��<������� n21 H...HH ××× 6%$� 

( ) ( )n21n21 a,...,a,ah,...,h,h = 
�!� ii ah =  ���*��?
	9�� i = 1 , 2 ,F,n 
�!�

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )n21nn2211nn2211n21 a,...,a,afaf...afafhf...hfhfh,...,h,hf ===
�=���(���5�  f ��-�MV������

2. +*! ( ) ( )n21n21 a,...,a,a
��h,...,h,h ��-��<������� n21 H...HH ×××

( )( )( ) ( )( )nn2211n21n21 ah,...,ah,ahfa,...,a,ah,...,h,hf =
( ) ( ) ( )nnn222111 ahf...ahfahf=
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnnn22221111 afhf...afhfafhf=
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )nn2211nn2211 af...afafhf...hfhf=
( ) ( )n21n21 a,...,a,afh,...,h,hf=

�=���(���5� f ��-���������)�� 

3. +*! ( )n21 a,...,a,a ��-��<������� n21 H...HH ××× 6%$� ( )( ) ea,...,a,af n21 =

�!� ( ) ( )fkea,...,a,a n21 ∈ 
�!�  ( )( ) ea,...,a,af n21 =  
�!� 

( ) ( ) ( ) n21nn2211 e...eeaf...afaf =  #�"'!�9� ( ) iii eaf = ���*��? i=1,2,F,n

�=����9� if ��-�MV������*�%$�	9�*�%$� '����5� ii ea = ���*��? i=1,2,F,n 
�!� 

( ) ( )n21n21 e,...,e,ea,...,a,a = 6%$��J�@�������&����� H

�=���(���5� f ��-�MV������*�%$�	9�*�%$�

4. +*! g ��-��<������� G 6%$� iin21 Gb|b...bbg ∈=
��@$��#�� if ��-�MV��������$�K%�  #�<� ii Ha ∈ 6%$� ( ) iii baf =

�!� ( ) Ha,...,a,a n21 ∈ 6%$� ( )( ) ( ) ( ) ( ) gb...bbaf...afafa,...,a,af n21nn2211n21 ===

�=���(���5���5� f ��-�MV��������$�K%�

�=���(���5�  f ��-��<���)�� '����5� G ≅  H �

K!�"<9��?����<���)����� �����#��9��?�
���	9�"���5

3.16  )(	(��    +*!  G ��-����� 
��+*! 1G  , 2G  , F , nG ��-������9�����	���� G  


�!�  G ��-������;�������� 1G  , 2G  , F , nG �J	9��<@$�  G ��-������;��+���� 

1G  , 2G  , F , nG
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)(6�
�H�, +*!  G ��-�����
��+*! 1G  , 2G  , F , nG ��-������9�����	���� G

( )→ +*!  G ��-������;�������� n21 G,...,G,G

���#�
�'��9� G ��-������;��+���� 1G  , 2G  , F , nG

1. +*! n21 G...GGg ×××∈ 
���'��P&S�?� 3.10(3) #�<� ii Gg ∈  ���*��? 


	9�� ni1 ≤≤  ��$���+*! n21 g...ggg= 
	9 ii Gg ∈ 
�� iG �<���)����� ��? iG ���*��?
	9

�� ni1 ≤≤ ���+*!"'! n21 g...ggg=  �=���(���5�  n21 G...GGG=
2.  +*! ni1 ≤≤ 
��+*! ( )n1i1i21i G...GG...GGGk +−∩∈  
�!� iGk∈  
��

n1i1i21 G...GG...GGk +−∈ �=����9�  iGk∈  
�!�#�<�  ii Gg ∈ ��$���+*!  igk = ig=
�=���(���5� iGk∈ 
���=����9�  n1i1i21 G...GG...GGk +−∈ 
�!�#�<�  jj Gg ∈  ���*��? 

n1j1 ≤≠≤ ��$���+*!  n1i1i21 g...gg...ggk +−= n1i1i21 g...gg...gg +−=
�=���(���5�  n1i1i21 G...GG...GGk +−∈
�=���(���5� ( ) ( ){ }n21n1i1i21i e,...,e,eG...GG...GGGk =∩∈ +−  �'���$ ie

��-�������&����� iG ���*��? ni1 ≤≤
�=���(���5� ( )n21 e,...,e,ek = ��-�������&��+� n21 G...GG ××× �=���(���5�  k = e

+�������?��� �=����9� n21 G,...,G,G ��-����� �9�����	���� G 

'����5� ( )n1i1i21i G...GG...GGGk +−∩∈ ��-������9����� G ���+*!"'! iGe∈

�� n1i1i21 G...GG...GGe +−∈
�=���(���5� ( ) eG...GG...GGG n1i1i21i =∩ +−

'����5� G ��-������;��+���� 1G  , 2G  , F , nG

( )← +*! G ��-������;��+����  n21 G,...,G,G #�
�'��9� G ��-������;�������� 

n21 G,...,G,G ��$��@�#�
�'��9�  n21 G...GGG ×××=
+*! n21 G...GGg∈ #���P&S�?� 3.10(1) ���+*!"'!  n21 G...GGg∈


�� =××× n21 G...GG n21 G...GG '����5� n21 G...GGg ×××∈
�=���(���5�  n21 G...GGG ×××=
'����5� G ��-������;�������� n21 G,...,G,G �
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)((�$ 4

����������,	�
�������
�
�������

#��?���$ 3 ���"'!��!�������;�����
�������;��+��%5�<�#������	9��O#�����

#����'���� +�?���5#�
%�&�������������#���������	�����	��'#�
%�&��<?�	���$���������

���������	��������
��
�'��9����������	����������'��!����??�����< 2.40 ���#����5

���#�
�'������!��������$��'��!����??�����< 2.41 
�� ?�����< 2.42 6%$����+*!���"'!�����

������������

4.1 )(����&   +*! { }Ι∈iGi ��-���
�����6	�'���$ Ι ��-��6	'����� 
��+*! i
i

GG
Ι∈
∪=

��������,(��[��� ( Cartesian product ) *�@������ ( product ) ���{ }Ι∈iGi �����
��

'!�� i
i

G
Ι∈

Π ���*�'�'�

{ G:ffGi
i

→Ι=Π
Ι∈

�'���$ ( ) iGif ∈ ���*��?��� }Ι∈i

4.2  (=%>�)(   +*! { }Ι∈iGi ��-���
���������'���$ Ι ��-��6	'����� 
��+*!  

i
i

i
i

i
i

GGG:
Ι∈Ι∈Ι∈

Π→Π×Πο  ����<�'�  f ggf =ο  ���*��?���O f 
�� g +� i
i

G
Ι∈

Π �'���$ 

( ) ( ) ( )igifif g = ���*��?��� Ι∈i 
�!� ( )ο;Gi
i Ι∈
Π  ��-�����

)(6�
�H�,    +*! { }Ι∈iGi  ��-���
���������'���$ Ι ��-��6	'�����

1. +*! f,g 
�� h ��-��<������� i
i

G
Ι∈

Π 
�!�  

( ) ( ) ( ) ( )hgfgff ghf ghgf οοοοοο ====
'����5� ο <��<?�	��������$��*<�9?� i

i
G

Ι∈
Π

2. +*! f∈ i
i

G
Ι∈

Π �=����9� iG  ��-��������*��?
	9�� Ι∈i +*! ie ��-�������&��?� iG ���*��?


	9�� Ι∈i '����5�#�<� i
i

Ge
Ι∈

Π∈ 6%$� ( ) ieie = 
�!�
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( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ifeifieifif eief i ====ο 
��

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ififeifieiefife i ====ο
'����5� e ��-�������&����� i

i
G

Ι∈
Π ;��+	! ο

3. +*! f∈ i
i

G
Ι∈

Π 
�� ( ) iGif ∈ �=����9� iG  ��-��������*��?���O Ι∈i '����5����*��?
	9�� 

Ι∈i #�<� ( ) iGig ∈ 6%$� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ifigieigif == ���+*!"'!

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ieigifif gigf ===ο 
��

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ieifigigifg ===ο
'����5� g ��-�	���������� f ;��+	! ο

�=���(���5� i
i

G
Ι∈

Π ��-����� �

4.3 )(����&   ������������ ( )ο;Gi
i Ι∈
Π �'���$ Ι ��-��6	'����� +��P&S�?� 4.2 �9��������� 

(direct product) �����
��������{ }Ι∈iGi

��+*!�����	�9�K!� Ι ��-��6	#����'
�!� ( )ο;Gi
i Ι∈
Π  �J�@������;�����+�?���$ 3 
��

K!� Ι ��-��6	����	����#������ ( )ο;Gi
i Ι∈
Π �9�����������, ( infinite product ) �������

4.4 (=%>�)(    +*! { }Ι∈iGi ��-���
�������� �'���$ Ι ��-��6	'����� ���*��?
	9�� Ι∈k

����< ki
i

k GG: →Ππ
Ι∈

�'� ( ) ( )kffk =π 
�!� kπ ��-���������)�����O Ι∈k

)(6�
�H�, +*! { }Ι∈iGi ��-���
�������� �'���$ Ι ��-��6	'�����
�����*��?
	9�� Ι∈k

����< ki
i

k GG: →Ππ
Ι∈

�'� ( ) ( )kffk =π

1.   +*! f 
��g ��-��<������� i
i

G
Ι∈
Π  �'���$ f=g �=���(���5� ( ) ( )kgkf = ���*��?
	9��

Ι∈k �=���(���5�  ( ) ( ) ( ) ( )gkgkff kk π===π
'����5� kπ ��-�MV������

2.   +*! f 
��g ��-��<������� i
i

G
Ι∈
Π #�"'!�9�

( )gfk οπ ( )f gkπ= ( )( )kf g= ( ) ( )kgkf= ( ) ( )gf kk ππ= ���*��?��� Ι∈k
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'����5� kπ ��-���������)�� 

3.   +*! kk Gg ∈ #�<� f i
i

G
Ι∈

Π∈ 6%$� G:f →Ι �'���$ ( ) ik Ggkf ∈= ��$���+*!

( ) ( ) kk gkff ==π
'����5� kπ ��-�MV��������$�K%�

#�����=���#���!��	!����+*!����"'!�9� kπ  ��-���������)�� �

	9�"�#�
�'����<��<=��>���� i
i

G
Ι∈
Π ��?���� H +'O�'�=���#���9� i

i
G

Ι∈
Π

��'��!������<?�	������-���������*��?��
�{ }Ι∈iGi 	�<?�
��� 2.39 

 

4.5 (=%>�)(    +*! { }Ι∈iGi ��-���
���������'���$ Ι ��-��6	'����� 
��+*! H ��-�����
�� 

{ }Ι∈→ϕ iGH: ii  ��-���
������������)��
�!�#�<���������)�� i
i

GH:
Ι∈

Π→ϕ �=���

*�%$��'���6%$� ii ϕ=ϕπ ���*��?���O Ι∈i
H

ϕ iϕ

i
i

G
Ι∈
Π iG

iπ

)(6�
�H�, ���#�	!��
�'�+*!�*J��9� i
i

G
Ι∈
Π �'���$ Ι ��-��6	'�����<�����<?�	���-���������

��
�{ }Ι∈iGi '����5 +*! H ��-�����
�� { }Ι∈→ϕ iGH: ii  ��-���
������������)��
�����

����< i
i

GH:
Ι∈

Π→ϕ �'� ( )( )iaϕ ( )aiϕ=  ���*��?���O Ι∈i 
�� ���O Ha∈

1.   +*! a 
�� b ��-��<������� H �'���$ a=b 
�!�#�=���#���9� ( ) ( )ba ϕ=ϕ
+*! Ι∈i �=����9� ii GH: →ϕ  ��-���������)�� �=���(���5� ( ) ( )ba ii ϕ=ϕ ���O Ι∈i
���+*!"'!�9� ( )( ) ( )( )ibia ϕ=ϕ ���*��?���O Ι∈i  6%$�
�'��9� ( ) ( )ba ϕ=ϕ
'����5� ϕ  ��-�MV������

2.   +*! a 
�� b ��-��<������� H 
�!����*��?
	9�� Ι∈i  #�"'!�9� ( )( ) ( )abiab iϕ=ϕ
��@$��#�� ii GH: →ϕ  ��-���������)�����*��?���O Ι∈i �=���(���5� 

( ) ( ) ( )baab iii ϕϕ=ϕ ���*��?���O Ι∈i '����5�
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )ibabaabiab iii ϕϕ=ϕϕ=ϕ=ϕ
'����5� ( ) ( ) ( )baab ϕϕ=ϕ 6%$�
�'��9� ϕ ��-���������)�� 

3.   +*! Ha∈ #�"'!�9� ( ) ( )( ) ( )aiaa ii ϕ=ϕ=ϕπ ���*��?���O Ι∈i '����5� ii ϕ=ϕπ
���*��?���O Ι∈i
4.   +*! i

i
GH:

Ι∈
Π→β  ��-���������)��6%$� ii ϕ=βπ ���*��?���O Ι∈i +*! Ha∈  
�� 

Ι∈i  #�"'!�9�

( )( ) ( ) ( ) ( )( )iaaaia ii β=βπ=ϕ=ϕ
�=���(���5� ( ) ( )aa β=ϕ '����5� β=ϕ
�=���(���5� ϕ  ��-���������)���=���*�%$��'���6%$� ii ϕ=ϕπ ���*��?��� Ι∈i �

	9�"����#�
�'���>������!��������$#���'��!��	�<?�
��� 2.41 '����5 +*! X ��-�

�6	+'O +*! 1X− ��-��6		9���<������� X �'���$ 1XX −= #����5���@��MV������*�%$�	9�*�%$�


??��$�K%�#�� X "���� 1X− �'�+�!������&�� 1x− 
��;�=��� Xx∈ 
����@���6	��$

�����?'!���<������$	9��#���<����+� X 
�� 1X−  �'�<��<�����=���	���'��� ���
���<����

�=���	���'�����5�'!��������&�� 1

�����������'�? ( ), ..a,a 21 �'���$ ia ��-��<������� { }1XX 1∪∪ − ���*��?
	9�� 

{ }, ..2,1i∈ �9��4�( word ) 
��K!������'��!����?��@$��"�	9�"���5

1) K!� x ��-��<������� X 
�!� x 
�� 1x−  "<9�����'���

2) <� 1i≥  6%$� 1ai =
3) ���*��?
	9�� 1k ≥  K!� 1ak = 
�!� 1ai=  ���*��?���O ki≥

#�������9��4���(��( reduce word ) �'�
������'��� ( ), ..1,1,a, ...a,a n21 �<@$� 1n≥ '!��

( )n21 a, ...a,a 
������'��� ( ), ..1,1 ������9��4��!��( empty word ) 
��+�! 1 ��-�������&��


������9��

+*! F ��-��6	�������'�����5�*<'?� { }1XX 1∪∪ − ��<��?����9��
�����#�


�����'�?( )n21 a, ...a,a '!�� n21 a...aa 
������<���'��������� * ?� F �'���>������������

��� ( juxtaposition ) '����5
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m21n21 b...bba...aa �<@$� na ≠ 1
1b−

m1kkn21 b...ba...aa +−  �<@$� k ��-�#������	J<?����$<��     

                                                                                            ��$��'6%$� 1
1jjn ba −

+− =  ���*��? 

1k, ...1,0j −=

m1n b....b + �<@$� 1
i1in ba −

+− = ���*��? 

                   i=1,2,F,n 
�� n<m

mn21 a...aa − �<@$� 1
i1in ba −

+− = ���*��? 

                                                                                            i=1,2,F,n 
�� m<n

( ) ( )=m21n21 b, ...b,b*a, ...a,a 1 �<@$� 1
i1in ba −

+− = ���*��? 

                                                                                            i=1,2,F,n 
�� m=n

n21 a...aa �<@$� 1bi =  ���*��?���O  

mi1 ≤≤
m21 b...bb �<@$� 1ai =  ���*��?���O  

ni1 ≤≤
1 �<@$� 1ai =  ���*��?���O  

ni1 ≤≤   
�� 1bi = ���*��?

���O mi1 ≤≤

#���������<���'��������� * ?� F �!��	!� #��*J��9����*��?���O ( ) Fa, ...a,a n21 ∈
#�<� ( ) F, ..1,1 ∈ 6%$� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n21n21n21 a, ...a,a*, ...1,1a, ...a,a, ...1,1*a, ...a,a ==
��$��@� ( ), ..1,1  ��-�������&����� F ;��+	!���'��������� * 
�����*��?���O 

( ) Fa, ...a,a n21 ∈ #�<� ( ) Fa, ...a,a 1
1

1
1n

1
n ∈−−

−
−  6%$�

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n21
1

1
1
1n

1
n

1
1

1
1n

1
nn21 a, ...a,a*a, ...a,a1, ..1,1a, ...a,a*a, ...a,a −−

−
−−−

−
− ===

 ��$��@� ( )1
1

1
1n

1
n a, ...a,a −−

−
− ��-�	���������� ( )n21 a, ...a,a ;��+	!���'��������� * ?� F

	9�"�#�
�'�+*!�*J��9��6	 F ;��+	!���'��������� * ��-������'�
�'�+*!�*J��9� 

( ); *F �<���)�������?������$�����!���%5�<�6%$��J�@������9�������������������?����$�� 



31

4.6 (=%>�)( ( ); *F ��-�����

)(6�
�H�, +*! A(F) 
���6	���MV���������'*�%$�	9�*�%$�
����$�K%���5�*<'?��6	 F 
�!� 

A(F) #���-���������������?����$��?� F ;��+	!�������? ο ���MV������

+*! Xx∈  
��+*! x ��-�MV������#�� F "���� F ����<���*��?
	9��  

( ) Fa, ...a,a n21 ∈ ����<�'�

n21 a...axa �<@$� 1
1ax −≠

( )=n21 a, ...a,ax n2 a...a �<@$� 1
1ax −=

  x            �<@$� ( ) 1a, ...a,a n21 =

1         �<@$� 1
1ax −=  
�� n=1

1) +*! ( )n21 a, ...a,a 
�� ( ) Fb, ...b,b m21 ∈ ���*��?��� n,m Ι∈ 6%$�

( )n21 a, ...a,a =( )m21 b, ...b,b  ��@$��#�� ( )n21 a, ...a,a  
�� ( )m21 b, ...b,b ��-����'�?

'����5� n=m 
�� ii ba = ���*��?���O ni1 ≤≤

������$  1 �<@$� 1
1ax −≠ #�"'!�9� 1

1bx −≠ �=���(���5�

( ) ( )m21m21n21n21n21 b, ...b,bxb...bxbb...bxba...axaa, ...a,ax ====
������$ 2 �<@$� 1

1ax −= #�"'!�9� 1
1bx −=  �=���(���5�

( ) ( )m21m2n2n2n21 b, ...b,bxb...bb...ba...aa, ...a,ax ====
������$ 3 �<@$� ( ) 1a, ...a,a n21 = #�"'!�9� ( ) 1b, ...b,b m21 = �=���(���5�

( ) ( )m21n21 b, ...b,bxxa, ...a,ax ==
������$ 4 �<@$� 1

1ax −= 
�� n=1 #�"'!�9� 1
1bx −=  �=���(���5� 

( ) ( )m21n21 b, ...b,bx1a, ...a,ax ==
#����������!��	!����+*!����"'!�9� K!�( )n21 a, ...a,a =( )m21 b, ...b,b 
�!�         

( ) ( )m21n21 b, ...b,bxa, ...a,ax =
�=���(���5�  x ��-�MV������

2)  +*! ( )n21 a, ...a,a  
�� ( ) Fb, ...b,b m21 ∈ �'���$ ( )n21 a, ...a,ax ( )m21 b, ...b,bx=
'����5� m21n21 b...bxba...axa =

������$ 1 �<@$� 1
1ax −= 
�� 1

1bx −= ��@$��#�� m21n21 b...bxba...axa = #�"'!�9�

m21
1

1n21
1

1 b...bbba...aaa −− = '����5� m2n2 b...ba...a = #�"'!�9� mn=
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�� ii ba = ���*��?���O nmi1 =≤≤ �=���(���5� m21n21 b...bba...aa =

������$ 2 �<@$� 1
1ax −≠ 
�� 1

1bx −= '����5� 1
1 xb −= ��@$��#�� m21n21 b...bxba...axa =

#�"'!�9� m21
1

1n21 b...bbba...axa −= '����5� m2n21 b...ba...axa = #�"'!�9� 

xb2 = 6%$���'
�!� ��?( ) Fb, ...b,b m21 ∈ '����5�������5"<9��<��K���'�%5�"'!

������$ 3 �<@$� 1
1ax −= 
�� 1

1bx −≠ '����5� 1
1 xa −= ��@$��#�� m21n21 b...bxba...axa =

#�"'!�9� m21n21
1

1 b...bxba...aaa =− '����5� m21n2 b...bxba...a = #�"'!�9� 

xa2 =  6%$���'
�!���?( ) Fa, ...a,a n21 ∈ '����5�������5"<9��<��K���'�%5�"'!

   ������$ 4 �<@$� 1
1ax −≠ 
�� 1

1bx −≠
��@$��#�� m21n21 b...bxba...axa = '����5� 11 xbxa = ���+*! 11 ba = '����5�

mn= 
�� ii ba = ���*��?���O nmi1 =≤≤ ��$��@� m21n21 b...bba...aa =
#����������!��	!����+*!����"'!�9�K!� ( )n21 a, ...a,ax ( )m21 b, ...b,bx=


�!�( )n21 a, ...a,a ( )m21 b, ...b,b= �=���(���5�  x ��-�MV������*�%$�	9�*�%$�

3) +*! Fa..aa n21 ∈
������$ 1 �<@$� 1ax =  #�<� Fa..a n2 ∈ ��$���+*! ( ) ( ) ( )n21n2n2 a, ...a,aa, ...a,xa, ...ax ==

������$ 2 �<@$� 1ax ≠  #�<� Fa..aax n21
1 ∈− ��$���+*!       

( ) ( ) ( )n21n21
1

n21
1 a, ...a,aa, ...a,axxa, ...a,a,xx == −−

#����������!��	!����+*!����"'!�9� x ��-�MV��������$�K%�

'����5� x ��-�MV������*�%$�	9�*�%$�
??��$�K%�#�� F "���� F ��$��@� )F(Ax ∈
4) +*!( ) Fa, ...a,a n21 ∈

  ������$ 1 �<@$� 1
1ax −≠  #�"'!�9� ( ) n21n21

1 a...aaa...axax =−

������$ 2 �<@$� 1
1ax −= #�"'!�9� ( )=−

n21
1 a, ...,a,axx ο ( ) n2

1
n2

1 a...axa...ax −− =

( ) n21
1 a...axax−= n21 a...aa=

������$ 3 �<@$� ( ) 1a, ...a,a n21 = #�"'!�9� ( )=−
n21

1 a, ...,a,axx ο 1 n21 a...aa=

#����������!��	!� ��<��K����"'!�9� ( )n21
1 a, ...,a,axx ο−

n21 a...aa=

'����5� F
1 1xx =− ο ��$��@� 1x− ��-�	���������� x

5) +*! { }XxxS ∈= 
�!� S ��-�������$��J���$��'6%$�<� S ��-���?�6	 '����5�( )ο;S ��-�

�����9����� ( )( )ο;FA
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6) +*! ( ) ( )ο;S; *F: →ϕ ����<���*��? ( ) Fa, ...a,a n21 ∈  ����<�'�

( ) n21n21 a...aaa, ..a,a οοο=ϕ  
�� ( ) F11 =ϕ
+*!( )n21 a, ..a,a 
��( ) Fb, ..b,b m21 ∈ �'���$( )n21 a, ..a,a ( )m21 b, ..b,b=

��@$��#�� ( )n21 a, ...a,a  
�� ( )m21 b, ...b,b ��-����'�? '����5� n=m 
�� ii ba =

���*��?���O ni1 ≤≤ #�"'!�9� ii ba = ���+*!"'!�9�

( ) n21n21 a...aaa, ..a,a οοο=ϕ n21 b...bb οοο= bm...bb 21 οοο=

( )m21 b, ..b,bϕ=
'����5�  ϕ ��-�MV������

7) +*!( )n21 a, ..a,a 
��( ) Fb, ..b,b m21 ∈

   ������$ 1 �<@$� na ≠ 1
1b−  #�"'!�9�

( ) ( )( ) ( )m21n21m21n21 b, ..b,b,a, ..a,ab, ..b,b*a, ..a,a ϕ=ϕ

m21n21 b...bba...aa οοοοοοο=
( ) ( )m21n21 b...bba...aa οοοοοοο=

( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕϕ= ο
������$ 2 �<@$� k ��-�#������	J<?����$<����$��'6%$� 1

1jjn ba −
+− =  ���*��? 1k, ...1,0j −= #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,aϕ
( )m1kkn21 b, ..ba, ..a,a +−ϕ=

m1kkn21 b...ba...aa οοοοοο +−=
( ) ( ) m1kk1n1knkn21 b...bb...ba...aa...aa οοοοοοοοοοοο ++−−=

( )( )m21n21 b..bba...aa οοοοοο=

( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕϕ= ο
   ������$ 3 �<@$� 1

i1in ba −
+− = ���*��?  i=1,2,F,n 
�� n<m #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,aϕ ( )m1n b, ..b +ϕ= m1n b, ...b οο+=
( )( )( )m1nn21n21 b, ...bb...bba...aa οοοοοο +=

m1nn21n21 b, ...bb...bba...aa οοοοοοοο +=
( ) ( )m1nn21n21 b, ...bb...bba...aa οοοοοοοο +=

( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕϕ= ο
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������$ 4 �<@$� 1
i1in ba −

+− = ���*��? i=1,2,F,m 
�� m<n #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,aϕ ( )mn21 a, ..a,a −ϕ= mn21 a, ...aa −= οοο
( ) ( ) ( )m21n1mnmn21 b...bba...aa, ...aa οοοοοοοοοο +−−=

m21n1mnmn21 b...bba...aa, ...aa οοοοοοοοοο +−−=
( ) ( )m21n1mnmn21 b...bba...aa, ...aa οοοοοοοοοο +−−=

( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕϕ= ο
������$ 5 �<@$� 1

i1in ba −
+− = ���*��? i=1,2,F,n 
�� m=n #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,aϕ ( )1ϕ= F1=
( ) ( )n21n21F b...bba, ...aa1 οοοοοοοο=

( ) ( )m21n21 b...bba, ...aa οοοοοοο=

( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕϕ= ο
 ������$ 6 �<@$� 1bi =  ���*��?���O mi1 ≤≤ #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,aϕ ( ) ( )( )1*a, ..a,a n21ϕ= ( )n21 a, ..a,aϕ=

Fn21n21 1a, ...aaa, ...aa οοοοοοο == ( ) ( )Fn21 1a, ...aa οοοο=

( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕϕ= ο
   ������$ 7 �<@$� 1ai =  ���*��?���O ni1 ≤≤ #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,aϕ ( ) ( )( )m21 b, ..b,b*1ϕ=
( )m21 b, ..b,bϕ= m21Fm21 b, ...bb1b, ...bb οοοοοοο ==

( ) ( )m21F b, ...bb1 οοοο=

( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕϕ= ο
������$ 8 �<@$� 1ai =  ���*��?���O ni1 ≤≤  
�� 1bi = ���*��?���O mi1 ≤≤ #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,aϕ ( )1ϕ= F1=
( ) ( )n21n21F b...bba, ...aa1 οοοοοοοο=

( ) ( )m21n21 b...bba, ...aa οοοοοοο=

( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕϕ= ο
#����������!��	!����+*!����"'!�9� 

( ) ( )( )=ϕ m21n21 b, ..b,b*a, ..a,a ( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕϕ ο
��$��@�   ϕ ��-���������)�� 
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8) +*! ( )n21 a, ..a,a 
��( ) Fb, ..b,b m21 ∈ �'���$ ( ) ( )m21n21 b, ..b,ba, ..a,a ϕ=ϕ

'����5� m21n21 b...bba, ...aa οοοοοο = +*! x ≠  y '����5�

   ������$ 1 �<@$� 1

1
ax −≠ #�"'!�9� ( )=n21 a...aaxy ο ( )n21n21 a...aayxa...ayxa =

   ������$ 2 �<@$� 1

1
ax −= #�"'!�9� ( )=n21 a...aaxy ο ( )n21n2 a...aayxa...ya =

#����������!��	!����+*!����"'!�9�  yxxy =ο  '����5�

m21n21 b...bba, ...aa οοοοοο =

m1m21n1n21 bb...bbaa, ...aa −− = οοοοοο

Μ Μ
m21n21 b...bba...aa =

��@$��#�� n21 a...aa 
�� m21 b...bb ��-����'�? #�"'!�9� mn= 
�� ii ba = ���*��?���O 

nmi1 =≤≤ ��$��@� m21n21 b...bba...aa =
'����5� ϕ ��-�MV������*�%$�	9�*�%$�

9) +*! Sf∈ '����5�#�<�  ( ) Fa, ..a,a n21 ∈ 6%$� Sa, ...a,a n21 ∈  
�� 

n21 a, ...aaf οοο= 6%$����+*! ( )=ϕ n21 a, ..a,a Sa, ...aaf n21 ∈= οοο
*�@�K!� F1f = �J#�<�( )=n21 a, ..a,a ( ) F1 ∈ ��$���+*! ( ) f1a, ..a,a Fn21 ==ϕ

'����5� ϕ ��-�MV��������$�K%�

#�����=���#���!��	!����+*!����"'!�9� ϕ  ��-��<���)�� �=���(���5� ( ); *F �<���)�������? 

( )ο;S 
����@$��#��  ( )ο;S  ��-����� '����5�  ( ); *F ��-����� �

	9�"�#�
�'����<��<=��>�������� ( ); *F ��?���� G +'O �'�=���#���9����� ( ); *F

��-����������	�<?�
��� 2.41

4.7 (=%>�)( +*! F ��-�����+��P&S�?� 4.6 K!� G ��-�����+'O 
�� GX:f → 
�!�#�<�

��������)�� GF:f → �=���*�%$��'���6%$� f:fι �'���$ FX: →ι ����<�'� 

( ) ( ), ..1,1,aa =ι  ���*��?���O Xa∈
    G

f f

X F

ι
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)(6�
�H�, ���#�	!��
�'�+*!�*J��9� ( ); *F  ��-����������'����5 +*! FX: →ι ����<�'� 

( ) ( ), ..1,1,aa =ι +*! G ��-����� 
�� GX:f → +*! GF:f →  ����<�'� ( ) =1f e 
�� 

( ) ( ) ( ) ( )n21n21 af...afafa...aaf = ���*��? Xa, ...a,a n21 ∈
1) +*!( )n21 a, ...a,a , ( )m21 b, ...b,b  
�� F1∈
  ������$ 1 +*! ( )n21 a, ...a,a ( )m21 b, ...b,b=
��@$��#�� ( )n21 a, ...a,a  
�� ( )m21 b, ...b,b ��-����'�? '����5� n=m 
�� ii ba = ���*��?���O 

ni1 ≤≤ #�"'!�9� ( ) ( )ii bfaf = ���+*!"'!�9� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m21n21n21n21 bf...bfbfbf...bfbfaf...afafa, ..a,af ===
( )m21 b, ..b,bf=

  ������$ 2 +*! ( )n21 a, ...a,a 1= #�"'!�9� ( ) ( )1fea, ..a,af n21 ==
'����5� f ��-�MV������

2) +*! ( )n21 a, ...a,a 
��( ) Fb, ...b,b m21 ∈

   ������$ 1 �<@$� 1
1n ba −≠  #�"'!�9� 

( ) ( )( ) ( )m21n21m21n21 b...bba...aafb, ..b,b*a, ..a,af =
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=

( ) ( )m21n21 b, ..b,bfa, ..a,af=
������$ 2 �<@$� k ��-�#������	J<?����$<����$��'6%$� 1

1jjn ba −
+− =  ���*��? 1k, ...1,0j −= #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,af

( )m1kkn21 b...ba...aaf +−=
( ) ( ) ( ) ( ) ( )m1kkn21 bf...bfaf...afaf +−=
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )m1kkn21 bf...bfeaf...afaf +−=
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m1kkn21 bf...bf1faf...afaf +−=
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m1kk1n1knkn21 bf...bfb...ba...afaf...afaf ++−−=
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k1n1knm1kkn21 bf...bfaf...afbf...bfaf...afaf +−+−=
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=

( ) ( )m21n21 b, ..b,bfa, ..a,af=
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������$ 3 �<@$� 1
i1in ba −

+− = ���*��?  i=1,2,F,n 
�� n<m #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,af ( )m1n b, ..bf += ( ) ( )m1n bf...bf +=
( ) ( ) ( )m1n bf...bfe +=
( ) ( ) ( )m1n bf...bf1f +=
( ) ( ) ( )m1nn1n1 bf...bfb...ba...af +=
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=

( ) ( )m21n21 b, ..b,bfa, ..a,af=
������$ 4 �<@$� 1

i1in ba −
+− = ���*��? i=1,2,F,m 
�� m<n #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,af ( )mn1 a, ..af −= ( ) ( )mn1 af...af −=
( ) ( )( )eaf...af mn1 −=
( ) ( ) ( )1faf...af mn1 −=
( ) ( ) ( )m1n1mnmn1 b...ba...afaf...af +−−=
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m1n1mnmn1 bf...bfaf...afaf...af +−−=
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=

( ) ( )m21n21 b, ..b,bfa, ..a,af=
������$ 5 �<@$� 1

i1in ba −
+− = ���*��? i=1,2,F,n 
�� m=n #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,af

( )1f=
( )m21n21 b...bba...aaf=
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=

( ) ( )m21n21 b, ..b,bfa, ..a,af=
   ������$ 6 �<@$�  1bi =  ���*��?���O mi1 ≤≤ #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,af ( ) ( )( )1*a, ..a,af n21= ( )n21 a, ..a,af=
( ) ( ) ( )n21 af...afaf= ( ) ( ) ( )( )eaf...afaf n21= ( ) ( ) ( ) ( )1faf...afaf n21=
( ) ( ) ( )( )n21 af...afaf= ( )m1 b...bf

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=

( ) ( )m21n21 b, ..b,bfa, ..a,af=
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   ������$ 7 �<@$�  1ai =  ���*��?���O ni1 ≤≤ #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,af ( ) ( )( )m21 b, ..b,b*1f= ( )m21 b, ..b,bf=
( ) ( ) ( )m21 bf...bfbf= ( ) ( ) ( ) ( )m21 bf...bfbfe= ( ) ( ) ( ) ( )m21 bf...bfbf1f=
( )n1 a...af= ( ) ( ) ( )( )m21 bf...bfbf

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=

( ) ( )m21n21 b, ..b,bfa, ..a,af=
   ������$ 8 �<@$� 1ai =  ���*��?���O ni1 ≤≤  
�� 1bi = ���*��?���O mi1 ≤≤ #�"'!�9�

( ) ( )( )m21n21 b, ..b,b*a, ..a,af

( )1f=
( )m21n21 b...bba...aaf=
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )m,21n21 bf...bfbfaf...afaf=

( ) ( )m21n21 b, ..b,bfa, ..a,af=
#����������!��	!����+*!����"'!�9� 

( ) ( )( )=m21n21 b, ..b,b*a, ..a,af ( ) ( )m21n21 b, ..b,bfa, ..a,af

��$��@�   f ��-���������)�� 

3) +*! Xai∈ #�"'!�9� ( ) ( )( ) ( ) ( )iiii af, ..1,1,afafaf ==ι=ι �=���(���5� ff =ι
4)   �=����9� GF:f → ��-���������)�� �'���$  ff =ι
+*! GF:g → ��-���������)��  '����5� fg =ι #�"'!�9�  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n21n21n21n21 af...afafag...agagag...agaga...aag =ιιι==
( )n21 a...aaf=

       �=���(���5� gf = ��$��@�<���������)�� GF:f → �=���*�%$��'���                        �
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